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Kapitola 1

Uvod do variaéniho poctu

Jiz od samého détstvi se snazime pozndvat svét a piirodu kolem ndas. Nékterd jejich tajemstvi se nam
podaii odhalit velice rychle a snadno, jind v nds neustdle evokuji spoustu otdzek, na néz mnohdy ne-
dokdzeme fundované odpovédét, byt se zdaji byt jasné a jednoduché. ..

Tak napiiklad:
o Jakou k#ivku kopiruji elektrické draty volné visici mezi dvéma stozdry?

o Muze se stét, ze pii stejné spotiebé benzinu dojedeme rychleji z jednoho meésta do druhého po
kopcovité cesté nez po cesté rovné?

o Po jaké dréze se budou pohybovat planety nebo jind kosmicka télesa napiiklad kolem Slunce a
proc?

o Jak to, ze jsme si tak jisti, ze uzaviend kiivka o urcité délce, jejiz vnitfek m4 maximadlni obsah, je
pravé kruznice?

o Po jezete plujeme v lodce pohdnéné plachtou a vesly. Potiebujeme se dostat z jednoho biehu na
druhy, pficemz vitr fouka pfimo v protisméru. Jak musime plout, abychom se na druhy bieh dostali
co nejdiive a pritom se moc nenadieli?

o Jaky tvar bude mit pruzny hmotny nosnik lezici na dvou podpérach?
¢ Pro¢ se ndm tyc z ¢asti ponorend do vody jevi jako zlomend?

o Do mydlové vody ponoiime néjaky dratény utvar. Jakého tvaru nabude mydlova blana, ktera se
na ném zachyti?

A podobné bychom mohli pokracovat ddle. T kdyz v této praci viechny uvedené otazky nebudou pro jejich
slozitost zodpovézeny, alespon ndznakem ukdzeme, jakymi cestami je mozno ke sprdvnym odpovédim
dojit. Na tomto misté je ale tieba zminit, ze v nasem hledani feSeni nevystacime pouze s matematikou.
Na samém pocatku kazdé ulohy spojené s realitou stoji jista fyzikalni ivaha. Mnohdy se pii spravném
fyzikalnim rozboru budeme muset opiit jesté o zakladni fyzikalni principy', podle nichz se déje v piirodé

1Pro vétsi prehled nad danou problematikou zde muzeme poznamenat, ze rozlisujeme fyzikdlni principy diferencidlni
(v diferencidlnim tvaru) a integrdlni (v integralnim tvaru). Diferencidlni principy se vztahuji jen na mechanické déje, jejich
pusobnost nelze roz§itit nebo zobecnit na jiné obory fyziky, predev§im vSak nikoliv na fyzikdlni pole — jednd se napft. o
princip virtudlni préce, d’Alembertuv, Gaussiv nebo Hertztuv princip. Jejich matematickym prostiedkem je diferencidlni
pocet. Principy integrdlni nazyvame téz principy variacnimi — napt. Fermatiiv, Hamiltontiv, Maupertuisiiv, Maupertuisiv—
Eulertv, Jacobiho, Hilbertiv princip. T:Ispéénost téchto principt spociva hlavné v tom, ze zprostiedkuji odvozeni prislusnych
pohybovych rovnic a ze je lze pouzit ve vétsiné fyzikdlnich obord. Jmenujme mechaniku kontinua, teorii elektromagnetického
pole, teorii relativity, kvantovou mechaniku nebo kvantovou elektrodynamiku. My se v dal§im s nékterymi tlohami, ve
kterych bude mozno vyuzit néktery z variac¢nich principii, setkdme, nebot, jak jiz sdm ndzev napovida, jejich matematickym
prostiedkem je praveé variac¢ni pocet.
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odvijeji. V konkrétni podobé se s nékterymi z nich sezndmime v kapitole 2 a potom pfi jejich aplikaci
v tdlohéch. Po dusledném rozboru ulohy z fyzikédlniho hlediska ji jiz muzeme pfevést na matematicky
problém — v nagem piipadé problém matematické analyzy, a to konkrétné variaéniho poctu.

Jak nejjednoduseji a nejnazornéji popsat, co variaénim poc¢tem rozumime? Dalo by se fict, ze variac¢ni
pocet je jistou analogii po¢tu diferencidlniho. Jak vime, dstfednim pojmem diferencidlniho pocétu je funkce
a predmétem studia jeji vlastnosti, tj. zejména limita, derivace, extrémy, prubéh. Ve variaé¢nim poctu je
to funkciondl a jeho vlastnosti, tedy pifedev§im uréovani jeho extrému.

Jelikoz se vSe bude v néasledujicich fadcich odvijet od pojmu funkciondl, bude nutné si vytvorit
spravnou predstavu o tom, co jim rozumime: podobné jako u funkce se jednd o jistou zavislost, kde
na rozdil od funkce hodnota zavisle proménné neni urcena cislem, ale funkci.

Pro nazornost zde uvedme dva ptiklady funkciondlu:

e Délka rovinné kiivky y = y(z) spojujici dva dané body A[za,ya] a Blzp,ys]

Piedokladejme, ze z € (z4,xp) a funkce y = y(z) ma v tomto intervalu spojitou derivaci y'(z).
Délku I takovéto kiivky lze pak vyjadrit ndsledujicim zpusobem:

I = / V1+y?(z) de.
Ta

e Moment setrvaénosti tuhého télesa o prufezu S, hustoté p, tvaru kiivky y = y(x)

Piedpoklddejme, ze x € (x1,22) a funkce y = y(z) mé v tomto intervalu spojitou derivaci y'(z).
Pak moment setrvacnosti J, daného dratu vzhledem k ose x je urcen takto:

T2

Jy = pS/y2(x) 1+ y"2(x) dz.

A jak to vse souvisi s otdzkami zminénymi na samém zacatku kapitoly? At uz je to v nich explicitné
uvedeno, ¢i nikoliv, “spoleénym jmenovatelem vsech je nalézt maximum nebo minimum néjaké fyzikalni
veliciny — napiiklad potencidlni energie, casu, obsahu. Pouzijeme-li jiz ndmi vyse zminénou matematickou
terminologii, znamena to, ze fyzikalni veli¢inu lze v souvislosti s dlohami vyjadfit funkciondlem, ptficemz
my potiebujeme najit pravé jeho extrém; piesnéji feceno, pro jakou funkci extrém nastdva. Takové ulohy
nazyvame variacnimi ulohami a jejich metody feSeni, tedy metody umoznujici nalézt maximalni
nebo minimélni hodnotu funkciondla, zkouma variacni pocet.

Na tomto misté jesté pro dostatecnou ilustraci nastinme tii nejzdkladnéjsi varia¢ni ulohy, které mély
vyrazny historicky vyznam a které dodnes tvoii pilite variaéniho poctu.

1. Variaé¢ni 1iloha s pevnymi koncovymi body (Uloha o brachystochroneé)

Najdéte kiivku, po které se musi pohybovat hmotny bod v zemském tihovém poli ve svislé roving, aby se
7 pocateéniho bodu Az 4, y4] do koncového bodu B[z g, yg| dostal v co nejkratsim case ¢, predpokldddme-
-li nulovou pocateéni rychlost a pohyb bez tfeni. (Takovou kfivku nazyvame brachystochronou.)

Uloha vede na nalezen{ extrému nésledujiciho funkcionglu:
/ /1 + y/2
V2gy(z)

piicemz y(x4) = ya, y(xB) = yB.
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Je ziejmé, ze hledanou ¢arou neni isecka spojujici body A a B, ptestoze je nejkratsi spojnici téchto
dvou bodu, protoze pii pohybu po piimce by se rychlost hmotného bodu zvétsovala pomérné pomalu;
spojime-li v8ak uvazované body ktivkou, kterd je v porovnani s iseckou AB zpocatku strmgjsi, prodlouzi
se sice draha, bod v8ak probéhne vétsi ¢ast této drahy veétsi rychlosti.

Tuto tlohu kompletné vyfesime pozdéji?. Jejimi prvnimi fegiteli byli bratii Bernoulliové, Newton,
Leibniz a I’'Hospital.

2. Variaéni tiloha na vézané (podminéné) extrémy (Uloha o geodetickych carach)

Ze vsech ¢ar spojujicich dva body na plose ¢(z,y, 2) = 0 najdéte tu, kterd méd nejmensi délku I. (Takovym
cardm tikame geodetické édry.)

M4 se tedy nalézt minimum funkciondlu

l:/\/l—}—y’Q(x) + 2"%(x) dux,

pricemz funkce y = y(x), 2 = z(x) musi vyhovovat podmince ¢(z,y, z) = 0.
Prvnim, kdo se touto tulohou zabyval, byl Johann Bernoulli.

3. Izoperimetricks tloha (Uloha o ploge maximélniho obsahu pii daném obvodu)

Mezi viemi jednoduchymi uzavienymi kiivkami pfedepsané délky | najdéte tu, jez ohranicuje plochu
s maximalnim obsahem S.

Piedpokldddme, ze uzaviend kiivka je ddna parametricky: x = z(t),y = y(t). M4 se ur¢it extrém
funkciondlu S, kde

!
s = [ att'® d.
0
za zvlastni podminky, ze délka pifedepsané kiivky nabyva konstantni hodnoty [, tj. ze
/ x'2(t) + y"2(t) dt = .

Tato 1loha byla jiz formulovana kolem roku 200 pf. n. 1. Zénodorem a tehdy byla zndma jako “problém
kralovny Didon. Uz ve starém Recku bylo zndmo, ze hledanou kfivkou je kruznice. Obecné pak tlohy
tohoto typu fesil Euler.

2viz piiklad 4.13.i), str. 19



Kapitola 2
Historicky vyvoj variacniho poctu

V této kapitole se zastavime nad hlavnimi historickymi mezniky a osobnostmi, které se na rozvoji va-
ria¢niho poétu podilely.

Jak jsme jiz v uvodu zminili, variaéni pocet je nezanedbatelnou ¢asti studia matematické analyzy —
matematické discipliny zabyvajici se funkcemi. Proto se nejprve kratce podivejme na zacdtky matematické
analyzy a také na jeji nasledny vyvoj, ktery vznik varia¢niho po¢tu podminil. Avsak uvidime, Ze jeho
vznik byl z nezanedbatelné ¢asti dan i vyvojem fyziky, proto ve fyzice, a to zejména ve fyzice teoretické,
nachézi veliké uplatnéni.

Obdobi do konce 16. stoleti je charakteristické tim, ze se matematika nedostala za hranice studia
konstantnich veli¢in. Vyznamny zlom nastdvd az v 17. stoleti, kdy matematikové zacinaji obracet svou
pozornost k otdzkdm proménnych veli¢in a s nimi souvisejicich funkénich zavislosti, nekoneénych pro-
cesu, limit, nekonecné malych veli¢in, derivaci atd. Tuto naléhavou potiebu zmény si vyzadala predevsim
piirodovédna praxe — kartografie, geodézie, balistika, mofeplavectvi, astronomie (Johann Kepler pfi ma-
tematickém popisu pohybu planet) nebo mechanika (Galileo Galilei pfi studiu volného pddu, pohybu na
naklonéné roviné atd.). Podnéty ale vychédzely i ze samotné matematiky, zejména analytické geometrie,
tésné spjaté s klasifikaci kiivek, hleddnim jejich te¢en, maxim a minim apod. V souvislosti s druhou po-
lovinou 17. stoleti také nemiizeme nezminit vliv vzniku infinitezimalniho poc¢tu, o néjz se zaslouzili Isaac
Newton (1643-1727) a Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716). Timto vyvrcholilo obdobi, které dalo
velmi dobré predpoklady pro to, aby se matematika proménnych veli¢in dostala na pevny zdklad a dala
tak vznik matematické analyzy dnesni podoby, byt k tomu bylo potieba je§té mnoha desetileti.

Konec 17. stoleti tedy zahdjil neobycejné plodné obdobi tviréi prace matematiki. Diferencidlni a
integralni pocet skytal velké moznosti svého uplatnéni (zejména ve fyzice), o coz se vyraznou mérou
zaslouzili v 18. stoleti bratii Bernoulliové, Euler, Laplace, Lagrange, Legendre, Clariaut, d’Alembert,
Fourier, Monge a fada jinych. Infinitezimalni pocet byl ale i odrazovym mustkem pro rozvijeni dalsich
matematickych teorii, zejména také variacniho poctu.

Za objevitele varia¢niho poctu byva casto diky svym vyznamnym piispévkum pokldddn Johann
Bernoulli (1667-1748). Roku 1696 predlozil matematikiam problém brachystochrony'. Kromé samotného
Johanna Bernoulliho se jim zabyval také jeho bratr Jacob, dale Leibniz, Newton a I’Hospital. Zjistili, ze
fesenim je cykloida. Huyghens jiz difve objevil, Zze cykloida je také tautochronou?, tj. kiivkou, po niz
hmotny bod pohybujici se z jistého bodu v tthovém poli Zemé narazi do “svislé prekdzky v co nejkratiim
case. Této vlastnosti vyuzil v roce 1673 také pii konstrukci tautochronnich kyvadlovych hodin. V té dobé
déle Bernoulliové a Leibniz nalezli rovnice geodetickych kiivek na plose.

Pravdépodobné nejveétsi piinos dal variaénimu po¢tu vyznamny matematik Leonhard Euler (1707-
1783). Roku 1744 vysla jeho prace Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gua-

lviz str. 3 a piiklad 4.13.i), str. 19
2viz piiklad 5.4.ii), str. 32
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dentes. Bylo to prvni zpracovani variacniho poctu, které se stalo zdkladem pro vznik variacniho poc¢tu jako
samostatného odvétvi matematiky. Plnym pravem muze byt tedy Euler povazovan za jeho zakladatele.

Soucasné se zacatky a postupnym vyvojem variaéniho poctu se fesila i fada fyzikalnich problém
z mechaniky, které byly pro jeho rozvoj vyznamnym hnacim impulsem. Dulezitou roli sehraly objevy
zékladnich fyzikdlnich principt, kterymi z matematického hlediska muzeme popsat fyzikdlni déje v
pifrodé. Uz v poloving 17. stoleti byl zndm Fermativ princip z optiky (princip nejkratsi doby), ktery
iikd, ze svétlo se §ifi tak, aby svoji drdhu urazilo v co nejkrat§im case. Matematicky je mozno jej formu-

lovat takto:
S92 d
5t =6 / o,
v
S1

kde ¢ je doba sifeni svételného paprsku, s urazena draha, s; (s2) pocatecni (koncovy) bod vyskytu paprsku,
v = + jeho rychlost, n index lomu prostiedi a ¢ rychlost svétla ve vakuu. Védélo se, ze podobny princip
musf jisté platit i v mechanice (tehdy byly hlavnimi obory fyziky mechanika a geometricka optika), ale
cesta k jeho formulaci trvala od té doby jesté celych 100 let. Duvod ziejme spociva v tom, Ze v geometrické
optice, pokud jde o Fermatuv princip, bylo mozné “ptirozenou tivahou zvolit veli¢inu, kterd méla nabyvat
extrémni hodnoty. Byl to ¢as, pfesnéji feceno casovy interval, tedy pojem naprosto bézny a relativné
snadno méfeni pristupny. AvSak v mechanice nebylo lehké zvolit velic¢inu, kterda ma v prubéhu pohybu
nabyvat extrémni hodnoty a také struktura této veli¢iny, dnes nazyvané akci S, neni jednoducha. Roku
1750 zacala na toto téma ziva diskuse. Jejim hlavnim aktérem se stal francouzsky matematik Pierre
Louis Moreau de Maupertius (1698-1759). Roku 1744 vyslovil hypotézu, 7e kazdy de&j v prirodé
probiha tak, ze urcita veli¢ina, nazyvana akci, je minimdlni. Na tomto vyroku lze asi hlavné hodnotit
jeho §itku, ze se totiz neomezuje jen na mechanické déje. Avsak jim podand matematicka formulace nebyla
presna, ke spravnym vysledkum z tohoto principu plynoucim dospél Maupertius nekorektnimi metodami.
Z ruznych stran se mu dostalo vysméchu, dokonce zanedlouho poté, vnitiné zlomeny, umird. Nastésti se
jeho myslenky zastal sém Euler a pfevedl princip nejmensi akce do pozadovaného tvaru:

5S=5/mvds=0,

kde m je hmotnost, v rychlost a s draha uvazované ¢astice. Postavil jej na spravny zaklad a dodnes mu
fikdme Maupertuisiv princip. V této podobé jej pozdéji pouzili ve svych pracech Lagrange a Hamilton.

Dulezitou roli v matematice, a ve védé vubec, sehrali ve Francii v 18. stoleti encyklopedisté. Mezi nimi
zmifime Jeana Le Rond d’Alemberta (1717-1783), jakozto hlavniho matematika. Roku 1743 vysla
jeho ucebnice dynamiky Traité de dynamique, v niz mimo jiné vyslovuje vyznamny mechanicky princip,
umozinujici prevést dynamické tilohy na lohy statické. Dnes je zndm pod ndzvem d’Alembertuv princip.
Zminujeme jej na tomto misté piedeviim proto, ze sehrdl vyznamnou roli pro dalsi vyvoj poznatku o
mechanickych principech.

Byl to prdvé Joseph Louis Lagrange (1736-1813), ktery roku 1760 podal pfesné znéni principu
nejmensdi akce pro konzervativni soustavy. S tim jisté souvisely i jeho ptispévky k varia¢nimu poctu.
Lagrange poznamenal, 7e Eulerovy metody fedeni varia¢nich iloh nemaji iplné onu jednoduchost, kterou
by si bylo ptat u predmeétu ¢isté analyzy, a tak vysledkem byl Lagrangeuv ¢isté analyticky variaéni pocet
Meécanique analytique, ktery nejenze je plny puvodnich objevil, nybrz obsahuje také dobie usporadany a
prepracovany historicky material, coz je typické pro viechny jeho préce. Je to asi nejcennéjsi Lagrangeovo
dilo, ve kterém je plné vyuzito moznosti, které skytaly nové analytické vysledky pro mechaniku bodu a
pevnych téles. Lagrange byl diky svému piistupu povazovan za prvniho dusledného analytika.

Koncem 18. stoleti se zdélo, ze vyvoj matematiky dospél ke svému vrcholu. Oviem nova generace,
ktera byla ovlivnéna ptinosem Francouzské revoluce a rozkvétem pftirodnich véd, ukéazala, ze jakékoli
obavy ze stagnace matematiky jsou neoprdvnéné. Vyznamnou mérou se o to zaslouzil Carl Friedrich
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Gauss (1777-1855). Ve 30. letech 19. stoleti se jeho pozornost za¢ind obracet k fyzice a jeho poznatky,
piredevsim z teorie pole, vedly k jistym minimalnim principum o prostorovych integralech. V nich ro-
zezndvame pozdéjsi tzv. Dirichletovy principy, které rovnéz patii do oblasti varia¢niho poctu.

Dostavédme se k dalsimu velikdnovi matematiky a fyziky, a tim je William Rowan Hamilton (1805-
1865). Proslavil se piedeviim formulaci varia¢niho principu nejmensi akce v podobg, jakou pouzivdme
dnes, tj.

to
5S=5/Ldt=0,
t1

kde t je doba, L = T — V; T znaéi kinetickou a V potencidlni energii soustavy. Tento tzv. Hamiltonuv
princip je ve fyzice vyznamny pravé Sirokosti svého uplatnéni — v klasické mechanice, v teorii relativity
nebo v kvantové mechanice. Jeho obrovsky piinos tkvi v tom, ze pomoci jediné tzv. charakteristické
funkce (hamiltonidnu) ziskdvame veskeré pozadované informace o uvazovaném problému, tj. pohybové
rovnice, poc¢atecni, okrajové podminky apod.

Jesté poznamenejme, ze dalsi rozvijeni variaéniho poctu timto neustalo. Napiiklad Peter Lejeune
Dirichlet (1805-1859) zavedl do varia¢niho poétu tzv. Dirichletiv princip. Dale to byly nesmirné peclivé
uvahy Karla Weierstrasse (1815-1897), jehoz véhlas se opiral predevsim o jeho pfesnost, a to jak v teorii
funkeci, tak v teorii varia¢niho poctu.

Nakonec zminme 8. srpen roku 1900. Do moderni historie matematiky se zapsal spole¢nym zasedanim
mezindrodniho kongresu matematikia v Pafizi, na némz vynikajici némecky matematik David Hilbert
(1862-1943) prednesl pfednasku “Matematické problémy. Jeji zdvaznost tkvéla v tom, ze Hilbert byl
patrné poslednim matematikem, ktery obsdhl prevaznou ¢ast matematiky tehdejsi doby. Zformuloval 23
V této souvislosti poznamenejme, ze 19., 20. a 23. problém se tykal také pravé varia¢niho poctu. Hilbert
zde zduraznuje nutnost jeho dalsiho rozvoje. Mimo jiné zminil, ze pfes jeho vyrazny pokrok v posledni
dobé, piedevsim diky Weierstrassovi, stéle jesté neméa v Sirokych kruzich tu vaznost, ktera ji piislusi.

Dnes jiz muzeme fFici, ze vyvoj matematiky ve 20. stoleti jednoznacné Hilbertovy prognézy potrvdil
a variacni pocet se stal jednou z fundamentélnich disciplin moderni matematiky.



Kapitola 3
Zakladni pojmy variaéniho poctu

Abychom mohli v dal§im vylozit zpusoby feSeni variaénich tloh, bude nutné nejprve zavést zdkladni
pojmy, na kterych je varia¢ni pocet vystaven. Jednd se o definice funkciondlu, variace funkce, variace
funkciondlu a lokdlniho extrému funkciondlu. Uvidime, 7Ze tyto pojmy jsou analogické zadkladnim pojmum
poctu diferencialniho.

Ustiednim pojmem, jak uz jsme diive zminili, je funkcional. Proto hned na zacitku uvddime jeho
definici:

3.1. Definice. Nechf je déna urcitd t¥ida funkefl y = y(z).
Rekneme, 7e J je funkciondl definovany pro funkce nagi t¥idy, je-li kazdé funkci y = y(x) této tiidy
piifazeno urcité ¢islo Jy(z)]. Piseme J = J[y(z)].

Tiida funkci y = y(z), pro néz je funkciondl definovédn, se nazyva oborem funkciondlu.

3.2. Poznamka. Ve variac¢nich ulohéch, které ddle budeme fesit, uvazujeme pouze nékteré specifické
ttidy funkci. Proto je zde konkrétné uvedeme a pfitom je zasadime do souvislosti s ptislu§nym metrickym
prostorem.

Ten bude tvofen mnozinou redlnych funkei spojitych na intervalu (a,b). Znatime ji C|a, b], piip. C.
Hovoiime-li o funkcich spojitych na intervalu (a, b) i se svymi prvnimi derivacemi, piseme C*][a, b], pfip.
C'. Podobné, pokud jsou funkce na (a, b) spojité i se svymi derivacemi az do n-tého fadu véetné, znac¢ime
C"[a,b], ptip. C", kden € N an > 2.

Pro uplnost zadani metrického prostoru definujeme na uvedenych mnozinach funkci ptislusné metriky:
pro f,ge C:

pC(fa g) = masz(a,b)|f(w) - g(m)‘a

pro f,g € C':
pcr(f.g9) = max{max,e(op|f(2) — g(2)], max,en|f (@) — g'(2)[}
a obecné pro f,g € C", kdene Nan >2:
pon(f,9) = max{max,c (o | f(2) = g(x)| maxse(ap |f' (@) = g' (@), .., maxpe (o f™ () — g™ (2)]}.

Nyni zavedme imluvu, ze pokud explicitné nebude uvedeno jinak, v dalsim budeme vyhradné uvazovat
funkcionaly typu

b
Tiy(@)] = / F (2, y(x),y (x)) dx,
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kde y = y(z) € C'[a, b]. (Jak uvidime, prave tyto funkciondly hraji ve varia¢nich ilohéch s geometrickymi
nebo fyzikalnimi aplikacemi klicovou roli.)

Déle, pokud budeme hovotit o parcidlnich derivacich 1. a 2. fddu funkce F' = F(z,y,y') podle druhé
nebo tieti proménné, budeme vzdy v piipadé potieby predpoklddat jejich existenci a spojitost.

Stejné jako je s funkcemi jedné nebo vice proménnych tzce spjat diferencidl funkce (jakozto hlavni
linearni ¢dst prirustku funkce), muzeme v souvislosti s funkciondly analogicky hovofit o variaci funkcionédlu
(jakozto o hlavni linedrni ¢asti pfirustku funkcionélu).

Nejprve si tedy pro vét§i ndzornost pripomenme, jak je v diferencidlnim poc¢tu definovan diferencidl
funkce. Pro vétsi srozumitelnost zde uvaddime zjednodu§enou definici:

3.3. Definice. Necht je ddna funkce f = f(z1,z2,...,2,) se spojitymi parcidlnimi derivacemi prvniho
fadu.
Potom
f(iEl 4+ hi, 20 + ho, ..., 2y +hn) - f(iEl,iEQ,...,CUn) =

_ Z af($1,$2a---=$n)hi te,
i—1 8:[71

kde Ay, ha,. .., h, € R a ¢ je velicina nekoneéné mald, vysstho fddu nez /(h? + h3 + ...+ h2).

Vyraz
i af(xlax% s 7xn)h
' 8332 i3
=1
kde i =1,2,...,n, se nazyva diferencidl funkce f.

3.4. Poznamka. Diferencidl funkce muzeme ale definovat i jinym zpusobem.
Zavedme funkci ® = ®(t) takto:
‘P(t) = f(l‘l +th1,1‘2 +th2 ..... In +thn),

3 3

pticemz parametr ¢ je konec¢né realné cislo. Potom

d
‘Pl(t) = af(l‘l + th1,1‘2 + thg ..... Ty + thn) =

3 3

_ i 6f(a:1 + thy,zo + the,..., 2, +thn)h'
i=1

Bxi

Pro t = 0 dostavame:

- 6f(1'1,1‘2,...,$n)
! _ .
OEDY o hi,

kdei=1,2,...,n.

Vidime, ze odvozeny vyraz pravé predstavuje ndmi vyse definovany diferencial funkce f.

Pro analogické zavedeni variace funkciondlu jesté budeme potfebovat pfesné vymezit, co rozumime
pojmem variace funkce:
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3.5. Definice. Necht je dan funkciondl J = J[y(z)], pficemz y = y(x) se muze ménit uvniti néjaké tiidy
funkeci.
Pifrustek n = n(x) funkce y = y(x) se nazyvd variace funkce y = y(z) a znati se dy = dy(z). Tedy

dy(x) = n(z) =y(z) - y(z).

A nyni jiz pfistupme k samotné definici variace funkcionalu. Zavedme funkci ® = ®(t) = J(y +tn) =
b
[ F(z,y+tn,y" + tn')dz, kde t € R, a necht funkce F' m4 spojité parcidlni derivace podle druhé a tretf
a

proménné.

Potom ,

b
P'(t) = /F(w=y+tn,y’+tn’)dw=/PF(w,watn,y’Hn') dr ="

dt

=

a a
b
= / [Fy(x,y +tn,y' +tn'")n+ Fy(x,y +tn,y' +tn')n'] dz
a

a pro t = 0 dostaneme:

b
#'(0) = / [Fy (2,51 + Fy (2,9,9' '] da. (3.1)

b
3.6. Definice. Vyraz (3.1) nazyvdme variaci funkciondlu J(y) = [ F(z,y,y')dz a zna¢ime jej 6.J.

a

Nakonec definujme lokdlni extrém funkcionalu; ten bude pro dalsi vyklad stézejnim pojmem.
3.7. Definice. Rekneme, 7e funkce y = yo(z) € C'[a,b] je lokdlni minimum (vesp. mazimum) fuk-
ciondlu J, jestlize existuje e > 0 takové, ze pro kazdou variaci n = n(x) € C'[a, b] splitujici n(a) = n(b) = 0
a pci(n,0) < e plati
J(yo) < J(yo +n) (resp. > J(yo +n)).

vvvvvv

zacit studium samotnych zpusobu feSeni ruznych typu variac¢nich uloh.

Lviz [1], str. 111



Kapitola 4

Variac¢ni ulohy s pevnymi konci

Variaénimi tilohami s pevnymi konci' rozumime variaéni ilohy na mnoziné takovych funkei, které jsou ve
svych koncovych bodech “pevné uchyceny, tedy pro kazdou funkci nabyvaji soufadnice jejich koncovych
bodu stejné hodnoty.

Variac¢ni dlohy s pevnymi koncovymi body jsou témi nejzdkladnéj§imi typy variacnich dloh, od jejichz
feSeni se odvijeji feSeni vSech typu ostatnich. Proto veskerou zakladni teorii metod feSeni variac¢nich tloh
uvedeme pravé pro variacni tlohy s pevnymi koncovymi body. V dalsich ptislusnych kapitolach se pak
postupné dozvime o odliSnostech metod feSeni variac¢nich tloh ostatnich typu.

4.1 Metody reSeni variac¢nich tloh s pevnymi konci

Jak jiz bylo feceno v tvodni kapitole, ve variac¢nich tlohach jde o to, najit extrém daného funkciondlu.
Uvidime, ze situace je podobna jako p#i hleddni extrému funkce.

Zcela prirozené se tedy setkdvame se tfemi hlavnimi problémy, které musime fegit:

A. Najit takové nutné podminky pro existenci lokalniho extrému funkcionalu, jez musi spliiovat hledané
funkce, aby, vime-li, 7e fegeni existuje, bylo mozno na jejich zdkladé hledanou funkci? skuteéné uréit.

B. Najit dostatecné obecna kritéria pro existenci lokalniho extrému funkciondlu.

C. Kdyz zname funkci, kterd spliiuje zdkladni nutnou podminku, stanovit kritéria, podle nichz by bylo
mozné usoudit, uddva-li tato funkce skuteéné lokalni extrém a piipadné zda se jednd o lokdlni ma-
ximum nebo lokdlni minimum. (V dlohach, které se tykaji konkrétnich aplikaci, velmi ¢asto plyne
existence lokalniho extrému pfimo z podstaty problému; z toho divodu méa prvotrady vyznam bod A.

a B.)

Ip#ip. s pevnymi koncovymi body

2Pojem funkce (jedné proménné) miizeme ztotoznit s pojmem kfivka (v roviné) — ale pouze za predpokladu, ze kiivka
disponuje vS§emi vlastnostmi funkce.

Krivkou v roviné rozumime obvykle spojitou rovinnou ¢éru, vytvorenou napt. jako trajektorie rovinného pohybu hmotného
bodu. Matematicky muze byt definovdna: a) jako mnozina bodi o soufadnicich [z,y] vyhovujicich rovnici F(z,y) = 0, kde
F je funkce dvou redlnych proménnych s jistymi vlastnostmi, b) bud jako graf spojité funkce f: y = f(z), = € {a,b), nebo
spojité funkce g: z = g(y), y € {c,d), ¢) parametricky, tj. funkcemi ¢, ¥: (o, 8) — R tak, ze = p(t) a y = ¥(t), t € {a, B).

Kiivku zadanou parametricky pak nazveme hladkou, pravé kdyz funkce o, ¢ maji na intervalu (a, 8) spojité derivace,
které nejsou v zadném bodé tohoto intervalu zaroven obé rovny nule. Po édstech hladkou krivkou rozumime kiivku skladajici
se z konecného poctu hladkych kiivek. (Precizni formulace vyse uvedenych definic 1ze nalézt napft. v [2], str. 234 a déle.)

11
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A. Nutna podminka existence lokalniho extrému funkcionalu

Je pted nami prvni ukol — najit nutnou podminku pro existenci lokdlniho extrému funkciondlu. Nejprve si
v8ak v néasledujici vété pfipomenme, jak vypadd nutnd podminka pro existenci lokdlniho extrému funkce:

4.1. Véta. Necht je funkce y = f(x) diferencovatelnd a v bodé z = zg svého defini¢niho oboru mé lokéln{
extrém.
Potom

df (zo) = 0.

Diikaz. Podle definice diferencidlu funkce f jedné proménné je df (zg) = f'(x0)h, h € R. Predpokladejme,
ze df (zg) # 0, tj. f'(z0) # 0, pokud h # 0.

Jestlize tedy f'(zo) > 0, pak podle definice derivace funkce f v bodeé zq je limj_yq w >0,
coz znamend, ze funkce f v bodé zg roste. Podobné, pokud f'(x¢) < 0, pak lim,_q w < 0,

coz znamend, ze funkce f v bodé zg klesa.
Dostéavame tak spor s predpokladem, ze funkce f ma v bodé z¢ lokdlni extrém.

b
Nyni formulujme nutnou podminku pro existenci lokélnfho extrému funkciondlu J(y) = [ F(z,y,y")dz.
a
Vidime, 7e podobnost s diferencidlnim poctem je ziejma:

4.2. Véta. Necht je funkce y = yo(z) € C'[a,b] lokdlni extrém funkciondlu J za podminek dy(a) =
dy(b) = 0.
Potom

b
/[Fy(l’, Yo, yo)n + Fy (z, 50, yo)n'] dz = 0, (4.1)
a
tj.
6J(yo) =0 (4.2)
pro libovolnou funkci n = n(z) tiidy C*[a,b], pro kterou je n(a) = n(b) = 0.

Funkce, které podminku (4.2) spliiuji, nazyvame extremdly.

Diikaz. Vyjdéme z definice variace funkciondlu. Na tfidé funkei y(z) + tn(z) se stane funkciondl J funkei
redlného parametru ¢ :
J(y +tn) = @(t).

Tato funkce nabyvé lokalntho minima, resp. maxima pro ¢t = 0, tj. kdyz funkce y(z) + tn(z) se prave
rovna funkei y(z) = yo(z) minimalizujici, resp. maximalizujici J. Z diferencidlniho po¢tu vyplyva, ze pro
t=0je ®'(t) =0, tedy

b

#(0) = [ (B + Byl =0

a

4.3. Poznamka. Pro zjednoduseni zépisu budeme symbolem C{[a,b], piip. C}, rozumét mnozinu vsech
funkei y = y(z), definovanych na (a, b), spojitych i se svymi prvnimi derivacemi, p¥icemz bude platit, ze
y(a) =y(b) = 0.
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B. Euler-Lagrangeova rovnice

Véta 4.2. ndm tedy udava nutnou podminku pro existenci lokalniho extrému funkciondlu J. Nicméné pro
konkrétni vypocty neni dost dobte pouzitelnd. Proto se dostdvame k druhému tkolu, najit pro existenci
lokélniho extrému funkciondlu néjaké vhodné kritérium, kterého bychom mohli v konkrétnich dlohach
snadno vyuzit.

Toto kriterium nyni zformulujme v nésledujici vété:

4.4. Véta. Euler—Lagrangeova. Necht funkce y = yo(x) € C'[a, b] je lokéln{ extrém funkciondlu .J.
Potom

d
Fy(x=y0=y(l])_%Fy’(x=y05y6) =0. (43)

Rovnice (4.3) se nazyva Euler—Lagrangeova rovnice3.

Nez ptistoupime k dukazu této véty, vyslovme nasledujici tvrzeni, které potom v dukazu vyuzijeme:
4.5. Lemma. Zdkladni lemma variaéniho poétu. Necht M = M (z) je spojitd funkce na intervalu
b
{a,b) a necht pro libovolnou funkci n = n(z) € Cjla,b] je [ M(z)n(z)dz = 0.
a

Pak
M(z)=0

pro viechna z € (a,b).

Diikaz. Necht je v nékterém bodeé ¢ € (a,b) M(c) # 0, napiiklad M (c) > 0. Vzhledem ke spojitosti funkce
M pro dostatecné velké n je mozno utvofit interval (zq,xo + &), lezici uvnitt intervalu (a, b) a obsahujici
bod ¢, v némz je M (z) vétsi nez ur€ité redlné kladné ¢islo m. Definujme nyni funkci n = ng(z) takto:

_ sin?[n(z — z0)], T € (To, 20 + 7)
no(x) = { 0, ’ ¢ (xg,xg + ).

Funkce 19 je spojitd, ma spojitou derivaci a je kromeé toho 79(b) = ng(a) = 0. Muselo by tedy byt

b

/M(x)ng(x)dx =0.

a

Je vsak
b To+ 7
/M(x)ng(x)dx = / M (z) sin®[n(z — xo)]dz >
a Zo
2o+ E
>m / sin?[n(z — xo)]dz = % > 0.
zo

Tudiz piedpoklad M (z) # 0 pro néjaké z € (a,b) vede ke sporu.

Diikaz véty 4.4. Za jejich pfedpokladi uzitim integra¢ni metody per partes pocitame
b b p
/Fyzéy'daz = [F, dy)b — /&yd—Fyrd:U.
x
a

a

3v dalsim budeme také uzivat oznaceni E-L rovnice
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Nebot dy(a) = dy(b) = 0, je tedy

b b
d
/Fyréy'd:c = —/6y%Fy/dx. (4.4)

Vzhledem k (4.1) a (4.4):

b b
d

Podle vyse uvedeného lemmatu musi tedy pro funkci y = yo(z) platit:

d
Fy~ —Fy; =0.

4.6. Poznamka. (E-L rovnice pro specidlni typy funkcionali.) Az doposud jsme veskeré uvahy
b
provadéli pro fukciondly typu J(y) = [ F(z,y,y')dz, tedy pro piipad, kdy vyraz F zivis{ explicitné na

a
z, y i y'. Pro takovy funkcionél jsme také formulovali nutnou podminku pro existenci jeho lokalniho
extrému. Ta v8ak muze nabyt jednodussiho a pro nasledné vypocty ponékud pfijatelnéjsiho tvaru, pokud
funkcionadl explicitné na vSech tfech zminénych proménnych nebude zaviset. Proto si zde uvedeme alespon
tii specidlni typy funkcionalt a nédsledné zformulujeme zjednodusené nutné podminky pro jejich extrémy.

1. Funkce F nezévisi na y', tedy F = F(z,y)

Dosazenim do (4.3) okamzité dostdvame

Fy(z,y) =0.

2. Funkce F' nezavisi na y, tedy F = F(z,y")

Opétovnym dosazenim do (4.3) obdrzime

d
% yr:0

a odtud plyne
Fy (z,y") = const, const € R. (4.5)

3. Funkce F nezdvisi na z, tedy F = F(y,y")

V tomto pifipadé ndm pouhé dosazeni do E-L rovnice nepostaci. Abychom nalezli feseni daného
problému, nejprve provedme zaménu proménnych; a to tak, ze y budeme povazovat za nezavisle
proménnou a x = z(y) za funkci proménné y, kterou méme urcit. Nase uloha nds tedy vede
k hledani extremdly pro integral

d
1) dx
JZ /F (y, E) d_ydy7 c:y(a) ad:y(b)7

Cc dy

ktery, polozime-li

dy
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lze ptrepsat takto:
d
Jz/@(y,x')dy.
c

Predpokldddme, 7e y' = Z—z # 0 na (a, b). Pokud ma y' na (a, b) koneény pocet nulovych bodu,
rozdélime tento interval na podintervaly, kde 3’ # 0, a na kazdém z téchto intervali provedeme
nize uvedeny vypocet.

Ziejmé neznama funkce x = z(y) neni v integrované funkci ¢ explicitné obsazena, a proto podle
(4.5) musi hledana kiivka vyhovovat rovnici

&, (y,z') = const. (4.7)
Nyni s vyuzitim platnosti rovnice (4.6) a dosazenim do (4.7) dostdvame

1

&, =x'F1 (——,2> + F = const,
! x

coz s piihlédnutim k rovnosti ¢’ = % dava vyslednou podminku:

F(y,y") —y'Fy(y,y') = const. (4.8)

Jesté zde explicitné uvedme, ze E-L rovnice vede na obycejnou diferencidlni rovnici druhého tadu.
Jejim obecnym fesenim je tedy funkce y = yo(z, ¢1, c2), pficemz obé redlné konstanty c; a cq lze urcit ze
dvou zadanych okrajovych podminek.

C. Druha variace funkcionalu

Dostavame se k zavérecné ¢asti feseni variacnich tloh. Jiz vime, jaké podminky musi byt nutné splnény,
abychom ziskali funkci y = yo(z), pro kterou dany funkciondl nabyva svého lokdlniho extrému. Nicméné
zustava nezodpovézena otdzka, zda extrém skute¢né nastava, a o jaky extrém se jednd — zda o minimum,
¢i maximum.

U funkce jedné nebo vice proménnych se pfi vysetfovani druhu extrému obracime k druhému di-
ferencidlu, konkrétné k jeho znaménku. Pomoci néj ziskdvame nutné, a rovnéz i postacujici podminky
umoznujici urcit existenci extrému a rozligit piipad minima od pfipadu maxima. Zminénou problematiku
zde momentdlné nebudeme explicitné formulovat, pouze poznamenejme, ze zcela analogicky se postupuje
i u funkciondlu.

V minulé kapitole jsme zavedli variaci funkciondlu jako

b
derivaci funkce ® = ®(t) = J(y + tn) = [ F(z,y + tn,y' + tn')dz podle ¢ v bodé ¢ = 0.

a

Podobné zavedeme druhou variaci funkcionélu — tedy jako

b
druhou derivaci funkce ® = ®(t) = J(y + tn) = [ F(z,y + tn,y' + tn')dz podle ¢ v bodé t = 0.

a
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Budeme predpokladat, ze funkce F' ma spojité parcidlni derivace 2. fadu podle druhé a tieti proménné.
Potom

" (t)|,z0 = [®' ()] |,z =

b
d
=% / [Fy(x,y +tn,y" +tn")n+ Fy(x,y +tn,y' +tn'")n']dz|,_, =

b
= / [Fyy(x,y +tn.y' + >+ 2F, (z,y + tn,y' +t0')mm' + Fyy(z,y +tn,y' + tn')n’2] dr‘

a

t=0

Koneéné tedy

b
2
3"(0) = / [Fyy(w,y,y’)nz’ + 2Fyy (2, y,y")mm' + Fyy (z,y.y" )0 ] dz. (4.9)

b
4.7. Definice. Vyraz (4.9) nazyvdme druhou variaci funkciondlu J(y) = [ F(z,y,y')dz a znacime jej

62J. ’
V nésledujici véte zformulujeme nutné podminky pro existenci lokdlntho minima (resp. maxima) funk-
cionalu J(y) = fF(x,y,y’)d:c.
a
4.8. Véta. Je-li funkce y = yo(z) € C'[a, b] lokdlni minimum (resp. maximum) funkcionalu J, potom
82T (yo) > 0 (resp. < 0) (4.10)

pro kazdé n = n(z) € Ctla, b].

Diikaz. Dukaz této véty (podobné jako dukaz véty 4.10.) provedeme pro piipad, ze funkce y = yo(z) je
lokélni minimum funkcionélu J; zcela analogicky se postupuje i za predpokladu, ze je lokdlni maximum.
Piedpokladejme opak, tedy Ze pro nékterou funkci n = n(z) € Ci[a, b]

62J(y0) <0.

Pak z Taylorova rozvoje funkce ® = ®(t) = J(yo + tn) dostdvdme pro libovolné n € C§[a, b]

Jyo + tn) = B(t) = B(0) + &' (1) + %@“(o)ﬂ + %qﬂ"(g)ﬁ, (4.11)

kde hodnota ¢ lezi mezi nulou a t. Protoze ®(0) = J(yo) a ®'(0) = dJ(yo) = 0, plati
t2 2 t "
J(yo +1tn) = J(yo) = 5 |0°I(yo) + 327(E) | - (4.12)

Jestlize nyni ¢t — 0, vyraz v hranatych zavorkach je pro |t| dostatetné malé zédporny, tedy
J(yo + tn) = J(yo) <O,

coz je ve sporu s predpokladem, ze y = yo(z) je lokdlni minimum.

Vyse uvedenou podminku (4.10) 1ze ponékud zjednodusit, a to nasledujicim zpusobem:
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4.9. Véta. Je-li funkce y = yo(z) € C'|a, b] lokalni minimum (resp. maximum) funkcionalu .J, potom
Fyy (x,90,y0) > 0 (resp. <0).

Diikaz. Viz [6], str. 68-70.

Dostavédme se k formulaci dostate¢nych podminek pro existenci lokdlniho minima (resp. maxima)

b
funkcionalu J(y) = [ F(z,y,y'). Ty nabyvaji velkého vyznamu predevsim pro konkrétni feseni tiloh.
4.10. Véta. Necht funkce y = yo(z) € C'[a, b] je extremalou funkciondlu .J.
Jestlize 627 (yo) > 0 (resp. < 0) pro kazdé n € Clla,b], potom
je funkce y = yo(z) lokdlni minimum (resp. maximum) funkcionélu J.

Diikaz. Necht y = yo(x) je extremédla funkciondlu J a necht §2.J(yo) > 0 pro kazdé n € Ci[a,b]. Potom
podobné jako v dukazu véty 4.8. sestrojime Tayloruv rozvoj funkce ® = ®(t) = J(yo + tn). Dostaneme
tak vztah (4.11), pficemz hodnota £ lezi mezi nulou a t. Ziejmé J(yo) = ®(0) a podle predpokladu

dJ(yo) = 0 = ®'(0). Proto potom plati vztah (4.12). Jestlize ¢ — 0, pro |¢| dostatecné malé vyraz na
pravé strané rovnice (4.12) je vzhledem ke kladnému znaménku §2.7(yo) také kladny, a tak dostaneme

J(yo +1n) — J(yo) >0

pro libovolné n € C{la,b], coz znamena, 7e funkce y = yo(z) je lokdln{ minimum funkcionélu .J.

(Vskutku musime piedpoklddat nenulovost 62.J(yo). Pokud by totiz §2.J(yo) = 0, pak by ve vztahu
(4.12) zfejmé znaménko levé strany rovnosti zaviselo na znaménku hodnoty ¢, a nemohli bychom tedy
rozhodnout, zda se jedné o lokalni minimum, nebo maximum.)

Jelikoz pravé tato véta je pro praktické vypocty pouzitelnd pomérné tézko, uvedme si zde dalsi
dvé véty, které ndm udaji dostateéné podminky pro to, aby pro kazdou funkci n € C{[a,b] nerovnost
62J(yo) > 0 (resp. < 0) skutecné nastala.

4.11. Véta. Necht funkce y = yo(z) € C'[a, b] je extreméalou funkciondlu .J.
Jestlize Fyry (2, y0,y4) > 0 (resp. < 0) pro libovolné z € (a,b) a existuje Feseni rovnice

d d
[Fyy(w,yo,y{)) - %Fyy' (€U=yo=y(l)) n(z) — ar [Fy’y’ (ﬂfay():y(l))’?/(m)] =0

takové, ze n = n(x) # 0 na (a, b), potom

b
/ (Fyyn® + 2Fyymm' + Fyyn'®) d:c‘y:yo >0 (resp. < 0),
a
£,
62 J(yo) > 0 (resp. < 0)

pro kazdé n € Clla,b].

Diikaz. Dikaz provedeme pro piipad, ze Fyy (2, y0,y5) > 0. Pokud Fyp (2, y0,y5) < 0, dikaz je zcela
analogicky. Nejprve provedme néasledujici oznaceni:

Fyy(wayO:y(l]) = p(w)a

Fyy’ (‘ray():y(,]) = q(:C),
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Fyy (2,90,Y0) = r(2).
b
Potom ziejmé 62J (yo) = [ [p(x)n?(z) + 2q(x)n(z)n' (z) + r(x)n?(z)] dz.

a
Dukaz provedeme za zjednodusujiciho predpokladu, ze ¢(z) = 0. Pokud tento pfedpoklad neni splnén,

;;;;;;

Oznaéme
f =)’ (z) + r(2)n ().
Jednd-li se ndm o extrém tohoto funkciondlu, = n(z) musi vyhovovat E-L rovnici ve tvaru
d
.fn - %fn’ =0,

tedy musi platit

p(@)n(@) - (@) @)] = 0. (4.13)

Piedpokladejme, Ze jejim fesenim je funkce z = z(z), pficemz 2z # 0 na intervalu {a, b). Nyni oznac¢me

(4.14)

a vyjadieme rovnici (4.13) pomoci nezndmé w namisto z. Poéitejme:

W — <rz’>' _(r2!) rz'?

z
a odtud
! 12

(r2') = 2 <Z>’ T (4.15)

z 22

Dosazenim (4.15) do (4.13) a vydélenim z (je mozno, nebot podle pfedpokladu z # 0) dostaneme
N\ ! N 2
() () -
z z

2

w
w' —p+—=0.
r

a vzhledem k (4.14) konecné

S vyuzitim predes§lé rovnosti pocitejme:

2
(wn?)' = w'n? + 2wy’ = < - w—) n® + 2w’ +ry” —rn”,

r
tedy
! 1
(wn®)" = pi® + 1 = (i —wn)*,
Upravou a integraci posledni rovnosti dostavame:
b b
2 2 _ 270 1 ! 2
(pn* + )dw-[wn]a—}— ;(rn —wn)” da.
a a

Nebot prvni sc¢itanec pravé strany této rovnice je ziejmé roven nule a ptedpoklddame-li, ze r > 0,
potom dany vyraz je pro libovolné n € C§[a,b] kladny, coz jsme méli dokazat.
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4.12. Véta. Jacobiho podminka. Nechf funkce y = yo(x) € C'[a, b] je extremalou funkciondlu .J.
Jestlize Fyry (2, y0,y5) > 0 (resp. < 0) pro libovolné z € (a,b) a je-li fedeni rovnice

d d
[Fyy(:c,yo,yé) — g fw (z,90,90) | n(x) — . [Fyry (2,90, y0)1' (2)] = 0 (4.16)

dané poc¢ateénimi podminkami n(a) = 0 a n'(a) = 1 na (a,b) nenulové, potom

b
/ (Fyyn® + 2Fyymm' + Fyyn'®) dx‘y:yo >0 (resp. <0),
a

t.
62J(yo) > 0 (resp. < 0)
pro kazdé n € Clla,b].

Diikaz. Pfedpokladdme, ze feSeni n rovnice (4.16) dané pocatecnimi podminkami n(a) = 0,7'(a) = 1
je nenulové na intervalu (a,b). Z teorie diferencialnich rovnic (ze spojité zdvislosti feseni na pocdtecnich
podminkéch) plyne, ze feSeni ¢ rovnice (4.16) dané poc¢dtecnimi podminkami ((a) = ¢, {'(a) = 1 v ptipadé
Fyy >0a ('(a) = -1 v piipadé Fy, < 0, kde € > 0 je dostatectné malé, je nenulové na (a,b). Tvrzeni
potom plyne z predchazejici véty.

Je dobré podotknout, ze u vét§iny variac¢nich uloh fyzikdlniho, piip. geometrického charakteru neni
nutné vyse uvedenym postupem zjistovat, o jaky typ extrému funkciondlu se jednd, nebot to vyplyva
ptimo z fyzikalniho rozboru prislusné variacni lohy.

4.2 Priklady varia¢nich dloh s pevnymi konci
Na tomto misté jiz muzeme pristoupit ke konkrétnimu feSeni variaénich tloh. Naznatime zde feseni

nékterych nejvyznamneéjsich a také nejjednodussich variaénich tiloh s pevnymi konci, pficemz se piesvédcime
o tom, ze nékteré z nich skutecné reflektuji realné fyzikalni situace.

4.13. Priklady.
i) Uloha o brachystochroné

Jakou drdhu musime vymezit malé kuliéce (tj. zanedbatelného pruméru) o hmotnosti m, aby se z
pocédteéniho bodu A0, 0] dostala pusobenim zemského tihového zrychleni do koncového bodu Blzy,y1],
kde z; > 0ay; > 0, v co nejkratsim case? (Body A, B jsou umistény ve “svislé roviné. Osu z piislusné sou-
stavy soufadnic volime horizontalné, osu y na ni kolmou, orientovanou shora doli. Navic predpokladame
pohyb bez t¥eni s nulovou pocétecni rychlosti.)
Reseni:

Ziejmé tato tuloha nejprve vede k vyjadieni doby ¢, proto ji pomoci nezndmé funkce y = y(z),
ptedstavujici hledanou drahu kuli¢ky, urcime.

Z definice rychlosti v jakéhokoli pohybu hmotného bodu plyne:

_ ds

dt 4.1
= (417)

kde ds predstavuje délku drahy urazenou hmotnym bodem béhem doby dt.
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Déle je znamo?, ze pro element délky kiivky y = y(z) plati:

=1+y?(z)de. (4.18)

Zdkon zachovani energie pro izolovany systém ndm pomuze jednoduchym zpusobem uréit, ¢emu je

rovna rychlost v pohybujiciho se hmotného bodu v tihovém poli Zemé. Uvazime-li, ze soucet kinetické a
potencialni energie se v priubéhu pohybu neméni, potom

0=-mv’ —
2mv mgy,

odkud

2gy. (4.19)
Doba t pohybu kulicky je pak s ptrihlédnutim k (4.17), (4.18) a (4.19)

t/m

Timto jsme dobu ¢ uréili a snadno nahlédneme, 7e je tvaru

z1

t= /F(y,y’)dw,

0

tedy integral urcujici ¢ zavisi explicitné pouze na proménnych y a y'.
Proto nutnd podminka pro existenci extrému naseho funkcionalu nabude vzhledem k (4.8) tvaru:

Vity? g

V29y 2gy(1+y")

Vynéasobime-li ji vyrazem /2¢gy(1 + y'?), potom

= const.

L+y"? =y = const\/2gy(1 +y7?)

a okamzitym zjednodusenim dostdvame

Vil +y?) =k keR.

Vyse odvozenou rovnici snadno vyfesime zavedenim substituce

y' =tgy, (4.20)
pomoci niz dostavame rovnost
y(1+tg%¢) =k,

kterou umocnime a upravime:

k2 2 2
y 1+tg2ep oS @

S ptihédnutim k vlastnostem goniometrickych funkei:

1
Y= 5[((1 + cos2yp), K € R. (4.21)

4viz [2], str. 329
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Ziskali jsme tak y-ovou soutadnici parametrického vyjadieni hledané kiivky v zavislosti na parametru ¢.

Nyn{ pocitejme piislugnou z-ovou souiadnici. Ze vztahu (4.21)

dy 1 . dy . dy
'= 2 = __2Ksin2p —— = —Ksin2p ——. 4.22
dz o S e SIEP r ( )
Porovnanim vztahu (4.20) a (4.22) dostaneme
d
tgyp = —Ksin2p nd
dz
a odtud
dr = —2K cos® ¢ dep. (4.23)

Zintegrovanim rovnice (4.23) a néaslednou jednoduchou tpravou dostavame:
1
x = —§K(2<p + sin 2¢) + konst, konst € R. (4.24)

Rovnice (4.24) a (4.21) jesté zjednodusme zavedenim novych parametri © a r. Polozime-li 29 = 71— ©

a % = r, dostavame tak parametrické rovnice tvaru

x=r(0 —sin®) + ¢ (4.25)

y=r(l—cosO) (4.26)

kde r a ¢ jsou libovolné realné konstanty.

Ziskali jsme tak obecnou rovinci kiivky zvané cykloida. Tato kiivka vznikne znazornénim drahy bodu
na obvodu kotélejici se kruznice o poloméru r po realné ose z.

Nyni jesté zbyva konkrétné urcit hodnoty kostant r a c¢. Za predpokladu, ze cykloida prochdzi bodem
A[0,0], z rovnice (4.25) dostdvdme ¢ = 0.

Hodnotu r nasledné uréime z podminky, ze cykloida prochédzi bodem B[z1,y1]. Dosazenim soutadnic
bodu B do rovnic (4.25) a (4.26) a jejich podélenim dochazime k rovnici

T ® —-sin®
y1 1—cos®’
z niz je principidlné mozné vypocitat parametr ® a pomoci néj potom 7.

A nakonec si polozme otézku, zda jsme tak skuteéné nasli kiivku — extremédlu, kterd predstavuje prave
minim&lni dobu pohybu nasi kulicky. Ano, vskutku, nebot velice jednoduse bychom mohli kuli¢ce vymezit
drahu, po které ziejmé do koncového bodu dospéje za dobu delsi.

Odtud je vidét, ze fyzikalni pohled na dany problém niam hledani druhu lokdlniho extrému znacéné
usnadni. Tohoto faktu vyuzijeme i v nasledujicich ulohéch.

ii) Uloha o minimalni ploge

Jakou kiivku o koncovych bodech A[zg, yo] a B[z1,y1] musime nechat rotovat kolem souiadnicové osy x,
aby vznikla rotacni plocha meéla minimalni povrch?
Reseni:

Povrch plochy S vzniklé rotaci kiivky y = y(z) kolem osy x, jejiz minimum hleddme, lze vyjadiit
nésledujicim zplisobem?:

Sviz [2], str. 335
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x1
S = 27r/y\/1 + y"%dzx.

o
Vidime, ze tento funkciondl je explicitné zavisly jen na y a y', proto vzhledem k (4.8) a s uvézenim, ze
F = 271y+/1 + 32, dostdvdme rovnici

1

1+,2_l27

kterou déle vynasobime vyrazem /1 + y'2 a upravime na tvar

=c, c1 € R,

y=civ1+y"?. (4.27)
Tuto diferencidlni rovnici fe§ime pomoci substituce

e¥ —e ¥

2

!

y = = sinh . (4.28)

Po dosazeni (4.28) do (4.27) dostdvame

y = c1\/ 1+ sinh? o,

odkud®
y = ¢ cosh . (4.29)
Déle vyjddieme x v zdvislosti na parametru ¢. Z (4.29) plyne

d
y':ﬁzclsinhcp ﬁ

a porovnanim této rovnice se vztahem (4.28) dostdvame

d
cl_cp =1,

dx
tedy

dx = c1 dp. (4.30)
Zintegrovanim (4.30) je pak

T =cip+c, co €R.

Odtud dosazenim posledni rovnice do (4.29) ziskdvame explicitni vyjadieni funkce y = y(z), predstavujici
obecnou rovnici hledané ktivky:
I — Co

y = ¢; cosh . (4.31)

Konstanty ¢, ¢2, a tim i konkrétni tvar rovnice (4.31) uréime z podminky, ze kiivka y = y(z) prochazi
body A a B. Ziskané kiivce fikdme fetézovka a minimalni plochy vzniklé jeji rotaci nazyvame katenoidy.

Lo , o ® —¥
6s uvadzenim, ze cosh p = %
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iii) Uloha o sifeni svétla v prostiedi s konstantnim indexem lomu n

Zjistéte, po jaké trajektorii se bude pohybovat svételny paprsek z pocatecniho bodu A[zg, yo] do koncového
bodu B[z;,y1] v homogennim prostfedi o konstantnim indexu lomu n.
Reseni:

Jak ze zdkladniho kurzu fyziky vime, svételny paprsek se §ifi po takové dréze, aby z vychoziho bodu
dorazil do bodu koncového v co nejkratsim ¢ase. Této zdkonitosti fikdme Fermativ princip.

Pfi feseni nasi tilohy tedy budeme hledat trajektorii paprsku y = y(z) za podminky, Zze nastane extrém
pro dobu siteni t. Pro ni ziejmé plati:

it =% (4.32)
v

kde ds ptedstavuje délku drahy, kterou paprsek urazil za dobu dt a v rychlost §ifen{ svételného paprsku.

Rychlost §iteni v svételného paprsku v prostiedi o indexu lomu n vyjadiime vztahem:

(4.33)

c
v=—,
n
kde ¢ znaéi rychlost §ifeni svétla ve vakuu.

Potom zfejmé s prihlédnutim k (4.32), (4.33) a (4.18)

T1
tz/ﬁx/l—}—y’Qdm.
c
o

Nutnou podminkou pro existenci lokalniho extrému funkciondlu je platnost E-L rovnice tvaru (4.3).
S piihlédnutim, ze F' = 2/1 + y'2, dostavdme

!

d y
Cdr | T+y?|

tedy

n /1 2 _ o _y'y
Y +y Y W B
14+ y/2 -

Vzhledem k tomu, ze jmenovatel levé strany vyse uvedené rovnice je nenulovy, ziejmé dand rovnost
nastane tehdy, pokud bude roven nule ¢itatel. Jeho upravenim dostdvame

y/l — 0
a odtud

y=cx+c,cr, o €R. (4.34)

Je tedy zfejmé, ze svétlo se v prostiedi o konstantnim indexu lomu $i#i primocare (po piimce), coz
odpovida nasi zkusenosti.

Konstanty ¢ a ca jsou pak evidentné uréeny soufadnicemi koncového a poédteéniho bodu.
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iv) Uloha o &ifeni svétla v prostiedi s nekonstantnim indexem lomu

Zjistéte, po jaké trajektorii se bude pohybovat svételny paprsek z pocatecniho bodu A[zg, yo] do koncového
bodu B[z1,y;] v prostiedi, kde v = ay; v je rychlost sifeni, @ € R.

Reseni:
Situace je analogickd jako v minulém piikladé, hleddme tedy minimum funkciondlu tvaru

T
1 12
t= / VITYR,,
ay
o

N
ay ’

K jeho nalezeni ndm opét poslouzi E-L rovnice specidlnfho tvaru (4.8). S pfihlédnutim, ze F' =
dostavame

Vity? o y°

=c,ceR.
Y yv/1+y"
Vynésobenim vyrazem y+/1 + y'2 snadno dojdeme k rovnici
yv1+y? =r,reR. (4.35)

Podobné jako v piiklade 4.13.1)7, ji budeme fesit pomoci substituce

y' =tgp, (4.36)

jejimz dosazenim do (4.35) dojdeme k zdvéru, ze
Y =rcosp. (4.37)

Nyni po¢itejme, éemu je rovna soufadnice z, a to podobnym zpiisobem jako v piikladech 4.13.ii)® a
4.13.ii)?. Z (4.37) plyne, 7e

"= _rsing 22,
Y rsmy dr’

porovndnim s (4.36) a upravenim vzniklé rovnosti dostavame diferencialni rovnici

dxr = —rcosp dp.

Jejim resenim dostavdame:

x=—-rsinp+m, meR. (4.38)
Vypoctitané parametrické vyjadieni hledané kiivky dané vztahy (4.38) a (4.37) lze jejich umocnénim
a naslednym souctem pievést na jeji implicitni tvar
(x —m)? 4+ 9y =17, (4.39)
ktery zfejmé piedstavuje rovnici kruznice se stiedem v bodé [m, 0] a polomérem o velikosti |r|.

Konstanty m a r ziskdme obvyklym zpusobem, tedy vyuzitim faktu, ze body A a B musi lezet na nasi
kruznici. Dosazenim soutadnic téchto boda do zminéné rovnice kruznice dostaneme dvé rovnice, z nichz
pomérné snadno lze konstanty m a r analyticky vyjadrit.

7
8
9

viz str. 19
viz str. 21
viz str. 23
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4.14. Cviéeni.

1. Naleznéte obecnou rovnici extremaly funkciondlu J :

z1
) J=[y1+2%y)d;
zo
x
i) J = [(y* + 2zyy’)dz;

Zo
i) J = [ \y(1+y?)da;
Zo

x1
iv) J = [(y? + 2yy’ — 16y?)dz;

o
x1

v) JJ = [(y*+y"? — 2ysinz)da.
o

2. Naleznéte rovnici extremdly funkciondlu J, kterd prochdzi body A a B :
T

i) J = [y’ +y2)da, Al0,0], B2, 1)

Zo

z
i) J = [ (42 +12ay)da, A[0,0], B[1,1];

o

1

iii) J = [ y*(1 — y?)dz, A[-1,0], B[1,1].

-1
3. Céstice, jejiz tihu neuvazujeme, se pohybuje z bodu A[zg, 0] do bodu B[z, y:1] po takové kiivce, 7e
pro jeji rychlost v plati v = kz, kde k je redlna konstanta. Urcete tvar trajektorie pro ptipad, ze ¢astice
dorazi do bodu B v co nejkratsim mozném case.

X1

4. Piesné matematicky dokazte, ze v piikladé 4.13.iii)!* nalezena extremala funkciondlu t = [ 2./1 + y"dx
o

je skute¢né jeho lokalnim minimem.

5. Piesvédététe se o tom, ze tzv. Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro konzervativni soustavu'' jsou pifmym

disledkem platnosti Hamiltonova principu'2.

6. Z Hamiltonova principu odvodte pohybové rovnice hmotného bodu m o polohovém vektoru 7 = (z, y),
ktery je podroben pusobeni sily F' = (F,, F},) a ma potencidlni energii V =V (z,y).

Vysledky:
Li)y = < +co.
1.ii) Vysledek nezdvisi na integracni cesté, extremalou je kazda hladka kiivka.

Liti) y — ¢ = =2,

1.iv) y = ¢y sin(4z — ¢9).

1v)y=c1e® + coe™ + %sinx.

2i)y = —%—l—az.

2.ii) y = 3.
2

2iii) (z - §) +y? = 2.
Oviz str. 23

Myiz [3], str. 244 (konzervativni soustavou rozumime soustavu podrobenou piisobeni konzervativnich sil, tj. sil, jejichz
prace je po libovolné uzaviené kiivce nulova)
2yiz str. 7
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3.2+ (y — )? = .
4. Vyuzijte tvrzeni véty 4.11., tj. ovérte platnost jejich predpokladu.

BV(zay), pﬁp_ F = _

6. Vezméte v tvahu, ze T = im [22(t) + y2(1)] a F, = - %5

BV(Ly).

26



Kapitola 5

Variac¢ni ulohy s volnymi konci

Dostavame se k dalsimu typu variacnich tloh, a to k varia¢nim tlohdm s volnymi koncil.
V minulé kapitole o metodach feseni variac¢nich tloh s konci pevnymi jsme pii vySetfovani lokdlniho

T
extrému funkciondlu J(y) = [ F(z,y,y')dz pFedpokladali, ze kiivky, které hledanym lokalnim extrémem

o
mohou byt, maji pevné koncové body A a B, tedy A[xg,yo] & Blz1,y1].

V této kapitole budeme piedpoklddat, ze jeden nebo oba koncové body hledanych kiivek mohou
byt pohyblivé. V takovém piipadé se tiida piipustnych ktivek rozsiii, nebot kromé vsech kiivek majici
spolecné koncové body s vySetfovanou kiivkou muzeme uvazovat i takové kiivky, které maji koncové
body od koncovych bodu vysetiované kiivky ruzné.

5.1 Metody reSeni variaénich dloh s volnymi konci

Pti hledani postupu feseni variacnich tloh s volnymi konci budeme postupovat zcela podobné jako u tloh
s konci pevnymi. Uvidime, Ze odli§nosti nastdvaji jen tehdy, pokud mame z obecného tvaru nalezené
kiivky dojit k jejimu tvaru konkrétnimu. Vzhledem k tomuto faktu nasledujici vyklad dané problematiky

Je tedy ziejmé, ze nastdva-li na néjaké kiivce y = yo(z) lokalni extrém ve variacéni tloze s volnymi
koncovymi body, nastava lokalni extrém na uvazované kiivce tim spiSe vzhledem k uzsi tiidé kiivek

majicich s kfivkou y = yo(z) koncové body spoleéné. Z toho je patrné, ze i ve varia¢ni dloze s volnymi
konci musi byt splnéna zdkladni nutnd podminka pro lokalni extrém v tloze s konci pevnymi:

5‘](:1/0) =0,
tj. funkce y = yo(z) musi byt fesenim Euler-Lagrangeovy rovnice

d
Odtud je ziejmé, ze za predpokladu dostatecné hladkosti funkce F kiivka y = yo(z) realizujici lokaln{
extrém v iloze s volnymi konci je extremdla.
Jak vime z minulé kapitoly, obecné feseni E-L rovnice obsahuje dvé libovolné konstanty. Abychom je
mohli uréit, potiebujeme znat jisté dvé okrajové podminky. V tloze s pevnymi konci to byly podminky

y(zo) = yo a y(z1) = v1.

Ipiip. s volnymi koncovymi body
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Ovsem v tloze s volnymi konci jedna nebo obé tyto podminky chybi, proto podminky pro urceni
nezndmych konstant musime ziskat ze zdkladni nutné podminky pro extrém, tj. z podminky, ze §J(yo) = 0.
Formulujme je tedy v nésledujici vété.

x1
5.1. Véta. Necht funkce y = yo(z) € C'[xg, 1] je lokéln{ extrém funkciondlu J(y) = [ F(z,y,y')dz a
zg
necht funkce F' md spojité parcidlni derivace podle druhé a tieti proménné. Predpoklddejme, Ze jeden
z koncovych bodu, napf#. bod [zg,¥o], je pevny a Ze druhy koncovy bod [z1,y;] se muze pohybovat a
piejit do bodu [z1 + dx1,y1 + 0y1].
Potom plati

[F(wlvyO: y(,)) - yé)(wl)Fy’ (mlzyoa yé))] 6371 + Fy’ ($1;y0, y6)6y1 = 02 (51)
pro libovolné dy, pro néz dy(xzq) = 0.

Diikaz. V obecném piipadé jsou extremdly kiivkami tvaru y = yo(z,c1,¢2), kde ¢1 a ¢o jsou redlné
konstanty. Za piedpokladu nasi véty extremély prochézeji bodem [z, yo], tedy tvoii svazek extremadl
y = yo(x, c1). Pokud se kiivky tohoto svazku v okolf uvazované extremély neprotinaji, je mozno funkcional
J = Jy(z,c1)] povazovat za jednoznacénou funkci 21 a y;.

Pocitejme tedy variaci funkciondlu J = J[y(z, ¢1)] na extremaldch svazku y = yo(z, ¢1) pii pfemisténi
koncového bodu 7z polohy [z1,y1] do polohy [z1 + dz1,y1 + dy1]. Ponévadz funkciondl J presel na téchto
kfivkach ve funkci 27 a y;, bude jeho variace totozna s diferencidlem této funkce.

Pocitejme:
z1+0z1 1
6J = / F(z,y +dy,y" + 0y')dz — /F(w,y,y’)dw,
xo o
tj.
z1+0T, T
51= [ Play+ony +0)ds+ [[Ploy+opy +0) - Faplde (52)
xr1 o
Prvni ¢len pravé strany rovnice (5.2) upravime pomoci véty o stiedni hodnoté integralniho poétu®:
z1+0z1
F(z,y +6y,y + 0y’ )dx = F(x1 + tézx1,y + Sy,y' + 0y')dx1,
x1
kde0 <t < 1.

Dusledkem spojitosti funkce F je, ze
F(zy +tdz1,y + 6y, y' +6y')dzy = F(21,y,y') + 1,

kde ey — 0 pro dx; — 0 a dy; — 0.
Z piredeslych dvou rovnic koneéné vyplyva
z1+0z1
F(z,y+ 6y,y" + 6y')dx = F(z1,y,y" )6z, + &10z1. (5.3)

T1

2V dal§fm vyuzijeme také jednodussi zptsob zapisu: (F — y’Fy,)
3viz [2], str. 302

6.’1}1 =+ Fyr
T=x1

_ 0y1 =0 proy =yo(z).
r=x]
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Pro dpravu druhého ¢lenu pravé strany rovnice (5.2) vyuzijeme Tayloruv rozvoj:
z1
[ F 0 +89) = Fap/ o =
zo
x
= / [Fy(z,y,y")0y + Fy (z,y,y")0y'] dz + Ry, (5.4)
o

kde R; je veli¢ina nekoneéné mald, vyssiho fadu nez dy a dy'.
Integraci metodou per partes dostdvame

&1 . &1 d
/(Fyéy + Fyoy')dx = [Fy oyl —l—/ (Fy - %Fyr> oy dz.
xo Zo

Protoze hodnoty funkciondlu uvazujeme jen na extremélach, pak

d

Fy— —Fy =0,
a protoze koncovy bod [zg,yo] je pevny, ziejmé
6y(zo) =
Muzeme tedy psat
2
[ Edy+ Fyoy)do = (Fybyl,, (5.5)

Zo

Z obrazku je vidét, ze BD = dy(z1), FC = dy1, EC = y'(x1)dz1, BD = FC — EC, a tedy

dy(z1) = dy1 — y'(z1)da1, (5.6

pricemz piibliznd rovnost plati az na veli¢iny nekonecn
malé, druhého a vyssich fddu.

)
é

S vyuzitim (5.3) dostavame
z1+dz1

F(z,y+0y,y" + 0y')de = F(x1,y,y")0z1 (5.7)

1

a nasledné pomoci (5.4)—(5.6)

/[F(:m y+0y,y' +0y') — Flz,y,y)lde = Fy(z1,y,y") [0y — ' (21)021], (5.8)

Zo

kde pfiblizna rovnost opét plati s presnosti az na veli¢iny nekone¢né malé, druhého a vyssich radu.
Ze vztaht (5.2), (5.7) a (5.8) potom dostaneme

6J = F(x1,y,y")0z1 + Fy (21,9, 9") [0y — ¢ (21)021]
a naslednym zjednodusenim

6J = [F(z1,y,y") — y' (z1)Fy (21,9,y")] 621 + Fy (21,4, 6y1.
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Konetné tedy zdkladni nutnd podminka pro lokdlni extrém §J(yg) = 0 pro libovolné dy, piicemz
0y(xo) = 0, nabude tvaru

[F(21,Y0,90) — Yo(®1) Fy (21,90, Y0)] 021 + Fy (21, %0, yo)0y1 = 0,

coz jsme méli dokazat.

5.2. Dusledek. Jsou-li ve vztahu (5.1) variace dz1 a dy; vzdjemné nezdvislé, musi zaroven pro funkci
Y = yo(z) platit
(F—y'E,)| =0

=1

Fy|._, =0.

r=T1

Necht variace dz1 a dy; vzdjemné zavislé jsou a necht se koncovy bod [z1,y:] muze pohybovat po
kiivee y = ¢(z). Pak tedy
Y1 = o(z1).

V tom piipadé je dy; = ¢'(z1)dz1 a podminka (5.1) tak nabyva tvaru
[F+ (' —y")Fyll,—,, 021 =0,
¢ili se zretelem k tomu, ze dx1 se méni libovolng, je

[F+ (¢ =y Fyll,—,, =0. (5.9)
Piipomenme, 7e véta 5.1. byla formulovdna za piedpokladu, ze koncovy bod [zg,yo] byl pevny a
pohyblivy byl koncovy bod [z1,y1].
Pokud ovsem bude pevny koncovy bod [z, y1] a koncovy bod [zg,yo] bude pohyblivy, napf. po kiivce
y = ¥ (), pak analogicky podmince (5.9) dostavdme

[F+ (" =y ) Fyll,—,, = 0. (5.10)

V pripadé, 7e oba koncové body [zo,y0] a [z1,y1] budou volné a budou pohyblivé po piislugnych
kiivkdch y = ¢¥(z) a y = p(z), potom musi platit podminky (5.10) a (5.9) zdroveii. Dodejme, Zze zminéné
podminky nazyvame podminky transverzality.

5.3. Poznamka. (Specidlni tvary podminek transverzality.)

T
1. Podminky transverzality pro funkciondly typu J(y) = [ A(z,y)\/1+ y"2dz (pfedpoklddame, ze kon-

zo
Ccov (6] Zo,Yo| J€ pevny a Koncov (6] I 1| S€ muze po ova O Krivce = xr
¥ bod [z0,yo] je pevny a k ¥ bod [z1,y1] aze pohybovat po kiivce y = ¢(z))

Podminka transverzality (5.9) mé v tomto piipadé tvar

Az, y)V/1+y"? + M(s@’ -y
’ V1+y?

=0,

r=x1

po prevedeni na spoleény jmenovatel

Az, y)(1+¢" +y")

Vity?

=T
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Za predpokladu, ze v bodé x = 1 je A(z,y) # 0, dostavame 1+ ¢'y’ = 0 pro z = x4, tj.

y'(21) = Tt (5.11)

Ziskali jsme tak podminku ortogonality*.

T
2. Podminky transverzality pro funkcionaly typu J(y) = [ F(z,y,y')dz (pfedpokladame, ze koncovy
zg
bod [z, yo] je pevny a koncovy bod [z, y1] se muze pohybovat po pfimce rovnobézné s osou y, tj. po
piimce z = x1)

Je ziejmé, ze dx; = 0 a dy; muze nabyvat libovolné hodnoty. Potom z (5.1) jasné vyplyva, ze
podminka transverzality ptechazi ve tvar

Fy| _. =0. (5.12)

r=I1

x1

3. Podminky transverzality pro funkcionaly typu J(y) = [ F(z,y,y')dz (pfedpokladame, ze koncovy
o

bod [zg, yo] je pevny a koncovy bod [z1, y1] se muze pohybovat po pfimce rovnobézné s osou z, tj. po

pifmce y = y1)

Analogickymi tvahami jako v bodé 2. z (5.1) plyne, ze

[F—y'Fyll,_,, =0.

r=I1

Nakonec jesté zbyva zodpovédét otazku, za jakych podminek nalezené kiivky skutecné lokalni extrém
predstavuji a zda se jednd o minimum, nebo o maximum. Situace je oviem zcela analogicka jako v pfipadé
variacnich dloh s konci pevnymi.

5.2 Priklady variaénich uloh s volnymi konci

5.4. Priklady.
i) Urcéete nejmensi vzddlenost | bodu Alzg,yo] od spojité kiivky y = ¢(x).
Reseni:

Jde tedy o urceni extremédly funkcionalu

lz/\/l—}—y’?da:,
o

kterd prochézi pevnym bodem A[zo,yo] a hledanym bodem B[xz1,y1], jenz lez{ na kiivce y = ¢(x).
7 E-L rovnice vyplyva, ze extremdly nabyvaji tvaru

y = kx + q,

kde k i q jsou redlné konstanty.

4viz [2], str. 160
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Zbyva pouze neznamé konstanty urcit. Z podminky, ze tato piimka musi prochazet bodem A, dostavame
Yo = kzo + q. (5.13)

Druhou rovnici nutnou pro vypocet obou nezndmych nam podava podminka transverzality tvaru
(5.11):

1
k=-— . 5.14
7o) 19
Jelikoz bod B[z, y1] lezi na pruse¢iku dané kiivky s extremélou, plati pro néj
y1 = kr1 +q
a
y1 = o(x1). (5.15)

Uzitim (5.13) a (5.14) snadno dospéjeme k rovnici
<p(x)+—(x —x)— =0

z ni7 lze principidlné vypocitat x1, a jeho prostfednictvim ze vztahu (5.15) a (5.14) hledané k a dosazenim
do (5.13) pak i q.
Timto je naSe tloha vyiesena, nebot vzdalenost bodu A a B lze potom urcit velmi snadno.

7 geometrického vyznamu ulohy je ziejmé, Ze nalezend extremdla je opravdu hledanym minimem.
Podobné tomu bude i v dalsich ulohéach.

7 vyse uvedeného piikladu je tedy vidét, ze nejkratsi spojnice bodu a kfivky musi byt k dané kiivce
kolm&. Podobné, pokud se jedna o nejkratsi spojnici dvou kiivek, musi byt nutné kolma ke kazdé z nich.
Tento vysledek pro nés jisté neni nikterak prekvapivy. Stojime-li na jedné strané ulice a mame v imyslu
prejit na stranu druhou, a to ne tplné nejkratsim zpusobem, okamzité si to rozmyslime ve chvili, kdy
nas zivot nahle zac¢ne ohrozovat jedouci auto. To bez vétsiho pfemysleni mifime k druhé strané ulice co
nejrychlejdim, tj. nejkrat§im zpusobem, tedy zdsadné kolmo k okraji ulice.

ii) Uloha o tautochroné

Jakou drahu musime vymezit ve “svislé roviné tihového pole Zemé zanedbatelné malé hmotné kulicce
vybihajici s nulovou pocateéni rychlosti z bodu A[0,0], aby dosahla pfekazky o rovnici z = z; v co
nejkratsim case? (Pfedpokldddme pohyb bez tieni.)

Reseni:
Resen{ dané tlohy musi byt nutné zahrnuto mezi extremalami, jez obvyklym postupem ziskdme z E-L
rovnice. Z tlohy o brachystochrong® plyne, ze feSenim jsou extreméaly tvaru

x=7r(0 —sin®) +¢, (5.16)

y=r(1l—cosO), (5.17)
kde r, ¢ jsou libovolné redlné konstanty. Nagim tikolem nyni bude tyto konstanty urcit.

Podobné jako v uloze o brachystochroné predpokladejme, ze bodu A0, 0] odpovidd ® = 0. Odtud
s piihlédnutim k (5.16) zjistime, ze
c=0.

Nyni jesté zbyva urcit r. K tomu je jiz nutno pouzit podminky transverzality, ktera vzhledem k poznamce
5.3.2. nabude tvaru
Fy | =0.

T=T1

Sviz piiklad 4.13.i), str. 19
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Z tlohy o brachystochroné jiz vime, ze

/1 + y/2
V2gy

tedy musi platit

Fy’| 0,

_ y _
T=x1 /—2gy /1 + y12 N
coz je splnéno v piipadé, kdyz
y'(z1) = 0.
To znamend, 7e hledand cykloida musi protinat piimku # = x; pod pravym thlem, tedy bod [z1, y1]
bude vrchol cykloidy. Tomu odpovidd © = «. Potom s pfihlédnutim k (5.16) dostavame
T
r=—.
T

Abychom tedy vyhovéli pozadavkim nasi ilohy, kulicce musime vymezit drahu tvaru cykloidy o pa-
rametrickych rovnicich

— _1 —qi
r = (@ Sin @),
_ ot — ®
Yy (]. COSs )

iii) Zjistete, po jaké kiivce se v prostiedi, kde rychlost §ifeni svétla v je pfimo umérné y-ové souradnici
(tj. v = ay, a € R), bude &ifit svételny paprsek, ktery vychédzi z bodu A[0,0] a konéi na rovné piekazce
o rovnici y = x — a, kde a je libovolny redlny parametr.
Reseni:

Situace je podobné jako v piikladé 4.13.iv)5. Vime tedy, 7e feSenim E-L rovnice jsou extremaly tvaru

(x—m)*+y? =r%, m,rcR.
Z faktu, ze paprsek vychazi z pocatku souradné soustavy, okamzité dostavame, ze
m=r=c.

Odpoveéd na to, jaké hodnoty konstanta ¢ nabyva, ndm da podminka transverzality — v nasem p#ipadé
vzhledem ke tvaru zadaného funkciondlu a poznamky 5.3.1. podminka ortogonality. Z toho vyplyva, ze
¢ast piimky ¢(x) = © — a v okolf bodu # = z; bude prumérem hledané kruznice a jeji stfed bude lezet
v pruse¢iku piimky ¢ s osou z, tedy v bodeé [a, 0].

Proto hledanymi lokdlnimi extrémy naseho funkcionalu jsou oblouky kruznice

(x —a)* +y? = a’.

5.5. Cviceni.

1. Urcete nejkratsi vzdalenost d bodu A[3,0] od paraboly z? = 4y.

2. Naleznéte kiivku, na niz muze nastat extrém funkciondlu J = dz, jejiz jeden koncovy bod

0 Y

je umistén v pocatku soustavy soufadnic a druhy koncovy bod [z1,y;] se muze pohybovat po kruznici
(2 -9 +y*=9.

Vysledky:

L.d=V2.

2. Oblouky kruznice (z —4)? + y? = 16.

6

viz str. 24



Kapitola 6

Izoperimertické tlohy

Poslednim typem varia¢nich uloh, které zminime, budou tlohy izoperimetrické. Patii do oblasti varia¢nich
dloh na podminény' extrém — to jsou takové udlohy, v nichz mdme najit extrém daného funkciondlu .J,
pricemz funkce, na nichz zavisi hodnota funkciondlu J, jsou kromé okrajovych podminek vazany jesté
néjakou dalsi podminkou. Tato podminka muze byt ruzného tvaru; my se zde zminime pouze o jednom
specifickém tvaru, nebot ten je pro konkrétni 1ilohy klicovy.

Jeste dodejme, ze veskeré dlohy na podminény extrém mohou byt (podle druhu okrajovych podminek)
obou typu rozebiranych v kapitoldch 4 a 5, tedy s pevnymi nebo volnymi koncovymi body.

Dtive v historii byl pojem izoperimetrické dlohy chipan jako problém najit uzavienou kiivku dané
délky tak, aby ohranicovala plochu maximalniho obsahu. V soucasné dobé je pojem izoperimetrické ilohy
ponékud roz§ifen; mezi izoperimetrické tilohy zahrnujeme v8echny variac¢ni iilohy, ve kterych jde o nalezeni

lokdlniho extrému funkcionalu
1

10 = [ Fapy)is
o
s okrajovymi podminkami y(xq) = yo, ptip. y = ¥(z) v okoli bodu [zg, y0] a y(z1) = y1, PEip. ¥ = ¢(x)
v okoli bodu [21,y;] a vedlejsi> podminkou ve funkciondlnim tvaru

K(y) = /G(az,y,y')daz =k k€R,

Zo

kterou nazyvame podminkou izoperimetrickou.
Nyni zde uvedeme zptusob feseni téchto uloh, pticemz se pii vykladu zaméiime pouze na 1ilohy s okra-
jovymi podminkami pevnych koncovych bodu.

6.1 Metody reSeni izoperimetrickych tloh

Podobné, jako tomu bylo v obou predeslych typech varia¢nich 1iloh, vychazime ze zdkladni nutné podminky
pro existenci lokdlniho extrému y = yo(z) daného funkciondlu J. Ziejmé musi byt pro hledanou funkci
nutné splnéna, proto plati, ze

6J(yo) = 0.

Nastdva otazka, zda z ni muzeme vyvodit néjaké vhodné kritérium pro konkrétni feSeni izoperimet-
rickych loh. Odpovéd dostdvame v néasledujici véte:

Lpiip. vazany
2piip. vazebni

34
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Ty
6.1. Véta. Necht je kiivka y = yo(z) € C*[zg, z1] extremdlou funkciondlu J(y) = [ F(z,y,y')dz za

zo
z1
podminek y(zo) = yo, y(x1) = y1 a izoperimetrické podminky K(y) = [ G(z,y,y")dz = k, kde k je
zo
redlnd konstanta, a necht kiivka y = yo(z) neni extremélou funkciondlu K.
Potom existuje takovd redlna konstanta A, ze kiivka y = yo(z) je extremdlou funkcionédlu J*, kde

J* = J+ \K,

tedy plati

d *
_Fy’(‘ray():y(l]) = 07 (61)

ng(‘rayoaytl)) - dz

kde F* = F 4+ A\G.

Diikaz. Nejprve vyjadieme, ¢emu je rovno §.J. Uzitim metody per partes

T i &1 d
0J(y) = /(Fyéy + Fydy') de = [Fy oyl —l—/ (Fy - %Fy) 0y dx.
X0 xo

Vzhledem k tomu, ze dy(x¢) = dy(z1) = 0, dostdvame
d

Zcela analogickym zpusobem vyjadiime §K :

x1

5mw=/0%—%@>@¢mﬁmm. (6.3)

Zo

(Je nutné zduraznit, ze ve vyrazech (6.2) a (6.3) dy neni kvuli vazebni podmince nezévislé.)

Nyni vynasobme § K konstantnim faktorem A a dany vyraz pfictémeé k d.J. Po jednoduchych tpravich
dostavame

x1
d
0J* =0J + XK = / {(F + A\G), — %(F + AG), | 0y dz. (6.4)
o
Nésledné zvolme A tak, aby vyraz v hranaté zavorce pro funkci y = yo(z) vymizel, tj. klademe
d
(F+XG)y — %(F + A\G),y =0. (6.5)
Po zavedeni oznaceni
F*=F+ \G
piejde (6.5) v rovnici
d
Fr— —F" =0,
! dz ¥ Y=Yo

v niz rozeznavame rovnici (6.1), tedy Euler-Lagrangeovu rovnici pro funkei F*. Z (6.4) a s uvdzenim,
ze MK = 0, okamzité plyne, ze podminka (6.1) je ekvivalentni s podminkou 6.J(yo) = 0 pro uvazovany
pripad. Tim je tedy véta zcela dokdzéna.
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Muzeme shrnout, ze nas variac¢ni problém s vazebni podminkou jsme pfevedli na obycejny nevazebni
problém, piicemz funkci F' jsme nahradili funkei F* = F+\G. Clen X\ nazyvame Lagrangetiv multiplikdtor
a v tomto piipadé je konstantou.

Obecnym fegenim rovnice (6.1) je zfejmé extremédla tvaru y = yo(x, 1, 2, A). Abychom ji mohli jed-
noznacné urcit, potiebujeme tii piislusné rovnice. Ziskame je ze dvou okrajovych podminek a podminky
izoperimetrické, ¢imz je feSeni nasi tlohy u konce.

Pro moznost tiplného vyieseni izoperimetrickych tloh jesté zbyva odpovédét na otazku, o jaky druh
vysetfeného extrému se jedna. Problematiku zde nebudeme explicitné formulovat, 1ivahy jsou analogické
jako v ptipadé variacnich tloh s pevnymi konci.

6.2. Poznamka. (O zakonu reciprocity.) Z véty 6.1. plyne, 7e ndsoben{ integrované funkce konstantou
soustavu extremdl pro dany funkciondl J* nezméni. Proto muzeme funkci F* zapsat ve tvaru

F*=\F+ XG

3

kde A1 a Ao jsou redlné konstanty. Takové vyjadieni funkce F* nam ukazuje, ze funkce F' a G ve vyrazu
F* vystupuji symetricky. Vylou¢ime-li ptipad Ay = 0 a A2 = 0, pak soustava extremdl bude jedna a
tdz, budeme-li hledat extrém funkciondlu J za podminky, ze funkciondl K ma konstantni hodnotu, nebo
budeme-li hledat extrém funkciondlu K za podminky, ze konstantni hodnotu zachoviva funkcional J.

Tato vlastnost se nazyva zdkon reciprocity. Ilustrujme jej na nasledujicim piikladé: ziejmeé tiloha najit
plochu maximdlniho obsahu ohrani¢enou uzavienou kfivkou dané délky a tloha najit uzavienou kiivku
minimdlni délky, kterd ohranic¢uje plochu daného obsahu, jsou ulohy vzdjemné reciproké a maji spole¢né
extremaly.

6.2 Priklady izoperimetrickych uloh

6.3. Priklady.

i) Urcete kiivku y = y(z) dané délky | s koncovymi body A[zg,yo] a B[z1,y1] tak, aby obsah plochy
vymezené kiivkami y = y(z), £ = xo, £ = x; a osou z byl maximalni.

Reseni:
Hleddme tedy extrém funkcionalu vyjadiujici obsah vyse vymezené plochy, ktery je ddn vztahem?®

x1
Sz/y dz,
o

x1
K:/\/l-l-y’de:l,

Zo

za izoperimetrické podminky

pticemz
y(zo) =yo a y(z1) = 1.
Z piedchézejiciho vykladu je ziejmé, 7ze dany problém pievedeme na tlohu na nepodminény extrém
funkciondlu S* = S + AK. E-L rovnici tedy fe§me vzhledem k funkci F*, kde

F*=F+)G=y+X\/1+y>

Protoze F™* explicitné neobsahuje z, E-L rovnice nabude vzhledem k (4.8) tvaru

AIQ
y+A\/1+y’2—LZC2,C2ER.

i

3viz [2], str. 319
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Odtud vynédsobenim rovnice vyrazem /1 + 3’2 a jednoduchou 1ipravou
-A

Yy—C = ——.
/1 + y12
Zavedenim substituce
y =tgyp

rovnice (6.6) piejde ve tvar
Yy —C2 = —AcCOS,

ktery vyjadiuje parametrické vyjadieni y-ové souradnice hledané kiivky.

Nebot
dy .
— =tgy ady = Asinp dy,
dx
dostavame
dr = Acosy dp
a odtud

x=Asinp+c1, 1 € R.

Odstranénim paramteru ¢ z rovnic (6.8) a (6.7) vychazi

(x—c1)>+ (y — ) = N2,

coz je soustava kruznic se stfedy v bodech [¢1, c2] a poloméry o velikosti |A|.

37

(6.7)

Abychom z nich vybrali hledanou kruznici vyhovujici véem podminkdm nagi ilohy, musime jesté urcit

neznamé konstanty ¢y, co a A.

Pro zjednodugeni piedpokladejme, ze body A a B lezi na ose z, tj. yo = y1 = 0. Nebot body A a B

lezi na nasi kruznici, zfejmé musi vyhovovat jeji rovnici, tj. rovnici (6.9), tedy

(xg —c1)? 4+ c3 = )2,

(iEl — 01)2 +C% =)\2.

(6.10)

Odectenim téchto rovnic, vydélenim nenulovym vyrazem (xo— 1) a mensimi ipravami dostavame rovnici

To + 1 — 2¢1 = 0.
Odtud
To + 1
2

2
02:)\2— <$1 21’0)

Zbyva urcit koeficient A. Vyjdéme z izoperimetrické podminky

c1 =

a jesté s vyuzitim rovnice (6.10)

T
/\/1 +y"?dx = 1.
o

Clen y' ziskdme diferencovdnim rovnice (6.9) nasi kruznice:

r_ r — C
Yy = - .
Yy—cCco

(6.11)

(6.12)

(6.13)
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Jeho dosazenim do (6.13), s piihlédnutim k (6.9) a jednoduchymi dpravami izoperimetrickd podminka
nabyva tvaru

r =1,

/ A 4
VA2 = (z —¢1)?
zo

_ . z —c\ 1"
l—)\{arcsm( 3 )L(J,

| = 2\ arcsin (xlg_/\x°> . (6.14)

jejiz integraci

tj.

Z posledni rovnice je principidlné mozno konstantu A vypocitat, i kdyz za pomoci numerickych, piipadné
grafickych metod.

Ziejmé rovnicemi (6.11), (6.12) a (6.14) je feseni ilohy jednoznacné urceno.

Jesté poznamenejme, 7ze druh extrému, podobné jako v dalgich dlohéch, plyne piimo z geometrické
interpretace problému.

Spravnost vysledku vyse uvedené ilohy je mozno ilustrovat jednoduchym pokusem. Uvazme men§i
dratény obdélnikovy ramecek. Na jeho jedné hrané je ve dvou bodech pevné uvazan velmi tenky provazek,
o délce vétsi nez je vzddlenost jeho koncovych bodu. Pokud nechdme na nagem ramecku uchytit mydlovou
bldnu a propichneme ji v libovolném misté plochy omezené provazkem a zminénou hranou, uvidime, ze
provazek okamzité nabude tvaru oblouku kruznice s polomérem zavislym na jeho délce. Podle principu
minimélni potencidlni (povrchové) energie mydlové blany musi nabyt mydlova plocha minimélni hodnoty
povrchu, a to znamend, ze plocha bez mydlové blany ma povrch maximalni.

ii) Urcete kiivku AB délky [, kterd spoleéné s danou kiivkou y = f(z) s koncovymi body A[zg,yo] a
Bl[z1,y1] ohranicuje plochu maximalniho obsahu.

Reseni:
Mame tedy urcit extrém funkcionalu

§= 7[1/ — f(a)]dx

za podminky

T
K:/\/l-l-y’de:l,
o

pricemz
y(@o) =yo a y(w1) =y
Pomocny funkciondl S* = S + AK nabude tvaru

1

S* = / [y—f(x) +/\\/1+y’2] dz.

Zo

Snadno zjistime, ze E-L rovnice bude zcela stejnd jako v predchédzejicim piipadé, proto hledand kiivka
AB bude obloukem kruznice, jejiz stfed a polomér vypocitame podobné jako v minulém ptikladé.
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iii) Najdéte tvar dokonale ohebného neroztazitelného homogenniho lana délky [, prufezu S a hustoté p,
zavéseného v bodech A[zg,yo] a Blxy1,y1] ve “svislé roviné tihového pole Zemé.

Resent:

7 mechaniky vime, ze stabilni poloha tuhého télesa v tithovém poli je ddna jeho minimalni potencidlni

vvvvvvvv

hodnotu y-ové souiadnice yr tezisté lana délky I, kterd je dand vztahem®
Sp |
yr = Tp /y\/l +y"da;
zo

hleddme tedy minimum funkciondlu

x1
Y = /y\/l + y'2dz,

Zo
kdy
y(®o) = yo ay(x1) =1

a za izoperimetrické podminky
1

/\/1 +y2dz = 1.

Zo

Nasledné feseni bude zcela analogické jako u predeslych piikladu, tedy pomocny funkciondl bude mit

tvar
T1

Y* = /(y + M)V 1+ y?dz.

Zo

Dosazenim do E-L rovnice (4.8) dostaneme

12
(y+ ) 1+y’2—M=c1,cleR.

Vity?

Vynésobenim nenulovym vyrazem /1 + y'2 a mensimi upravami dostdvdme rovnici

y+A=civ1+9y"?, (6.15)

pro jejiz elegantni vyieseni zvolme substituci
y' = sinh . (6.16)

Jejim dosazenim do (6.15) ndm tato rovnice piejde ve tvar
Y+ X =c1\/1+sinh® ¢ = ¢; coshp (6.17)

dy = —cy sinh ¢ dop.

a jejim diferencovanim:

Spolu s rovnici (6.16) dostavdme
dr = —cy dy,

tedy
r=—ci1p+ca,c2 €R.

4viz [3], str. 434
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Vyjadiime-li z posledni rovnice ¢ a dosadime-li je do (6.17), dospivdme tak k rovnici hledané kiivky:

Cy — X

- A

y = c¢1 cosh
C1

Nezndmé konstanty ¢, ¢, a A 1ze vypocitat pouzitim okrajovych podminek a podminky izoperimet-
rické.

6.4. Cviceni.

1
1. Urcete extremaly funkciondlu J = [ y'?dx za okrajovych podminek y(0) = 0, y(1) = 1 a izoperimetrické
0

1
podminky [y dz = 1.
0

z1
2. Napiste diferencialni rovnici extremal funkcionalu J = [ [p(:c)y’2 + q(x)y2] dx za okrajovych podminek
0

x1
y(0) =0, y(z1) = 0 a izoperimetrické podminky [ r(z)y*dz = 1.
0

Vysledky:
1.y = —422% + 5z.
2. p(z)y" +p'(z)y’ — [g(z) + Ar(z)] y = 0 pii zadanych okrajovych podminkéch.



Z.aver

Cilem této prace bylo sezndmit srozumitelnou formou ¢tenafe se zaklady varia¢niho poctu. Vzhledem
k tomuto faktu a rozsahu préace jsme se omezili pouze na studium funkcionalu zavisejicich obecné na funkci
jedné proménné a jeji derivaci prvniho fddu a s tim souvisejicich varia¢nich dloh t#{ typu. Timto jsme
sice pokryli zdkladni problematiku variaéniho poc¢tu, ale na druhé strané zustala zahalena fada dalsich
moznych poznatku. Proto piiklady varia¢nich dloh uvadéné v této praci nevykazuji ptilisnou slozitost;
byly vybrany tak, aby je bylo mozné v ramci uvedené teorie pomérné snadno spocitat. Avsak piesto jsme
meéli moznost se pfesvédéit o tom, ze i na prvni pohled relativné jednoduché tilohy nas mohou na samém
konci hledani konkrétniho fe$eni pirekvapit principielni nemoznosti nalezeni analytického vyjadieni tohoto
feSeni, tedy nutnosti ptriklonit se k pouziti napf. numerickych metod.

Na tomto misté jisté nebude zbytecné si znovu uvédomit, ze varia¢ni pocet neni pouze “péknou a
dobfe propracovanou matematickou teorii, ale teorii sahajici i za své hranice, mysleno piredeviim do
oblasti fyziky — tedy oblasti kazdodenni reality. Pokud takovou vlastnost jakdkoli matematicka teorie
mé, muzeme si snad dovolit tvrdit, ze se stava jesté “krasnéjsi. Doufejme, ze piedchozi strany této préace
mohou zminénou vyznamnou uzite¢nost varia¢niho poc¢tu alespon castec¢né ilustrovat a potvrdit.
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