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Kapitola 1�Uvod do varia�n��ho po�tuJi�z od sam�eho d�etstv�� se sna�z��me pozn�avat sv�et a p�r��rodu kolem n�as. N�ekter�a jejih tajemstv�� se n�ampoda�r�� odhalit velie ryhle a snadno, jin�a v n�as neust�ale evokuj�� spoustu ot�azek, na n�e�z mnohdy ne-dok�a�zeme fundovan�e odpov�ed�et, byt' se zdaj�� b�yt jasn�e a jednoduh�e . . .Tak nap�r��klad:� Jakou k�rivku kop��ruj�� elektrik�e dr�aty voln�e vis���� mezi dv�ema sto�z�ary?� M�u�ze se st�at, �ze p�ri stejn�e spot�reb�e benz��nu dojedeme ryhleji z jednoho m�esta do druh�eho pokopovit�e est�e ne�z po est�e rovn�e?� Po jak�e dr�aze se budou pohybovat planety nebo jin�a kosmik�a t�elesa nap�r��klad kolem Slune apro�?� Jak to, �ze jsme si tak jisti, �ze uzav�ren�a k�rivka o ur�it�e d�ele, jej���z vnit�rek m�a maxim�aln�� obsah, jepr�av�e kru�znie?� Po jeze�re plujeme v lod'e poh�an�en�e plahtou a vesly. Pot�rebujeme se dostat z jednoho b�rehu nadruh�y, p�ri�em�z v��tr fouk�a p�r��mo v protism�eru. Jak mus��me plout, abyhom se na druh�y b�reh dostalio nejd�r��ve a p�ritom se mo nenad�reli?� Jak�y tvar bude m��t pru�zn�y hmotn�y nosn��k le�z���� na dvou podp�er�ah?� Pro� se n�am ty� z ��asti pono�ren�a do vody jev�� jako zlomen�a?� Do m�ydlov�e vody pono�r��me n�ejak�y dr�at�en�y �utvar. Jak�eho tvaru nabude m�ydlov�a bl�ana, kter�a sena n�em zahyt��?A podobn�e byhom mohli pokra�ovat d�ale. I kdy�z v t�eto pr�ai v�sehny uveden�e ot�azky nebudou pro jejihslo�zitost zodpov�ezeny, alespo�n n�aznakem uk�a�zeme, jak�ymi estami je mo�zno ke spr�avn�ym odpov�ed��mdoj��t. Na tomto m��st�e je ale t�reba zm��nit, �ze v na�sem hled�an�� �re�sen�� nevysta���me pouze s matematikou.Na sam�em po��atku ka�zd�e �ulohy spojen�e s realitou stoj�� jist�a fyzik�aln�� �uvaha. Mnohdy se p�ri spr�avn�emfyzik�aln��m rozboru budeme muset op�r��t je�st�e o z�akladn�� fyzik�aln�� prinipy1, podle nih�z se d�eje v p�r��rod�e1Pro v�et�s�� p�rehled nad danou problematikou zde m�u�zeme poznamenat, �ze rozli�sujeme fyzik�aln�� prinipy difereni�aln��(v difereni�aln��m tvaru) a integr�aln�� (v integr�aln��m tvaru). Difereni�aln�� prinipy se vztahuj�� jen na mehanik�e d�eje, jejihp�usobnost nelze roz�s���rit nebo zobenit na jin�e obory fyziky, p�redev�s��m v�sak nikoliv na fyzik�aln�� pole { jedn�a se nap�r. oprinip virtu�aln�� pr�ae, d'Alembert�uv, Gauss�uv nebo Hertz�uv prinip. Jejih matematik�ym prost�redkem je difereni�aln��po�et. Prinipy integr�aln�� naz�yv�ame t�e�z prinipy varia�n��mi { nap�r. Fermat�uv, Hamilton�uv, Maupertuis�uv, Maupertuis�uv{Euler�uv, Jaobiho, Hilbert�uv prinip. �Usp�e�snost t�ehto prinip�u spo���v�a hlavn�e v tom, �ze zprost�redkuj�� odvozen�� p�r��slu�sn�yhpohybov�yh rovni a �ze je lze pou�z��t ve v�et�sin�e fyzik�aln��h obor�u. Jmenujme mehaniku kontinua, teorii elektromagnetik�ehopole, teorii relativity, kvantovou mehaniku nebo kvantovou elektrodynamiku. My se v dal�s��m s n�ekter�ymi �ulohami, vekter�yh bude mo�zno vyu�z��t n�ekter�y z varia�n��h prinip�u, setk�ame, nebot', jak ji�z s�am n�azev napov��d�a, jejih matematik�ymprost�redkem je pr�av�e varia�n�� po�et. 2



KAPITOLA 1. �UVOD DO VARIA�CN�IHO PO�CTU 3odv��jej��. V konkr�etn�� podob�e se s n�ekter�ymi z nih sezn�am��me v kapitole 2 a potom p�ri jejih aplikaiv �uloh�ah. Po d�usledn�em rozboru �ulohy z fyzik�aln��ho hlediska ji ji�z m�u�zeme p�rev�est na matematik�yprobl�em { v na�sem p�r��pad�e probl�em matematik�e anal�yzy, a to konkr�etn�e varia�n��ho po�tu.Jak nejjednodu�seji a nejn�azorn�eji popsat, o varia�n��m po�tem rozum��me? Dalo by se �r��t, �ze varia�n��po�et je jistou analogi�� po�tu difereni�aln��ho. Jak v��me, �ust�redn��m pojmem difereni�aln��ho po�tu je funkea p�redm�etem studia jej�� vlastnosti, tj. zejm�ena limita, derivae, extr�emy, pr�ub�eh. Ve varia�n��m po�tu jeto funkion�al a jeho vlastnosti, tedy p�redev�s��m ur�ov�an�� jeho extr�em�u.Jeliko�z se v�se bude v n�asleduj����h �r�ad��h odv��jet od pojmu funkion�al, bude nutn�e si vytvo�ritspr�avnou p�redstavu o tom, o j��m rozum��me: podobn�e jako u funke se jedn�a o jistou z�avislost, kdena rozd��l od funke hodnota z�avisle prom�enn�e nen�� ur�ena ���slem, ale funk��.Pro n�azornost zde uved'me dva p�r��klady funkion�al�u:� D�elka rovinn�e k�rivky y = y(x) spojuj���� dva dan�e body A[xA; yA℄ a B[xB ; yB℄P�redokl�adejme, �ze x 2 hxA; xBi a funke y = y(x) m�a v tomto intervalu spojitou derivai y0(x).D�elku l takov�eto k�rivky lze pak vyj�ad�rit n�asleduj����m zp�usobem:l = xBZxA p1 + y02(x) dx:� Moment setrva�nosti tuh�eho t�elesa o pr�u�rezu S, hustot�e �, tvaru k�rivky y = y(x)P�redpokl�adejme, �ze x 2 hx1; x2i a funke y = y(x) m�a v tomto intervalu spojitou derivai y0(x).Pak moment setrva�nosti Jx dan�eho dr�atu vzhledem k ose x je ur�en takto:Jx = �S x2Zx1 y2(x)p1 + y02(x) dx:A jak to v�se souvis�� s ot�azkami zm��n�en�ymi na sam�em za��atku kapitoly? At' u�z je to v nih expliitn�euvedeno, �i nikoliv, \spole�n�ym jmenovatelem v�seh je nal�ezt maximum nebo minimum n�ejak�e fyzik�aln��veli�iny { nap�r��klad poteni�aln�� energie, �asu, obsahu. Pou�zijeme-li ji�z n�ami v�y�se zm��n�enou matematikouterminologii, znamen�a to, �ze fyzik�aln�� veli�inu lze v souvislosti s �ulohami vyj�ad�rit funkion�alem, p�ri�em�zmy pot�rebujeme naj��t pr�av�e jeho extr�em; p�resn�eji �re�eno, pro jakou funki extr�em nast�av�a. Takov�e �ulohynaz�yv�ame varia�n��mi �ulohami a jejih metody �re�sen��, tedy metody umo�z�nuj���� nal�ezt maxim�aln��nebo minim�aln�� hodnotu funkion�al�u, zkoum�a varia�n�� po�et.Na tomto m��st�e je�st�e pro dostate�nou ilustrai nasti�nme t�ri nejz�akladn�ej�s�� varia�n�� �ulohy, kter�e m�elyv�yrazn�y historik�y v�yznam a kter�e dodnes tvo�r�� pil���re varia�n��ho po�tu.1. Varia�n�� �uloha s pevn�ymi konov�ymi body (�Uloha o brahystohron�e)Najd�ete k�rivku, po kter�e se mus�� pohybovat hmotn�y bod v zemsk�em t��hov�em poli ve svisl�e rovin�e, aby sez po��ate�n��ho bodu A[xA; yA℄ do konov�eho bodu B[xB ; yB℄ dostal v o nejkrat�s��m �ase t, p�redpokl�ad�ame--li nulovou po��ate�n�� ryhlost a pohyb bez t�ren��. (Takovou k�rivku naz�yv�ame brahystohronou.)�Uloha vede na nalezen�� extr�emu n�asleduj����ho funkion�alu:t = xBZxA p1 + y02(x)p2gy(x) dx;p�ri�em�z y(xA) = yA, y(xB) = yB :



KAPITOLA 1. �UVOD DO VARIA�CN�IHO PO�CTU 4Je z�rejm�e, �ze hledanou �arou nen�� �use�ka spojuj���� body A a B, p�resto�ze je nejkrat�s�� spojni�� t�ehtodvou bod�u, proto�ze p�ri pohybu po p�r��me by se ryhlost hmotn�eho bodu zv�et�sovala pom�ern�e pomalu;spoj��me-li v�sak uva�zovan�e body k�rivkou, kter�a je v porovn�an�� s �use�kou AB zpo��atku strm�ej�s��, prodlou�z��se sie dr�aha, bod v�sak prob�ehne v�et�s�� ��ast t�eto dr�ahy v�et�s�� ryhlost��.Tuto �ulohu kompletn�e vy�re�s��me pozd�eji2. Jej��mi prvn��mi �re�siteli byli brat�ri Bernoulliov�e, Newton,Leibniz a l'Hospital.2. Varia�n�� �uloha na v�azan�e (podm��n�en�e) extr�emy (�Uloha o geodetik�yh �ar�ah)Ze v�seh �ar spojuj����h dva body na plo�se '(x; y; z) = 0 najd�ete tu, kter�a m�a nejmen�s�� d�elku l. (Takov�ym�ar�am �r��k�ame geodetik�e ��ary.)M�a se tedy nal�ezt minimum funkion�alul = x2Zx1 p1 + y02(x) + z02(x) dx;p�ri�em�z funke y = y(x), z = z(x) mus�� vyhovovat podm��ne '(x; y; z) = 0.Prvn��m, kdo se touto �ulohou zab�yval, byl Johann Bernoulli.3. Izoperimetrik�a �uloha (�Uloha o plo�se maxim�aln��ho obsahu p�ri dan�em obvodu)Mezi v�semi jednoduh�ymi uzav�ren�ymi k�rivkami p�redepsan�e d�elky l najd�ete tu, je�z ohrani�uje plohus maxim�aln��m obsahem S.P�redpokl�ad�ame, �ze uzav�ren�a k�rivka je d�ana parametriky: x = x(t); y = y(t): M�a se ur�it extr�emfunkion�alu S; kde S = lZ0 x(t)y0(t) dt;za zvl�a�stn�� podm��nky, �ze d�elka p�redepsan�e k�rivky nab�yv�a konstantn�� hodnoty l; tj. �zelZ0 px02(t) + y02(t) dt = l:Tato �uloha byla ji�z formulov�ana kolem roku 200 p�r. n. l. Z�enodorem a tehdy byla zn�ama jako \probl�emkr�alovny Didon. U�z ve star�em �Reku bylo zn�amo, �ze hledanou k�rivkou je kru�znie. Oben�e pak �ulohytohoto typu �re�sil Euler.

2viz p�r��klad 4.13.i), str. 19



Kapitola 2Historik�y v�yvoj varia�n��ho po�tuV t�eto kapitole se zastav��me nad hlavn��mi historik�ymi mezn��ky a osobnostmi, kter�e se na rozvoji va-ria�n��ho po�tu pod��lely.Jak jsme ji�z v �uvodu zm��nili, varia�n�� po�et je nezanedbatelnou ��ast�� studia matematik�e anal�yzy {matematik�e disipl��ny zab�yvaj���� se funkemi. Proto se nejprve kr�ate pod��vejme na za��atky matematik�eanal�yzy a tak�e na jej�� n�asledn�y v�yvoj, kter�y vznik varia�n��ho po�tu podm��nil. Av�sak uvid��me, �ze jehovznik byl z nezanedbateln�e ��asti d�an i v�yvojem fyziky, proto ve fyzie, a to zejm�ena ve fyzie teoretik�e,nah�az�� velik�e uplatn�en��.Obdob�� do kone 16. stolet�� je harakteristik�e t��m, �ze se matematika nedostala za hranie studiakonstantn��h veli�in. V�yznamn�y zlom nast�av�a a�z v 17. stolet��, kdy matematikov�e za���naj�� obraet svoupozornost k ot�azk�am prom�enn�yh veli�in a s nimi souvisej����h funk�n��h z�avislost��, nekone�n�yh pro-es�u, limit, nekone�n�e mal�yh veli�in, deriva�� atd. Tuto nal�ehavou pot�rebu zm�eny si vy�z�adala p�redev�s��mp�r��rodov�edn�a praxe { kartogra�e, geod�ezie, balistika, mo�replavetv��, astronomie (Johann Kepler p�ri ma-tematik�em popisu pohyb�u planet) nebo mehanika (Galileo Galilei p�ri studiu voln�eho p�adu, pohybu nanaklon�en�e rovin�e atd.). Podn�ety ale vyh�azely i ze samotn�e matematiky, zejm�ena analytik�e geometrie,t�esn�e spjat�e s klasi�ka�� k�rivek, hled�an��m jejih te�en, maxim a minim apod. V souvislosti s druhou po-lovinou 17. stolet�� tak�e nem�u�zeme nezm��nit vliv vzniku in�nitezim�aln��ho po�tu, o n�ej�z se zaslou�zili IsaaNewton (1643{1727) a Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646{1716). T��mto vyvrholilo obdob��, kter�e dalovelmi dobr�e p�redpoklady pro to, aby se matematika prom�enn�yh veli�in dostala na pevn�y z�aklad a dalatak vznik matematik�e anal�yzy dne�sn�� podoby, byt' k tomu bylo pot�reba je�st�e mnoha desetilet��.Kone 17. stolet�� tedy zah�ajil neoby�ejn�e plodn�e obdob�� tv�ur��� pr�ae matematik�u. Difereni�aln�� aintegr�aln�� po�et sk�ytal velk�e mo�znosti sv�eho uplatn�en�� (zejm�ena ve fyzie), o o�z se v�yraznou m�erouzaslou�zili v 18. stolet�� brat�ri Bernoulliov�e, Euler, Laplae, Lagrange, Legendre, Clariaut, d'Alembert,Fourier, Monge a �rada jin�yh. In�nitezim�aln�� po�et byl ale i odrazov�ym m�ustkem pro rozv��jen�� dal�s��hmatematik�yh teori��, zejm�ena tak�e varia�n��ho po�tu.Za objevitele varia�n��ho po�tu b�yv�a �asto d��ky sv�ym v�yznamn�ym p�r��sp�evk�um pokl�ad�an JohannBernoulli (1667{1748). Roku 1696 p�redlo�zil matematik�um probl�em brahystohrony1. Krom�e samotn�ehoJohanna Bernoulliho se j��m zab�yval tak�e jeho bratr Jaob, d�ale Leibniz, Newton a l'Hospital. Zjistili, �ze�re�sen��m je ykloida. Huyghens ji�z d�r��ve objevil, �ze ykloida je tak�e tautohronou2, tj. k�rivkou, po n���zhmotn�y bod pohybuj���� se z jist�eho bodu v t��hov�em poli Zem�e naraz�� do \svisl�e p�rek�a�zky v o nejkrat�s��m�ase. T�eto vlastnosti vyu�zil v roe 1673 tak�e p�ri konstruki tautohronn��h kyvadlov�yh hodin. V t�e dob�ed�ale Bernoulliov�e a Leibniz nalezli rovnie geodetik�yh k�rivek na plo�se.Pravd�epodobn�e nejv�et�s�� p�r��nos dal varia�n��mu po�tu v�yznamn�y matematik Leonhard Euler (1707{1783). Roku 1744 vy�sla jeho pr�ae Methodus inveniendi lineas urvas maximi minimive proprietate gua-1viz str. 3 a p�r��klad 4.13.i), str. 192viz p�r��klad 5.4.ii), str. 32 5



KAPITOLA 2. HISTORICK�Y V�YVOJ VARIA�CN�IHO PO�CTU 6dentes. Bylo to prvn�� zpraov�an�� varia�n��ho po�tu, kter�e se stalo z�akladem pro vznik varia�n��ho po�tu jakosamostatn�eho odv�etv�� matematiky. Pln�ym pr�avem m�u�ze b�yt tedy Euler pova�zov�an za jeho zakladatele.Sou�asn�e se za��atky a postupn�ym v�yvojem varia�n��ho po�tu se �re�sila i �rada fyzik�aln��h probl�em�uz mehaniky, kter�e byly pro jeho rozvoj v�yznamn�ym hna��m impulsem. D�ule�zitou roli sehr�aly objevyz�akladn��h fyzik�aln��h prinip�u, kter�ymi z matematik�eho hlediska m�u�zeme popsat fyzik�aln�� d�eje vp�r��rod�e. U�z v polovin�e 17. stolet�� byl zn�am Fermat�uv prinip z optiky (prinip nejkrat�s�� doby), kter�y�r��k�a, �ze sv�etlo se �s���r�� tak, aby svoji dr�ahu urazilo v o nejkrat�s��m �ase. Matematiky je mo�zno jej formu-lovat takto: Æt = Æ s2Zs1 dsv = 0;kde t je doba �s���ren�� sv�eteln�eho paprsku, s ura�zen�a dr�aha, s1 (s2) po��ate�n�� (konov�y) bod v�yskytu paprsku,v = n jeho ryhlost, n index lomu prost�red�� a  ryhlost sv�etla ve vakuu. V�ed�elo se, �ze podobn�y prinipmus�� jist�e platit i v mehanie (tehdy byly hlavn��mi obory fyziky mehanika a geometrik�a optika), aleesta k jeho formulai trvala od t�e doby je�st�e el�yh 100 let. D�uvod z�rejm�e spo���v�a v tom, �ze v geometrik�eoptie, pokud jde o Fermat�uv prinip, bylo mo�zn�e \p�rirozenou �uvahou zvolit veli�inu, kter�a m�ela nab�yvatextr�emn�� hodnoty. Byl to �as, p�resn�eji �re�eno �asov�y interval, tedy pojem naprosto b�e�zn�y a relativn�esnadno m�e�ren�� p�r��stupn�y. Av�sak v mehanie nebylo lehk�e zvolit veli�inu, kter�a m�a v pr�ub�ehu pohybunab�yvat extr�emn�� hodnoty a tak�e struktura t�eto veli�iny, dnes naz�yvan�e ak�� S; nen�� jednoduh�a. Roku1750 za�ala na toto t�ema �ziv�a diskuse. Jej��m hlavn��m akt�erem se stal franouzsk�y matematik PierreLouis Moreau de Maupertius (1698{1759). Roku 1744 vyslovil hypot�ezu, �ze ka�zd�y d�ej v p�r��rod�eprob��h�a tak, �ze ur�it�a veli�ina, naz�yvan�a ak��, je minim�aln��. Na tomto v�yroku lze asi hlavn�e hodnotitjeho �s���rku, �ze se toti�z neomezuje jen na mehanik�e d�eje. Av�sak j��m podan�a matematik�a formulae nebylap�resn�a, ke spr�avn�ym v�ysledk�um z tohoto prinipu plynou��m dosp�el Maupertius nekorektn��mi metodami.Z r�uzn�yh stran se mu dostalo v�ysm�ehu, dokone zanedlouho pot�e, vnit�rn�e zlomen�y, um��r�a. Na�st�est�� sejeho my�slenky zastal s�am Euler a p�revedl prinip nejmen�s�� ake do po�zadovan�eho tvaru:ÆS = Æ s2Zs1 mv ds = 0;kde m je hmotnost, v ryhlost a s dr�aha uva�zovan�e ��astie. Postavil jej na spr�avn�y z�aklad a dodnes mu�r��k�ame Maupertuis�uv prinip. V t�eto podob�e jej pozd�eji pou�zili ve sv�yh praeh Lagrange a Hamilton.D�ule�zitou roli v matematie, a ve v�ed�e v�ube, sehr�ali ve Franii v 18. stolet�� enyklopedist�e. Mezi nimizmi�nme Jeana Le Rond d'Alemberta (1717{1783), jako�zto hlavn��ho matematika. Roku 1743 vy�slajeho u�ebnie dynamiky Trait�e de dynamique, v n���z mimo jin�e vyslovuje v�yznamn�y mehanik�y prinip,umo�z�nuj���� p�rev�est dynamik�e �ulohy na �ulohy statik�e. Dnes je zn�am pod n�azvem d'Alembert�uv prinip.Zmi�nujeme jej na tomto m��st�e p�redev�s��m proto, �ze sehr�al v�yznamnou roli pro dal�s�� v�yvoj poznatk�u omehanik�yh prinipeh.Byl to pr�av�e Joseph Louis Lagrange (1736{1813), kter�y roku 1760 podal p�resn�e zn�en�� prinipunejmen�s�� ake pro konzervativn�� soustavy. S t��m jist�e souvisely i jeho p�r��sp�evky k varia�n��mu po�tu.Lagrange poznamenal, �ze Eulerovy metody �re�sen�� varia�n��h �uloh nemaj�� �upln�e onu jednoduhost, kterouby si bylo p�r�at u p�redm�etu �ist�e anal�yzy, a tak v�ysledkem byl Lagrange�uv �ist�e analytik�y varia�n�� po�etM�eanique analytique, kter�y nejen�ze je pln�y p�uvodn��h objev�u, n�ybr�z obsahuje tak�e dob�re uspo�r�adan�y ap�repraovan�y historik�y materi�al, o�z je typik�e pro v�sehny jeho pr�ae. Je to asi nejenn�ej�s�� Lagrangeovod��lo, ve kter�em je pln�e vyu�zito mo�znost��, kter�e sk�ytaly nov�e analytik�e v�ysledky pro mehaniku bodu apevn�yh t�eles. Lagrange byl d��ky sv�emu p�r��stupu pova�zov�an za prvn��ho d�usledn�eho analytika.Konem 18. stolet�� se zd�alo, �ze v�yvoj matematiky dosp�el ke sv�emu vrholu. Ov�sem nov�a generae,kter�a byla ovlivn�ena p�r��nosem Franouzsk�e revolue a rozkv�etem p�r��rodn��h v�ed, uk�azala, �ze jak�ekoliobavy ze stagnae matematiky jsou neopr�avn�en�e. V�yznamnou m�erou se o to zaslou�zil Carl Friedrih



KAPITOLA 2. HISTORICK�Y V�YVOJ VARIA�CN�IHO PO�CTU 7Gauss (1777-1855). Ve 30. leteh 19. stolet�� se jeho pozornost za���n�a obraet k fyzie a jeho poznatky,p�redev�s��m z teorie pole, vedly k jist�ym minim�aln��m prinip�um o prostorov�yh integr�aleh. V nih ro-zezn�av�ame pozd�ej�s�� tzv. Dirihletovy prinipy, kter�e rovn�e�z pat�r�� do oblasti varia�n��ho po�tu.Dost�av�ame se k dal�s��mu velik�anovi matematiky a fyziky, a t��m jeWilliam Rowan Hamilton (1805{1865). Proslavil se p�redev�s��m formula�� varia�n��ho prinipu nejmen�s�� ake v podob�e, jakou pou�z��v�amednes, tj. ÆS = Æ t2Zt1 L dt = 0;kde t je doba, L = T � V ; T zna��� kinetikou a V poteni�aln�� energii soustavy. Tento tzv. Hamilton�uvprinip je ve fyzie v�yznamn�y pr�av�e �sirokost�� sv�eho uplatn�en�� { v klasik�e mehanie, v teorii relativitynebo v kvantov�e mehanie. Jeho obrovsk�y p�r��nos tkv�� v tom, �ze pomo�� jedin�e tzv. harakteristik�efunke (hamiltoni�anu) z��sk�av�ame ve�sker�e po�zadovan�e informae o uva�zovan�em probl�emu, tj. pohybov�erovnie, po��ate�n��, okrajov�e podm��nky apod.Je�st�e poznamenejme, �ze dal�s�� rozv��jen�� varia�n��ho po�tu t��mto neustalo. Nap�r��klad Peter LejeuneDirihlet (1805{1859) zavedl do varia�n��ho po�tu tzv. Dirihlet�uv prinip. D�ale to byly nesm��rn�e pe�liv�e�uvahyKarla Weierstrasse (1815{1897), jeho�z v�ehlas se op��ral p�redev�s��m o jeho p�resnost, a to jak v teoriifunk��, tak v teorii varia�n��ho po�tu.Nakone zmi�nme 8. srpen roku 1900. Do modern�� historie matematiky se zapsal spole�n�ym zased�an��mmezin�arodn��ho kongresu matematik�u v Pa�r���zi, na n�em�z vynikaj���� n�emek�y matematik David Hilbert(1862{1943) p�rednesl p�redn�a�sku \Matematik�e probl�emy. Jej�� z�ava�znost tkv�ela v tom, �ze Hilbert bylpatrn�e posledn��m matematikem, kter�y obs�ahl p�rev�a�znou ��ast matematiky tehdej�s�� doby. Zformuloval 23podle jeho m��n�en�� nejd�ule�zit�ej�s��h probl�em�u, p�red kter�ymi st�ala matematika nastupuj����ho 20. stolet��.V t�eto souvislosti poznamenejme, �ze 19., 20. a 23. probl�em se t�ykal tak�e pr�av�e varia�n��ho po�tu. Hilbertzde zd�uraz�nuje nutnost jeho dal�s��ho rozvoje. Mimo jin�e zm��nil, �ze p�res jeho v�yrazn�y pokrok v posledn��dob�e, p�redev�s��m d��ky Weierstrassovi, st�ale je�st�e nem�a v �sirok�yh kruz��h tu v�a�znost, kter�a j�� p�r��slu�s��.Dnes ji�z m�u�zeme �r��i, �ze v�yvoj matematiky ve 20. stolet�� jednozna�n�e Hilbertovy progn�ozy potrvdila varia�n�� po�et se stal jednou z fundament�aln��h disipl��n modern�� matematiky.



Kapitola 3Z�akladn�� pojmy varia�n��ho po�tuAbyhom mohli v dal�s��m vylo�zit zp�usoby �re�sen�� varia�n��h �uloh, bude nutn�e nejprve zav�est z�akladn��pojmy, na kter�yh je varia�n�� po�et vystaven. Jedn�a se o de�nie funkion�alu, variae funke, variaefunkion�alu a lok�aln��ho extr�emu funkion�alu. Uvid��me, �ze tyto pojmy jsou analogik�e z�akladn��m pojm�umpo�tu difereni�aln��ho.�Ust�redn��m pojmem, jak u�z jsme d�r��ve zm��nili, je funkion�al. Proto hned na za��atku uv�ad��me jehode�nii:3.1. De�nie. Neht' je d�ana ur�it�a t�r��da funk�� y = y(x):�Rekneme, �ze J je funkion�al de�novan�y pro funke na�s�� t�r��dy, je-li ka�zd�e funki y = y(x) t�eto t�r��dyp�ri�razeno ur�it�e ���slo J [y(x)℄: P���seme J = J [y(x)℄:T�r��da funk�� y = y(x); pro n�e�z je funkion�al de�nov�an, se naz�yv�a oborem funkion�alu.3.2. Pozn�amka. Ve varia�n��h �uloh�ah, kter�e d�ale budeme �re�sit, uva�zujeme pouze n�ekter�e spei�k�et�r��dy funk��. Proto je zde konkr�etn�e uvedeme a p�ritom je zasad��me do souvislosti s p�r��slu�sn�ym metrik�ymprostorem.Ten bude tvo�ren mno�zinou re�aln�yh funk�� spojit�yh na intervalu ha; bi. Zna���me ji C[a; b℄; p�r��p. C:Hovo�r��me-li o funk��h spojit�yh na intervalu ha; bi i se sv�ymi prvn��mi derivaemi, p���seme C1[a; b℄; p�r��p.C1: Podobn�e, pokud jsou funke na ha; bi spojit�e i se sv�ymi derivaemi a�z do n-t�eho �r�adu v�etn�e, zna���meCn[a; b℄; p�r��p. Cn; kde n 2 N a n � 2:Pro �uplnost zad�an�� metrik�eho prostoru de�nujeme na uveden�yh mno�zin�ah funk�� p�r��slu�sn�e metriky:pro f; g 2 C : �C(f; g) = maxx2ha;bijf(x) � g(x)j;pro f; g 2 C1 : �C1(f; g) = maxfmaxx2ha;bijf(x)� g(x)j;maxx2ha;bijf 0(x) � g0(x)jga oben�e pro f; g 2 Cn; kde n 2 N a n � 2 :�Cn(f; g) = maxfmaxx2ha;bi jf(x)� g(x)j ;maxx2ha;bi jf 0(x)� g0(x)j ; : : : ;maxx2ha;bijf (n)(x)� g(n)(x)jg:Nyn�� zaved'me �umluvu, �ze pokud expliitn�e nebude uvedeno jinak, v dal�s��m budeme v�yhradn�e uva�zovatfunkion�aly typu J [y(x)℄ = bZa F (x; y(x); y0(x)) dx;8



KAPITOLA 3. Z �AKLADN�I POJMY VARIA�CN�IHO PO�CTU 9kde y = y(x) 2 C1[a; b℄: (Jak uvid��me, pr�av�e tyto funkion�aly hraj�� ve varia�n��h �uloh�ah s geometrik�yminebo fyzik�aln��mi aplikaemi kl���ovou roli.)D�ale, pokud budeme hovo�rit o pari�aln��h deriva��h 1. a 2. �r�adu funke F = F (x; y; y0) podle druh�enebo t�ret�� prom�enn�e, budeme v�zdy v p�r��pad�e pot�reby p�redpokl�adat jejih existeni a spojitost.Stejn�e jako je s funkemi jedn�e nebo v��e prom�enn�yh �uze spjat difereni�al funke (jako�zto hlavn��line�arn�� ��ast p�r��r�ustku funke), m�u�zeme v souvislosti s funkion�aly analogiky hovo�rit o variai funkion�alu(jako�zto o hlavn�� line�arn�� ��asti p�r��r�ustku funkion�alu).Nejprve si tedy pro v�et�s�� n�azornost p�ripome�nme, jak je v difereni�aln��m po�tu de�nov�an difereni�alfunke. Pro v�et�s�� srozumitelnost zde uv�ad��me zjednodu�senou de�nii:3.3. De�nie. Neht' je d�ana funke f = f(x1; x2; : : : ; xn) se spojit�ymi pari�aln��mi derivaemi prvn��ho�r�adu.Potom f(x1 + h1; x2 + h2; : : : ; xn + hn)� f(x1; x2; : : : ; xn) == nXi=1 �f(x1; x2; : : : ; xn)�x1 hi + ";kde h1; h2; : : : ; hn 2 R a " je veli�ina nekone�n�e mal�a, vy�s�s��ho �r�adu ne�z p(h21 + h22 + : : :+ h2n):V�yraz nXi=1 �f(x1; x2; : : : ; xn)�xi hi;kde i = 1; 2; : : : ; n; se naz�yv�a difereni�al funke f:3.4. Pozn�amka. Difereni�al funke m�u�zeme ale de�novat i jin�ym zp�usobem.Zaved'me funki � = �(t) takto:�(t) = f(x1 + th1; x2 + th2; : : : ; xn + thn);p�ri�em�z parametr t je kone�n�e re�aln�e ���slo. Potom�0(t) = ddtf(x1 + th1; x2 + th2; : : : ; xn + thn) == nXi=1 �f(x1 + th1; x2 + th2; : : : ; xn + thn)�xi hi:Pro t = 0 dost�av�ame: �0(0) = nXi=1 �f(x1; x2; : : : ; xn)�xi hi;kde i = 1; 2; : : : ; n:Vid��me, �ze odvozen�y v�yraz pr�av�e p�redstavuje n�ami v�y�se de�novan�y difereni�al funke f .Pro analogik�e zaveden�� variae funkion�alu je�st�e budeme pot�rebovat p�resn�e vymezit, o rozum��mepojmem variae funke:



KAPITOLA 3. Z �AKLADN�I POJMY VARIA�CN�IHO PO�CTU 103.5. De�nie. Neht' je d�an funkion�al J = J [y(x)℄; p�ri�em�z y = y(x) se m�u�ze m�enit uvnit�r n�ejak�e t�r��dyfunk��.P�r��r�ustek � = �(x) funke y = y(x) se naz�yv�a variae funke y = y(x) a zna��� se Æy = Æy(x): TedyÆy(x) = �(x) = y(x) � y(x):A nyn�� ji�z p�ristupme k samotn�e de�nii variae funkion�alu. Zaved'me funki � = �(t) = J(y + t�) =bRa F (x; y + t�; y0 + t�0)dx; kde t 2 R; a neht' funke F m�a spojit�e pari�aln�� derivae podle druh�e a t�ret��prom�enn�e.Potom �0(t) = ddt bZa F (x; y + t�; y0 + t�0)dx = bZa � ddtF (x; y + t�; y0 + t�0)� dx = 1= bZa [Fy(x; y + t�; y0 + t�0)� + Fy0(x; y + t�; y0 + t�0)�0℄ dxa pro t = 0 dostaneme: �0(0) = bZa [Fy(x; y; y0)� + Fy0(x; y; y0)�0℄ dx: (3.1)3.6. De�nie. V�yraz (3.1) naz�yv�ame varia�� funkion�alu J(y) = bRa F (x; y; y0)dx a zna���me jej ÆJ:Nakone de�nujme lok�aln�� extr�em funkion�alu; ten bude pro dal�s�� v�yklad st�e�zejn��m pojmem.3.7. De�nie. �Rekneme, �ze funke y = y0(x) 2 C1[a; b℄ je lok�aln�� minimum (resp. maximum) fuk-ion�alu J; jestli�ze existuje " > 0 takov�e, �ze pro ka�zdou variai � = �(x) 2 C1[a; b℄ spl�nuj���� �(a) = �(b) = 0a �C1(�; 0) < " plat�� J(y0) � J(y0 + �) (resp: � J(y0 + �)):T��mto skon�il v�y�et nejd�ule�zit�ej�s��h pojm�u varia�n��ho po�tu. N�asleduj���� kapitolou tak ji�z m�u�zemeza���t studium samotn�yh zp�usob�u �re�sen�� r�uzn�yh typ�u varia�n��h �uloh.

1viz [1℄, str. 111



Kapitola 4Varia�n�� �ulohy s pevn�ymi koniVaria�n��mi �ulohami s pevn�ymi koni1 rozum��me varia�n�� �ulohy na mno�zin�e takov�yh funk��, kter�e jsou vesv�yh konov�yh bodeh \pevn�e uhyeny, tedy pro ka�zdou funki nab�yvaj�� sou�radnie jejih konov�yhbod�u stejn�e hodnoty.Varia�n�� �ulohy s pevn�ymi konov�ymi body jsou t�emi nejz�akladn�ej�s��mi typy varia�n��h �uloh, od jejih�z�re�sen�� se odv��jej�� �re�sen�� v�seh typ�u ostatn��h. Proto ve�skerou z�akladn�� teorii metod �re�sen�� varia�n��h �ulohuvedeme pr�av�e pro varia�n�� �ulohy s pevn�ymi konov�ymi body. V dal�s��h p�r��slu�sn�yh kapitol�ah se pakpostupn�e dozv��me o odli�snosteh metod �re�sen�� varia�n��h �uloh ostatn��h typ�u.4.1 Metody �re�sen�� varia�n��h �uloh s pevn�ymi koniJak ji�z bylo �re�eno v �uvodn�� kapitole, ve varia�n��h �uloh�ah jde o to, naj��t extr�em dan�eho funkion�alu.Uvid��me, �ze situae je podobn�a jako p�ri hled�an�� extr�emu funke.Zela p�rirozen�e se tedy setk�av�ame se t�remi hlavn��mi probl�emy, kter�e mus��me �re�sit:A. Naj��t takov�e nutn�e podm��nky pro existeni lok�aln��ho extr�emu funkion�alu, je�z mus�� spl�novat hledan�efunke, aby, v��me-li, �ze �re�sen�� existuje, bylo mo�zno na jejih z�aklad�e hledanou funki2 skute�n�e ur�it.B. Naj��t dostate�n�e oben�a krit�eria pro existeni lok�aln��ho extr�emu funkion�alu.C. Kdy�z zn�ame funki, kter�a spl�nuje z�akladn�� nutnou podm��nku, stanovit krit�eria, podle nih�z by bylomo�zn�e usoudit, ud�av�a-li tato funke skute�n�e lok�aln�� extr�em a p�r��padn�e zda se jedn�a o lok�aln�� ma-ximum nebo lok�aln�� minimum. (V �uloh�ah, kter�e se t�ykaj�� konkr�etn��h aplika��, velmi �asto plyneexistene lok�aln��ho extr�emu p�r��mo z podstaty probl�emu; z toho d�uvodu m�a prvo�rad�y v�yznam bod A.a B.)
1p�r��p. s pevn�ymi konov�ymi body2Pojem funke (jedn�e prom�enn�e) m�u�zeme ztoto�znit s pojmem k�rivka (v rovin�e) { ale pouze za p�redpokladu, �ze k�rivkadisponuje v�semi vlastnostmi funke.K�rivkou v rovin�e rozum��me obvykle spojitou rovinnou ��aru, vytvo�renou nap�r. jako trajektorie rovinn�eho pohybu hmotn�ehobodu. Matematiky m�u�ze b�yt de�nov�ana: a) jako mno�zina bod�u o sou�radni��h [x; y℄ vyhovuj����h rovnii F (x; y) = 0; kdeF je funke dvou re�aln�yh prom�enn�yh s jist�ymi vlastnostmi, b) bud' jako graf spojit�e funke f : y = f(x); x 2 ha; bi; nebospojit�e funke g: x = g(y); y 2 h; di; ) parametriky, tj. funkemi ';  : h�; �i ! R tak, �ze x = '(t) a y =  (t); t 2 h�; �i:K�rivku zadanou parametriky pak nazveme hladkou, pr�av�e kdy�z funke ';  maj�� na intervalu h�; �i spojit�e derivae,kter�e nejsou v �z�adn�em bod�e tohoto intervalu z�arove�n ob�e rovny nule. Po ��asteh hladkou k�rivkou rozum��me k�rivku skl�adaj����se z kone�n�eho po�tu hladk�yh k�rivek. (Preizn�� formulae v�y�se uveden�yh de�ni lze nal�ezt nap�r. v [2℄, str. 234 a d�ale.)11



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 12A. Nutn�a podm��nka existene lok�aln��ho extr�emu funkion�aluJe p�red n�ami prvn�� �ukol { naj��t nutnou podm��nku pro existeni lok�aln��ho extr�emu funkion�alu. Nejprve siv�sak v n�asleduj���� v�et�e p�ripome�nme, jak vypad�a nutn�a podm��nka pro existeni lok�aln��ho extr�emu funke:4.1. V�eta. Neht' je funke y = f(x) diferenovateln�a a v bod�e x = x0 sv�eho de�ni�n��ho oboru m�a lok�aln��extr�em.Potom df(x0) = 0:D�ukaz. Podle de�nie difereni�alu funke f jedn�e prom�enn�e je df(x0) = f 0(x0)h; h 2 R: P�redpokl�adejme,�ze df(x0) 6= 0; tj. f 0(x0) 6= 0; pokud h 6= 0:Jestli�ze tedy f 0(x0) > 0; pak podle de�nie derivae funke f v bod�e x0 je limh!0 f(x0+h)�f(x0)h > 0;o�z znamen�a, �ze funke f v bod�e x0 roste. Podobn�e, pokud f 0(x0) < 0; pak limh!0 f(x0+h)�f(x0)h < 0;o�z znamen�a, �ze funke f v bod�e x0 kles�a.Dost�av�ame tak spor s p�redpokladem, �ze funke f m�a v bod�e x0 lok�aln�� extr�em.Nyn�� formulujme nutnou podm��nku pro existeni lok�aln��ho extr�emu funkion�alu J(y) = bRa F (x; y; y0)dx:Vid��me, �ze podobnost s difereni�aln��m po�tem je z�rejm�a:4.2. V�eta. Neht' je funke y = y0(x) 2 C1[a; b℄ lok�aln�� extr�em funkion�alu J za podm��nek Æy(a) =Æy(b) = 0:Potom bZa [Fy(x; y0; y00)� + Fy0(x; y0; y00)�0℄ dx = 0; (4.1)tj. ÆJ(y0) = 0 (4.2)pro libovolnou funki � = �(x) t�r��dy C1[a; b℄, pro kterou je �(a) = �(b) = 0:Funke, kter�e podm��nku (4.2) spl�nuj��, naz�yv�ame extrem�aly.D�ukaz. Vyjd�eme z de�nie variae funkion�alu. Na t�r��d�e funk�� y(x) + t�(x) se stane funkion�al J funk��re�aln�eho parametru t : J(y + t�) = �(t):Tato funke nab�yv�a lok�aln��ho minima, resp. maxima pro t = 0; tj. kdy�z funke y(x) + t�(x) se pr�av�erovn�a funki y(x) � y0(x) minimalizuj����, resp. maximalizuj���� J: Z difereni�aln��ho po�tu vypl�yv�a, �ze prot = 0 je �0(t) = 0; tedy �0(0) = bZa (Fy� + Fy0�0)dxjy=y0 = 0:4.3. Pozn�amka. Pro zjednodu�sen�� z�apisu budeme symbolem C10 [a; b℄; p�r��p. C10 ; rozum�et mno�zinu v�sehfunk�� y = y(x); de�novan�yh na ha; bi; spojit�yh i se sv�ymi prvn��mi derivaemi, p�ri�em�z bude platit, �zey(a) = y(b) = 0:



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 13B. Euler{Lagrangeova rovnieV�eta 4.2. n�am tedy ud�av�a nutnou podm��nku pro existeni lok�aln��ho extr�emu funkion�alu J: Nim�en�e prokonkr�etn�� v�ypo�ty nen�� dost dob�re pou�ziteln�a. Proto se dost�av�ame k druh�emu �ukolu, naj��t pro existenilok�aln��ho extr�emu funkion�alu n�ejak�e vhodn�e krit�erium, kter�eho byhom mohli v konkr�etn��h �uloh�ahsnadno vyu�z��t.Toto kriterium nyn�� zformulujme v n�asleduj���� v�et�e:4.4. V�eta. Euler{Lagrangeova. Neht' funke y = y0(x) 2 C1[a; b℄ je lok�aln�� extr�em funkion�alu J:Potom Fy(x; y0; y00)� ddxFy0(x; y0; y00) = 0: (4.3)Rovnie (4.3) se naz�yv�a Euler{Lagrangeova rovnie3.Ne�z p�ristoup��me k d�ukazu t�eto v�ety, vyslovme n�asleduj���� tvrzen��, kter�e potom v d�ukazu vyu�zijeme:4.5. Lemma. Z�akladn�� lemma varia�n��ho po�tu. Neht' M = M(x) je spojit�a funke na intervaluha; bi a neht' pro libovolnou funki � = �(x) 2 C10 [a; b℄ je bRa M(x)�(x)dx = 0:Pak M(x) = 0pro v�sehna x 2 ha; bi:D�ukaz. Neht' je v n�ekter�em bod�e  2 ha; biM() 6= 0; nap�r��kladM() > 0: Vzhledem ke spojitosti funkeM pro dostate�n�e velk�e n je mo�zno utvo�rit interval hx0; x0+ �n i; le�z���� uvnit�r intervalu ha; bi a obsahuj����bod ; v n�em�z je M(x) v�et�s�� ne�z ur�it�e re�aln�e kladn�e ���slo m: De�nujme nyn�� funki � = �0(x) takto:�0(x) = � sin2[n(x� x0)℄; x 2 hx0; x0 + �n i0; x 62 hx0; x0 + �n i:Funke �0 je spojit�a, m�a spojitou derivai a je krom�e toho �0(b) = �0(a) = 0: Muselo by tedy b�ytbZa M(x)�0(x)dx = 0:Je v�sak bZa M(x)�0(x)dx = x0+�nZx0 M(x) sin2[n(x� x0)℄dx >> m x0+�nZx0 sin2[n(x� x0)℄dx = �m2n > 0:Tud���z p�redpoklad M(x) 6= 0 pro n�ejak�e x 2 ha; bi vede ke sporu.D�ukaz v�ety 4.4. Za jej��h p�redpoklad�u u�zit��m integra�n�� metody per partes po���t�amebZa Fy0Æy0dx = [Fy0Æy℄ba � bZa Æy ddxFy0dx:3v dal�s��m budeme tak�e u�z��vat ozna�en�� E{L rovnie



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 14Nebot' Æy(a) = Æy(b) = 0; je tedy bZa Fy0Æy0dx = � bZa Æy ddxFy0dx: (4.4)Vzhledem k (4.1) a (4.4):ÆJ(y) = bZa (FyÆy + Fy0Æy0)dx = bZa �Fy � ddxFy0� Æy dx:Podle v�y�se uveden�eho lemmatu mus�� tedy pro funki y = y0(x) platit:Fy � ddxFy0 = 0:4.6. Pozn�amka. (E{L rovnie pro spei�aln�� typy funkion�al�u.) A�z doposud jsme ve�sker�e �uvahyprov�ad�eli pro fukion�aly typu J(y) = bRa F (x; y; y0)dx; tedy pro p�r��pad, kdy v�yraz F z�avis�� expliitn�e nax; y i y0: Pro takov�y funkion�al jsme tak�e formulovali nutnou podm��nku pro existeni jeho lok�aln��hoextr�emu. Ta v�sak m�u�ze nab�yt jednodu�s�s��ho a pro n�asledn�e v�ypo�ty pon�ekud p�rijateln�ej�s��ho tvaru, pokudfunkion�al expliitn�e na v�seh t�reh zm��n�en�yh prom�enn�yh nebude z�aviset. Proto si zde uvedeme alespo�nt�ri spei�aln�� typy funkion�al�u a n�asledn�e zformulujeme zjednodu�sen�e nutn�e podm��nky pro jejih extr�emy.1. Funke F nez�avis�� na y0, tedy F = F (x; y)Dosazen��m do (4.3) okam�zit�e dost�av�ameFy(x; y) = 0:2. Funke F nez�avis�� na y, tedy F = F (x; y0)Op�etovn�ym dosazen��m do (4.3) obdr�z��meddxFy0 = 0a odtud plyne Fy0(x; y0) = onst; onst 2 R: (4.5)3. Funke F nez�avis�� na x, tedy F = F (y; y0)V tomto p�r��pad�e n�am pouh�e dosazen�� do E{L rovnie neposta���. Abyhom nalezli �re�sen�� dan�ehoprobl�emu, nejprve proved'me z�am�enu prom�enn�yh; a to tak, �ze y budeme pova�zovat za nez�avisleprom�ennou a x = x(y) za funki prom�enn�e y; kterou m�ame ur�it. Na�se �uloha n�as tedy vedek hled�an�� extrem�aly pro integr�alJ = dZ F  y; 1dxdy ! dxdy dy;  = y(a) a d = y(b);kter�y, polo�z��me-li x0 = dxdy



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 15a �(y; x0) = x0F �y; 1x0� ; (4.6)lze p�repsat takto: J = dZ �(y; x0)dy:P�redpokl�ad�ame, �ze y0 = dydx 6= 0 na ha; bi: Pokud m�a y0 na ha; bi kone�n�y po�et nulov�yh bod�u,rozd�el��me tento interval na podintervaly, kde y0 6= 0; a na ka�zd�em z t�ehto interval�u provedemen���ze uveden�y v�ypo�et.Z�rejm�e nezn�am�a funke x = x(y) nen�� v integrovan�e funki � expliitn�e obsa�zena, a proto podle(4.5) mus�� hledan�a k�rivka vyhovovat rovnii�x0(y; x0) = onst: (4.7)Nyn�� s vyu�zit��m platnosti rovnie (4.6) a dosazen��m do (4.7) dost�av�ame�x0 = x0F 1x0 �� 1x02�+ F = onst;o�z s p�rihl�ednut��m k rovnosti y0 = 1x0 d�av�a v�yslednou podm��nku:F (y; y0)� y0Fy0(y; y0) = onst: (4.8)Je�st�e zde expliitn�e uved'me, �ze E{L rovnie vede na oby�ejnou difereni�aln�� rovnii druh�eho �r�adu.Jej��m oben�ym �re�sen��m je tedy funke y = y0(x; 1; 2); p�ri�em�z ob�e re�aln�e konstanty 1 a 2 lze ur�it zedvou zadan�yh okrajov�yh podm��nek.C. Druh�a variae funkion�aluDost�av�ame se k z�av�ere�n�e ��asti �re�sen�� varia�n��h �uloh. Ji�z v��me, jak�e podm��nky mus�� b�yt nutn�e spln�eny,abyhom z��skali funki y = y0(x); pro kterou dan�y funkion�al nab�yv�a sv�eho lok�aln��ho extr�emu. Nim�en�ez�ust�av�a nezodpov�ezena ot�azka, zda extr�em skute�n�e nast�av�a, a o jak�y extr�em se jedn�a { zda o minimum,�i maximum.U funke jedn�e nebo v��e prom�enn�yh se p�ri vy�set�rov�an�� druhu extr�emu obra��me k druh�emu di-fereni�alu, konkr�etn�e k jeho znam�enku. Pomo�� n�ej z��sk�av�ame nutn�e, a rovn�e�z i posta�uj���� podm��nkyumo�z�nuj���� ur�it existeni extr�emu a rozli�sit p�r��pad minima od p�r��padu maxima. Zm��n�enou problematikuzde moment�aln�e nebudeme expliitn�e formulovat, pouze poznamenejme, �ze zela analogiky se postupujei u funkion�al�u.V minul�e kapitole jsme zavedli variai funkion�alu jakoderivai funke � = �(t) = J(y + t�) = bRa F (x; y + t�; y0 + t�0)dx podle t v bod�e t = 0:Podobn�e zavedeme druhou variai funkion�alu { tedy jakodruhou derivai funke � = �(t) = J(y + t�) = bRa F (x; y + t�; y0 + t�0)dx podle t v bod�e t = 0:



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 16Budeme p�redpokl�adat, �ze funke F m�a spojit�e pari�aln�� derivae 2. �r�adu podle druh�e a t�ret�� prom�enn�e.Potom �00(t)jt=0 = [�0(t)℄0jt=0 == ddt bZa [Fy(x; y + t�; y0 + t�0)� + Fy0(x; y + t�; y0 + t�0)�0℄ dxjt=0 == bZa hFyy(x; y + t�; y0 + t�0)�2 + 2Fyy0(x; y + t�; y0 + t�0)��0 + Fy0y0(x; y + t�; y0 + t�0)�02i dx���t=0 :Kone�n�e tedy �00(0) = bZa hFyy(x; y; y0)�2 + 2Fyy0(x; y; y0)��0 + Fy0y0(x; y; y0)�02i dx: (4.9)4.7. De�nie. V�yraz (4.9) naz�yv�ame druhou varia�� funkion�alu J(y) = bRa F (x; y; y0)dx a zna���me jejÆ2J:V n�asleduj���� v�et�e zformulujeme nutn�e podm��nky pro existeni lok�aln��ho minima (resp. maxima) funk-ion�alu J(y) = bRa F (x; y; y0)dx:4.8. V�eta. Je-li funke y = y0(x) 2 C1[a; b℄ lok�aln�� minimum (resp. maximum) funkion�alu J; potomÆ2J(y0) � 0 (resp: � 0) (4.10)pro ka�zd�e � = �(x) 2 C10 [a; b℄:D�ukaz. D�ukaz t�eto v�ety (podobn�e jako d�ukaz v�ety 4.10.) provedeme pro p�r��pad, �ze funke y = y0(x) jelok�aln�� minimum funkion�alu J ; zela analogiky se postupuje i za p�redpokladu, �ze je lok�aln�� maximum.P�redpokl�adejme opak, tedy �ze pro n�ekterou funki � = �(x) 2 C10 [a; b℄Æ2J(y0) < 0:Pak z Taylorova rozvoje funke � = �(t) = J(y0 + t�) dost�av�ame pro libovoln�e � 2 C10 [a; b℄J(y0 + t�) = �(t) = �(0) + �0(t) + 12!�00(0)t2 + 13!�000(�)t3; (4.11)kde hodnota � le�z�� mezi nulou a t: Proto�ze �(0) = J(y0) a �0(0) = ÆJ(y0) = 0; plat��J(y0 + t�)� J(y0) = t22 �Æ2J(y0) + t3�00(�)� : (4.12)Jestli�ze nyn�� t! 0; v�yraz v hranat�yh z�avork�ah je pro jtj dostate�n�e mal�e z�aporn�y, tedyJ(y0 + t�)� J(y0) < 0;o�z je ve sporu s p�redpokladem, �ze y = y0(x) je lok�aln�� minimum.V�y�se uvedenou podm��nku (4.10) lze pon�ekud zjednodu�sit, a to n�asleduj����m zp�usobem:



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 174.9. V�eta. Je-li funke y = y0(x) 2 C1[a; b℄ lok�aln�� minimum (resp. maximum) funkion�alu J; potomFy0y0(x; y0; y00) � 0 (resp: � 0):D�ukaz. Viz [6℄, str. 68{70.Dost�av�ame se k formulai dostate�n�yh podm��nek pro existeni lok�aln��ho minima (resp. maxima)funkion�alu J(y) = bRa F (x; y; y0): Ty nab�yvaj�� velk�eho v�yznamu p�redev�s��m pro konkr�etn�� �re�sen�� �uloh.4.10. V�eta. Neht' funke y = y0(x) 2 C1[a; b℄ je extrem�alou funkion�alu J:Jestli�ze Æ2J(y0) > 0 (resp. < 0) pro ka�zd�e � 2 C10 [a; b℄; potomje funke y = y0(x) lok�aln�� minimum (resp. maximum) funkion�alu J:D�ukaz. Neht' y = y0(x) je extrem�ala funkion�alu J a neht' Æ2J(y0) > 0 pro ka�zd�e � 2 C10 [a; b℄: Potompodobn�e jako v d�ukazu v�ety 4.8. sestroj��me Taylor�uv rozvoj funke � = �(t) = J(y0 + t�): Dostanemetak vztah (4.11), p�ri�em�z hodnota � le�z�� mezi nulou a t: Z�rejm�e J(y0) = �(0) a podle p�redpoklad�uÆJ(y0) = 0 = �0(0): Proto potom plat�� vztah (4.12). Jestli�ze t ! 0; pro jtj dostate�n�e mal�e v�yraz naprav�e stran�e rovnie (4.12) je vzhledem ke kladn�emu znam�enku Æ2J(y0) tak�e kladn�y, a tak dostanemeJ(y0 + t�)� J(y0) > 0pro libovoln�e � 2 C10 [a; b℄; o�z znamen�a, �ze funke y = y0(x) je lok�aln�� minimum funkion�alu J:(Vskutku mus��me p�redpokl�adat nenulovost Æ2J(y0): Pokud by toti�z Æ2J(y0) = 0; pak by ve vztahu(4.12) z�rejm�e znam�enko lev�e strany rovnosti z�aviselo na znam�enku hodnoty t; a nemohli byhom tedyrozhodnout, zda se jedn�a o lok�aln�� minimum, nebo maximum.)Jeliko�z pr�av�e tato v�eta je pro praktik�e v�ypo�ty pou�ziteln�a pom�ern�e t�e�zko, uved'me si zde dal�s��dv�e v�ety, kter�e n�am udaj�� dostate�n�e podm��nky pro to, aby pro ka�zdou funki � 2 C10 [a; b℄ nerovnostÆ2J(y0) > 0 (resp. < 0) skute�n�e nastala.4.11. V�eta. Neht' funke y = y0(x) 2 C1[a; b℄ je extrem�alou funkion�alu J:Jestli�ze Fy0y0(x; y0; y00) > 0 (resp. < 0) pro libovoln�e x 2 ha; bi a existuje �re�sen�� rovnie�Fyy(x; y0; y00)� ddxFyy0(x; y0; y00)� �(x)� ddx [Fy0y0(x; y0; y00)�0(x)℄ = 0takov�e, �ze � = �(x) 6= 0 na ha; bi; potombZa �Fyy�2 + 2Fyy0��0 + Fy0y0�02� dx��y=y0 > 0 (resp: < 0);tj. Æ2J(y0) > 0 (resp: < 0)pro ka�zd�e � 2 C10 [a; b℄:D�ukaz. D�ukaz provedeme pro p�r��pad, �ze Fy0y0(x; y0; y00) > 0: Pokud Fy0y0(x; y0; y00) < 0; d�ukaz je zelaanalogik�y. Nejprve proved'me n�asleduj���� ozna�en��:Fyy(x; y0; y00) = p(x);Fyy0(x; y0; y00) = q(x);



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 18Fy0y0(x; y0; y00) = r(x):Potom z�rejm�e Æ2J(y0) = bRa �p(x)�2(x) + 2q(x)�(x)�0(x) + r(x)�02(x)� dx:D�ukaz provedeme za zjednodu�suj����ho p�redpokladu, �ze q(x) � 0: Pokud tento p�redpoklad nen�� spln�en,d�ukaz je tehniky obt���zn�ej�s��, ale jeho idea je stejn�a jako v p�r��pad�e q(x) � 0:Ozna�me f = p(x)�2(x) + r(x)�02(x):Jedn�a-li se n�am o extr�em tohoto funkion�alu, � = �(x) mus�� vyhovovat E{L rovnii ve tvaruf� � ddxf�0 = 0;tedy mus�� platit p(x)�(x) � [r(x)�0(x)℄0 = 0: (4.13)P�redpokl�adejme, �ze jej��m �re�sen��m je funke z = z(x); p�ri�em�z z 6= 0 na intervalu ha; bi: Nyn�� ozna�mew(x) = r(x)z0(x)z(x) (4.14)a vyj�ad�reme rovnii (4.13) pomo�� nezn�am�e w nam��sto z: Po���tejme:w0 = �rz0z �0 = (rz0)0z � rz02z2a odtud (rz0)0 = z�rz0z �0 + z rz02z2 : (4.15)Dosazen��m (4.15) do (4.13) a vyd�elen��m z (je mo�zno, nebot' podle p�redpokladu z 6= 0) dostanemep��rz0z �0 � r�z0z �2 = 0a vzhledem k (4.14) kone�n�e w0 � p+ w2r = 0:S vyu�zit��m p�rede�sl�e rovnosti po���tejme:�w�2�0 = w0�2 + 2w��0 = �p� w2r � �2 + 2w��0 + r�02 � r�02;tedy �w�2�0 = p�2 + r�02 � 1r (r�0 � w�)2:�Upravou a integra�� posledn�� rovnosti dost�av�ame:bZa �p�2 + r�02� dx = �w�2�ba + bZa 1r (r�0 � w�)2 dx:Nebot' prvn�� s���tane prav�e strany t�eto rovnie je z�rejm�e roven nule a p�redpokl�ad�ame-li, �ze r > 0;potom dan�y v�yraz je pro libovoln�e � 2 C10 [a; b℄ kladn�y, o�z jsme m�eli dok�azat.



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 194.12. V�eta. Jaobiho podm��nka. Neht' funke y = y0(x) 2 C1[a; b℄ je extrem�alou funkion�alu J:Jestli�ze Fy0y0(x; y0; y00) > 0 (resp. < 0) pro libovoln�e x 2 ha; bi a je-li �re�sen�� rovnie�Fyy(x; y0; y00)� ddxFyy0(x; y0; y00)� �(x)� ddx [Fy0y0(x; y0; y00)�0(x)℄ = 0 (4.16)dan�e po��ate�n��mi podm��nkami �(a) = 0 a �0(a) = 1 na (a; bi nenulov�e, potombZa �Fyy�2 + 2Fyy0��0 + Fy0y0�02� dx��y=y0 > 0 (resp: < 0);tj. Æ2J(y0) > 0 (resp: < 0)pro ka�zd�e � 2 C10 [a; b℄:D�ukaz. P�redpokl�ad�ame, �ze �re�sen�� � rovnie (4.16) dan�e po��ate�n��mi podm��nkami �(a) = 0; �0(a) = 1je nenulov�e na intervalu (a; bi: Z teorie difereni�aln��h rovni (ze spojit�e z�avislosti �re�sen�� na po��ate�n��hpodm��nk�ah) plyne, �ze �re�sen�� � rovnie (4.16) dan�e po��ate�n��mi podm��nkami �(a) = "; � 0(a) = 1 v p�r��pad�eFy0y0 > 0 a � 0(a) = �1 v p�r��pad�e Fy0y0 < 0; kde " > 0 je dostate�n�e mal�e, je nenulov�e na ha; bi: Tvrzen��potom plyne z p�redh�azej���� v�ety.Je dobr�e podotknout, �ze u v�et�siny varia�n��h �uloh fyzik�aln��ho, p�r��p. geometrik�eho harakteru nen��nutn�e v�y�se uveden�ym postupem zji�st'ovat, o jak�y typ extr�emu funkion�alu se jedn�a, nebot' to vypl�yv�ap�r��mo z fyzik�aln��ho rozboru p�r��slu�sn�e varia�n�� �ulohy.4.2 P�r��klady varia�n��h �uloh s pevn�ymi koniNa tomto m��st�e ji�z m�u�zeme p�ristoupit ke konkr�etn��mu �re�sen�� varia�n��h �uloh. Nazna���me zde �re�sen��n�ekter�yh nejv�yznamn�ej�s��h a tak�e nejjednodu�s�s��h varia�n��h �uloh s pevn�ymi koni, p�ri�em�z se p�resv�ed���meo tom, �ze n�ekter�e z nih skute�n�e reektuj�� re�aln�e fyzik�aln�� situae.4.13. P�r��klady.i) �Uloha o brahystohron�eJakou dr�ahu mus��me vymezit mal�e kuli�e (tj. zanedbateln�eho pr�um�eru) o hmotnosti m; aby se zpo��ate�n��ho bodu A[0; 0℄ dostala p�usoben��m zemsk�eho t��hov�eho zryhlen�� do konov�eho bodu B[x1; y1℄;kde x1 > 0 a y1 > 0; v o nejkrat�s��m �ase? (Body A; B jsou um��st�eny ve \svisl�e rovin�e. Osu x p�r��slu�sn�e sou-stavy sou�radni vol��me horizont�aln�e, osu y na ni kolmou, orientovanou shora dol�u. Nav�� p�redpokl�ad�amepohyb bez t�ren�� s nulovou po��ate�n�� ryhlost��.)�Re�sen��:Z�rejm�e tato �uloha nejprve vede k vyj�ad�ren�� doby t; proto ji pomo�� nezn�am�e funke y = y(x);p�redstavuj���� hledanou dr�ahu kuli�ky, ur���me.Z de�nie ryhlosti v jak�ehokoli pohybu hmotn�eho bodu plyne:dt = dsv ; (4.17)kde ds p�redstavuje d�elku dr�ahy ura�zenou hmotn�ym bodem b�ehem doby dt.



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 20D�ale je zn�amo4, �ze pro element d�elky k�rivky y = y(x) plat��:ds =p1 + y02(x)dx: (4.18)Z�akon zahov�an�� energie pro izolovan�y syst�em n�am pom�u�ze jednoduh�ym zp�usobem ur�it, �emu jerovna ryhlost v pohybuj����ho se hmotn�eho bodu v t��hov�em poli Zem�e. Uv�a�z��me-li, �ze sou�et kinetik�e apoteni�aln�� energie se v pr�ub�ehu pohybu nem�en��, potom0 = 12mv2 �mgy;odkud v =p2gy: (4.19)Doba t pohybu kuli�ky je pak s p�rihl�ednut��m k (4.17), (4.18) a (4.19)t = x1Z0 p1 + y02p2gy dx:T��mto jsme dobu t ur�ili a snadno nahl�edneme, �ze je tvarut = x1Z0 F (y; y0)dx;tedy integr�al ur�uj���� t z�avis�� expliitn�e pouze na prom�enn�yh y a y0.Proto nutn�a podm��nka pro existeni extr�emu na�seho funkion�alu nabude vzhledem k (4.8) tvaru:p1 + y02p2gy � y02p2gy(1 + y02) = onst:Vyn�asob��me-li ji v�yrazem p2gy(1 + y02); potom1 + y02 � y02 = onstp2gy(1 + y02)a okam�zit�ym zjednodu�sen��m dost�av�amepy(1 + y02) = k; k 2 R:V�y�se odvozenou rovnii snadno vy�re�s��me zaveden��m substituey0 = tg'; (4.20)pomo�� n���z dost�av�ame rovnost py(1 + tg2 ') = k;kterou umon��me a uprav��me: y = k21 + tg2 ' = k2 os2 ':S p�rih�ednut��m k vlastnostem goniometrik�yh funk��:y = 12K(1 + os 2'); K 2 R: (4.21)4viz [2℄, str. 329



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 21Z��skali jsme tak y-ovou sou�radnii parametrik�eho vyj�ad�ren�� hledan�e k�rivky v z�avislosti na parametru ':Nyn�� po���tejme p�r��slu�snou x-ovou sou�radnii. Ze vztahu (4.21)y0 = dydx = �122K sin 2' d'dx = �K sin 2' d'dx : (4.22)Porovn�an��m vztah�u (4.20) a (4.22) dostanemetg' = �K sin 2' d'dxa odtud dx = �2K os2 ' d': (4.23)Zintegrov�an��m rovnie (4.23) a n�aslednou jednoduhou �upravou dost�av�ame:x = �12K(2'+ sin 2') + konst; konst 2 R: (4.24)Rovnie (4.24) a (4.21) je�st�e zjednodu�sme zaveden��m nov�yh parametr�u � a r: Polo�z��me-li 2' = ���a K2 = r; dost�av�ame tak parametrik�e rovnie tvarux = r(�� sin�) +  (4.25)y = r(1� os�); (4.26)kde r a  jsou libovoln�e re�aln�e konstanty.Z��skali jsme tak obenou rovini k�rivky zvan�e ykloida. Tato k�rivka vznikne zn�azorn�en��m dr�ahy boduna obvodu kot�alej���� se kru�znie o polom�eru r po re�aln�e ose x:Nyn�� je�st�e zb�yv�a konkr�etn�e ur�it hodnoty kostant r a : Za p�redpokladu, �ze ykloida proh�az�� bodemA[0; 0℄; z rovnie (4.25) dost�av�ame  = 0:Hodnotu r n�asledn�e ur���me z podm��nky, �ze ykloida proh�az�� bodem B[x1; y1℄: Dosazen��m sou�radnibodu B do rovni (4.25) a (4.26) a jejih pod�elen��m doh�az��me k rovniix1y1 = �� sin�1� os� ;z n���z je prinipi�aln�e mo�zn�e vypo���tat parametr � a pomo�� n�ej potom r:A nakone si polo�zme ot�azku, zda jsme tak skute�n�e na�sli k�rivku { extrem�alu, kter�a p�redstavuje pr�av�eminim�aln�� dobu pohybu na�s�� kuli�ky. Ano, vskutku, nebot' velie jednodu�se byhom mohli kuli�e vymezitdr�ahu, po kter�e z�rejm�e do konov�eho bodu dosp�eje za dobu del�s��.Odtud je vid�et, �ze fyzik�aln�� pohled na dan�y probl�em n�am hled�an�� druhu lok�aln��ho extr�emu zna�n�eusnadn��. Tohoto faktu vyu�zijeme i v n�asleduj����h �uloh�ah.ii) �Uloha o minim�aln�� plo�seJakou k�rivku o konov�yh bodeh A[x0; y0℄ a B[x1; y1℄ mus��me nehat rotovat kolem sou�radniov�e osy x;aby vznikl�a rota�n�� ploha m�ela minim�aln�� povrh?�Re�sen��:Povrh plohy S vznikl�e rota�� k�rivky y = y(x) kolem osy x; jej���z minimum hled�ame, lze vyj�ad�ritn�asleduj����m zp�usobem5:5viz [2℄, str. 335



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 22S = 2� x1Zx0 yp1 + y02dx:Vid��me, �ze tento funkion�al je expliitn�e z�avisl�y jen na y a y0; proto vzhledem k (4.8) a s uv�a�zen��m, �zeF = 2�yp1 + y02; dost�av�ame rovniiyp1 + y02 � y02y 1p1 + y02 = 1; 1 2 R;kterou d�ale vyn�asob��me v�yrazem p1 + y02 a uprav��me na tvary = 1p1 + y02: (4.27)Tuto difereni�aln�� rovnii �re�s��me pomo�� substituey0 = e' � e�'2 = sinh': (4.28)Po dosazen�� (4.28) do (4.27) dost�av�ame y = 1q1 + sinh2 ';odkud6 y = 1 osh': (4.29)D�ale vyj�ad�reme x v z�avislosti na parametru ': Z (4.29) plyney0 = dydx = 1 sinh' d'dxa porovn�an��m t�eto rovnie se vztahem (4.28) dost�av�ame1 d'dx = 1;tedy dx = 1 d': (4.30)Zintegrov�an��m (4.30) je pak x = 1'+ 2; 2 2 R:Odtud dosazen��m posledn�� rovnie do (4.29) z��sk�av�ame expliitn�� vyj�ad�ren�� funke y = y(x); p�redstavuj����obenou rovnii hledan�e k�rivky: y = 1 osh x� 21 : (4.31)Konstanty 1; 2; a t��m i konkr�etn�� tvar rovnie (4.31) ur���me z podm��nky, �ze k�rivka y = y(x) proh�az��body A a B: Z��skan�e k�rive �r��k�ame �ret�ezovka a minim�aln�� plohy vznikl�e jej�� rota�� naz�yv�ame katenoidy.6s uv�a�zen��m, �ze osh' = e'+e�'2



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 23iii) �Uloha o �s���ren�� sv�etla v prost�red�� s konstantn��m indexem lomu nZjist�ete, po jak�e trajektorii se bude pohybovat sv�eteln�y paprsek z po��ate�n��ho bodu A[x0; y0℄ do konov�ehobodu B[x1; y1℄ v homogenn��m prost�red�� o konstantn��m indexu lomu n:�Re�sen��:Jak ze z�akladn��ho kurzu fyziky v��me, sv�eteln�y paprsek se �s���r�� po takov�e dr�aze, aby z v�yhoz��ho bodudorazil do bodu konov�eho v o nejkrat�s��m �ase. T�eto z�akonitosti �r��k�ame Fermat�uv prinip.P�ri �re�sen�� na�s�� �ulohy tedy budeme hledat trajektorii paprsku y = y(x) za podm��nky, �ze nastane extr�empro dobu �s���ren�� t: Pro ni z�rejm�e plat��: dt = dsv ; (4.32)kde ds p�redstavuje d�elku dr�ahy, kterou paprsek urazil za dobu dt a v ryhlost �s���ren�� sv�eteln�eho paprsku.Ryhlost �s���ren�� v sv�eteln�eho paprsku v prost�red�� o indexu lomu n vyj�ad�r��me vztahem:v = n ; (4.33)kde  zna��� ryhlost �s���ren�� sv�etla ve vakuu.Potom z�rejm�e s p�rihl�ednut��m k (4.32), (4.33) a (4.18)t = x1Zx0 np1 + y02dx:Nutnou podm��nkou pro existeni lok�aln��ho extr�emu funkion�alu je platnost E{L rovnie tvaru (4.3).S p�rihl�ednut��m, �ze F = np1 + y02; dost�av�ame� ddx " y0p1 + y02# = 0;tedy y00p1 + y02 � y0 y0y00p1+y021 + y02 = 0:Vzhledem k tomu, �ze jmenovatel lev�e strany v�y�se uveden�e rovnie je nenulov�y, z�rejm�e dan�a rovnostnastane tehdy, pokud bude roven nule �itatel. Jeho upraven��m dost�av�amey00 = 0a odtud y = 1x+ 2; 1; 2 2 R: (4.34)Je tedy z�rejm�e, �ze sv�etlo se v prost�red�� o konstantn��m indexu lomu �s���r�� p�r��mo�a�re (po p�r��me), o�zodpov��d�a na�s�� zku�senosti.Konstanty 1 a 2 jsou pak evidentn�e ur�eny sou�radniemi konov�eho a po��ate�n��ho bodu.



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 24iv) �Uloha o �s���ren�� sv�etla v prost�red�� s nekonstantn��m indexem lomuZjist�ete, po jak�e trajektorii se bude pohybovat sv�eteln�y paprsek z po��ate�n��ho bodu A[x0; y0℄ do konov�ehobodu B[x1; y1℄ v prost�red��, kde v = �y; v je ryhlost �s���ren��, � 2 R:�Re�sen��:Situae je analogik�a jako v minul�em p�r��klad�e, hled�ame tedy minimum funkion�alu tvarut = x1Zx0 p1 + y02�y dx:K jeho nalezen�� n�am op�et poslou�z�� E{L rovnie spei�aln��ho tvaru (4.8). S p�rihl�ednut��m, �ze F = p1+y02�y ;dost�av�ame p1 + y02y � y02yp1 + y02 = ;  2 R:Vyn�asoben��m v�yrazem yp1 + y02 snadno dojdeme k rovniiyp1 + y02 = r; r 2 R: (4.35)Podobn�e jako v p�r��klad�e 4.13.i)7, ji budeme �re�sit pomo�� substituey0 = tg'; (4.36)jej��m�z dosazen��m do (4.35) dojdeme k z�av�eru, �zey = r os': (4.37)Nyn�� po���tejme, �emu je rovna sou�radnie x; a to podobn�ym zp�usobem jako v p�r��kladeh 4.13.ii)8 a4.13.iii)9. Z (4.37) plyne, �ze y0 = �r sin' d'dx ;porovn�an��m s (4.36) a upraven��m vznikl�e rovnosti dost�av�ame difereni�aln�� rovniidx = �r os' d':Jej��m �re�sen��m dost�av�ame: x = �r sin'+m; m 2 R: (4.38)Vypo���tan�e parametrik�e vyj�ad�ren�� hledan�e k�rivky dan�e vztahy (4.38) a (4.37) lze jejih umon�en��ma n�asledn�ym sou�tem p�rev�est na jej�� impliitn�� tvar(x �m)2 + y2 = r2; (4.39)kter�y z�rejm�e p�redstavuje rovnii kru�znie se st�redem v bod�e [m; 0℄ a polom�erem o velikosti jrj:Konstantym a r z��sk�ame obvykl�ym zp�usobem, tedy vyu�zit��m faktu, �ze body A a B mus�� le�zet na na�s��kru�znii. Dosazen��m sou�radni t�ehto bod�u do zm��n�en�e rovnie kru�znie dostaneme dv�e rovnie, z nih�zpom�ern�e snadno lze konstanty m a r analytiky vyj�ad�rit.7viz str. 198viz str. 219viz str. 23



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 254.14. Cvi�en��.1. Nalezn�ete obenou rovnii extrem�aly funkion�alu J :i) J = x1Rx0 y0(1 + x2y0)dx;ii) J = x1Rx0 (y2 + 2xyy0)dx;iii) J = x1Rx0 py(1 + y02)dx;iv) J = x1Rx0 (y02 + 2yy0 � 16y2)dx;v) J = x1Rx0 (y2 + y02 � 2y sinx)dx:2. Nalezn�ete rovnii extrem�aly funkion�alu J; kter�a proh�az�� body A a B :i) J = x1Rx0 (xy0 + y02)dx; A[0; 0℄; B[2; 1℄;ii) J = x1Rx0 (y02 + 12xy)dx; A[0; 0℄; B[1; 1℄;iii) J = 1R�1 y2(1� y02)dx; A[�1; 0℄; B[1; 1℄:3. �C�astie, jej���z t��hu neuva�zujeme, se pohybuje z bodu A[x0; y0℄ do bodu B[x1; y1℄ po takov�e k�rive, �zepro jej�� ryhlost v plat�� v = kx; kde k je re�aln�a konstanta. Ur�ete tvar trajektorie pro p�r��pad, �ze ��astiedoraz�� do bodu B v o nejkrat�s��m mo�zn�em �ase.4. P�resn�ematematiky doka�zte, �ze v p�r��klad�e 4.13.iii)10 nalezen�a extrem�ala funkion�alu t = x1Rx0 np1 + y02dxje skute�n�e jeho lok�aln��m minimem.5. P�resv�ed�t�ete se o tom, �ze tzv. Lagrangeovy rovnie 2. druhu pro konzervativn�� soustavu11 jsou p�r��m�ymd�usledkem platnosti Hamiltonova prinipu12.6. Z Hamiltonova prinipu odvod'te pohybov�e rovnie hmotn�eho bodu m o polohov�em vektoru ~r = (x; y);kter�y je podroben p�usoben�� s��ly ~F = (Fx; Fy) a m�a poteni�aln�� energii V = V (x; y):V�ysledky:1.i) y = 1x + 2:1.ii) V�ysledek nez�avis�� na integra�n�� est�e, extrem�alou je ka�zd�a hladk�a k�rivka.1.iii) y � 1 = 14 (x�2)21 :1.iv) y = 1 sin(4x� 2):1.v) y = 1ex + 2e�x + 12 sinx:2.i) y = �x24 + x:2.ii) y = x3:2.iii) �x� 14�2 + y2 = 2516 :10viz str. 2311viz [3℄, str. 244 (konzervativn�� soustavou rozum��me soustavu podrobenou p�usoben�� konzervativn��h sil, tj. sil, jejih�zpr�ae je po libovoln�e uzav�ren�e k�rive nulov�a)12viz str. 7



KAPITOLA 4. VARIA�CN�I �ULOHY S PEVN�YMI KONCI 263. x2 + (y � 2)2 = 21:4. Vyu�zijte tvrzen�� v�ety 4.11., tj. ov�e�rte platnost jej��h p�redpoklad�u.6. Vezm�ete v �uvahu, �ze T = 12m �x02(t) + y02(t)� a Fx = ��V (x;y)�x ; p�r��p. Fy = ��V (x;y)�y :



Kapitola 5Varia�n�� �ulohy s voln�ymi koniDost�av�ame se k dal�s��mu typu varia�n��h �uloh, a to k varia�n��m �uloh�am s voln�ymi koni1.V minul�e kapitole o metod�ah �re�sen�� varia�n��h �uloh s koni pevn�ymi jsme p�ri vy�set�rov�an�� lok�aln��hoextr�emu funkion�alu J(y) = x1Rx0 F (x; y; y0)dx p�redpokl�adali, �ze k�rivky, kter�e hledan�ym lok�aln��m extr�ememmohou b�yt, maj�� pevn�e konov�e body A a B; tedy A[x0; y0℄ a B[x1; y1℄:V t�eto kapitole budeme p�redpokl�adat, �ze jeden nebo oba konov�e body hledan�yh k�rivek mohoub�yt pohybliv�e. V takov�em p�r��pad�e se t�r��da p�r��pustn�yh k�rivek roz�s���r��, nebot' krom�e v�seh k�rivek maj����spole�n�e konov�e body s vy�set�rovanou k�rivkou m�u�zeme uva�zovat i takov�e k�rivky, kter�e maj�� konov�ebody od konov�yh bod�u vy�set�rovan�e k�rivky r�uzn�e.5.1 Metody �re�sen�� varia�n��h �uloh s voln�ymi koniP�ri hled�an�� postupu �re�sen�� varia�n��h �uloh s voln�ymi koni budeme postupovat zela podobn�e jako u �ulohs koni pevn�ymi. Uvid��me, �ze odli�snosti nast�avaj�� jen tehdy, pokud m�ame z oben�eho tvaru nalezen�ek�rivky doj��t k jej��mu tvaru konkr�etn��mu. Vzhledem k tomuto faktu n�asleduj���� v�yklad dan�e problematikybude na rozd��l od kapitoly 4 pon�ekud stru�n�ej�s��.Je tedy z�rejm�e, �ze nast�av�a-li na n�ejak�e k�rive y = y0(x) lok�aln�� extr�em ve varia�n�� �uloze s voln�ymikonov�ymi body, nast�av�a lok�aln�� extr�em na uva�zovan�e k�rive t��m sp���se vzhledem k u�z�s�� t�r��d�e k�rivekmaj����h s k�rivkou y = y0(x) konov�e body spole�n�e. Z toho je patrn�e, �ze i ve varia�n�� �uloze s voln�ymikoni mus�� b�yt spln�ena z�akladn�� nutn�a podm��nka pro lok�aln�� extr�em v �uloze s koni pevn�ymi:ÆJ(y0) = 0;tj. funke y = y0(x) mus�� b�yt �re�sen��m Euler{Lagrangeovy rovnieFy � ddxFy0 = 0:Odtud je z�rejm�e, �ze za p�redpokladu dostate�n�e hladkosti funke F k�rivka y = y0(x) realizuj���� lok�aln��extr�em v �uloze s voln�ymi koni je extrem�ala.Jak v��me z minul�e kapitoly, oben�e �re�sen�� E{L rovnie obsahuje dv�e libovoln�e konstanty. Abyhom jemohli ur�it, pot�rebujeme zn�at jist�e dv�e okrajov�e podm��nky. V �uloze s pevn�ymi koni to byly podm��nkyy(x0) = y0 a y(x1) = y1:1p�r��p. s voln�ymi konov�ymi body 27



KAPITOLA 5. VARIA�CN�I �ULOHY S VOLN�YMI KONCI 28Ov�sem v �uloze s voln�ymi koni jedna nebo ob�e tyto podm��nky hyb��, proto podm��nky pro ur�en��nezn�am�yh konstant mus��me z��skat ze z�akladn�� nutn�e podm��nky pro extr�em, tj. z podm��nky, �ze ÆJ(y0) = 0:Formulujme je tedy v n�asleduj���� v�et�e.5.1. V�eta. Neht' funke y = y0(x) 2 C1[x0; x1℄ je lok�aln�� extr�em funkion�alu J(y) = x1Rx0 F (x; y; y0)dx aneht' funke F m�a spojit�e pari�aln�� derivae podle druh�e a t�ret�� prom�enn�e. P�redpokl�adejme, �ze jedenz konov�yh bod�u, nap�r. bod [x0; y0℄; je pevn�y a �ze druh�y konov�y bod [x1; y1℄ se m�u�ze pohybovat ap�rej��t do bodu [x1 + Æx1; y1 + Æy1℄:Potom plat�� [F (x1; y0; y00)� y00(x1)Fy0(x1; y0; y00)℄ Æx1 + Fy0(x1; y0; y00)Æy1 = 02 (5.1)pro libovoln�e Æy; pro n�e�z Æy(x0) = 0:D�ukaz. V oben�em p�r��pad�e jsou extrem�aly k�rivkami tvaru y = y0(x; 1; 2); kde 1 a 2 jsou re�aln�ekonstanty. Za p�redpoklad�u na�s�� v�ety extrem�aly proh�azej�� bodem [x0; y0℄; tedy tvo�r�� svazek extrem�aly = y0(x; 1): Pokud se k�rivky tohoto svazku v okol�� uva�zovan�e extrem�aly neprot��naj��, je mo�zno funkion�alJ = J [y(x; 1)℄ pova�zovat za jednozna�nou funki x1 a y1:Po���tejme tedy variai funkion�alu J = J [y(x; 1)℄ na extrem�al�ah svazku y = y0(x; 1) p�ri p�rem��st�en��konov�eho bodu z polohy [x1; y1℄ do polohy [x1 + Æx1; y1 + Æy1℄: Pon�evad�z funkion�al J p�re�sel na t�ehtok�rivk�ah ve funki x1 a y1, bude jeho variae toto�zn�a s difereni�alem t�eto funke.Po���tejme: ÆJ = x1+Æx1Zx0 F (x; y + Æy; y0 + Æy0)dx� x1Zx0 F (x; y; y0)dx;tj. ÆJ = x1+Æx1Zx1 F (x; y + Æy; y0 + Æy0)dx+ x1Zx0 [F (x; y + Æy; y0 + Æy0)� F (x; y; y0)℄ dx: (5.2)Prvn�� �len prav�e strany rovnie (5.2) uprav��me pomo�� v�ety o st�redn�� hodnot�e integr�aln��ho po�tu3:x1+Æx1Zx1 F (x; y + Æy; y0 + Æy0)dx = F (x1 + tÆx1; y + Æy; y0 + Æy0)Æx1;kde 0 < t < 1:D�usledkem spojitosti funke F je, �zeF (x1 + tÆx1; y + Æy; y0 + Æy0)Æx1 = F (x1; y; y0) + "1;kde "1 ! 0 pro Æx1 ! 0 a Æy1 ! 0:Z p�rede�sl�yh dvou rovni kone�n�e vypl�yv�ax1+Æx1Zx1 F (x; y + Æy; y0 + Æy0)dx = F (x1; y; y0)Æx1 + "1Æx1: (5.3)2V dal�s��m vyu�zijeme tak�e jednodu�s�s�� zp�usob z�apisu: (F � y0Fy0)��x=x1 Æx1 + Fy0��x=x1 Æy1 = 0 pro y = y0(x):3viz [2℄, str. 302



KAPITOLA 5. VARIA�CN�I �ULOHY S VOLN�YMI KONCI 29Pro �upravu druh�eho �lenu prav�e strany rovnie (5.2) vyu�zijeme Taylor�uv rozvoj:x1Zx0 [F (x; y + Æy; y0 + Æy0)� F (x; y; y0)℄ dx == x1Zx0 [Fy(x; y; y0)Æy + Fy0(x; y; y0)Æy0℄ dx+R1; (5.4)kde R1 je veli�ina nekone�n�e mal�a, vy�s�s��ho �r�adu ne�z Æy a Æy0:Integra�� metodou per partes dost�av�amex1Zx0 (FyÆy + Fy0Æy0)dx = [Fy0Æy℄x1x0 + x1Zx0 �Fy � ddxFy0� Æy dx:Proto�ze hodnoty funkion�alu uva�zujeme jen na extrem�al�ah, pakFy � ddxFy0 = 0;a proto�ze konov�y bod [x0; y0℄ je pevn�y, z�rejm�eÆy(x0) = 0:M�u�zeme tedy ps�at x1Zx0 (FyÆy + Fy0Æy0) dx = [Fy0Æy℄jx=x1 : (5.5)Z obr�azku je vid�et, �ze BD = Æy(x1); FC = Æy1; EC := y0(x1)Æx1; BD = FC �EC; a tedyÆy(x1) := Æy1 � y0(x1)Æx1; (5.6)p�ri�em�z p�ribli�zn�a rovnost plat�� a�z na veli�iny nekone�n�emal�e, druh�eho a vy�s�s��h �r�ad�u.S vyu�zit��m (5.3) dost�av�amex1+Æx1Zx1 F (x; y + Æy; y0 + Æy0)dx := F (x1; y; y0)Æx1 (5.7)a n�asledn�e pomo�� (5.4){(5.6)x1Zx0 [F (x; y + Æy; y0 + Æy0)� F (x; y; y0)℄dx := Fy0(x1; y; y0)[Æy1 � y0(x1)Æx1℄; (5.8)kde p�ribli�zn�a rovnost op�et plat�� s p�resnost�� a�z na veli�iny nekone�n�e mal�e, druh�eho a vy�s�s��h �r�ad�u.Ze vztah�u (5.2), (5.7) a (5.8) potom dostanemeÆJ = F (x1; y; y0)Æx1 + Fy0(x1; y; y0)[Æy1 � y0(x1)Æx1℄a n�asledn�ym zjednodu�sen��mÆJ = [F (x1; y; y0)� y0(x1)Fy0(x1; y; y0)℄ Æx1 + Fy0(x1; y; y0)Æy1:



KAPITOLA 5. VARIA�CN�I �ULOHY S VOLN�YMI KONCI 30Kone�n�e tedy z�akladn�� nutn�a podm��nka pro lok�aln�� extr�em ÆJ(y0) = 0 pro libovoln�e Æy; p�ri�em�zÆy(x0) = 0; nabude tvaru[F (x1; y0; y00)� y00(x1)Fy0(x1; y0; y00)℄ Æx1 + Fy0(x1; y0; y00)Æy1 = 0;o�z jsme m�eli dok�azat.5.2. D�usledek. Jsou-li ve vztahu (5.1) variae Æx1 a Æy1 vz�ajemn�e nez�avisl�e, mus�� z�arove�n pro funkiy = y0(x) platit (F � y0Fy0)jx=x1 = 0a Fy0 jx=x1 = 0:Neht' variae Æx1 a Æy1 vz�ajemn�e z�avisl�e jsou a neht' se konov�y bod [x1; y1℄ m�u�ze pohybovat pok�rive y = '(x): Pak tedy y1 = '(x1):V tom p�r��pad�e je Æy1 := '0(x1)Æx1 a podm��nka (5.1) tak nab�yv�a tvaru[F + ('0 � y0)Fy0 ℄jx=x1 Æx1 = 0;�ili se z�retelem k tomu, �ze Æx1 se m�en�� libovoln�e, je[F + ('0 � y0)Fy0 ℄jx=x1 = 0: (5.9)P�ripome�nme, �ze v�eta 5.1. byla formulov�ana za p�redpokladu, �ze konov�y bod [x0; y0℄ byl pevn�y apohybliv�y byl konov�y bod [x1; y1℄:Pokud ov�sem bude pevn�y konov�y bod [x1; y1℄ a konov�y bod [x0; y0℄ bude pohybliv�y, nap�r. po k�rivey =  (x); pak analogiky podm��ne (5.9) dost�av�ame[F + ( 0 � y0)Fy0 ℄jx=x0 = 0: (5.10)V p�r��pad�e, �ze oba konov�e body [x0; y0℄ a [x1; y1℄ budou voln�e a budou pohybliv�e po p�r��slu�sn�yhk�rivk�ah y =  (x) a y = '(x); potom mus�� platit podm��nky (5.10) a (5.9) z�arove�n. Dodejme, �ze zm��n�en�epodm��nky naz�yv�ame podm��nky transverzality.5.3. Pozn�amka. (Spei�aln�� tvary podm��nek transverzality.)1. Podm��nky transverzality pro funkion�aly typu J(y) = x1Rx0 A(x; y)p1 + y02dx (p�redpokl�ad�ame, �ze kon-ov�y bod [x0; y0℄ je pevn�y a konov�y bod [x1; y1℄ se m�u�ze pohybovat po k�rive y = '(x))Podm��nka transverzality (5.9) m�a v tomto p�r��pad�e tvarA(x; y)p1 + y02 + A(x; y)y0p1 + y02 ('0 � y0)�����x=x1 = 0;po p�reveden�� na spole�n�y jmenovatelA(x; y)(1 + '0 + y0)p1 + y02 �����x=x1 = 0:



KAPITOLA 5. VARIA�CN�I �ULOHY S VOLN�YMI KONCI 31Za p�redpokladu, �ze v bod�e x = x1 je A(x; y) 6= 0; dost�av�ame 1 + '0y0 = 0 pro x = x1; tj.y0(x1) = � 1'0(x1) : (5.11)Z��skali jsme tak podm��nku ortogonality4.2. Podm��nky transverzality pro funkion�aly typu J(y) = x1Rx0 F (x; y; y0)dx (p�redpokl�ad�ame, �ze konov�ybod [x0; y0℄ je pevn�y a konov�y bod [x1; y1℄ se m�u�ze pohybovat po p�r��me rovnob�e�zn�e s osou y; tj. pop�r��me x = x1)Je z�rejm�e, �ze Æx1 = 0 a Æy1 m�u�ze nab�yvat libovoln�e hodnoty. Potom z (5.1) jasn�e vypl�yv�a, �zepodm��nka transverzality p�reh�az�� ve tvarFy0 jx=x1 = 0: (5.12)3. Podm��nky transverzality pro funkion�aly typu J(y) = x1Rx0 F (x; y; y0)dx (p�redpokl�ad�ame, �ze konov�ybod [x0; y0℄ je pevn�y a konov�y bod [x1; y1℄ se m�u�ze pohybovat po p�r��me rovnob�e�zn�e s osou x; tj. pop�r��me y = y1)Analogik�ymi �uvahami jako v bod�e 2. z (5.1) plyne, �ze[F � y0Fy0 ℄jx=x1 = 0:Nakone je�st�e zb�yv�a zodpov�ed�et ot�azku, za jak�yh podm��nek nalezen�e k�rivky skute�n�e lok�aln�� extr�emp�redstavuj�� a zda se jedn�a o minimum, nebo o maximum. Situae je ov�sem zela analogik�a jako v p�r��pad�evaria�n��h �uloh s koni pevn�ymi.5.2 P�r��klady varia�n��h �uloh s voln�ymi koni5.4. P�r��klady.i) Ur�ete nejmen�s�� vzd�alenost l bodu A[x0; y0℄ od spojit�e k�rivky y = '(x):�Re�sen��:Jde tedy o ur�en�� extrem�aly funkion�alul = x1Zx0 p1 + y02dx;kter�a proh�az�� pevn�ym bodem A[x0; y0℄ a hledan�ym bodem B[x1; y1℄; jen�z le�z�� na k�rive y = '(x):Z E{L rovnie vypl�yv�a, �ze extrem�aly nab�yvaj�� tvaruy = kx+ q;kde k i q jsou re�aln�e konstanty.4viz [2℄, str. 160



KAPITOLA 5. VARIA�CN�I �ULOHY S VOLN�YMI KONCI 32Zb�yv�a pouze nezn�am�e konstanty ur�it. Z podm��nky, �ze tato p�r��mkamus�� proh�azet bodemA; dost�av�amey0 = kx0 + q: (5.13)Druhou rovnii nutnou pro v�ypo�et obou nezn�am�yh n�am pod�av�a podm��nka transverzality tvaru(5.11): k = � 1'0(x1) : (5.14)Jeliko�z bod B[x1; y1℄ le�z�� na pr�use���ku dan�e k�rivky s extrem�alou, plat�� pro n�ejy1 = kx1 + qa y1 = '(x1): (5.15)U�zit��m (5.13) a (5.14) snadno dosp�ejeme k rovnii'(x1) + 1'0(x1) (x1 � x0)� y0 = 0;z n���z lze prinipi�aln�e vypo���tat x1; a jeho prost�rednitv��m ze vztah�u (5.15) a (5.14) hledan�e k a dosazen��mdo (5.13) pak i q:T��mto je na�se �uloha vy�re�sena, nebot' vzd�alenost bod�u A a B lze potom ur�it velmi snadno.Z geometrik�eho v�yznamu �ulohy je z�rejm�e, �ze nalezen�a extrem�ala je opravdu hledan�ym minimem.Podobn�e tomu bude i v dal�s��h �uloh�ah.Z v�y�se uveden�eho p�r��kladu je tedy vid�et, �ze nejkrat�s�� spojnie bodu a k�rivky mus�� b�yt k dan�e k�rivekolm�a. Podobn�e, pokud se jedn�a o nejkrat�s�� spojnii dvou k�rivek, mus�� b�yt nutn�e kolm�a ke ka�zd�e z nih.Tento v�ysledek pro n�as jist�e nen�� nikterak p�rekvapiv�y. Stoj��me-li na jedn�e stran�e ulie a m�ame v �umyslup�rej��t na stranu druhou, a to ne �upln�e nejkrat�s��m zp�usobem, okam�zit�e si to rozmysl��me ve hv��li, kdyn�a�s �zivot n�ahle za�ne ohro�zovat jedou�� auto. To bez v�et�s��ho p�rem�y�slen�� m���r��me k druh�e stran�e ulie onejryhlej�s��m, tj. nejkrat�s��m zp�usobem, tedy z�asadn�e kolmo k okraji ulie.ii) �Uloha o tautohron�eJakou dr�ahu mus��me vymezit ve \svisl�e rovin�e t��hov�eho pole Zem�e zanedbateln�e mal�e hmotn�e kuli�evyb��haj���� s nulovou po��ate�n�� ryhlost�� z bodu A[0; 0℄; aby dos�ahla p�rek�a�zky o rovnii x = x1 v onejkrat�s��m �ase? (P�redpokl�ad�ame pohyb bez t�ren��.)�Re�sen��:�Re�sen�� dan�e �ulohy mus�� b�yt nutn�e zahrnuto mezi extrem�alami, je�z obvykl�ym postupem z��sk�ame z E{Lrovnie. Z �ulohy o brahystohron�e5 plyne, �ze �re�sen��m jsou extrem�aly tvarux = r(�� sin�) + ; (5.16)y = r(1� os�); (5.17)kde r;  jsou libovoln�e re�aln�e konstanty. Na�s��m �ukolem nyn�� bude tyto konstanty ur�it.Podobn�e jako v �uloze o brahystohron�e p�redpokl�adejme, �ze bodu A[0; 0℄ odpov��d�a � = 0: Odtuds p�rihl�ednut��m k (5.16) zjist��me, �ze  = 0:Nyn�� je�st�e zb�yv�a ur�it r:K tomu je ji�z nutno pou�z��t podm��nky transverzality, kter�a vzhledem k pozn�ame5.3.2. nabude tvaru Fy0 jx=x1 = 0:5viz p�r��klad 4.13.i), str. 19



KAPITOLA 5. VARIA�CN�I �ULOHY S VOLN�YMI KONCI 33Z �ulohy o brahystohron�e ji�z v��me, �ze F = p1 + y02p2gy ;tedy mus�� platit Fy0 jx=x1 = y0p2gyp1 + y02 �����x=x1 = 0;o�z je spln�eno v p�r��pad�e, kdy�z y0(x1) = 0:To znamen�a, �ze hledan�a ykloida mus�� prot��nat p�r��mku x = x1 pod prav�ym �uhlem, tedy bod [x1; y1℄bude vrhol ykloidy. Tomu odpov��d�a � = �: Potom s p�rihl�ednut��m k (5.16) dost�av�amer = x1� :Abyhom tedy vyhov�eli po�zadavk�um na�s�� �ulohy, kuli�e mus��me vymezit dr�ahu tvaru ykloidy o pa-rametrik�yh rovni��h x = x1� (�� sin�);y = x1� (1� os�):iii) Zjist�ete, po jak�e k�rive se v prost�red��, kde ryhlost �s���ren�� sv�etla v je p�r��mo �um�ern�e y-ov�e sou�radnii(tj. v = �y; � 2 R), bude �s���rit sv�eteln�y paprsek, kter�y vyh�az�� z bodu A[0; 0℄ a kon��� na rovn�e p�rek�a�zeo rovnii y = x� a; kde a je libovoln�y re�aln�y parametr.�Re�sen��:Situae je podobn�a jako v p�r��klad�e 4.13.iv)6. V��me tedy, �ze �re�sen��m E{L rovnie jsou extrem�aly tvaru(x�m)2 + y2 = r2; m; r 2 R:Z faktu, �ze paprsek vyh�az�� z po��atku sou�radn�e soustavy, okam�zit�e dost�av�ame, �zem = r � :Odpov�ed' na to, jak�e hodnoty konstanta  nab�yv�a, n�am d�a podm��nka transverzality { v na�sem p�r��pad�evzhledem ke tvaru zadan�eho funkion�alu a pozn�amky 5.3.1. podm��nka ortogonality. Z toho vypl�yv�a, �ze��ast p�r��mky '(x) = x � a v okol�� bodu x = x1 bude pr�um�erem hledan�e kru�znie a jej�� st�red bude le�zetv pr�use���ku p�r��mky ' s osou x; tedy v bod�e [a; 0℄:Proto hledan�ymi lok�aln��mi extr�emy na�seho funkion�alu jsou oblouky kru�znie(x� a)2 + y2 = a2:5.5. Cvi�en��.1. Ur�ete nejkrat�s�� vzd�alenost d bodu A[3; 0℄ od paraboly x2 = 4y:2. Nalezn�ete k�rivku, na n���z m�u�ze nastat extr�em funkion�alu J = x1R0 p1+y02y dx; jej���z jeden konov�y bodje um��st�en v po��atku soustavy sou�radni a druh�y konov�y bod [x1; y1℄ se m�u�ze pohybovat po kru�znii(x� 9)2 + y2 = 9:V�ysledky:1. d = p2:2. Oblouky kru�znie (x� 4)2 + y2 = 16:6viz str. 24



Kapitola 6Izoperimertik�e �ulohyPosledn��m typem varia�n��h �uloh, kter�e zm��n��me, budou �ulohy izoperimetrik�e. Pat�r�� do oblasti varia�n��h�uloh na podm��n�en�y1 extr�em { to jsou takov�e �ulohy, v nih�z m�ame naj��t extr�em dan�eho funkion�alu J;p�ri�em�z funke, na nih�z z�avis�� hodnota funkion�alu J; jsou krom�e okrajov�yh podm��nek v�az�any je�st�en�ejakou dal�s�� podm��nkou. Tato podm��nka m�u�ze b�yt r�uzn�eho tvaru; my se zde zm��n��me pouze o jednomspei�k�em tvaru, nebot' ten je pro konkr�etn�� �ulohy kl���ov�y.Je�st�e dodejme, �ze ve�sker�e �ulohy na podm��n�en�y extr�em mohou b�yt (podle druhu okrajov�yh podm��nek)obou typ�u rozeb��ran�yh v kapitol�ah 4 a 5, tedy s pevn�ymi nebo voln�ymi konov�ymi body.D�r��ve v historii byl pojem izoperimetrik�e �ulohy h�ap�an jako probl�em naj��t uzav�renou k�rivku dan�ed�elky tak, aby ohrani�ovala plohu maxim�aln��ho obsahu. V sou�asn�e dob�e je pojem izoperimetrik�e �ulohypon�ekud roz�s���ren; mezi izoperimetrik�e �ulohy zahrnujeme v�sehny varia�n�� �ulohy, ve kter�yh jde o nalezen��lok�aln��ho extr�emu funkion�alu J(y) = x1Zx0 F (x; y; y0)dxs okrajov�ymi podm��nkami y(x0) = y0; p�r��p. y =  (x) v okol�� bodu [x0; y0℄ a y(x1) = y1; p�r��p. y = '(x)v okol�� bodu [x1; y1℄ a vedlej�s��2 podm��nkou ve funkion�aln��m tvaruK(y) = x1Zx0 G(x; y; y0)dx = k; k 2 R;kterou naz�yv�ame podm��nkou izoperimetrikou.Nyn�� zde uvedeme zp�usob �re�sen�� t�ehto �uloh, p�ri�em�z se p�ri v�ykladu zam�e�r��me pouze na �ulohy s okra-jov�ymi podm��nkami pevn�yh konov�yh bod�u.6.1 Metody �re�sen�� izoperimetrik�yh �ulohPodobn�e, jako tomu bylo v obou p�rede�sl�yh typeh varia�n��h �uloh, vyh�az��me ze z�akladn�� nutn�e podm��nkypro existeni lok�aln��ho extr�emu y = y0(x) dan�eho funkion�alu J: Z�rejm�e mus�� b�yt pro hledanou funkinutn�e spln�ena, proto plat��, �ze ÆJ(y0) = 0:Nast�av�a ot�azka, zda z n�� m�u�zeme vyvodit n�ejak�e vhodn�e krit�erium pro konkr�etn�� �re�sen�� izoperimet-rik�yh �uloh. Odpov�ed' dost�av�ame v n�asleduj���� v�et�e:1p�r��p. v�azan�y2p�r��p. vazebn�� 34



KAPITOLA 6. IZOPERIMERTICK�E �ULOHY 356.1. V�eta. Neht' je k�rivka y = y0(x) 2 C1[x0; x1℄ extrem�alou funkion�alu J(y) = x1Rx0 F (x; y; y0)dx zapodm��nek y(x0) = y0; y(x1) = y1 a izoperimetrik�e podm��nky K(y) = x1Rx0 G(x; y; y0)dx = k; kde k jere�aln�a konstanta, a neht' k�rivka y = y0(x) nen�� extrem�alou funkion�alu K:Potom existuje takov�a re�aln�a konstanta �; �ze k�rivka y = y0(x) je extrem�alou funkion�alu J�; kdeJ� = J + �K;tedy plat�� F �y (x; y0; y00)� ddxF �y0(x; y0; y00) = 0; (6.1)kde F � = F + �G:D�ukaz. Nejprve vyj�ad�reme, �emu je rovno ÆJ: U�zit��m metody per partesÆJ(y) = x1Zx0 (FyÆy + Fy0Æy0) dx = [Fy0Æy℄x1x0 + x1Zx0 �Fy � ddxFy0� Æy dx:Vzhledem k tomu, �ze Æy(x0) = Æy(x1) = 0; dost�av�ameÆJ(y) = x1Zx0 �Fy � ddxFy0� Æy dx: (6.2)Zela analogik�ym zp�usobem vyj�ad�r��me ÆK :ÆK(y) = x1Zx0 �Gy � ddxGy0� Æy dx = Æk = 0: (6.3)(Je nutn�e zd�uraznit, �ze ve v�yrazeh (6.2) a (6.3) Æy nen�� kv�uli vazebn�� podm��ne nez�avisl�e.)Nyn�� vyn�asobme ÆK konstantn��m faktorem � a dan�y v�yraz p�ri�t�em�e k ÆJ: Po jednoduh�yh �uprav�ahdost�av�ame ÆJ� = ÆJ + �ÆK = x1Zx0 �(F + �G)y � ddx (F + �G)y0� Æy dx: (6.4)N�asledn�e zvolme � tak, aby v�yraz v hranat�e z�avore pro funki y = y0(x) vymizel, tj. klademe(F + �G)y � ddx (F + �G)y0 = 0: (6.5)Po zaveden�� ozna�en�� F � = F + �Gp�rejde (6.5) v rovnii F �y � ddxF �y0 ����y=y0 = 0;v n���z rozezn�av�ame rovnii (6.1), tedy Euler{Lagrangeovu rovnii pro funki F �: Z (6.4) a s uv�a�zen��m,�ze �ÆK = 0; okam�zit�e plyne, �ze podm��nka (6.1) je ekvivalentn�� s podm��nkou ÆJ(y0) = 0 pro uva�zovan�yp�r��pad. T��m je tedy v�eta zela dok�az�ana.



KAPITOLA 6. IZOPERIMERTICK�E �ULOHY 36M�u�zeme shrnout, �ze n�a�s varia�n�� probl�em s vazebn�� podm��nkou jsme p�revedli na oby�ejn�y nevazebn��probl�em, p�ri�em�z funki F jsme nahradili funk�� F � = F+�G: �Clen � naz�yv�ame Lagrange�uv multiplik�atora v tomto p�r��pad�e je konstantou.Oben�ym �re�sen��m rovnie (6.1) je z�rejm�e extrem�ala tvaru y = y0(x; 1; 2; �): Abyhom ji mohli jed-nozna�n�e ur�it, pot�rebujeme t�ri p�r��slu�sn�e rovnie. Z��sk�ame je ze dvou okrajov�yh podm��nek a podm��nkyizoperimetrik�e, ���m�z je �re�sen�� na�s�� �ulohy u kone.Pro mo�znost �upln�eho vy�re�sen�� izoperimetrik�yh �uloh je�st�e zb�yv�a odpov�ed�et na ot�azku, o jak�y druhvy�set�ren�eho extr�emu se jedn�a. Problematiku zde nebudeme expliitn�e formulovat, �uvahy jsou analogik�ejako v p�r��pad�e varia�n��h �uloh s pevn�ymi koni.6.2. Pozn�amka. (O z�akonu reiproity.) Z v�ety 6.1. plyne, �ze n�asoben�� integrovan�e funke konstantousoustavu extrem�al pro dan�y funkion�al J� nezm�en��. Proto m�u�zeme funki F � zapsat ve tvaruF � = �1F + �2G;kde �1 a �2 jsou re�aln�e konstanty. Takov�e vyj�ad�ren�� funke F � n�am ukazuje, �ze funke F a G ve v�yrazuF � vystupuj�� symetriky. Vylou���me-li p�r��pad �1 = 0 a �2 = 0; pak soustava extrem�al bude jedna at�a�z, budeme-li hledat extr�em funkion�alu J za podm��nky, �ze funkion�al K m�a konstantn�� hodnotu, nebobudeme-li hledat extr�em funkion�alu K za podm��nky, �ze konstantn�� hodnotu zahov�av�a funkion�al J:Tato vlastnost se naz�yv�a z�akon reiproity. Ilustrujme jej na n�asleduj����m p�r��klad�e: z�rejm�e �uloha naj��tplohu maxim�aln��ho obsahu ohrani�enou uzav�renou k�rivkou dan�e d�elky a �uloha naj��t uzav�renou k�rivkuminim�aln�� d�elky, kter�a ohrani�uje plohu dan�eho obsahu, jsou �ulohy vz�ajemn�e reiprok�e a maj�� spole�n�eextrem�aly.6.2 P�r��klady izoperimetrik�yh �uloh6.3. P�r��klady.i) Ur�ete k�rivku y = y(x) dan�e d�elky l s konov�ymi body A[x0; y0℄ a B[x1; y1℄ tak, aby obsah plohyvymezen�e k�rivkami y = y(x); x = x0; x = x1 a osou x byl maxim�aln��.�Re�sen��:Hled�ame tedy extr�em funkion�alu vyjad�ruj���� obsah v�y�se vymezen�e plohy, kter�y je d�an vztahem3S = x1Zx0 y dx;za izoperimetrik�e podm��nky K = x1Zx0 p1 + y02dx = l;p�ri�em�z y(x0) = y0 a y(x1) = x1:Z p�redh�azej����ho v�ykladu je z�rejm�e, �ze dan�y probl�em p�revedeme na �ulohu na nepodm��n�en�y extr�emfunkion�alu S� = S + �K: E{L rovnii tedy �re�sme vzhledem k funki F �; kdeF � = F + �G = y + �p1 + y02:Proto�ze F � expliitn�e neobsahuje x; E{L rovnie nabude vzhledem k (4.8) tvaruy + �p1 + y02 � �y02p1 + y02 = 2; 2 2 R:3viz [2℄, str. 319



KAPITOLA 6. IZOPERIMERTICK�E �ULOHY 37Odtud vyn�asoben��m rovnie v�yrazem p1 + y02 a jednoduhou �upravouy � 2 = ��p1 + y02 : (6.6)Zaveden��m substitue y0 = tg'rovnie (6.6) p�rejde ve tvar y � 2 = �� os'; (6.7)kter�y vyjad�ruje parametrik�e vyj�ad�ren�� y-ov�e sou�radnie hledan�e k�rivky.Nebot' dydx = tg' a dy = � sin' d';dost�av�ame dx = � os' d'a odtud x = � sin'+ 1; 1 2 R: (6.8)Odstran�en��m paramteru ' z rovni (6.8) a (6.7) vyh�az��(x� 1)2 + (y � 2)2 = �2; (6.9)o�z je soustava kru�zni se st�redy v bodeh [1; 2℄ a polom�ery o velikosti j�j:Abyhom z nih vybrali hledanou kru�znii vyhovuj���� v�sem podm��nk�am na�s�� �ulohy, mus��me je�st�e ur�itnezn�am�e konstanty 1; 2 a �:Pro zjednodu�sen�� p�redpokl�adejme, �ze body A a B le�z�� na ose x; tj. y0 = y1 = 0: Nebot' body A a Ble�z�� na na�s�� kru�znii, z�rejm�e mus�� vyhovovat jej�� rovnii, tj. rovnii (6.9), tedy(x0 � 1)2 + 22 = �2;(x1 � 1)2 + 22 = �2: (6.10)Ode�ten��m t�ehto rovni, vyd�elen��m nenulov�ym v�yrazem (x0�x1) a men�s��mi �upravami dost�av�ame rovniix0 + x1 � 21 = 0:Odtud 1 = x0 + x12 (6.11)a je�st�e s vyu�zit��m rovnie (6.10) 2 = �2 ��x1 � x02 �2 : (6.12)Zb�yv�a ur�it koe�ient �: Vyjd�eme z izoperimetrik�e podm��nkyx1Zx0 p1 + y02dx = l: (6.13)�Clen y0 z��sk�ame diferenov�an��m rovnie (6.9) na�s�� kru�znie:y0 = �x� 1y � 2 :



KAPITOLA 6. IZOPERIMERTICK�E �ULOHY 38Jeho dosazen��m do (6.13), s p�rihl�ednut��m k (6.9) a jednoduh�ymi �upravami izoperimetrik�a podm��nkanab�yv�a tvaru x1Zx0 �p�2 � (x� 1)2 dx = l;jej���z integra�� l = � �arsin�x1 � 1� ��x1x0 ;tj. l = 2� arsin�x1 � x02� � : (6.14)Z posledn�� rovnie je prinipi�aln�e mo�zno konstantu � vypo���tat, i kdy�z za pomo�� numerik�yh, p�r��padn�egra�k�yh metod.Z�rejm�e rovniemi (6.11), (6.12) a (6.14) je �re�sen�� �ulohy jednozna�n�e ur�eno.Je�st�e poznamenejme, �ze druh extr�emu, podobn�e jako v dal�s��h �uloh�ah, plyne p�r��mo z geometrik�einterpretae probl�emu.Spr�avnost v�ysledku v�y�se uveden�e �ulohy je mo�zno ilustrovat jednoduh�ym pokusem. Uva�zme men�s��dr�at�en�y obd�eln��kov�y r�ame�ek. Na jeho jedn�e hran�e je ve dvou bodeh pevn�e uv�az�an velmi tenk�y prov�azek,o d�ele v�et�s�� ne�z je vzd�alenost jeho konov�yh bod�u. Pokud neh�ame na na�sem r�ame�ku uhytit m�ydlovoubl�anu a prop��hneme ji v libovoln�em m��st�e plohy omezen�e prov�azkem a zm��n�enou hranou, uvid��me, �zeprov�azek okam�zit�e nabude tvaru oblouku kru�znie s polom�erem z�avisl�ym na jeho d�ele. Podle prinipuminim�aln�� poteni�aln�� (povrhov�e) energie m�ydlov�e bl�any mus�� nab�yt m�ydlov�a ploha minim�aln�� hodnotypovrhu, a to znamen�a, �ze ploha bez m�ydlov�e bl�any m�a povrh maxim�aln��.ii) Ur�ete k�rivku AB d�elky l; kter�a spole�n�e s danou k�rivkou y = f(x) s konov�ymi body A[x0; y0℄ aB[x1; y1℄ ohrani�uje plohu maxim�aln��ho obsahu.�Re�sen��:M�ame tedy ur�it extr�em funkion�alu S = x1Zx0 [y � f(x)℄ dxza podm��nky K = x1Zx0 p1 + y02dx = l;p�ri�em�z y(x0) = y0 a y(x1) = y1:Pomon�y funkion�al S� = S + �K nabude tvaruS� = x1Zx0 hy � f(x) + �p1 + y02i dx:Snadno zjist��me, �ze E{L rovnie bude zela stejn�a jako v p�redh�azej����m p�r��pad�e, proto hledan�a k�rivkaAB bude obloukem kru�znie, jej���z st�red a polom�er vypo���t�ame podobn�e jako v minul�em p�r��klad�e.



KAPITOLA 6. IZOPERIMERTICK�E �ULOHY 39iii) Najd�ete tvar dokonale ohebn�eho nerozta�ziteln�eho homogenn��ho lana d�elky l; pr�u�rezu S a hustot�e �;zav�e�sen�eho v bodeh A[x0; y0℄ a B[x1; y1℄ ve \svisl�e rovin�e t��hov�eho pole Zem�e.�Re�sen��:Z mehaniky v��me, �ze stabiln�� poloha tuh�eho t�elesa v t��hov�em poli je d�ana jeho minim�aln�� poteni�aln��energi��, nastane proto v p�r��pad�e, kdy�z jeho t�e�zi�st�e zaujme nejni�z�s�� polohu. Jde tedy o to, naj��t minim�aln��hodnotu y-ov�e sou�radnie yT te�zi�st�e lana d�elky l; kter�a je dan�a vztahem4yT = S�l x1Zx0 yp1 + y02dx;hled�ame tedy minimum funkion�alu Y = x1Zx0 yp1 + y02dx;kdy y(x0) = y0 a y(x1) = y1a za izoperimetrik�e podm��nky x1Zx0 p1 + y02dx = l:N�asledn�e �re�sen�� bude zela analogik�e jako u p�rede�sl�yh p�r��klad�u, tedy pomon�y funkion�al bude m��ttvar Y � = x1Zx0 (y + �)p1 + y02dx:Dosazen��m do E{L rovnie (4.8) dostaneme(y + �)p1 + y02 � (y + �)y02p1 + y02 = 1; 1 2 R:Vyn�asoben��m nenulov�ym v�yrazem p1 + y02 a men�s��mi �upravami dost�av�ame rovniiy + � = 1p1 + y02; (6.15)pro jej���z elegantn�� vy�re�sen�� zvolme substitui y0 = sinh': (6.16)Jej��m dosazen��m do (6.15) n�am tato rovnie p�rejde ve tvary + � = 1q1 + sinh2 ' = 1 osh' (6.17)a jej��m diferenov�an��m: dy = �1 sinh' d':Spolu s rovni�� (6.16) dost�av�ame dx = �1 d';tedy x = �1'+ 2; 2 2 R:4viz [3℄, str. 434



KAPITOLA 6. IZOPERIMERTICK�E �ULOHY 40Vyj�ad�r��me-li z posledn�� rovnie ' a dosad��me-li je do (6.17), dosp��v�ame tak k rovnii hledan�e k�rivky:y = 1 osh 2 � x1 � �:Nezn�am�e konstanty 1; 2; a � lze vypo���tat pou�zit��m okrajov�yh podm��nek a podm��nky izoperimet-rik�e.6.4. Cvi�en��.1. Ur�ete extrem�aly funkion�alu J = 1R0 y02dx za okrajov�yh podm��nek y(0) = 0; y(1) = 1 a izoperimetrik�epodm��nky 1R0 y dx = 1:2. Napi�ste difereni�aln�� rovnii extrem�al funkion�alu J = x1R0 �p(x)y02 + q(x)y2� dx za okrajov�yh podm��neky(0) = 0; y(x1) = 0 a izoperimetrik�e podm��nky x1R0 r(x)y2dx = 1:V�ysledky:1. y = �4x2 + 5x:2. p(x)y00 + p0(x)y0 � [q(x) + �r(x)℄ y = 0 p�ri zadan�yh okrajov�yh podm��nk�ah.



Z�av�erC��lem t�eto pr�ae bylo sezn�amit srozumitelnou formou �ten�a�re se z�aklady varia�n��ho po�tu. Vzhledemk tomuto faktu a rozsahu pr�ae jsme se omezili pouze na studium funkion�al�u z�avisej����h oben�e na funkijedn�e prom�enn�e a jej�� derivai prvn��ho �r�adu a s t��m souvisej����h varia�n��h �uloh t�r�� typ�u. T��mto jsmesie pokryli z�akladn�� problematiku varia�n��ho po�tu, ale na druh�e stran�e z�ustala zahalena �rada dal�s��hmo�zn�yh poznatk�u. Proto p�r��klady varia�n��h �uloh uv�ad�en�e v t�eto pr�ai nevykazuj�� p�r��li�snou slo�zitost;byly vybr�any tak, aby je bylo mo�zn�e v r�ami uveden�e teorie pom�ern�e snadno spo���tat. Av�sak p�resto jsmem�eli mo�znost se p�resv�ed�it o tom, �ze i na prvn�� pohled relativn�e jednoduh�e �ulohy n�as mohou na sam�emkoni hled�an�� konkr�etn��ho �re�sen�� p�rekvapit prinipieln�� nemo�znost�� nalezen�� analytik�eho vyj�ad�ren�� tohoto�re�sen��, tedy nutnost�� p�riklonit se k pou�zit�� nap�r. numerik�yh metod.Na tomto m��st�e jist�e nebude zbyte�n�e si znovu uv�edomit, �ze varia�n�� po�et nen�� pouze \p�eknou adob�re propraovanou matematikou teori��, ale teori�� sahaj���� i za sv�e hranie, my�sleno p�redev�s��m dooblasti fyziky { tedy oblasti ka�zdodenn�� reality. Pokud takovou vlastnost jak�akoli matematik�a teoriem�a, m�u�zeme si snad dovolit tvrdit, �ze se st�av�a je�st�e \kr�asn�ej�s��. Doufejme, �ze p�redhoz�� strany t�eto pr�aemohou zm��n�enou v�yznamnou u�zite�nost varia�n��ho po�tu alespo�n ��aste�n�e ilustrovat a potvrdit.
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