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PREDMLUVA

Tato sbirka doplnuje prednasky z Matematické analyzy II1. o priklady vhodné
k pfemysleni a k procvicovani probirané latky.

Tento text neni ukonc¢en. Priibézné ho ménim a doplnuji. Prosim proto ¢tenare
o shovivavost a sdéleni vSech pripominek.

2. tijna 2000
Jifi Bouchala



Priklad 1.
Rozhodnéte, zda posloupnost (ax) v R™ konverguje, a urcete jeji piipadnou limitu,
je-li:

def. [ 35—k _ 3k4ok |
a) n=2 a, = (2k3+1’ 3FFI2k+T >

ko (—DF 2’“).

N

def.
b) n=4, a, = (k 2 oY T

2_|_17
C) n=>5.a dgf. (wyf k L sin k k+1 (_1)]@(@_@)
s Uk k ) ' Tk Ak 11’ .

Piiklad 2.
Rozhodnéte, zda je vektorova funkce f diferencovatelna v bodé ¢, a pokud ano,
vypoctéte f'(c) a df.(h), je-li:

a) flz,y,2) L (83?2, 222) | ¢ = (1,2,3), h = (h, ha, h3);

b) f(x) def. (cosz,sinz), ¢ = %’ h = _\/ﬁ;

c) flx,y,2) def (xy,sin(xy), arcsin(z)), ¢ = (1,1,6), h = (hi, ha, h3).

Piiklad 3.
Vypoctéte f'(c), ¢'(f(c)) a (g o f)(c), je-liz ¢ = (1,1),

f(z,y) def. (1’2 +y2,Inz +Iny, %) , g(u,v,w) def. (uv+1,u2 — 02 +w,w—u).

Priklad 4. Nakreslete mnozinu (p) = {p(t) : t € I}, je-li:

a) @(t) = (34+2cost,2+ 2sint), I = (0,2m);

b) (t) = (34 2cos(2t),2+ 2sin(2t)), I = (0,27);
c) o(t) Lef (cost,2 + arcsin(cost)), I = (—m,m);

d) o(t) = (2sin®t,4cos?t), I =(0,Z);

e) pt) = (t*—2t+3,t2-2t+1), I =(1,+00);

def.
D o) (308, 20), 1=k

Piiklad 5. Parametrizujte mnozinu §2, je-li:

a) Q={(r,y,2) eR®: 2?2+ ¢y +22=9 A 22 +y—32=0};

b) Q:{($,y,Z)ER3: $2+y2+Z2:4 A $2+y2:2.’13 A ZZO},



o) Q={(z,y,2) ER®: 22+ +22=9 A 2 +32—22=0 A z >0}
d) @={(z,y,2) eR’: z =2 —y* A 2% +y° =6}
e) Q:{(%y,z)ER?’: y2:£L‘ A\ 22:y}

Piiklad 6. Vypoctéte f@ f(z,y)ds, je-li:

a) f(z,y) def. y?, o (0,27) — R2, () def. (2(t — sint),2(1 — cost));?

b) f(z,y) def- V2?2 + y? a ¢ je takova po ¢astech hladkd jednoduchéd uzaviend
ktivka, ze
(o) = {(z,y) e R?: 2® +y° = 6},

Priklad 7. Vypoctéte |, & r2yds, kde k je hranici kruhové vysede

{(rcost,rsint) € R2: r € (0,V2) A te (0,%)}.

Priklad 8. Vypoctéte qu f(z,y,2)ds, je-li:

def.

a) f(,9,2) " g, @i (0,2m) = R, p(t) = (cost sint, );

b) f(x,y,2) 2 P y2, o (0,27) — R3, (t) def- (tcost,tsint,t).

Priklad 9. Vypoctéte fk 22 ds, je-li:

EE{(wy,2) €R®: 2+ +22 =9 A ot+y+2=0}

Priklad 10. Vypoctéte délku kiivky

@: (0,21) — R3, ©(t) det. (tcost,tsint,t).

Priklad 11. Vypoctéte obsah valcové plochy
. {(z,y,2) €ER3®: > =22 A 0<2<+2x— 422},
Priklad 12. Vypoctéte hmotnost ,, Vivianiovy kiivky*

E {(2,y,2) R : 22 492 422 =4 A 2492 =22 A 2 >0},

je-li (délkova) hustota v kazdém jejim bodé rovna vzdélenosti tohoto bodu od
oSy .

1Poznamka a hadanka pro bystré ¢tendfe: Vsimnéte si, Ze tento priklad neni zcela korektnd,
a najdéte zpusob, jak vse napravit.



Priklad 13. Vypoctéte:
- 2 def. .
) = R? o(t) = (3cost,2sint);

a) f(w)(y—l)dx+xdy, kde ¢ : (0, 3

b) f(cp)(x2+y2) d$+($2 _y2) dy7 kde P <Oa 2> - RQ? Sp(t) d;f' (t7 1- |1 _t|)a
@12 21, 413).

c) f((p) rdz +ydy + (zz —y)dz, kde ¢ : (0,1) — R3, ©(t)

Priklad 14. Vypoctéte

1 1
/ et ——dy,
&) 1]+ 1yl 2] + |yl

je-li (k) orientovany obvod ¢tverce o vrcholech (1,0), (0,1), (—1,0) a (0, —1), jehoz

orientace je dana uvedenym potradim vrcholi.

Priklad 15. Vypoctéte
/yzdx+z2dy+x2dz,

(k)

kde orientace ,kiivky*
(k) déf'{(x,y,z) cER?: 22 +y* +22=9 A 2®+y* =3z A 2>0}
=), (3,0,0).

je dana poradim bodu: (0,0, 3), (%, %, -

Priklad 16. Vypodtéte f(k) f(z,y,2)ds, kde:

def.
f(xvywz) = (y2—22,z2—m2,x2—y2),
(k:)dgf'{(:v,y,z)eR3' Py =1Az>0ANy>0 A 2>0 A 2yz=0}

a orientace (k) je ddna poradim bodt: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Priklad 17. Vypoctéte pomoci Greenovy véty:
a)
1 2
/ —arctg (Q) dz + —arctg (f) dy,
(k) € Y )

kde (k) je kladné orientovana hranice oblasti

{(z,y) eR*: (I1<2®+y* <) A(z<y<zV3)}



/ yz? dx 4 zy dy,
(k)

kde (k) je obvod ¢tverce o vrcholech (0,0), (0,1), (1,1), (1,0), jehoz orien-
tace je dana uvedenym poradim vrcholi;

obsah elipsy

2 2
Y
ey e®r: 54 % <1} (ab>0)
/ 3dz + 2dy,
()

je-li
¢ (0,27) — R2, o(t) < (2(t —sint), 2(1 — cost)),

a orientace ((¢)) je ddna pofadim bodi ¢(0), ¢(27).2

Priklad 18. Vypoctéte:

a)

2)

™ 9
i2) def.

| f(z,y)ds, kde f(z,y) =" (2zy — ysin(ay),2? + 2 — wsin(zy));
0,%)

(1,1)
| f(z,y)ds, kde f(z,y) def. (2ye™ + 2x + 2y?, 2ze®Y + day + 2y);
(2,0)

(2,0)
| f(z,y)ds, kde f(z,y) = (322 + ycos(ay), & + 1+ z cos(ay));
(£,

(_17_2)
[ f(z,y)ds, kde f(x,y) def. (922y+242y?+6+5y, 3x3+2422y+8+5x);
(2,1)

(0,1,2)
[ 32%y?zdx + (223yz — 2%) dy + (2%y? — 2yz + 322) dz;
(71,370)

(1,1,1)
[ (%% 4+ 22)dz + (2zy2? + 2y) dy + (2zy?z + 22 + 1) dz;
(0,0,1)

(1,0,0)
| 2z + 3y +sin(2?)) dz + (22) dy + (2zz cos(2?)) dz.
(0,0,0)

2 Ndpovéda: doplitte (a sikovné) ,kiivku“ (¢) na ,uzavienou kiivku“.



Priklad 19. Vypoctéte ffw f(z,y,2)do, je-li:

a)
f@,y,2) Ca+y+2

Dy = (0,1) x (0,1), ¥(u,v) < (1,u,v);

fla,y,2) = 2(2? + 42,

D1y = (0,2m) x (—g,0>, Y(u,v) et (cos ucosw,sinucosv, 1+ sinwv).

Piiklad 20. Vypoctéte [[g f(z,y, z) do, kde

a)
def.
f(.flf,y,Z) = 327
S={(x,y,2) eR®: z=ay A 2?2 +y* <1}
b)
def.
f(@,y,2) = wy,
S={(x,y,2) eR®: 22+ =42 A x>0 A y>0 A 2 <1}
c)
F,y,2) E ay + yz + 2z,
S={(z,y,2) eR®: z=+/22 +y2 A 2% +y* < 22);
d)

f,y,2) Ly,

S:{(a:,y,z)E]Rgz P4+ =22 Az>0Ay>0 A 0<z<1};

)
def.
f(xvyuz) = Zz,
S={(z,y,2) eR*:
PP+ =9 A0 A y>0 A 2>0 A z+y<3);

f)

def. 1

f(xaywz) =

- (ta+y)?
S je povrch étyfsténu s vrcholy (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), a (0,0,1);



10

fla,y,2) E 2?42 + 2,

S je hranice mnoziny {(z,y,2) € R*: 22+ 9> + 22 <4 A 2 >0}

Priiklad 21. Vypoctéte pomoci plosného integralu obsah plochy S, je-li:

a) S={(z,y,2) eR’: (z-8)*+(y—7)°+ (6 —2)* =25}
b) S:{(Sll,y,Z)ER?’: ZZ%(J:Z—l—yQ) A 1172+y2§1};
c) S={(z,y,2) €R?: 2? +y*+22=100 N -8 <z <6};

d) S={(z,y,2) eR?: 2?2 +y*+22=4 A 2> +y* <2z A z>0}.

Vvev

a)
S ={(z,y,2) eR®: 2> +y* +22 =36 A z >0},

je-1i jeji (plosna) hustota popsana funkci h(z,y, 2) def- V? 4+ y?;

b)
S={(x,y,2) eR?: 22=2?+¢y* AN 0< 2 <1},

je-1i jeji (plos$na) hustota v kazdém jejim bodé rovna vzdélenosti tohoto
bodu od osy z.

Piiklad 23. Vypoctéte ff(w) f(z,y,2)do, je-li:

a)
def. 2 2
f(z,y,2) ="(0,0,27 +y7),

Dy = (1,2) x (—g, g>, WP(r,t) et (rcost,rsint,0);

def.
flz,y,2) = (—2°z,y, 2zy),

Dy = (0, g> x (0, g}, Y(u,v) def (cosucosv,2sinucosv,sinv).
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Priklad 24. Vypoctéte plosné integraly 2. druhu:

// (2y — 2,6z — 2z,3x — y) do,
(L)
kde plocha

L={(z,y,2) €ER®: 224+ y+22=6 A 2>0 A y>0 A z>0}

. , , def.
je orientovand vektorovym polem n(z,y,z) =

[ o
(L)

L={(z,y,2) eR®: z=ay A 2* 49> <5}

1(2,1,2);

kde plocha

je orientovana pomoci normélovych vektort ,svirajicich“ s vektorem (0,0, 1)
ostry thel;

// (0,0, 2%y*2) do,
(L)

L={(r,y,2) eR®: 2>+ 3> +22=6 A 2 <0}

kde plocha

je orientovana pomoci normélovych vektort ,svirajicich“ s vektorem (0,0, 1)
ostry thel;

/ /( | (@v2)de

kde L je zaporné orientovany povrch kuzele

{(z,y,2) ER®: 2®+3° <> A 0< 2 <1}

Priklad 25. Vypoctéte pomoci Gauss-Ostrogradského véty:

//( )(:1;3 —yz,y° — zz,2° — xy) do,
L

kde L je kladné orientovany povrch koule

{(z,y,2) eR®: 2® + 9% 4 2* <18z}
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// (z—-y+2y—z2+z,2—y+x) do,
(L)

kde L je zaporné orientovany povrch osmisténu

{(@,y,2) €R?: 2]+ |yl +|2] < 3};

c) tok vektorového pole

def.
flx,y,2) = (2,97, 2%)

kladné orientovanou kulovou plochou se stfedem v bodé (1, 1, 1) a polomérem
1 .

Y

d) objem télesa ohrani¢eného plochou 1, kde

Dy = (0,27) x (0, 27),

Y(u,v) def. ((a + beosv) cosu, (a + beosv) sinu, bsinv)
(0<b<a).

Priklad 26. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty:

a)
/ zdx +xdy + ydz,
(k)

kde o
k:{(way»Z)ER?’: 24yt =4 A 5+§:1}
a orientace k je dana potradim bodu

(27 0, 0)7 (07 2, 3)7 (_27 0, 6)3

/ —ydx +2xdy + 0dz,
(#)

kde
Dy = (0,27), o(t) et (sint, cost,0);

3Jedn4 se o tzv. anuloid.



/ zdr+ (x+y)dy + (z +y + 2)dz,
(¥)
kde

Dy = (0,27), o(t) et (3cost,3sint, 3(cost + sint));

/ y?de + 22 dy + 22 dz,

(k)

kde k je obvod trojihelniku o vrcholech
(3,0,0), (0,0,3), (0,3,0),

jehoz orientace je dana uvedenym potradim vrcholi.

13
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Priklad 27. Najdéte vsSechna vlastni ¢isla a vSechny jim odpovidajici vlastni
vektory danych matic:

2,1 1, 2 3, -2 1, -1 1, -1 1,5)
—5,4) \-5 1) \4,-1) -1, 1) \1, 3) \24)°

2,1, -2 1,0, 0 ~3, 0,2 3,-1,0 1,1,0
~1,0, 0o, |21, -2], 1,-1,0], (6 -32], (200
1,1, -1 3,2, 1 ~2,-1,0 8, —6, 5 0,0, 1

Priklad 28. Najdéte vSechna feSeni (na R) soustavy linearnich diferencidlnich
rovnic

y = Ay,

kde za matici A postupné dosazujte matice z Prikladu 27.

Priklad 29.
Najdéte vSechna feSeni (na R) soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic:



1, 1 n —cCcosz
-2, —1 y sinx +cosx )’

Priklad 30.
Najdéte feseni Cauchyovy tlohy:

1
]. _1 COsS ™
! __ 9 I
2,1, —2 0
-1,0, 0]y, wy(0)= 1
1, 1-1 1
2.1, 0 1
) vy=10,2 4]y, y)= 0
1, 01 1
2.1, —2 2
g) y/ = _17 07 0 Yy + 1 9 y(O)
1, 1-1 1—a
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Priklad 31. Rozhodnéte, které z nasledujicich fad jsou absolutné& konvergentni,
které konvergentni a které divergentni:

oo

1 )
— b
a);ln(n—kl)’ )2712—1—17

00 3n n ) S
) <3n+1> ’ 92

F— ’ —
ot n—Inn ot n!
= nl = 1
g) ZQ”—l—l’ h) Zsm 5
n=1 n=1
o0 o0
1 2" . nl
ch , i ,
) nz_:l n(n+1) ) nz_:l n"

= (n—D!(n+3)13" N 1
Il) Z( )(2(n);|— ) , n) ZSln ((n+ g)ﬂ')7

|
n!
o) cos > D) o
n=1 n=1
=, 2"n! =
q) —, r) E n”sin —,
3 2

o n+7 \" = (n!)
9 2 (3n—1999) ’ DY 2n)!”



= 1
w) nz::l(n—i—l)ln(n-i—l)’

E — COS

>, 6n° — 7n? 4+ 1998
y) >

— 1999n° + 6nt —1°

i 3n+7 "
3n +2001 )
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