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1. VEKTOROVY A METRICKY PROSTOR R"
1.1. Operace v R", definice metriky. Symbolem R™, kde n € N, znacime

mnozinu vSech uspotfadanych n—tic redlnych cisel. Prvky R™ zapisujeme ve tvaru

1'2(1'171'2,---,-1’”), y:(y17y27"~7y'n)7 e

Reélnd ¢isla 1, xa, . .., z, (resp. y1,¥2, ..., Yn) Nazyvame souradnicemi nebo slozkami bodu
x (resp. bodu y).!
Definujme nyni v R™ nésledujici operace (z,y € R", ¢ € R):

def.
r+y < (xl +y1,$2+y2>---7xn+yn)a

def.
c-x = (cxy,cTo,...,CTy),

def.
r—y = $+((_1)‘y):(xl_y17x2_y2>"‘7xn_yn)

(neni tézké prokazat, Ze spolu s témito operacemi tvoii R™ vektorovy prostor);

def. o o
x-y = T1Y1 + T2Y2 + -+ + xpYn ... skaldrni soucin,

2| L zz=/a? + 2%+ +22 ... norma,
1 2 n

def. .
o(@,y) = |lz —yll = V(21— y1)? + (w2 = y2)? + -+ (20 — yn)? ... metrika.

Priklady.
1) (2,3,—1)+(0,9,12) = (2,12,11).
2) —6-(2,—1) = (—12,6).
3) (1,1,1,2) —(2,2,3,4) = (—1,-1,—-2,-2).
4) (1,2)-(3,—6) = —9.
5) 12,3l = V13.
6) o((1,1),(~10,0)) = VI22,
Tvrzeni. Pro vSechna x,y,z € R" plati:
(i) o(z,y) €R, o(z,y) >0, o(z,y) =0z =y;
(i) o(z,y) = oy, v);

(i1i) o(x,y) < o(x,z) + o(z,y) (tzv. ,trojuihelnikova nerovnost®).

INe vzdy budeme — samoziejmé — rozliSovat jednotlivé soufadnice pomoci indext. Ilustrujme
toto upozornéni priklady:
(z,9,2) €R?, (u,0) €R?, ... .



Vsimnéme si: je-li n = 1 (pfipadné n = 2 nebo n = 3), je o(x,y) rovno
vzdalenosti obrazii z a y na ¢iselné ose (pfipadné v roviné nebo v prostoru). Metrika

o0 je tedy jakymsi zobecnénim pojmu ,,vzdalenost“ bodi.

Mnozinu, na niz mame definovanou metriku, nazyvame metricky prostor.

Skutecnost, ze R™ je metrickym prostorem, ndm umozni definovat konvergenci

posloupnosti v R™.

1.2. Konvergence posloupnosti v R".

Definice. Bud a € R" a bud (ax) posloupnost v R", tzn., podobné jako u realnych
posloupnosti, ze kazdému dost velkému k € N je pfifazeno aj € R™. Rekneme, Ze
posloupnost (aj) mé limitu a (a piSeme lim ay = a nebo lim a; = a nebo ap — a),

k—oo
jestlize
lim o(ay,a) = 0.
(Vsimnéme si, ze lim gp(ag, a) je limitou posloupnosti redlngch ¢isel.)

Véta 1.1 (,,.konvergence v R” = konvergence po slozkach*).

Necht (a) je posloupnost v R™ a necht a € R™. Oznacme ay, = (ak1, akz, . ..

a = (a1, as,...,a,) souradnice bodi ay, a. Potom

lim ap, = a
k—o0

pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,2,...,n} plati

lim ar; = a;.
k— o0

Priklady.

D (ghr.8. 082 = (1.5.0,0)

7akn)7

2) Posloupnost (k2 0, kZ) nema limitu, protoze posloupnost ,prvnich slozek®
této posloupnosti, tj. realnd posloupnost (k?), nemé kone¢nou (!) limitu.

Cviceni. Rozhodnéte, zda dana limita existuje, a pokud ano, vypoctéte ji:

ke (ZDF.3);

(

2) lim (gt (5)):
(
(

(1+ 1), Zsin(k? +1));

4) lim (Vk,4,k* = k).



2. REALNE FUNKCE 1 — REALNYCH PROMENNYCH

2.1. Definice, zakladni pojmy. Reilnou funkci n — redlnych proménnych nazyvame
kazdé zobrazeni z R™ do R. Jinak feceno: redlna funkce n — redlnych proménnych
f je predpis, ktery kazdému

= (x1,z9,...,2,) € Df CR"
prifadi pravé jednu hodnotu
f(fL’) 02. f(.T17.T27...,ZCn) GHfC]R

(Df ... defini¢ni obor funkce f, Hf ... obor hodnot funkce f).
Skutecnost, ze f je redlnou funkci n — redlnych proménnych, budeme zapisovat
symbolem:

f: R"—=R.
Priklady.

1) f(z,y) =sin(z +2y), Df =R?%, Hf = (-1,1).
2) flz,y,2) = a2 +y?+2% Df =R’ Hf =R* U{0}.

1, je-li zy > 0,

3) flzy) = { Df =R? Hf ={1,-1}.

1) fla,y) =14, Df = {(v,y) €R?: 2% +y? <9}, Hf = {14}.

—1, je-li zy <0,

Umluva. Podobné jako u funkci jedné redlné proménné, je-li funkce f : R™ — R
zadana pouze svym predpisem, rozumime jejim defini¢nim oborem mnozinu v$ech
prvkl z R", pro néz mé dany predpis smysl.

Piiklad. Urcete defini¢ni obor funkce f : R? — R definované piedpisem:

f(@,y) L sin(3z +y — 6) + Vo + 1 — In(y?).

Reseni:
(z,y) e Df < [x+1>0 A y*> 0], a proto

Df ={(z,y) €R?*: 2> -1 A y#0}.

Definice. Bud f: R"™ — R.
Grafem funkce f rozumime mnozinu

Graf f def. {(z1,29,...,2n,y) ER"™ : (z1,20,...,2,) EDf Ny = f(x1,22,...,2,)}.

Vrstevnici funkce f o koté ¢, kde ¢ € R, rozumime mnozinu




2.2. Operace s funkcemi.

Definice. Bud f,g: R"” — R a bud ¢ € R. Funkce
fro. f=9. f9 iR R

definujeme predpisy:

Definice. Bud f: R™ —R; g1, g2, ..., gm : R* = R.
Funkci h: R™ — R definovanou pfedpisem:

def.
h(zi,...,x,) = f(gl(xl,...,a:n),gg(xl,...,xn),...,gm(ml,...,xn))

nazyvame slozenou funkci z funkei f;91,92,..., gm-
Priklad.
fu,v,w) A 02y 22 4 3w?;
def.
gi(z,y) =z —y,
def.

g2(z,y) = 2+,

def.
93(z,y) = 2z +y.

h(z,y) L fla1(z,y), g2(2,9), g3(2,y)) = (x — 9)? + 2(z + y)* + 3(22 + y)°

= 1522 + 14y + 612

Cviceni.

1) Urcete a v R? znazornéte definiéni obor funkce f definované predpisem:

a) f(a,y) S V922 g — T 2 1
b) f(z,y) = In \/1 — 1yl

o) fle.y) VAT =T+ T

d) f(z,y) < arcsin(2z) + /1 — y2.




2) Znézornéte (v R3) graf funkce f definované piedpisem:

def.
a) f(z,y) = 4-a% —y?

b) f(z,y) = 4 - 2%

¢) f(z,y) = 2z + 3y + 1.

3) Urcete a v R? znazornéte vrstevnice funkce f definované predpisem:

def. 22 2
a) flz,y) = 1-%F — 4%

def.
b) f(z,y) = 2+ y*;

¢) flz,y) = y;

d) f(z,y) At op + 3y + 1.
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3. LIMITA A SPOJITOST FUNKCI VICE PROMENNYCH

3.1. Limita funkce.

Umluva. Piseme-li

xo # X — To,

kde x¢ € R™, myslime tim, Ze pro vSechna dost velkd k € N je

xr € R\ {zo}

hmxk = Zg.

Definice. Rekneme, 7e funkce f : R™ — R mé v bodé o € R” limitu a € R*,
a piseme
lim f(x)=aq,

T—xg

plati-li implikace
xo # T — 9 = f(T)) — a.

Pozorovani. Bud f: R" — R, zg € R" a a € R. Potom plati:

(i) existuje-li lim f(z), existuje § > 0 takové, Ze

T—xg

P(x0,0) L {z € R": 0 < ||z — x| < 6} C Df

... prstencové okoli bodu xy o poloméru ¢;

(ii) lim f(z)=a<

r—T0o

< (Ve>0)(30 >0) (Ve e R0 < ||z —axol| <) : |f(z) —al <e;

(iii) lim f(z) = +oo <

T—x0

& (VkeR) (35 >0) (Ve € R™0 < ||z — x| < 9): f(x) > k;

(iv) lim f(z) = —o00 &

T—xg

& (VIeR) (6 >0) (Vz € R™0 < ||z — 20| < 0): f(z) <L
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Piiklady.

sin(z?+y?) -1

1) lim o

(z,y)—(0,0)
Diikaz. Definujme funkci f: R? — R predpisem:

: 2 2
det. sin(z? +y
)

Potom plati:
[(0,0) # (zk,yx) — (0,0)] =2
= [sz:k —0 A yr — 0 A 2% +y2 # 0 pro viechna dost velka k € N} =
= [22 -0 A y} >0 A 27 +y} # 0 pro vSechna dost velkd k € N| =

= [0 # 2, = af +y7 — 0] =3 [B02 = f(ay, ) — 1.

To jsme méli dokazat.

2) lim (y + %) neexistuje.

(w,y)—(0,2)
Diikaz. Definujme funkci g : R? — R a posloupnost ((zy,yx)) v R? pred-
pisy:

def. 1 def. (_1)k
g(xay) y+x7 (xkvyk) ( L 5
Potom plati:

b (0a2) # (mk,yk) - (072)7
e posloupnost (g(zx,yx)) = (2 + (—1)*k) nema4 limitu.

To jako argument, Zze zkoumana limita neexistuje, sta¢i (viz definici limity).

3.2. Spojitost funkce.

Definice. Rekneme, Ze funkce f : R” — R je spojitd v bodé o € R", je-li

lim f(z) = f(zo).

r—xQ

Pozorovani.
(i) Je-li funkce f: R™ — R spojitd v bodé =y € R™, existuje § > 0 takové, ze

Ulzo,8) L {z e R": ||z — o] < 6} C Df

. okoli bodu zg o poloméru 4.

2Viz Vétu 1.1.
#Vime, ze lim siiZ — 1, a proto plati implikace: 0 # z, — 0 = —S";‘:k 1.
z—
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(ii) Funkce f: R™ — R je spojitd v bodé xo € R™ tehdy a jen tehdy, plati-li
implikace
zp — 2o = f(zk) — f(20).

Priklady.

1) Funkce f: R? — R definovana ptedpisem:

sin(z? 2 . .
o [ S Jeh 2 200

]-7 je'li (I’,y) = (070)’
je spojita v bodé (0,0).
2) Funkce g : R? — R definovand piedpisem:

( ) def. Y+ %7 je_h T 7& 07
x? - . .
REY 1, je-lix =0,

neni spojitd v bodé (0, 2).

Véta 3.1. Necht funkce f,g: R™ — R jsou spojité v bodé xoy € R™.

Pak i funkce f+g, f—g, f-g, c- f (c €R) jsou spojité v bodé xg.

Je-li navic g(xg) # 0, je i funkce g spojitd v bodé xg.

Dodatek. UvaZujme situaci z definice sloZené funkce, tj., bud funkce
h: R™ — R definovand rovnosti:

def

h(x) = f(gl(x)7 92(x)7 s 7gm(x))v

kde f: R™ = R; g1, g2, ..., gm : R* = R.
Potom plati: Jsou-li funkce g1,9s,...,9m spojité v bodé xo € R" a je-li funkce f
spojitd v bodé (g1(x0), g2(%0), - - ., gm(x0)) € R™, je funkce h spojitd v bodé xo.*

Piiklad. Bud funkce f: R? — R definovana predpisem:

fz,y) def. sin(z + 2y) — 2® + ™Y

a bud (z,y) € R? libovolny bod. Potom funkce f je spojitd v bodé (z,y).

Definice. Rekneme, 7e funkce f: R™ — R je spojitd na mnoziné M C R", plati-li
implikace:®

M >z —x9g € M= f(xg) — fxo).

4Jinak fe¢eno: ,Slozenim spojitych funkci vznikne spojita funkce.“
5Ctenaf tusi spravné: zapisem ,M 3 x;, — xg € M rozumime, Ze pro vSechna dost velka
keNjexy, € M azexg € M.
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4. DERIVACE A DIFERENCIAL FUNKCI VICE PROMENNYCH

4.1. Parcialni derivace prvniho radu.

Pfi zkouméni vlastnosti funkce f : R? — R definované na okoli bodu ¢ = (cy, c2)

jisté muze byt uziteéné vysetrovat funkce
91,92+ R—R,
def. def.
gl(x) = f(f.ﬂ,CQ), g2(y) = f(clvy)‘

Existuje-li konecna prvni derivace funkce g; v bodé c¢1, budeme ji nazyvat
parciélni derivaci podle x (nebo podle prvni proménné) funkce f v bodé ¢
a znacit ag_g;c)‘

Podobné: existuje-li konecna prvni derivace funkce g3 v bodé cy, budeme ji

nazyvat parcidlni derivaci podle y (nebo podle druhé proménné) funkce f v bodé ¢
af(o)
Jdy °

a znacit

Zobecnéme nyni tento pripad pro funkce n proménnych.
Definice. Bud f: R" - R, budk € {1,2,...,n} abudc= (c1,¢2,...,Ch,-.-,Cp)
vnitfnim bodem Df (tzn., Ze existuje § > 0 takové, ze U(c,d) C Df5).

Ma-li funkce g : R — R definovana predpisem

def.
gk () = fler, ey ey Cho1, Xy Chg1y e -y Cn)

kone&nou derivaci v bodé ¢, nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f
podle k—té proménné v bodé ¢ a znacime ji

0f(c)
8xk '
(Je tedy agw(i) def- gr.(cx) € R.)
Funkce % : R™ — R definovana ptredpisem
ﬁ(az det. O (2)
al‘k n 6’a:k
se nazyva parcialni derivaci funkce f podle k—té proménné.
Priklady.
1) Bud f(z,y) et sin(2z + y). Potom
0 e .
2L (7,0) = ¢/ (), Kde g(x) % f(z,0) = sin(20),
x
g (z) = 2cos(2x),
a proto
0
a—i(w, 0) = 2cos(2m) = 2.

6Viz definici okoli bodu na strané 11.
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Podobné:
of / def. . .
5o (r.0) = 1(0). kde h(y) *F f(r.y) = sin(2r +3) = siny,
W (y) = cosy,
a proto
of
— = =1.
Dy (m,0) = cos0
2) Bud
. 15 je_li xry ?é 07
flz,y) < { 0. toli gy —
, je-li zy = 0.
Potom
or oy

Viimnéte si, ze piesto funkce f neni spojita v bodé (0,0).7

3) Bud f(x,y,2) et sin x cos(y + 2z). Potom

78“2’;’ ?) = cos w cos(y + 2z), %}Jyﬂ) = —sinzsin(y + 22),
W = —2sinzsin(y + 2z).

(Definice parcidlni derivace podle k—té proménné poskytuje i ndvod, jak tuto derivaci
pocitat: vSechny proménné — s vyjimkou k—té — povazujeme za parametry a funkci
derivujeme jako funkci jedné (k—té) proménné.)

Cvic¢eni. Vypoctéte g—f(:z:,y) a g—g(x,y), je-li funkce f definovand predpisem:

x

a) flz,y) L 203y — day? + 2

b)  f(z,y) et In(z + /22 + y?);

def. 8

c) f(z,y) = av.

"Nepiehlédnéme to: Z existence parcidlnich derivaci funkce f v bodé& c neplyne spo-
jitost funkce f v bodé ¢!
8 P¥ipomerime si, ze
def.
¥ = eynT
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4.2. Derivace ve sméru.

Pozorovani. Bud

f: R" =R,
c=(c1,c2,...,¢) €ER",

er €(0,...,0, 1 ,0,...,0)€R".
k—td
slozka

Potom?
of(c) . gr(cr +1) — gr(cr)
oxy, _gk(ck)_}% t -
~ lim fler, . oyho1,06 + 1t Chg1y .- oyen) — f(c1,- vy Cn) _

t—0 t

g St ten) = fl)
t—0 t

Nahradime-li ve vySe uvedené limité ,smér“ e; libovolnym v € R", pro néz je
|u|| = 1, dostaneme derivaci funkce f v bodé ¢ ve sméru w.

Definice. Bud ¢ € R" vnitfnim bodem defini¢niho oboru funkce f : R™ — R, bud
u € R", ||u|| = 1. Existuje-li kone&na limita

i Fe 0 = (0)
t—0 t

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé ¢ ve sméru u a znacime ji

df(c)

du

Pozorovani. Parcialni derivace podle k—té proménné je tedy specidlnim pripadem
derivace ve sméru, a to ve sméru u = ey, tzn.,

0f(c) _ df(o)
8Ik N de;€

Slib. Casem se nauc¢ime, jak lze ¢asto a Sikovné spo¢itat derivaci ve sméru; pocitat
ji (jen) pomoci vyse uvedené limity je brutalni.l®

9Pouzivame oznadeni z definice parcidlni derivace.
10T nedo¢kavi si mohou dopfedu nalistovat tvrzeni (iii) Véty 4.2.
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4.3. Parcialni derivace vyssich radu.

Definice. Necht f : R"™ — R, necht i,j € {1,2,...,n} a necht % existuje

na néjakém okoli bodu ¢ € R". Existuje-li parcialni derivace podle j—té proménné
funkce % v bodé ¢, nazyvame ji parcidlni derivaci druhého ¥ddu funkce f v bodé ¢

podle i—té a j— té proménné (obecné zdlezi na pofadi!) a znacime ji

0% f(c)
8902-695]- '

Ce e %f(c) \11
(Je-li i = j, piSeme aT(ZQC))
Obecné definujeme parcidlni derivaci k—tého fddu funkce f v bodé€ c
podle proménnych z;,,x;,,...,z;, predpisem:

P10 O (o) ©

(i1, ip € {1,2,...,0}).

Priklady.
1) Bud
f(.y) € sin(2r + 3y).
Potom
0 0
a—i(x, y) = 2cos(2x + 3y), a—;};(m, y) = 3cos(2z + 3y),
02 f . 0% f .
W(xvy) = _48111(256 + 3y)7 8—y2(x, y) =-9 Sln(2x + Sy)a
o0 f 0% f
= —6sin(2z + 3y) = —— (2, ).
910y (z,9) sin(2z + 3y) g0z (z,y)
2) Bud
def. 17 je_li r = 07
flz,y) = .
0, je-li z #0.
Potom
0 02
8—5(9&,3;) =0 (v R?), a proto Wg;(O,O) = 0.
HCtenafi je jasné, a neni proto t¥eba to zde vypisovat, jak jsou definovany funkce %
8%y
a 5.2
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Na druhou stranu

2
a—f(O,()) neexistuje, a proto ani ;;afy

ox

(0,0) neexistuje.

Véta 4.1 (o zaAménnosti parcidlnich derivaci).
Necht funkce f: R™ — R md v néjakém okoli bodu ¢ € R™ parcidlni derivace %,

2
887]:, aggg}j a necht funkce 822823_ je spojita v bode c. Pak existuje gx]f (,g;) a plati

0*f(c) _ P*f(c)
8a:j8:ci N 8:6181;]

(i,7 € {1,2,...,n}).

Dusledek. Md-li f na oteviené mnoziné M C R™ (tj. mnoziné, ktera s kazZdym
svgm bodem obsahuje i néjaké okoli tohoto bodu) spojité vSechny parcidlni derivace
aZ do k—-tého vddu véetné1?, nezavisi tyto parcidlni derivace (na M) na potadi
promeénnyjch, podle nichz derivujeme. (Zdavisi pouze na tom, kolikrat podle které
promeénné derivujeme).

Cviceni. Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu funkce f definované
predpisem:

a) f(z,y) det. cos(2x + 3y) sin(—3z);

b) f(z,y) % arctg(2z — y);

c) flz,y,2) def 2 4 293 + zyz2.

4.4. Diferencial.

Definice. Bud v8echny parcidlni derivace prvniho fadu funkce f : R™ — R spojité
v bodé ¢ € R". Potom rikame, ze funkce f je (spojité) diferencovatelnd v bodé c,
linearni funkci df. : R™ — R definovanou predpisem
9f(c) 9f(c) 9f(c)
dfe(h1,...,hn) = h ho + - --
f( ! ) 83:1 1t 83?2 2+ + 8.’13n

nazyvame diferencidlem funkce f v bodé ¢ a vektor

det. (0f(c) 9f(c) 9f(c)
grad f(c) = ((9561 R FRREERRE (933n)

nazyvame gradientem funkce f v bodé c.!3

hy,

12V takovém piipadé piseme f € C¥(M). Navic piseme f € C°(M), je-li f € C*(M) pro
vSechna k € N.
13Viimnéme si: je-li f diferencovatelna v bodé ¢, je pro kazdé h € R™

dfc(h) = grad f(c) - h.



Pi#iklady.
1)
f(may) dgf. In \% 2332 - y27 Cc= (37 _\/5);
6 V2
dfe(hi, he) = Ehl + 1—6h2.
2)

f(xa Y, Z) dgf. xyz, Cc= (17 _27 1)7
dfe(hi, ha, h3) = —2h;.
Cviceni. Urcete df., je-li:
def. 2 2
a) f(z,y) = In(z®+y7), c=(1,3);
b) f(z,y,z,u) det. sin(z + y) cos(z — u), ¢=(0,0,0,0).

Véta 4.2 (vlastnosti diferencovatelné funkce).

Necht funkce f: R™ — R je diferencovatelnd v bodé ¢ € R"™. Potom plati:

(i)
i Leth) = fle) = dfe(R) _o:
h—(0,0,...,0) A ’

(ii) f je spojitd v bodé c;

(iii) pro kazdé u € R™ takové, Ze ||u|| = 1, existuje dégf) a plati

YO _ g -

(iv) je-li grad f(c) = (0,0,...,0), je
d
/() =0 pro kazdé u € R", |ju| =1,

du
je-li grad f(c) # (0,0,...,0), je dégf)

e nejvétsi pro u def. 7gradf(c) °=
| grad f(c)|l

e nejmensi pro u et __eradfle) Zuy (= —uy);
| grad f(c)| ’

navic plati:
af df(c = —|| grad
dsz) = || grad f(c), dfzfg) | grad f(c)||-

18
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Piiklady.

1)

ef. 4 3
f(x,y,z) d:f TYyz, €= (57172)7 U= (5’0>_5);

df(c) 4 3 4 3 7
— (2.1 AZ0-2)=92.2110- (A
™ (2,10,5) (5,0, 5) = +10-0+5 < 5) -

4L e-li:

Cviceni. Vypoctéte

a) flz,y) < In(z2y), c=(1,4), u=(1,0);
b) f(z,y) 1 /222 — Y2, c=(3,—V2), u= (73, %) .

4.5. Taylorova véta.

Véta 4.3 (Taylorova).
Necht m € N, c e R", f: R™ — R a necht existuje 6 > 0 takové, Ze

fecm™(U(c,9)).
Pak pro kazdé h = (hy, ha, ..., hy) € R™ takové, Ze ¢ + h € U(c,9), plati:

fle+h)=Tn(c+h)+ Rpsi1(h),

kde
Tn(c+h) = 1|Zafl 2,2% hihj+

T3 JXZ:_ D, 8$]8xkhh i - +%iﬂﬂ%hhm
Rint1(h) = - z": il (Cad 3D hiy - hi, ., pro néjaké & € (0,1).

(9.772'1 ce 83:%“
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Navic plati:

Priklad. UvaZzujme

flz,y) def. coszcosy, c=(m0), m=2.

Potom pro h = (h1, ha) € R? mame

_ _ 9f(m,0) df(m,0)
fle+h) = f(r+ hi,h2) = f(m,0) + O hy + Iy ha+
1 (0%f(m,0) 5, O*f(m,0) d*f(m,0) P f(m,0) 5 _
3 (Whl+whlh2+mh2hl+a—yzh2>+R3(h)_

1
=1+ 3 (ki + 13) + Rs(h),

a proto pro (x,y) ,blizké“ bodu (m,0) méme

flz,y) = -1+ %(:13 —m)* + %yQ = T(z,y).

Definice. Bud funkce f : R? — R diferencovatelnd v bodé ¢ = (c1,c2) € R2.
Rovinu

af(c) 9f(c)
Ox oy
(

nazyvame tec¢nou rovinou grafu funkce f sestrojenou v bodé (cy, co, f(c1,c2)).

o Z {(z,y,2) €R®: z= f(e) +

(z —c1)+ (y —c2)}

14

Priklad. Rovina
9 {(z,y,2) €ER3®: 2= -1}

je te¢nou rovinou grafu funkce

fx,y) © cosa cosy

sestrojenou v bodé (7,0, —1).
Cviceni. Najdéte rovnici te¢né roviny grafu funkce f sestrojené v bodé (cq, ca, f(c1,¢2)),
je-li:

a) flz,y) L a2+ 12, ¢ = (c1,09) = (1,1);

b) f(x7y) d;f' xS - y2 +2r — 37 c= (01702) = (172)

I4Bystry ¢tenaf si véimne, ze

o: 2= f(e)+ dfelz —c1,y — c2) = Ti(z,y).
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Nl

4.6. Diferencialy vyssich radi.

Definice. Necht funkce f: R™ — R mé v bodé ¢ € R™ spojité vSechny parcialni
derivace k—tého fadu. Funkci

d*f,: R" - R

definovanou predpisem

i b

. 9" f(c)
A5 £.(hy hg. . By i h
f( 1,12, ’ ) ' Z 1axilaxi2...a$¢k '
D1 yeeeyifp=

pak nazyvame diferencidlem k—tého rddu funkce f v bodé c.

Priklad. Bud
flz,y) L sin(2e +y), ¢ = (0,7).

Potom

d' f.(h1,h2) = dfe(h1,he) = —2h1 — ha,
d?fe(h1,h2) =0,
d3f.(h1, hy) = 8h3 + 12h2hy + 6h 1 h2 + 3.

Pozorovani. Za situace z Taylorovy véty'® plati:

Fleh) = F(0) + 1 Afel) + g L) 4 - d™ (k) + Ry (),

kde

1

Rimya(h) = (m+1)!

d™ 1 f. en(h) pro n&jaké € € (0,1).

Pozorovani a poznamka k vypoctu diferencialu k—tého radu.
Necht funkce f : R? — R ma v bodé ¢ € R? spojité vSechny parcidlni derivace
druhého Fadu. Pak (viz Vétu 4.1) plati

*f(c) d*f(c) d*f(c) d*f(c)

2 2 2 _
d fc(hla h2) — 81’2 hl + 8x8y h1h2 + Oyé?m thl + ayz hg =
_Ofle) 5, ,O*f(c) 9%f(c) 9 9, \ e
02 hi+2 dzdy ke Oy? ha = (%hl * 8_h2> /()

15Viz Vétu 4.3.



22

Podobné, mé-li funkce f : R™ — R v bodé ¢ € R" spojité vSechny parcidlni
derivace a7 do k-tého Fadu véetné, lze p¥i vypoétu d” f, vyuzit ,rovnosti

0 0 0 F
dkfc(h1>h27'-'7hn) = (a—mlh1+a—‘mh2+ +87hn> f(C)“.

Ukazme si na prikladu, jak lze tohoto pozorovani vyuzit.

Piiklad. Urcete d3f., je-li

a3 fo(hy, he) = 9y +Qh 3f()“—
c\I1,102) — 9 81‘1 8’!/2 Cc —

3 3
8 aaghS) f(C)“:

0y daayp et

3 3
=, (aa_hg +3888 h2h2 +3

TGN (C

3 f(c) Fflc), 5 _
d3 9220y iy + h =

h2h
2 3 500, 9y°

= 6h3 — 3h2hy.

Cviceni. Urcete d¥f., je-li:
a) fz,y) L In(1 +2)In(1 +y), ¢=(0,0), k=2
b) flzy) L ay, c=(1,1), k=3;

c) flz,y,z2) def. xyz, ¢c=(-1,0,1), k= 3.
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5. FUNKCE DEFINOVANE IMPLICITNE

Uvazujme funkci f : R? — R a mnozinu

M = {(z,y) eR*: f(z,y) =0}
Budeme se zabyvat problémem, zda existuje funkce y = g(z) jedné redlné proménné
takové, aby mnozina M (nebo alespoii jeji ¢4st) byla jejim grafem.'6
Ukazme si na prikladech, ze v obecném piipadé lze cekat ledacos.

Priklady.

1) f(z,y) et 2 +9y2+1; M =0.

2) flx,y) = 22 +y% M = {(0,0)}.

3) flay) L 62 +2y— 3; M je pimka {(r,y) € R?: y = 3582}

def. 3=6z),

(stac¢i polozit g(x) 5

1) fla,y) E VT H Aoy + 4 - v -2y,
M je polorovina {(z,y) e R*: y > —%}

(existuje nekoneéné mnoho riznych moznosti, jak definovat funkci y = g(x)
tak, aby jeji graf ,lezel“ v M).

5) f(x,y) et 2 +y? — 1; M je kruznice {(x,y) € R?: 22 +¢* =1}
(a opét: existuje nekonecné mnoho moznosti, jak volit funkci y = g(x);
nelze vsak prehlédnout, Ze se ptipady 4) a 5) pfece jen v ,nécem* 1isi).

Zabyvejme se proto v dalsim nejen existenci ,ptislusné“ funkce g, ale i jeji jed-
noznaénosti (alesporn lokalné&) a spojitosti, pfipadné diferencovatelnosti.

Vratme se k ptikladu 5) a zvolme (a,b) € M (tzn., Ze a®+b* = 1) tak, aby b # 0,
a d > 0 takové, aby (a — d,a+ ) C (—1,1). Pak jisté existuje pravé jedna spojita
(a diferencovatelnd) funkce y = g(x) definovana v (a — §,a + §) takova, ze
f(x,g(x)) =0 pro kazdé x € (a — d,a + 9)

(tzn., ze Graf g C M) a ze
g(a) =b.

(Ziejmé g(z) < /1 — 22, jelib> 0, a g(z) L —v/1— 22, jeli b < 0.)

Problematické zustava situace v okoli bodu (—1,0) a (1,0), bodd, v nichz ma M
,svislé teény“. Zde funkce y = g(z) vyse uvedenych vlastnosti neexistuje.!”

1674pis ,y = g(x)“ neni pfili§ korektni, zde se mu vsak nebudeme vyhybat. Koresponduje

totiz s vySe uvedenym problémem, ktery je mozno preformulovat do otazky:
Kdy lze z ,rovnice” f(x,y) = 0 vyjddrit y ,jako funkci* = ?
17Situace by se zménila, kdybychom zde hledali funkci = = g(y).
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Pozorovani. Vsimnéme si, ma-li mnozina M v néjakém bodé (a,b) € M svislou

tecnu®, je %Z’b) =0.18

Véta 5.1 (o funkci definované implicitné).
Necht Q C R? je oteviend mnoZina, necht (a,b) € Q a necht pro funkci

f: RZ-SR

a néjaké k € N plati:

feckQ), fla,b)=0, 5 70

Pak existuji redlnd c¢isla § >0 an >0 a funkce g: R — R tak, Ze

(i) g € C*(a—d,a+ ),
(i1) pro kazdé x € (a — d,a+ ) je g(x) € (b—n,b+n),
(iii) pro kazdé x € (a —d,a+0) ay € (b—n,b+n) je

flz,y) =0 & y=g(z),

(iv) pro kazZdé x € (a — d,a + 9) je

g/(l’) = T of

(O funkci g fikdme, Ze je implicitné uréend rovnici f(z,y) = 0 a podminkou
g(a) =b.)

Priklady. Bud

f@,y) L 2 —y+4siny, (a,b) = (0,0).

Pak, protoze
9/(0,0)

dy

existuje funkce g, kterd je implicitné urcéena rovnici x —y +4siny = 0 a podminkou
¢(0) = 0. VSimnéme si, ze (aniz zname explicitné predpis funkce g) mizeme — diky
tvrzeni (iv) vySe uvedené véty — vypocitat ¢’(0):

f€C™(R?), £(0,0)=0, =3 #0,

J(0) = 2090 500 1
2L(0,9(0)) 5L(0,0 3

18Ctenat by si mél toto pozorovani rozmyslet podrobné, souvisi s , geometrickou piedstavou®,
ze gradient je vektor kolmj k vrstevnici.
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Mizeme vsak postupovat i jinak: diky Vété 5.1 totiz vime, ze existuje 6 > 0
takové, ze g € C°(—46,0) a Ze pro vSechna x € (—4,0) plati:

h(z) < f(z,9(x)) = x — g(x) + 4sin(g(x)) = 0.

Odtud plyne, Ze pro kazdé k € N a z € (—0,0) je
h(z) =h(z)=h"(z) = =h"(z) = 0.
MiuZeme proto postupnym derivovanim a dosazovanim (z = 0) vypocitat kterouko-

liv z derivaci funkce g v bodé 0.%°
Vyzkousejme si to:

h'(x) = —g"(x) — 4sin (g(x)) (g'(a:))2 +4cos (g(z)) ¢g"(x) =0,

a proto

—g"(0) — 4sin (9(0)) (¢/(0))” +4cos (9(0)) g"(0) =0 = ¢"(0) =0.

Cviceni. Funkce g je implicitné uréena rovnici
y—x—Ilny=20

a podminkou
gle—1)=e.

Vypoctéte
g'(e—1) a g"(e—1).

19Pomoci téchto derivaci pak miZeme tieba ,sestavit“ Taylortv polynom, a tak — v , blizkosti“
bodu 0 velmi dobfe aproximovat funkci g, a tim vlastné i feSeni rovnice f(z,y) = 0 na n&jakém
okoli bodu (0, 0).
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6. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

6.1. Lokalni extrémy.

Definice. Rekneme, Ze funkce f : R” — R mé v bodé ¢ € R” lokalni maximum
(resp. ostré lokalni maximum), existuje-li § > 0 takové, ze pro kazdé

r€Plc,d)={xeR": 0<||z—| <d}
plati
f(x) < flc) (resp. f(z) < f(c)).

Nahradime-li nerovnosti f(z) < f(c¢) a f(x) < f(c¢) nerovnostmi f(z) > f(c)
a f(x) > f(c), dostaneme definici lokalniho minima a ostrého lokalniho minima.

Pozorovani. Ma-li funkce f: R™ — R v bodé ¢ € R" Jokalni extrém (tzn. lokalni
maximum nebo lokalni minimum), existuje § > 0 takové, ze

U(e,d) ={z €R": |lx—¢|| <o} C Df.

Piiklady.

1) Funkce f(z,y) 2y y? ma v bodé (0,0) ostré lokalni minimum.

Vsimnéme si, ze grad f(0,0) = (0,0).
2) Funkce f(z,v) By y? ma v bodé (0,0) ostré lokdlni minimum.
Nepiehlédnéme, Ze presto funkce f neni v bodé (0,0) diferencovatelna

0f(0,0)  90£(0,0)
oz a Jy )

(dokonce ani neexistuji parcialni derivace

3) Funkce f(x,y) 4t 23 nem4 v bodé (0,0) lokalni extrém, a to presto,
ze grad f(0,0) = (0,0).

Véta 6.1 (nutna podminka existence lokalniho extrému).
Necht funkce f: R™ — R md v bodé ¢ € R™ lokalni extrém a mecht existuje %&f)
(u e R™, ||ul| =1). Pak

df(c)

du =0

Diusledek. Je-li funkce f v bodé ¢ navic diferencovatelnd, je

grad f(c) = (0,0,...,0).

(V takovém pripadé fikame, Ze ¢ je staciondrnim bodem funkce f.)




27

Poznamka. Pro funkci f: R — R plati: je-li ¢ € R staciondrnim bodem f (tzn.,
f'(c) =0) ajeli f(c¢) >0 (resp. f”(c) < 0), mé funkce f v bodé c ostré lokalni
minimum (resp. ostré lokdlni maximum).

Pro funkce vice proménnych plati analogické tvrzeni; roli druhé derivace zde
prebira diferencial druhého fadu, kladnost (resp. zapornost) druhé derivace bude
nahrazena poZadavkem pozitivni (resp. negativni) definitnosti kvadratické formy

d2f,.

Pripomenuti. Kvadratickou formu

@ Rn — ]R, gO(h) d;f. Z aijhih]’

ij=1

(pro vSechna i,j € {1,2,...,n} je a;; € R, a;; = aji),

nazyvame pozitivné definitni (resp. negativné definitni), plati-li pro kazdé
he R\ {(0,0,...,0)}, e

w(h) >0 (resp., ze p(h) < 0).
Existuji-li k£,1 € R™ takové, ze
p(k) <0 <o),
fikdme, ze kvadratickd forma ¢ je indefinitni.

Véta 6.2 (postacujici podminky existence lokalniho extrému).
Necht funkce f: R™ — R md v bodé ¢ € R™ spojité vsechny parcidlni derivace
druhého Tddu a necht ¢ je stacionarnim bodem f. Pak plati:

(i) Je-li kvadratickd forma d?f. pozitivn& definitni, md f v bodé ¢ ostré
lokdlni minimum.

(ii) Je-li kvadratickd forma d°f. negativn& definitni, md f v bodé ¢ ostré
lokdlni maximum.

(iii) Je-li kvadratickd forma d?f, indefinitni, nemd f v bodé c lokdini extrém.

Pted ptikladem si jesté pfipomenme, jak lze casto zjistit definitnost dané kvadrat-
ické formy.
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Véta 6.3 (Sylvestrovo kritérium).

Bud .
def.
p: R =R, oh) = > ajhih; (aij = aji),
i,j=1
kvadraticka forma. Oznacme
aii, @12, cee Q1n
azi, a2, R A2n
aii, a2
Ay =ay;, Ay = ’ , , A, =
1 1 2 az1, Q22 L
Gnl, Qan2, cee Ann
Pak plati:
(i) ¢ je pozitivné definitni, pravé kdyz
Ay >0, As >0, ..., A, >0.
(ii) ¢ je negativné definitni, pravé kdyz
A1 <0, As >0, ..., (-1)"A, > 0.

(iii) Jestlize A, # 0 a ¢ neni ani pozitivné ani negativné definitni, je ¢ in-
definitni.

Priklady.

1) Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce

Flx,y) L 23 4+ 3 — 182y + 2000.

Protoze f € C°°(R?), mtZe mit f lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (viz Vétu 6.1). Vytesime-li ,piislusnou” soustavu rovnic:

g—i(%y) = 32% — 18y =0,

of 2
—(x,y) = 3y~ — 18x =0,

ay( y) =3y

zjistime, Ze f ma pravé dva stacionarni body, a to body

c1 < 0,0) a e ™ (6,6).
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Nyni rozhodnéme, co se v téchto bodech ,déje“. Nejdiive urceme matici
kvadratické formy d?f, . v obecném bodé (z,y) € R?:

9? 9?
d2f 8:c£ (xay)v 33;8]; ($,y) 6377 —18
() Oy By )\ 18 6y)
Oyox ' Y)s Oy? Y ) Y

a potom (dosazenim pfislusnych soufadnic) v bodech ¢; a ¢s:

0, —18 36, —18
d2fcl : ; d2fc2 :
-18, 0 —18, 36

Odtud lze pomoci Sylvestrova kritéria snadno usoudit, ze d?f., je in-
definitni kvadraticka forma (A; = 0, Ay = —182 # 0) a %e d?f., je pozi-
tivné definitn{ kvadraticka forma (A; = 36 > 0, Ay = 362—182 > 0). Proto
(viz Vétu 6.2) vime, ze funkce f nemad lokalni extrém v bodé ¢; = (0,0) a Ze
funkce f ma v bodé ¢y = (6,6) ostré lokdlni minimum. (Z&dné jiné lokalni
extrémy funkce f nema.)

2) Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce

fla,y) & (@ + S

Je snadné nahlédnout, Ze funkce f € C°(R?) a ze bod ¢ def- (0,0) je

jejim jedinym staciondrnim bodem. Urcime-li matici kvadratické formy
d?f., a tou je matice

0,0

0,0/’
zjistime, Ze nemtzeme odpovéd na otazku:

»Mad funkce f lokdlni extrém v bodé c? *

hledat pomoci Vét 6.2 a 6.3. To nam vsSak urc¢ité nezabrani ji najit.
Je zfejmé, Ze pro kazdé (x,y) € R?\ {(0,0)} plati:

f(z,y) > 0= £(0,0),

a proto ma funkce f v bodé ¢ = (0,0) ostré lokalni minimum .



Cviceni. Najdéte vsechny lokalni extrémy funkce f definované predpisem:

a) f(z,y) S (z+1)% +y%

b) flx,y) L 22% — 2y? + 522 + ¢

¢) fla,y) < 823 +y® — 122y — 41

d) fle,y) L (@ -2y + 1%

e) f(z,y,2) def. 22+ P+ 22+ 20+ 4y — 62+ V/3;

) flz,y,2) L 22+ 2y — 1)2 + (2 +2)2%.

6.2. Globalni extrémy.

Definice. Rekneme, ze funkce f: R™ — R nabyvad na mnoziné

McDfcCcR"

svého (globalniho) maxima, respektive (globalniho) minima, v bodé ¢ € R",
plati-li:

ceM A f(c) =max{f(z): € M}°E max f(z),

xeM
respektive
ceM A f(c)=min{f(z): v € M}= mll\r}f(a:)
Tre
Priklady.
1) Funkce

fla,y) C a2+ +1

nabyva na R? svého minima v bodé (0, 0); ( m)axw f(z,y) neexistuje.
z,Y)€

2) Funkce
def.
flz,y) = x+y

nabyva na mnoziné

M = (0,1) x (0, 1)

svého maxima v bodé (1,1) a minima v bodé (0, 0).%°

20Vgimnéme si, Ze pro N = (0,1) x (0, 1) extrémy

min x, a  max x,
(%weNf( ) (%weNf( Y)

neexistuji.

30
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Definice. Mnozina M C R"™ se nazyva kompaktni, je-li soucasné uzaviend (tzn.,

7e mnozina R™ \ M je oteviena?!) a omezen4 (tzn., ze existuje § > 0 takové, Ze pro

kazdé x € M je |z|| < §)%2.
Priklady.
1) Mnoziny
0, {(z,y) €R*: |z + |yl <1}, {(z,y) € R?: 2] +]y| =1}
jsou kompaktni.
2) Mnoziny
R*, {(z,y) €R?: || + |yl <1}, {(z,y) €R?: |2 =1}

nejsou kompaktni.

Véta 6.4 (Weierstrassova).
Necht funkce f: R™ — R je spojitd na neprazdné kompaktni mnoZiné M C R™.
Pak existuge

min f(z) ¢ max f(z).

Piiklad. Najdéme globalni extrémy funkce f na mnoziné M?23, je-li

Fa,y) S 2 + 4% —32y; M =(0,2) x (—1,2).

Pfedné si viimnéme, ze f € C°(R?) a ze M je neprazdna a kompaktni mnozina,
a proto (viz Weierstrassovu vétu) extrémy

min z, a max x,
G f(2,y) ax f(@,y)

existuji.
Budeme postupovat takto: najdeme vSechny ,,podezielé body“, vypocteme odpovi-
dajici funkéni hodnoty a porovnanim téchto hodnot nalezneme p¥islugné extrémy.?*

21Viz definici oteviené mnoziny na strané 17.
22 Jinak feGeno, M C R™ je omezena, existuje-li & > 0 takové, ze

M c U((0,0,...,0),d).

23Tim rozuméjme, e mame za tkol najit viechny body, v nichz funkce f nabyva na M svého
maxima, a vSechny body, v nichz funkce f nabyva na M svého minima (samoziejmé, pokud tyto
existuji).

24Ctenaf si sdém a podrobné rozmysli, ze pro takovyto postup je informace, Ze pfislusné extrémy
existuji, nezbytna!
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Co se rozumi ,podezielymi body*“, a jak je lze hledat, snad bude jasné z nésle-
dujicich tvah a vypocti.

a) ,,Podezrelé body* uvniti M.
Nabyva-li f svého extrému na M v bodé

c € intM < (0,2) x (~1,2),

mé f ziejmé v bodé c i lokalni extrém, a protoze f € C°°(R?), musi byt

9f(c) _ 0f(e) _

= =0.
ox Jy
Resenim piislusné soustavy rovnic:

0

O @y) _ g2 g,
ox

0
dy

ziskdme body (0,0) ¢ intM a (1,1) € intM. Uvniti M proto lezi jediny
,podeziely bod“, a to bod ¢; = (1,1).

b) ,,Podezielé body* na hranici M.

bl) Nabyva-li f svého extrému na M v bodé

ce oM, < (0,2) x {1},

je zfejmé f(c) extrémem mnoziny { f(x,—1) : = € (0,2)}, a proto

jebudec =cy = (0,—1) neboc = c3 = (2,—1), anebojec = (z,—1),

kde z € (0,2) je lokdlnim extrémem (a proto i staciondrnim
bodem) funkce

hi(z) det. flx,—1) =2® -1+ 32.

Protoze h}(z) = 322 +3 > 0 pro kazdé = € (0,2), jiné ,podeztelé
body“ nez ¢y a c3 na M7 nelezi.

Postupujme analogicky i na zbyvajicich ¢astech hranice M.

25Viz Vétu 6.1.



b2) ,Podezfelymi body“ na
OM; = (0,2) x {2}

jsou body ¢4 = (0,2), ¢5 = (2,2) abody ¢ = (z,2), kde z € (0,2)
je stacionarnim bodem funkce

ho(z) = f(x,2) = 2° + 8 — 6.

Protoze
ho(z) =322 —6=0« (z=-v2¢(0,2) V 2=+2€(0,2),

je takovyto — vySe popsany — bod jen jeden, a to bod ¢g = (\/Z 2).

b3) Na tsecce

M5 < {0} x (—1,2)

jsou ,podezielymi body* ¢z, ¢4 a body ¢ = (0,y), kde y € (—1,2)
je stacionarnim bodem funkce

def

hs(y) = f(0,y) =y°.

K zatim nalezenym bodum proto pfidame jesté bod c¢7 = (0,0).

b4) ,Podezielymi body“ na posledni dosud neprozkoumané ¢asti
hranice M, tj. na mnoziné

My {2} x (~1,2),

jsou body c3, c5 abody ¢ = (2,y), kde y € (—1, 2) je stacionarnim
bodem funkce

def

ha(y) = f(2,y) =84y — 6y.

Poslednim ,,podezfelym bodem* se proto stane bod cg = (2,/2).

Porovnani odpovidajicich funkénich hodnot, tj. ¢isel

c1) = f(1,1) = 1, fles) = £(2,2) =4,
c2) = f(0,-1) = —1, fles) = f(V2,2) = 2,3,
cs) = f(2,—1) =13, f(ez) = £(0,0) =0,
cs) = f(0,2) =8, fles) = £(2,V2) = 2,3,

33
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nas vede k tomuto zavéru: funkce f nabyva na mnoziné M svého maxima v bodé
c3 = (2,—1) a minima v bodech ¢; = (1,1) a ¢ = (0,—1).26

Cviceni. Najdéte globalni extrémy funkce f na mnoziné M, je-li:

def.
a) f(z,y) = 2%y, M ={(z,y) eR?: 2®+y* <1}

b) f(z,y) et p2 +y3 =2z, M =(0,2) x (—1,1);

¢) fla.y) = a®+ 2wy — o +8y, M = (0,1) x (0,2);

def.
d) flz,y) = 2> —y? M={(z,y) eR*: 2> +¢> <1}

e) flz,y) = a® —2zy+y> +13, M =R

£) fla,y,2) S (x—1)%+(y—5)°+2% M={(z,y.2) ER®: y>5}.

26 Ctenaii uréité prospéje, projde-li si znovu vyse vypocteny piiklad a promysli-li si, jak souvisi
nalezené podezielé body“ c1, ca2, ..., cg s grafem funkce f|M. Tento graf je vytistén na titulni
strané tohoto textu.
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7. OBYCEJNE DIFERENCIALN{ ROVNICE

7.1. Nékolik ivodnich poznamek a prikladu.

Obycejnou diferencialni rovnici rozumime (zhruba Feceno) rovnici, ve které nezna-
mou je funkce jedné proménné a ve které se vyskytuje alesponn jedna derivace
této funkce. Raddem obyéejné diferencidlni rovnice rozumime ¥ad nejvyssi derivace
(hledané funkce), ktera se v rovnici vyskytuje.?”

Priklady.

1) Uvazujme Dr. Sindela jedouciho po rovné cesté — tj. po pfimce — ve své
nové Fabii F'. Predpokladejme, ze v kazdém case t € I, kde I C R je néjaky
otevieny interval, znadme rychlost v(t) € R éervené Fabie F' a Ze funkce
v : R — R je spojitd na intervalu I. Hledejme funkci s = s(t) popisujici
drédhu (polohu) F'.

Vime, ze funkce s je urcena obycejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu

s'(t)=wv(t), tel.

Jejim fesenim je kazda primitivni funkce k funkci v na intervalu I, tj.

Dodame-li podminku?®
S(to) = So (t() € I, So € R),

je feSenim tlohy?*

2) Predstavme si doktora Mracka houpajiciho se na pruziné a oznacme x(t)
okamzitou vychylku Dr. Mracka v case t od klidového stavu. Na pana
Mracka pusobi tyto sily (ostatni zanedbame):

e sila Iy pruziny, kterd sméruje k rovnovazné poloze a je — podle
Hookova zédkona — iimérna vychylce:
Fi(t) = —sz(t)

(s >0 ... konstanta charakterizujici tuhost pruziny);

27Poznamenejme pro Uplnost: méme-li rovnici, kde neznamou je funkce vice proménnjch
a ve které se vyskytuji parcialni derivace této funkce, mluvime o parciilni diferencidlni rovnici.

28Mluvime o tzv. poc¢ateéni podmince.
29Diferencialni rovnici spolu s po&ateéni podminkou nazyvame Cauchyovou tlohou.
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e sila F5 charakterizujici odpor prostredi; predpokladejme, zZe je
umeérna okamzité rychlosti a mé opac¢ny smeér, tj.

Fy(t) = —r2'(t) (r >0 ... konstanta).

Znacme m hmotnost pana Mracka. Pak z Newtonova zakona
ma = F

a vztahu

a(t) = z"(t),
F(t) = Fu(t) + Fa(t)

ziskame obycejnou diferencialni rovnici druhého fadu
maz” (t) = —sz(t) — r’(t).

Casem si ukazeme, ze feSeni = takovéto rovnice neni uréeno jednoznaéné
(zévisi obecné na dvou parametrech). Chceme-li mit FeSeni uréeno jednoz-
nac¢né, mizeme zadat — napriklad — tyto pocatecni podminky:

x(0) ... tj. vychylku v ¢ase 0,
2'(0) ... tj. rychlost v ¢ase 0.

Zajic startuje z pocatku soustavy souradné v roviné a bézi ve sméru osy x.
Ve stejném okamziku vybiha z bodu (0,1) pes a bézi tak, zZe:

a) v kazdém okamziku ¢ bézi pfimo k zajici,

b) vzdalenost mezi psem a zajicem ztstava konstantni.

Popisme drahu psa. Oznacme k : R — R funkci, jejimz grafem je hledana
kiivka,?® a P = (z,k(x)), resp. Z = (z,0), polohu psa, resp. polohu zajice,
v Case t.

Z podminky a) plyne, Ze te¢na sestrojena ke grafu funkce k v bodé P
protina osu x v bodé Z, tzn., ze

k(z)+ k' (z)(z —z) = 0.
Z podminky b) plyne, Ze |P — Z|| = 1, a proto!

z—x=+/1—k2(x).

Shrnuti: hledana funkce k je fesenim Cauchyovy ulohy

{ k(z) + K (2)\/1— k2(z) = 0,
k(0) = 1.

30Tzv. tractrix.
317Z¢ejmé plati z >z a 0 <y < 1.



37
D4 se ukéazat, ze FeSenim je funkce y = k(z) uréend implicitné rovnici
14 +/1—1y?
—In 1rvi=y 1—y2
Y

a podminkou k(0) = 1.32

Definice. Obycejnou diferencialni rovnici n—tého fadu, kde n € N, rozumime rovnici,
kterou lze napsat ve tvaru

Fz,y,y,y" .., y™) =0, (V)

kde
F: R SR

Resenim rovnice (V) nazgvame kazdou funkci y : R — R definovanou na otev-
feném intervalu (a, b), kde a,b € R*, a < b, takovou, Ze pro kazdé = € (a,b) plati3?

F(z,y(x),y'(2),y" (@), ...,y (x)) = 0.

Je-1li y FeSenim rovnice (©) na intervalu (a,b) a y* feSenim rovnice (©) na inter-
valu (c,d) a plati-li: (a,b) C (¢,d), y(z) = y*(z) pro kazdé x € (a,b), Fikdme, ze y
je restrikci feSeni y* na interval (a, b) nebo Ze y* je rozsifenim FeSeni y na interval
(c,d).

Reseni rovnice (©), které se rovna kazdému svému rozsifeni,>* nazyvame
maximalnim FeSenim rovnice (©); graf kazdého maximalniho FeSeni se nazyva
integralni k¥ivkou rovnice (©).

34

Poznamka. Da se ukazat, ze pro kazdé feseni y existuje maximalni feseni y*, které
je rozsifenim 3.3

Priklady.

1) Funkce

o def. . def. . .
y* ='sin a y =sinfon =y"0,m
jsou dvé z (nekoneéné mnoha) FeSeni diferencialni rovnice
1/
y +y=0.
Reseni y*, které je rozsitenim feseni y na R, je i jednim z (nekoneéné mnoha)
maximalnich feSeni vyse uvedené diferencialni rovnice.

2) Diferencialni rovnice

(") + ()" + y° + 2000 = 0

nema zadné feseni.

32Casto budeme povazovat diferenciélni rovnici za vyfesenou, najdeme-li jeji feseni (alespori)
implicitné urcené.

33Mluvime taky o feseni rovnice () na intervalu (a, b).

34Jinak feGeno, mluvime o Fedeni, které ,,nemize byt rozsifeno na vétst interval®.

35Pozor: y* nemusi byt FeSenim y uréeno jednoznacéné!
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7.2. Obycejné diferencialni rovnice prvniho radu.

Budeme se zabyvat pouze specidlnim typem obycejnych diferencidlnich rovnic

1. fadu, a to rovnicemi
/

y' = f(z,y),
kde f: R? — R.

Priklad. Najdéme vSechna feseni diferencialni rovnice

y =33y’ ()
na intervalu (—oo, 00).
Regeni dané tlohy shriime do péti pozorovani:

(i) Kazdé feSeni y rovnice ({») musi byt spojitou a neklesajici funkei
(Vz € Dy: 0<y'(z) € R).

(#i) Funkce y(zx) o je fesenim (<)) na R.
(i4i) Necht
y: R—R" =(0,00)

je FeSenim (<») na intervalu (a,b). Pak pro kazdé = € (a,b) plati

yl) 4
3/ y%(x)

Integraci této rovnosti ziskame informaci, ze

/
(V@) = @) v (a0),
a proto existuje ¢ € R takové, ze pro kazdé = € (a,b) plati

Sr@) =

neboli

y(z) = (z —o)”.

Navic, protoze predpokladame, ze y(z) > 0 v (a,b), je nutné ¢ < a.
(iv) Analogicky jako v pozorovani (iii) lze ukazat: je-li
y: R—>R™ = (—00,0)

feenim (<) na intervalu (o, 3), existuje d € R, d > (3, takové, ze pro kazdé
x € (a, f) plati

y(@) = (& - P N

36Diisledkem pozorovani (444) a (iv) je tvrzeni, Ze neexistuje feseni rovnice () na R, které by
bylo (na R) kladnou nebo zépornou funkci.
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v & se ukazat, ze existuje praveé pét ,,typu“ reseni na R:
Da kazat, 7z istuj Avé pét ,,typu“ feSeni (< R

o y(x) =0;
o y(x) det. (r —c)® ... pro né&jaké c € R;
def. 07 je_li x < ¢, . ’
o y(x) = ... pro néjaké c € R;
y(@) { (x —c)3, jelix>c, P !

o z—d)3, jeliz <d,

o y(x) def- ( ) J ] ... pro néjaké d € R;
0, je-li x > d,

(x —d)3, jeliz<d,
o y(z) =< 0, je-lid <z <e,

(x —¢)3, jeliz>ec,

pro néjaké
", deR; d<e.

Poznamka. Uvazujme diferencidlni rovnici ¢y = f(x,y) a jeji libovolné feseni y.
Pak f(x,y(x)) je (pro x € Dy) zfejmé smérnici telny sestrojené ke grafu funkce
y v bodé (z,y(z)). Volime-li postupné body (x,y) € Df a v kazdém z nich si
znazornime ,prislusny smér“ kratkou tuseckou se smérnici f(z,y), dostaneme tzv.
smeérové pole, z néhoz lze ziskat predstavu o ,tvaru® integralnich kiivek. V kazdém
bodé musi byt totiz ,prislusna tsecka casti tecny“.
Pro ilustraci si pozorné prohlédnéme nasledujici obrazek znazornujici ¢ast smérového

pole diferencialni rovnice

y' =2z,
jejiz integralni kiivky jsou popsany rovnostmi

y=2a>+c, kde c € R.

s e T S S s e T SN N
B e S e GG N
B N e S N S
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Véta 7.1 (Picardova — Lindelsfova).
Necht f : R? — R a necht funkce f a g—g jsou spojité na nejakéem okoli bodu
(70,y0) € R%. Pak existuje h € RT takové, Ze Cauchyova tloha

{y’zf(fc,y),

y(iﬁo) = Yo,

md pravé jedno teseni na intervalu (xg — h,xo + h).

Poznamka. Vsimnéme si, Ze vySe uvedend Cauchyova tloha je ekvivalentni s tzv.
integralni rovnici

y(z) =yo + /w F(t,y(t)) dt.

D4 se ukézat, Ze pro ,vhodné“ h € RT je feSeni této rovnice na intervalu
(o — h,xo + h) ddno predpisem

y(x) S lim yo(z),

n—oo

kde ,,posloupnost funkci“ (y,,) je na intervalu (x¢ — h, xg + h) definovana rekurentné
rovnostmi:

def.
yo(ﬂf) = Yo,

() & o + / f(tpo(t)) dt,

ya(z) o + /x f(t,y1(t))dt,

xT

Y1 (x) S yo + / F(t,yn (D) dt.
o 37

37Vyse popsané konstrukce feseni 1ze uzit napiiklad i k nalezeni pfiblizného feseni dané Cauchy-
ovy ulohy.
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7.2.1. Diferencialni rovnice prvniho fadu se separovanymi proménnymi.

Zabyvejme se diferencialnimi rovnicemi tvaru

y' = %» (®)
kde
g,h: R—R.

Takovéto rovnice lze Casto Tesit tzv. metodou separace proménnych, ktera je
zalozena na nasledujici uvaze:

Pro feSeni y rovnice (#) na intervalu (a,b) plati:

h(y(z))y'(z) = g(z) v (a,b).

Je-li funkce H, respektive funkce GG, primitivni funkei k funkci h, respektive k funkci

9,% je

(H(y(2))) = h(y(@)y'(z) = g(z) = G'(2) v (a,0),

a proto existuje ¢ € R takové, Ze pro kazdé x € (a,b) plati

39

Pozor. Vyse popsana metoda je pouze navodem, jak postupovat. Hleddme-li
feSeni konkrétni rovnice, je nutno ové¥it korektnost jednotlivjch krokd!

Poznamka. Vratme se zpét k diferencidlni rovnici y' = 33/y? (viz stranu 38).
Vsimnéme si, Ze pii jejim feSeni jsme pouzili pravé uvedené metody separace
proménnych.

38Tzn., ze

H'(t) = h(t), G'(z) = g(2).

39N&kdy se pii zépisu vyse uvedené Gvahy pouziva nasledujici formalismus:

r- v _ (@)

77y - dx - h(y)’

h(y)dy = g(x) dx,

/h(y) dy:/g(l’)dm,

H(y) = G(2) + .
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Priklad. Najdéme feseni Cauchyovy tlohy

;149
¥y = zy(1+x2)? (*)
y(1) = 1.

Nejdiive si vSimnéme: je-li y : R — R feSenim tlohy (&) na intervalu (a,b),

plati:
(i) Yz € (a,b) : y(x) # 0,

(ii) y je spojita funkce na intervalu (a, b),

(iii) 1 € (a,b), y(1) =1>0,

(iv) 0 ¢ (a,b).
Z téchto pozorovéani vyplyva, ze funkce y je kladna na intervalu (a,b) a ze a > 0.

Nyni postupujme pomoci metody separace proménnych. Je-li y fesenim tlohy
(&) na intervalu (a, b), plati pro kazdé x € (a,b):

y@y'x) 1 1 z
1+92(z) z(14+22) 2 1422’

a proto taky (nezapometime, ze x > a > 0)

(% In (1 +y2(a:)))/ = (lnx - %m (1 +x2)),.

Odtud vyplyva, Ze existuje ¢ € R takové, ze pro kazdé = € (a,b) plati:

x
In\/1+y2%2(z) =Iln — +oc,
V1+y?(z) ——
40
a tedy
2
2,8 _ 2 7L
L+y*(@) = o0

Dosazenim poc¢atec¢ni podminky y(1) = 1 zjistime, 7e konstanta e*¢ se rovna 4,
a p1roto41

sy = VA =2

14 22

pro kazdé = € (a,b). Chceme-li, aby touto rovnosti bylo definovdno maximalni
feSeni ulohy (&), je nutno volit

(a,b) = (%,%—oo) .

40Zapisme vyse uvedeny vypodet pomoci formalismu uvedeného v pozndmce &. 39:

Y 1
Y ay= [ —— dn
/l—l—y2 4 /x(l—l—:c2) v

a proto existuje ¢ € R takové, ze

%ln(l—i—yZ(x)) =lnx — %ln(l—l—xZ) + c.

41Vime uz totiz, ze funkce y je na intervalu (a, b) kladna.
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Cviceni. Najdéte reseni diferencialni rovnice

a) y(2)=1;
b) y(2) =0;
c) y(=2)=-1

Cviceni. Najdeéte feseni Cauchyovy tlohy:

) { y =%y,
y(0) = 2;

/ __ 1-2x
y(0) =1,

y =ycosuz,
c)

y(m) = 1.

7.2.2. Linearni diferencialni rovnice prvniho radu.

Linedrni diferencidlni rovnici prvniho fddu rozumime rovnici tvaru

y' = a(x)y +b(z),
kde funkce a,b: R — R jsou definované na otevieném intervalu I C R.

Véta 7.2 (o existenci a jednoznacnosti).

Necht funkce a,b : R — R jsou spojité na otevieném intervalu I C R, necht
xo € I a necht yo € R. Pak na intervalu I existuje prdvé jedno teseni Cauchyovy
ulohy

{ y' = a(z)y + b(x),
y(wo) = yo-

Véta 7.3. Necht funkce a,b: R — R jsou spojité na otevieném intervalu I C R.
Pak plati:

(1) Emistuje (na I) kladnd funkce y* : R — R, kterd je fesenim tzv. homogenni
rovnice

na intervalu 1.
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(i) Funkce definované predpisy
def. +
yn(x) = cy™ (x), kde c € R,

jsou pravé vSechna feseni homogenni rovnice y' = a(x)y na intervalu I.

(i4i) Ezistuje (na I) spojité& diferencovatelna funkce C': R — R takovd, Ze
funkce definovand predpisem

je resenim tzv. nehomogenni rovnice

y' = a(z)y +b(z)

na intervalu 1.

(iv) Funkce definované predpisem

y(2) < eyt (@) + yp(2), kde c € R,

jsou pravé vSechna feseni nehomogenni rovnice y' = a(x)y + b(x) na inter-
valu 1.

K tomu, abychom popsali vSechna feSeni diferencialni rovnice y' = a(z)y + b(z)
na intervalu I, ndm tedy staci najit dvé funkce: y™ a y,. Funkei y* budeme hledat
pomoci metody separace proménnych, funkci y, metodou tzv. variace konstanty,
tj. vyuzitim tvrzeni (iii) Véty 7.3. Ukazme si vSe na piikladech.

Priiklad. Najdéme vSechna feSeni linearni diferencidlni rovnice
/
y =—xyt+w
na intervalu (—oo, +00).

Nejdiive najdéme — metodou separace proménnych — funkci y*, tj. néjaké kladné
feSeni homogenni rovnice y' = —xy:

= —a’;?

= /—xdx,

2
lny:—E—i-k, ke R.

< |8 e

/

Volime-li (napiiklad) k = 0, ziskdme odtud hledanou funkci y*:

22
yt(z) Ee T
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Nyni hledejme — metodou variace konstanty — funkci y,*?; podrobngji feceno:
hledejme néjakou spojité diferencovatelnou funkci C': R — R takovou, aby funkce

def. z2

yp(z) = Clr)e™ 2

byla feSenim rovnice ¥’ = —zy + x na R, tj., aby pro kazdé x € R byla splnéna
rovnost
y;,(x) = —ayp(z) + 2.

Odtud plyne, ze

a proto

Integraci*3 ziskame

M)
M)

T x

yp(x) =ez e 2 =1.
ReSenimi linearni diferenciélni rovnice ' = —zy + x na R jsou pravé vSechny
funkce definované rovnostmi
def. _z2
y(xr) = ce” 7 +1, ceR.
44

Priklad. Najdéme maximalni feSeni Cauchyovy tlohy

/

y' = —ycotgx + sinz,

y(3)=1

Reseni hleddme na intervalu (0,7).® Budeme postupovat podobné jako pied
chvili, a budeme proto strucnéjsi:

42Funkce y, se nékdy nazyva partikuldrnim feSenim rovnice v’ = a(z)y + b(z).
43Volme substituci:

2

— 4
» =t“.

2

44Prohlédnéme si znovu provedeny vypocet a rozmysleme si podrobné tuto skuteénost:

vztahem )

/ z_
C'(z)=xe2
neni funkce C urcena jednoznac¢né (je uréena jednozna¢né ,az na konstantu“), jeji konkrétni volba

(tzn., zvolime-li ,tu konstantu“) vSak spravnost vysledku neovlivni.
450tazka Ctendfi: Proc?
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Nalezeni kladného FfeSeni homogenni rovnice, tj. funkce y™:
y  cosw
y  sinz’
d cos T
-
Y sin x
Iny = —In(sinz) + k, k € R,
a pI‘OtO46
def. 1
y (z) = ——.
sinx
Nalezeni partikularniho feSeni, tj. funkce y,:
def. 1
z) = C(x :
(@) Cla)—
Dosazenim do rovnice y' = —ycotgz + sinx vypocitame, Ze (pro kazdé = € (0, 7)

plati
C'(x) = sin® 2.

Odtud ziskdme
1-— 2 1 1
C(z) = /sin2a;d:c = / w dz = 5271 sin(2x),

a proto
1

ef. (1 1. 1 1
Yp () o (—x——sm(?x)) -7 — 5 cos .

2 4 sinx _isinx

Zjistili jsme, ze funkce definované rovnostmi

def. 4 1 1 = 1
= = + 5 -z kd R
y(x) ey (z) + yp(x) ¢z 3sma 3 o5 ececR,

jsou pravé viechna feseni rovnice y' = —y cotg x + sin z na intervalu (0, 7). Nyni*’
dosadme pocateéni podminku:
m 1 1 (%) 1 s
y(—)zc, —~ t 5= ——cos(—)—l,
2 sin (5) 2 sin (%) 2 2
a odtud vypoctéme
T
c=1-——.
4

Resenim dané Cauchyovy tlohy je funkce definovand na intervalu (0,7) pied-

pisem
1 1 =z 1

def. s
lef. (1 — —) - — = cosz.
y(x) ( 1) snz " 2sme 297

46Volime k = 0.
4773 nyni!
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CvicCeni. Najdéte vsechna maximalni feseni linearni diferencialni rovnice:

a) y =y+a?

b) v =ytgx + cosz;

d) vy =-%43z.

-z

Cvic¢eni. Najdéte maximalni feSeni Cauchyovy tlohy:

yl = _% + 31‘,
a)
y(1) =1;

b) { y = ycotgx + e’ sinz,
y(3) =0

7.3. Linearni dif. rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty.

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru
Y 4 an 1y Fan oy 4 ary + agy = f(x), (@)

kde ag,a1,...,a,_1 € R a funkce f : R — R je definovana na otevieném intervalu

I CR.

Véta 7.4 (o existenci a jednoznacnosti).
Necht funkce f: R — R je spojita na otevieném intervalu I C R, necht xg € I
a necht ©g, 01,...,0n_1 € R.

Pak na intervalu I existuje prdvé jedno teseni Cauchyovy ulohy

{ Y a1y +an oy 4 b ary +aoy = fla),
y(w0) = o, ¥'(w0) = @1, ¥ (v0) = P2, -, YV (z0) = pp_1.

Sestavme nyni tzv. charakteristickou rovnici p¥islusnou rovnici (9):

A"+ A" P a, N2+ A+ ag = 0.

Z algebry vime, Ze tato rovnice ma pravé n kotenu (v C), pocitame-li kazdy z nich
tolikrat, kolik ¢ini jeho nasobnost. Dale vime: je-li komplexni ¢islo
a+ fi
(0, BER, B+#0)

kofenem charakteristické rovnice nésobnosti [, je i ¢islo komplexné sdruzené, tj.
¢islo o — (i, korenem charakteristické rovnice nasobnosti /.
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Prifadme nyni:

e kazdému redlnému kofenu charakteristické rovnice « nasobnosti k
té&chto k£ funkci:

e kazdé dvojici neredlnjych komplexnich kofent charakteristické rovnice
o+ [Bi a o — (31 nadsobnosti [ té&chto 2/ funkci:

e“® sin(fz), ze*sin(fx), 2 e sin(fz), ..., z'71e*sin(fx),

e“® cos(fz), e cos(fx), x2e*® cos(fx), ..., x' 71 e cos(Bx),
a nazyvejme timto zpusobem sestrojené funkce

Y1, Y2, -+ Yn.

Véta 7.5. Necht funkce f: R — R je spojita na otevieném intervalu I C R.
Pak plati:

(i) Funkce definované predpisy

def.
yn(2) = c1yr(x) + caya(z) + -+ + cnyn (),

kde ci,ca,...,cn € R, jsou prdveé vsechna reseni homogenni rovnice

y ™ a1y 4 a, oy o ary Fagy =0
na R.

(ii) Funkce y, : R — R definovand na intervalu I predpisem

yp(x)  CrL(@)y1(x) + Co(x)ya(@) + - - + C(@)yn(2),

kde C1,Cs,...,Cp . R — R jsou takové funkce, Ze pro kazZdé x € I plati:

C1(x)y1(z) + C)(z)y2(x) + ... 4+ C(2)yn(z) =0,
Ci@)yi(z)  + Cy(@)ys(x)  + ... + Cr(@)y,(x) =0,
Ci(@)yf(z)  + Cy(@)ys(x)  + ...+ Cr(@)y,(x) =0,

Ol ()" 2 (@) + Ch@)yd" (@) + ... + L@y P (z) = 0,
Ol @)yt V(@) + Cha)yd" V(@) + ... + Ch@)y V() = f(a),
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je resenim nehomogenni rovnice

Yy a1yt anoay" Y o ay +aoy = f(2)
na intervalu I.
(iii) Funkce definované predpisy

y(x) = ey (2) + caya (@) + - + Cayn() + yp(2),

kde c1,ca,...,cn € R, jsou pravé vsechna teseni nehomogenni rovnice (Q)
na intervalu 1.

[lustrujme si vyse uvedenou teorii na prikladech.

Piiklady.

1) Najdéme vSechna feSeni (na R) linedrni diferencialni rovnice

y' +2y — 3y =0.

Protoze prislusna charakteristicka rovnice
M 4+20-3=0

ma kofeny 1 a —3, jsou funkce definované predpisy

def. _
y(z) E cre® +epe 37, kde cp, 0 € R,

pravé vSechna reseni dané tilohy.
2) Najdéme vSechna maximalni feSeni homogenni rovnice

Yy’ — 4y + 4y = 0.

Reseni hleddme na R. Charakteristicka rovnice
M —4A+4=0
ma4 jen jeden (dvojnasobny) koien 2. Resenimi jsou proto funkce definované

predpisy

def.
y(x) = c1e*® 4cpr e, kde c1,cp € R.
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3) Resme na R diferencidlni rovnici

y" — 6y’ + 10y = 0.

Resenim charakteristické rovnice
A —6A+10=0

jsou komplexni ¢isla 3 +4¢ a 3 —¢. To znamend, Zze vSechna feSeni jsou
popsana rovnostmi

def. .
y(x) = ¢ ¥ sinx + ¢z €3 cosz, kde ¢1, ¢ € R.

4) Najdéme vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice

y(S) + 2y/// + y/ —0.

Charakteristicka rovnice ma tvar
A +2X° + A =0,
Najdéme jeji kofeny:
N2 A=A+ 222+ ) = N+ 1) =0
S (A=0V A=iV A=—i),
a pomoci nich pak popisme vsechna feseni dané tlohy:*®

def. . .
y(z) = c1 + cosinx + c3cosx + cqrsinz + csx cosx, kde ¢,...,c5 € R.

Priklad. Najdéme maximalni feSeni Cauchyovy tlohy
{ y" + 6y + 34y =0,
y(0) =2, y'(0) = —1L.

Protoze koreny charakteristické rovnice jsou komplexni ¢isla —3 + 5¢ a —3 — 51,
tvori funkce definované predpisy

y(z) e o e3e sin(5z) 4 ¢z e 3% cos(5x), kde c1,co € R,
pravé vSechna feSeni rovnice vy’ + 6y’ + 34y = 0 na R.
Dosadime-li poc¢ate¢ni podminky:
y(O) = Cg = 2,
y'(0) = by — 3eg = —11,
zjistime, Ze
C1 — —1, Coy — 2.
Hledanym fesenim je proto funkce
def.

y(xr) =

2e73% cos(5x) — e 3% sin(5x).

48 Ctenaf si rozmysli podrobné sam!



Priklad. Najdéme vSechna feSeni linearni diferencialni rovnice
v +2y +y= le_m
x
na intervalu (0, +00).
Charakteristicka rovnice mé tvar
Miyoax+1=0\+1)2%2=0,
a proto vSechna feseni homogenni rovnice
y' +2y +y=0
jsou popsana rovnostmi

def. _ _
yn(z) = cre™® +egxe™™, kde ¢, ¢ € R.

51

Najdéme tzv. metodou variace konstant*® partikularni feSeni dané rovnice, tzn.

funkci ot
Yp() = (£)e ™ +Cy(x)re™",

kde C1,C5 : R — R jsou takové funkce, Ze na intervalu (0, +00) plati:

Ci(x)e ™  + Cy(x)xe™ =
Ci(z)(=e™") + Cyla)(e”" —we™) =

gl= O

Resenim této soustavy dostaneme
/ / 1
Cila) =1, Che) =

a odtud integraci

xT

C(2) :/—1dx:—3:, Co(2) :/@ — g

Nasli jsme partikularni feseni

def.

yp(x) = —ze “Hxlnre .

Vsechna teseni dané ilohy jsou popsana rovnostmi

def. _ _ _ _
y(x) = c1e " +egre * —re “+axlnre

kde ¢1,co € R.

49Tj. pomoci tvrzeni (ii) Véty 7.5.



Cviceni. Najdéte vSechna maximalni feseni dané diferencialni rovnice:

) yW —y=0;
d) y" -6y +9y=0;

e) y(4) + y/// —=0.

Cviceni. Najdéte vsechna maximalni feseni dané diferencialni rovnice:

a) y' -6y +9y=1;

b) ¥ +y=—u.

Cvic¢eni. Najdéte maximalni feseni dané Cauchyovy tlohy:

) {y”—4y’+4y=47
a
y(3) =1, ¥'(3) = 0;

{y”+16y= 1,
y(0) =14, y'(0) = 1.

52
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