
Projekty - Variační metody

Projekt č. 1.

Dokažte větu o vlastnostech míry.
(ze skript Variační metody, prof. RNDr. Jiří Bouchala, Ph.D., 2012)

2.1 Lebesgueova míra 9

2.5 DeĄnice. Buď (�, �) měřitelný prostor. Funkce

Û : � ⊃ ⟨0, +∞) ∪ ¶+∞♢

se nazývá mírou (na �), platí-li

i) Û není identicky rovno +∞,

ii) Û je à-aditivní, tzn.

∀� ∈ N : �n ∈ �,

∀�, � ∈ N : [� ̸= � ⇒ �i ∩ �j = ∅]

⎫

⎬

⎭

⇒ Û

︃

∞
︁

n=1

�n

︃

=
∞
︁

n=1

Û (�n) .

Množinu � spolu se à-algebrou � a mírou Û nazýváme prostorem s mírou a zna-

číme (�, �, Û).

2.6 Příklad.

1) � = �(�), � ∈ �, Û(�) :=

⎧

⎨

⎩

1, � ∈ �,

0, � /∈ �,

... tzv. Diracova míra;

2) � = �(�), Û(�) :=

⎧

⎨

⎩

počet prvků �, je-li � konečná množina,

+∞, je-li množina � nekonečná,

... tzv. aritmetická míra.

2.7 Věta (vlastnosti míry). Buď (�, �, Û) prostor s mírou. Pak platí

i) Û (∅) = 0,

ii) ∀�, � ∈ � :
︀

� ⊆ � ⇒ Û(�) ⊘ Û(�)
︀

,

iii)
︁

(∀� ∈ N : �n ∈ �) ∧ (�n ≻ �)
︁

⇒ Û(�n) ⊃ Û(�)

︂

symbolem �n ≻ � rozumíme, že �1 ⊆ �2 ⊆ �3 ⊆ . . . a že � =
∞
︀

n=1

�n

︂

,

iv)
︁

(∀� ∈ N : �n ∈ �) ∧ (�n ← �) ∧
︁

Û(�1) < +∞
︁ ︁

⇒ Û(�n) ⊃ Û(�)

︂

symbolem �n ← � rozumíme, že �1 ≥ �2 ≥ �3 ≥ . . . a že � =
∞
︀

n=1

�n

︂

.

Všechny výše uvedené vlastnosti odvoďte z axiomů míry.

Projekt č. 2.

Dokažte větu o zúplnění míry.
(ze skript Variační metody, prof. RNDr. Jiří Bouchala, Ph.D., 2012)

10 Lebesgueova míra. Lebesgueův integrál. Prostory �p(Ω).

2.8 Poznámka. Nepřehlédněme, že součástí tvrzení iv) věty 2.7 je i měřitelnost

množiny � =
∞
︀

n=1

�n.

2.9 DeĄnice. Uvažujme prostor s mírou (�, A, Û). Řekneme, že Û je úplná míra,

platí-li

∀�, � ⊂ � :
︀

Û(�) = 0, � ⊂ � ⇒ � ∈ A (⇒ Û(�) = 0)
︀

.

2.10 Věta (o zúplnění míry). Nechť (�, A, Û) je prostor s mírou. Nechť A0 je

systém všech � ⊂ � takových, že existují množiny �, � ∈ A tak, že

� ⊂ � ⊂ �, Û (� \ �) = 0.

DeĄnujme pro � ∈ A0 :

Û0(�) := Û(�).

Potom (�, A0, Û0) je prostor s úplnou mírou.a

a(X, A0, µ0) nazýváme zúplněním (X, A, µ).

2.11 Pozorování. Zřejmě A ⊂ A0 a Û = Û0 na A.

2.12 Věta. Uvažujme měřitelný prostor (Rn, B), kde � ∈ N a B je à-algebra

generovaná systémem všech otevřených podmnožin R
n. a

Pak existuje právě jedna míra Ú na B taková, že pro každou množinu (interval)

� := (�1, �1) × (�2, �2) × . . . × (�n, �n)

(∀� ∈ {1, 2, . . . , �} : �i, �i ∈ R, �i < �i)

platí

Ú(� ) =
n
︁

i=1

(�i − �i).

aB nazýváme σ-algebrou borelovských množin.

2.13 DeĄnice. Míra Ú z předchozí věty se nazývá LebesgueovaŰBorelova míra.

Buď nyní (Rn, B0, Ú0) zúplněním (Rn, B, Ú). Míru Ú0 pak nazýváme Lebesgueovou

mírou a systém B0 systémem lebesgueovsky měřitelných množin.

Uvědomte si, že zde je potřeba dokázat více věcí. Např. to, že A0 je σ–algebra, že definice
µ0 je korektní a že µ0 je úplná míra. A možná i další drobnosti . . .



Projekt č. 3.

Dokažte následující ε–δ vlastnost (Lebesgueova) integrálu.
(text prof. RNDr. Jana Malého, DrSc.)

Funkce hp je tedy integrovatelná a tím spíš skoro všude konečná (viz. 8.6 (c)). Uvažujme bod x, v němž
h(x) < ∞. Potom řada

g1 +
∞
∑

j=1

(

gj+1(x)− gj(x)
)

konverguje, neboť konverguje řada absolutních hodnot. Tím jsme dokázali existenci limity

f(x) := lim
j→∞

gj(x)

v každém takovém bodě x. Lebesgueova věta 9.2 s majorantou hp dává

lim
j→∞

∫

X

|f − gj |
p dµ =

∫

X

lim
j→∞

|f − gj |
p dµ = 0.

Znovu použijeme, že {fj} je cauchyovská posloupnost, a dostáváme

‖f − fj‖p ≤ ‖f − gj‖p + ‖gj − fj‖p → 0.

Tvrzení o konvergenci skoro všude jsme dokázali v průběhu. �

11.7. Hustota jednoduchých funkcí. Jednoduché Lp-funkce jsou husté v Lp(X), 1 ≤ p < ∞.

Důkaz. Nechť f ∈ Lp(X). Chceme najít posloupnost {fj} jednoduchých funkcí tak, aby ‖fj − f‖p → 0.
Můžeme předpokládat, že f ≥ 0. Podle věty 7.13 existují jednoduché funkce fj ≥ 0 tak, že fj ր f .
Z Lebesgueovy věty 9.2 (majoranta |f |p) dostaneme

∫

X

|fj − f |p dx → 0.

�

12. Věty o konvergenci

Buď (X,S, µ) prostor s mírou.

12.1. Čebyševova nerovnost. Nechť f je měřitelná funkce na D ∈ S, p > 0 a a > 0. Potom

µ(D ∩ {f ≥ a}) ≤

∫

D
|f |p dµ

ap
.

Důkaz. Zřejmě

µ(D ∩ {|f | ≥ a}) ≤

∫

D∩{|f |≥a}

|f |p

ap
dµ ≤

∫

D
|f |p dµ

ap
.

�

12.2. Věta (ε-δ spojitost integrálu). Nechť f je integrovatelná funkce na X. Potom ke každému ε > 0
existuje δ > 0 tak, že pro všechna E ∈ S platí

µ(E) < δ =⇒

∫

E

|f | dµ < ε.

Důkaz. Nechť
Ej = {|f | ≥ j}.

Podle Lebesgueovy věty 9.2 (majoranta |f |) je

lim
j→∞

∫

Ej

|f | dµ = lim
j→∞

∫

X

|f |χ
Ej

dµ = 0,

takže existuje k ∈ N tak, že
∫

Ek

|f | dµ <
ε

2
.

Nechť E ∈ S, µ(E) < δ := ε
2k
. Potom

∫

E

|f | dµ =

∫

E∩Ek

|f | dµ+

∫

E\Ek

|f | dµ

≤

∫

Ek

|f | dµ+ k µ(E)

<
ε

2
+

ε

2
.

27

Je potřeba důkazu porozumět a umět jednotlivé kroky řádně zdůvodnit.

Proč je předpoklad integrovatelnosti funkce f důležitý? Na konkrétním příkladě ukažte,
že tento předpoklad nelze vynechat.

Projekt č. 4.

Dokažte tvrzení i) následující věty.
(ze skript Variační metody, prof. RNDr. Jiří Bouchala, Ph.D., 2012)

18 Lebesgueova míra. Lebesgueův integrál. Prostory �p(Ω).

2.40 Věta (o substituci).

Nechť

∙ � ⊆ R
n je otevřená množina,

∙ � : R
n ⊃ R

n je takové zobrazení, že

Ű � je prosté na �,

Ű � je třídy �1 na �,

Ű ∀� ∈ � : det �′(�) ̸= 0,

∙ � : R
n ⊃ R

*.

Potom
︁

ϕ(G)

�(�) d� =

︁

G

�(�(�)) | det �′(�)| d�,

pokud jeden z těchto integrálů existuje.

2.41 Věta (o souvislosti Riemannova a Lebesgueova integrálu).

Nechť � : R ⊃ R je omezená funkce na intervalu ⟨�, �⟩ ⊆ R. Pak

i) existuje-li (�)
︀ b

a
�(�) d�, existuje i (�)

︀ b

a
�(�) d� a oba integrály se rovnají,

ii) (�)
︀ b

a
�(�) d� existuje ⇔ funkce � je spojitá skoro všude v ⟨�, �⟩.a

aTzn.

∃� ⊆ R :
︀

(Ú(�) = 0) ∧ (∀� ∈ ⟨�, �⟩ ∖ � : � je spojitá v �)
︀

.



Projekt č. 5.

Nechť p ≥ 1 a E ∈ B0. Dokažte, že prostor Lp(E) s normou

‖f‖p =

(∫
E

|f |p dλ

) 1
p

je úplný, tj. každá cauchyovská posloupnost je konvergentní.

Návod (text prof. RNDr. Jana Malého, DrSc.):

Důkaz. Označme

s = ‖u‖p, t = ‖v‖q.

Můžeme předpokládat, že funkce u, v jsou nezáporné a že 0 < s < ∞, 0 < t < ∞. Potom pro skoro každé
x ∈ X máme z Youngovy nerovnosti

u(x)

s

v(x)

t
≤

u(x)p

psp
+

v(x)q

qtq
.

Zintegrováním podle x dostaneme
1

st

∫

X

uv dµ ≤
1

p
+
1

q
= 1.

Tvrzení o rovnosti dostaneme analýzou důkazu. �

11.5. Minkowského nerovnost. Jsou-li u, v měřitelné funkce na X, p ∈ (1,∞), pak

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p.

Důkaz. Můžeme předpokládat, že 0 < ‖u‖p < ∞, 0 < ‖v‖p < ∞. Pro skoro každé x ∈ X máme

|u(x)| ≤
(

|u(x)|p + |v(x)|p
)1/p

,

|v(x)| ≤
(

|u(x)|p + |v(x)|p
)1/p

,

tedy po sečtení a umocnění na p

|u(x) + v(x)|p ≤
(

|u(x)|+ |v(x)|
)p

≤ 2p(|u(x)|p + |v(x)|p),

takže ‖u+ v‖p < ∞. S pomocí Hölderovy nerovnosti, kde definujeme q = p
p−1 , dostaneme

(11.1)

∫

X

|u+ v|p dµ ≤

∫

X

|u+ v|p−1|u| dµ+

∫

X

|u+ v|p−1|v| dµ

≤
(

∫

X

|u+ v|p dµ
)1/q(

∫

X

|u|p dµ
)1/p

+
(

∫

X

|u+ v|p dµ
)1/q(

∫

X

|v|p dµ
)1/p

.

Jelikož

0 <
(

∫

X

|u+ v|p dµ
)1/q

< ∞,

můžeme tímto výrazem vydělit obě strany nerovnosti (11.1) a dostaneme požadovaný výsledek. �

11.6. Úplnost prostorů Lp. Nechť {fj} je posloupnost prvků Lp(X), cauchyovská v normě ‖ . . . ‖p. Pak

existuje f ∈ Lp(X) tak, že ‖fj − f‖p → 0. Dále existuje posloupnost {gj} vybraná z {fj} tak, že gj → f

µ-skoro všude.

Důkaz. Důkaz provedeme pro p < ∞; případ p = ∞ je odlišný a snadnější. Jelikož {fj} je cauchyovská
posloupnost, lze z ní vybrat posloupnost gj tak, že pro všechna j = 1, 2, . . . platí

(11.2) ‖gj+1 − gj‖ < 2−j .

Položme
hk = |g1|+ |g2 − g1|+ · · ·+ |gk − gk−1|,

h = lim
k→∞

hk

Z trojúhelníkové nerovnosti pro Lp-normu a (11.2) dostaneme

‖hk‖p ≤ ‖g1‖p +
k−1
∑

j=1

‖gj+1 − gj‖p ≤ ‖g1‖p + 1.

Podle Leviho věty 8.10 a předchozího odhadu je
∫

X

hp dµ = lim
k

∫

X

h
p
k dµ = lim

k
‖hk‖

p
p ≤ (‖g1‖p + 1)

p

26
Funkce hp je tedy integrovatelná a tím spíš skoro všude konečná (viz. 8.6 (c)). Uvažujme bod x, v němž
h(x) < ∞. Potom řada

g1 +
∞
∑

j=1

(

gj+1(x)− gj(x)
)

konverguje, neboť konverguje řada absolutních hodnot. Tím jsme dokázali existenci limity

f(x) := lim
j→∞

gj(x)

v každém takovém bodě x. Lebesgueova věta 9.2 s majorantou hp dává

lim
j→∞

∫

X

|f − gj |
p dµ =

∫

X

lim
j→∞

|f − gj |
p dµ = 0.

Znovu použijeme, že {fj} je cauchyovská posloupnost, a dostáváme

‖f − fj‖p ≤ ‖f − gj‖p + ‖gj − fj‖p → 0.

Tvrzení o konvergenci skoro všude jsme dokázali v průběhu. �

11.7. Hustota jednoduchých funkcí. Jednoduché Lp-funkce jsou husté v Lp(X), 1 ≤ p < ∞.

Důkaz. Nechť f ∈ Lp(X). Chceme najít posloupnost {fj} jednoduchých funkcí tak, aby ‖fj − f‖p → 0.
Můžeme předpokládat, že f ≥ 0. Podle věty 7.13 existují jednoduché funkce fj ≥ 0 tak, že fj ր f .
Z Lebesgueovy věty 9.2 (majoranta |f |p) dostaneme

∫

X

|fj − f |p dx → 0.

�

12. Věty o konvergenci

Buď (X,S, µ) prostor s mírou.

12.1. Čebyševova nerovnost. Nechť f je měřitelná funkce na D ∈ S, p > 0 a a > 0. Potom

µ(D ∩ {f ≥ a}) ≤

∫

D
|f |p dµ

ap
.

Důkaz. Zřejmě

µ(D ∩ {|f | ≥ a}) ≤

∫

D∩{|f |≥a}

|f |p

ap
dµ ≤

∫

D
|f |p dµ

ap
.

�

12.2. Věta (ε-δ spojitost integrálu). Nechť f je integrovatelná funkce na X. Potom ke každému ε > 0
existuje δ > 0 tak, že pro všechna E ∈ S platí

µ(E) < δ =⇒

∫

E

|f | dµ < ε.

Důkaz. Nechť
Ej = {|f | ≥ j}.

Podle Lebesgueovy věty 9.2 (majoranta |f |) je

lim
j→∞

∫

Ej

|f | dµ = lim
j→∞

∫

X

|f |χ
Ej

dµ = 0,

takže existuje k ∈ N tak, že
∫

Ek

|f | dµ <
ε

2
.

Nechť E ∈ S, µ(E) < δ := ε
2k
. Potom

∫

E

|f | dµ =

∫

E∩Ek

|f | dµ+

∫

E\Ek

|f | dµ

≤

∫

Ek

|f | dµ+ k µ(E)

<
ε

2
+

ε

2
.

27

Je potřeba důkazu porozumět a umět jednotlivé kroky řádně zdůvodnit.



Projekt č. 6.

Dokažte následující větu.
(text prof. RNDr. Jana Malého, DrSc.)

48 12. Sequences of Measurable Functions

The reverse implication is obvious.

12.6. Remark. If f and fn are µ-measurable, almost everywhere finite functions on X
and fn → f µ-uniformly, then fn → f in measure. Indeed, a routine argument shows that
limµ{|fn − f | ≥ ε} = 0 for any ε > 0. Combining aforementioned results we can state the

following Lebesgue’s theorem:

If µX < +∞, f , fn are µ-measurable, almost everywhere finite functions on X, and if

fn → f almost everywhere, then fn → f in measure.

12.7. Exercise. Suppose µX < ∞. If f , fn are µ-measurable, almost everywhere finite

functions on X, then fn → f in measure if and only if for any subsequence {fnk
} there exists

its subsequence {fnkj
} which converges to f almost everywhere.

Hint . For one of the implications use Theorem 12.4. If {fn} satisfies the “subsequences condi-

tion” and does not converge in measure, then there exists an ε > 0 and a subsequence {gn} of

{fn} such that µ{|gn − f | > ε} > ε for all n and gn → f almost everywhere. By Lebesgue’s
theorem of 12.6 we obtain a contradiction.

12.8. Exercise. Let (X, , µ) be a measure space, ϕ an increasing, bounded and continuous

function on [0,∞], ϕ(0) = 0, and ϕ(s+ t) ≤ ϕ(s)+ϕ(t) for all s, t ≥ 0 (for instance the function
t �→ t/(1 + t)). Define

ρ(f, g) =
∞

X

j=1

2−jϕ(µ{|f − g| ≥ 1/j}).

Show that

(a) ρ is a pseudometric on the space of all the µ-measurable functions on X;

(b) fn converge to f in measure if and only if ρ(f, fn)→ 0.

12.9. Exercise (Vitali’s theorem). Let 1 ≤ p < +∞. If fn ∈ p, fn → f almost everywhere

and ‖fn‖p → ‖f‖p, then ‖fn − f‖p → 0.

Hint . Let ϕn = 2p−1(|fn|
p + |f |p) − |fn − f |p. Then ϕn → 2p |f |p almost everywhere. Since

|fn − f |p ≤ (|fn|+ |f |)p ≤ 2p−1(|fn|
p + |f |p), we have ϕn ∈ 1, ϕn ≥ 0. By Fatou’s lemma

2p
Z

X

|f |p ≤ lim inf

Z

X

ϕn = 2
p

Z

X

|f |p − lim sup

Z

X

|fn − f |p .

Hence lim sup
R

X
|fn − f |p = 0, finishing the proof.

12.10. Exercise. (a) (Egorov) Let µ be a σ-finite measure on (X, ), fn µ-measurable

functions on X and fn → f almost everywhere (fn, f almost everywhere finite). Show that

there exist Ek ∈ of finite measure such that µ(X \
∞
S

k=1

Ek) = 0 and fn ⇒ f on every Ek.

(b) Show that the assumption of σ-finiteness of the measure µ in (a) cannot be dropped.

Hint . Let X be the set of all convergent sequences x = {xk} of real numbers and µ the counting
measure on X. Define a sequence {fn} of functions on X by fn(x) = xn. Choose a sequence

{Ej} of subsets of X on which {fn} converges uniformly and find a convergent sequence {yk}

which does not belong to any of the sets Ej (because it converges more slowly than all sequences
from Ej).

(c) Show that the µ-uniform convergence implies convergence almost everywhere, or conver-

gence in measure, without the assumption that µX < ∞.

12.11. Exercise. Find a sequence {fn} of functions on [0, 1] which converges to zero in

(Lebesgue) measure whereas the sequence {fn(x)} fails to converge for any x ∈ [0, 1].

Hint . Consider the indicator functions of intervals [ k−1
m

, k
m
] ordered into a suitable sequence.

Je potřeba důkazu porozumět a umět jednotlivé kroky řádně zdůvodnit.

Na konkrétním příkladě ukažte, že podmínku ‖fn‖p → ‖f‖p nelze vynechat.

Zamyslete se také nad tím, zda podobné tvrzení platí i v případě p = +∞.

Projekt č. 7.

Nechť f : Rn → R∗ je libovolná (lebesgueovsky) měřitelná nezáporná funkce definovaná
na celém Rn. Uvažujme σ–algebru A všech lebesgueovsky měřitelných množin v Rn a
definujme funkci µ : A → R∗ předpisem

µ(M) =
∫
M

f(x) dx pro každou množinu M ∈ A.

Dokažte, že µ je míra na A, která obecně není úplná.

Projekt č. 8.

Nechť pro každé n ∈ N je funkce fn : R → R měřitelná a funkce f : R → R je rovněž
měřitelná. Dále předpokládejme, že množina A ⊆ R je (lebesgueovsky) měřitelná.

Řekneme, že posloupnost funkcí (fn) konverguje podle míry k funkci f na množině A
(píšeme fn ⇒ f na A), jestliže pro každé ε > 0 platí

limλ ({x ∈ A : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}) = 0.

Jestliže posloupnost funkcí (fn) konverguje podle míry k funkci f a zároveň k funkci g
(na množině A), pak f = g skoro všude na A. Dokažte.



Projekt č. 9.

Dokažte následující tvrzení o záměně derivace a integrálu.

Nechť f(x, t) je funkce (n+ 1) proměnných definovaná na A× I, kde A ⊆ Rn a I ⊆ R je
otevřený interval. Dále nechť jsou splněny následující čtyři podmínky:

(1) Pro každé t ∈ I je funkce f(·, t) (definovaná na množině A) měřitelná.

(2) Existuje t0 ∈ I takové, že funkce f(·, t0) je integrovatelná na A.

(3) Pro všechna t ∈ I a skoro všechna x ∈ A existuje (konečná) derivace f ′t(x, t).

(4) Existuje funkce h integrovatelná na A taková, že pro všechna t ∈ I a skoro všechna
x ∈ A platí

|f ′t(x, t)| ≤ h(x).

Pak je funkce f(·, t) integrovatelná na A dokonce pro všechna t ∈ I. Navíc má funkce g
definovaná předpisem

g(t) =
∫
A

f(x, t) dx

derivaci na intervalu I a platí

g′(t) =
∫
A

f ′t(x, t) dx,

tzn.
d
dt

∫
A

f(x, t) dx =
∫
A

f ′t(x, t) dx.

Pomocí dokázaného tvrzení se pokuste vypočítat integrál

I =
∫ π

2

0

arctg(sin x)
sinx

dx.

Nápověda:
Uvažujte funkci I(t) =

∫ π
2

0
arctg(t sinx)

sinx dx a její derivaci.



Projekt č. 10.

(a) Vypočtěte f ′ a f ′′ ve smyslu distribucí, je-li funkce f : R→ R daná předpisem

f(x) = |x| −
∣∣x2 − 1

∣∣+ sgnx+ 4.

Obě derivace vyjádřete jako součet regulární a neregulární části. Nezapomeňte také
zdůvodnit, proč tyto derivace existují.

(b) Najděte druhou derivaci ve smyslu distribucí funkce g(x) = cos |x − 2|. Výsledek
opět rozepište na součet regulární a neregulární části.

Projekt č. 11.

Je dána funkce v : R2 → R předpisem

v(x1, x2) = ln
√
x2

1 + x2
2 (vektorově zapsáno v(x) = ln ‖x‖) .

(a) Dokažte, že na libovolné oblasti Ω ⊆ R2 neobsahující bod (0, 0) platí

∆v =
∂2v

∂x2
1

+
∂2v

∂x2
2

= 0,

kde derivace chápeme v klasickém smyslu.

(b) Dokažte, že platí v ∈ L1
loc(R2). (Tzn., že v lze chápat jako distribuci.)

(c) Vypočtěte ∆v ve smyslu distribucí.
Návod: Použijte Greenovu formuli

(
∀u, v ∈ C2(Ω)

)
:
∫

Ω
(∆u · v − u ·∆v) dx =

∫
∂Ω

(
du
dn
· v − u · dv

dn

)
ds

a tvrzení (a).



Projekt č. 12.

Najděte nějaké funkce f, g ∈ L1
loc(R) takové, aby platilo

(a) f ′ + f = sgnx+ δ0 + δ1,

(b) g′′ + g = x+ 2δ0 − 3δ′π

ve smyslu distribucí. Nakreslete i grafy funkcí f a g.

Projekt č. 13.

Nechť a ∈ R je libovolné. Dokažte, že Diracova distribuce δa (∈ D∗(R)) není regulární. To
znamená, že neexistuje funkce f ∈ L1

loc(R) taková, že

∀ϕ ∈ D(R) : 〈δa, ϕ〉 =
∫
R
f(x)ϕ(x) dx.

Projekt č. 14.

Vypočtěte f (4) ve smyslu distribucí, je-li funkce f : R→ R daná předpisem

f(x) = |x|3 − |x− 1|+ sinx.

Tuto derivaci vyjádřete jako součet regulární a neregulární části. Nezapomeňte také zdů-
vodnit, proč tato derivace existuje.


