Projekty - Varia¢ni metody

Projekt ¢. 1.

Dokazte vétu o vlastnostech miry.
(ze skript Variacni metody, prof. RNDr. Jiti Bouchala, Ph.D., 2012)

2.7 Véta (vlastnosti miry). Bud (X, A, ) prostor s mirou. Pak plati
i) i (0) =0,
ii) VA, Be A: [AC B = u(A) < u(B)],

iii) [(\m EN: A € A) A (A, /‘A)} = u(An) = u(A)

(symbolem A, /A rozumime, Ze Ay C Ay C A3 C ... azZe A= An) ,

n=1

iv) [(Vn EN: A, € A) A (AN A) A (,L(Al) < —l—oo)} = w(A,) = u(A)

(symbolem A, N\ A rozumime, Ze Ay D As D A3 D ... aZe A=) An) .

n=1

Vsechny vyse uvedené vlastnosti odvodte z axiomt miry.

Projekt ¢. 2.

Dokazte vétu o zaplnéni miry.
(ze skript Variacni metody, prof. RNDr. Jiti Bouchala, Ph.D., 2012)

2.10 Véta (o zuplnéni miry). Necht (X, A, ) je prostor s mirou. Necht Ay je
systém vsech E C X takovych, Ze existuji mnoziny A, B € A tak, Ze

ACECB, u(B\A)=0.

Definujme pro E € Ay :

Potom (X, Ay, o) je prostor s dplnou mirou.”

(X, Ag, o) nazyvdme ziplnénim (X, A, u).

Uvédomte si, ze zde je potieba dokazat vice véci. Napf. to, ze Ag je o—algebra, ze definice
Lo je korektni a Ze pp je iplnd mira. A mozna i dalsi drobnosti ...



Projekt ¢. 3.

Dokazte nésledujici e—¢ vlastnost (Lebesgueova) integrélu.
(text prof. RNDr. Jana Malého, DrSc.)

12.2. Véta (e-0 spojitost integralu). Necht f je integrovatelnd funkce na X. Potom ke kaZdému ¢ > 0
existuje § > 0 tak, Ze pro vsechna E € S plati

W(E) <5 — / ] du < e.
E
Drikaz. Necht

Ej ={lfl = j}-
Podle Lebesgueovy véty 9.2 (majoranta | f|) je

i [ (fldu= Jim [ 17 du=o,
j— JE, j—oo Jx 3

€
[fldp < <.
Jo <5
Necht E € S, u(E) < § := 5. Potom

[intau= [ ifidus [ irldn
E ENEy J E\E}

< /Ek |fldp+ k p(E)

takze existuje k € N tak, ze

Je potieba diikazu porozumét a umét jednotlivé kroky radné zdtvodnit.

Proc¢ je predpoklad integrovatelnosti funkce f dilezity? Na konkrétnim prikladé ukazte,
ze tento predpoklad nelze vynechat.

Projekt ¢. 4.

Dokazte tvrzeni i) nasledujici véty.
(ze skript Variacni metody, prof. RNDr. Jiti Bouchala, Ph.D., 2012)

2.41 Véta (o souvislosti Riemannova a Lebesgueova integralu).

Necht f . R — R je omezend funkce na intervalu (a,b) C R. Pak
i) existuje-li (R) fab f(z)dz, existuje i (L) fab f(z)dz a oba integrdly se rovnaji,

ii) (R) fabf(x) dz existuje < funkce f je spojitd skoro vsude v {a,b)."

Tzn.
INCR: [(AN)=0) A (Vo € {a,b)\ N: f jespojitd v z)].




Projekt ¢. 5.

Necht p > 1 a E € By. Dokazte, ze prostor LP(FE) s normou

1l = [E Py

je uplny, tj. kazda cauchyovska posloupnost je konvergentni.

Ndvod (text prof. RNDr. Jana Malého, DrSc.):

11.6. Uplnost prostorit LP. Necht {f;} je posloupnost prvki LP(X), cauchyovskd v normé || ... | ,. Pak
existuje f € LP(X) tak, Ze || f; — fllp — 0. Ddle existuje posloupnost {g;} vybrand z {f;} tak, Ze g; — f
w-skoro vsude.

Diikaz. Ditkaz provedeme pro p < oo; piipad p = oo je odlisny a snadnéjsi. Jelikoz {f;} je cauchyovska

posloupnost, lze z ni vybrat posloupnost g; tak, Ze pro vSechna j = 1,2,... plati
(11.2) g1 — g5l <277
Polozme
hie = g1l +1g2 — g1l + -~ + |k — gr—1l,
h = lim hy
k—oo

Z trojuhelnikové nerovnosti pro LP-normu a (11.2) dostaneme
k—1

7allp < llgalls + Y g5+t = g5llp < llgallp + 1.
j=1

Podle Leviho véty 8.10 a predchoziho odhadu je

[ =t [ =i ol < (ol + 17
X kE Jx k

Funkce h? je tedy integrovatelnd a tim spi§ skoro viude koneénd (viz. 8.6 (c)). Uvazujme bod z, v némz
h(z) < co. Potom Fada

g1+ (9541(x) = g;())
Jj=1
konverguje, nebot konverguje fada absolutnich hodnot. Tim jsme dokézali existenci limity
f(@) = lim g;(x)

v kazdém takovém bodé z. Lebesgueova véta 9.2 s majorantou h” dava

lim / If =gl dp= / lim |f —g;|"dp=0.

j—oo [x Jx j—>
Znovu pouzijeme, ze { f;} je cauchyovskd posloupnost, a dostavame

If = Fille < I = gillp + g — fillp — 0.

Tvrzeni o konvergenci skoro vsude jsme dokéazali v pribéhu. O

Je potfeba ditkazu porozumét a umét jednotlivé kroky radné zdtvodnit.



Projekt ¢. 6.

Dokazte nasledujici vétu.
(text prof. RNDr. Jana Malého, DrSc.)

12.9. Exercise (Vitali’s theorem). Let 1 < p < 4o0. If f, € &P, f, — f almost everywhere
and || fnll, = [If]l,, then [[fn — fIl, — 0.

Hint. Let pn = 227 1(|fu|? + |fIP) — |fn — fIP. Then @, — 2P |f|P almost everywhere. Since
[fro = FIP < (Ifnl + 1£DP <227 1(|ful? + | £IP), we have @, € L1, vy > 0. By Fatou’s lemma

2p/ |f\p§1iminf/ <pn:2p/ |f|p—limsup/ |fn— fIP.
X X X X

Hence limsup [y |fn» — f|P = 0, finishing the proof.

Je potfeba ditkazu porozumét a umét jednotlivé kroky radné zdtvodnit.
Na konkrétnim piikladé ukazte, ze podminku || f,||, — || f]|, nelze vynechat.

Zamyslete se také nad tim, zda podobné tvrzeni plati i v piipadé p = +oc.

Projekt ¢. 7.

Necht f: R" — R* je libovolna (lebesgueovsky) méfitelnd nezaporna funkce definovana
na celém R". Uvazujme o—algebru A vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin v R™ a
definujme funkci p1: A — R* pfedpisem

w(M) = / f(z)dx pro kazdou mnozinu M € A.
M

Dokazte, Ze j je mira na A, kterd obecné neni uplna.

Projekt ¢. 8.

Necht pro kazdé n € N je funkce f,: R — R méfitelnd a funkce f: R — R je rovnéz
méfitelnd. Déle predpokladejme, ze mnozina A C R je (lebesgueovsky) méfitelna.

Rekneme, 7e posloupnost funkei (f,,) konverguje podle miry k funkci f na mnoziné A
(piseme f, = f na A), jestlize pro kazdé £ > 0 plati

ImA({x € A: |fu(x) — f(x)] > €}) =0.

Jestlize posloupnost funkci (f,) konverguje podle miry k funkci f a zaroven k funkci g
(na mnoziné A), pak f = g skoro vSude na A. Dokazte.



Projekt ¢. 9.
Dokazte nésledujici tvrzeni o zaméné derivace a integralu.

Necht f(z,t) je funkce (n + 1) proménnych definovand na A x I, kde ACR" a I CR je
otevieny interval. Déle nechf jsou splnény néasledujici ¢tyfi podminky:

(1) Pro kazdé t € I je funkce f(-,t) (definovand na mnoziné A) méfitelna.

(2) Existuje tg € I takové, ze funkce f(-,ty) je integrovatelna na A.

(3) Pro vSechna t € I a skoro vSechna z € A existuje (konec¢nd) derivace f/(z,t).
(4)

4) Existuje funkce h integrovatelna na A takova, ze pro vSechna t € [ a skoro vSechna

x € A plati
|fi(z, t)| < h(z).

Pak je funkce f(-,t) integrovatelnd na A dokonce pro vSechna ¢t € I. Navic ma funkce g
definovana predpisem

o(t) = / f(a. 1) da

derivaci na intervalu I a plati

d@=AﬂmﬂM,

tzn.

d /!
E[Af(x,t)dx:/qft(x,t)dx.

Pomoci dokazaného tvrzeni se pokuste vypocitat integral

[— /’; arctg(sin x) de
0

sin x

Ndpovéda:

Uvazujte funkei I(t) = fog W dx a jeji derivaci.



Projekt ¢. 10.
(a) Vypoctéte f' a f” ve smyslu distribuci, je-li funkce f: R — R dané pfedpisem
f(@) =|z| - |¢* — 1| +sgnz + 4.

Obé derivace vyjadiete jako soucet regularni a neregularni ¢asti. Nezapomenite také
zdivodnit, proc tyto derivace existuji.

(b) Najdéte druhou derivaci ve smyslu distribuci funkce g(z) = cos|z — 2|. Vysledek
opét rozepiste na soucet regularni a neregularni ¢asti.

Projekt ¢. 11.

Je dana funkce v: R? — R pfedpisem

v(zy, 22) = Iny /2% + 23 (vektorové zapséno wv(z) = In|z||).
(a) Dokazte, Ze na libovolné oblasti {2 C R? neobsahujici bod (0, 0) plati

v 0%

A = — —_—
! 8:13%—{—83:%

0,

kde derivace chapeme v klasickém smyslu.
(b) Dokazte, Ze plati v € L{ (R?). (Tzn., Ze v lze chépat jako distribuci.)

loc

(¢) Vypoététe Av ve smyslu distribuci.
Navod: Pouzijte Greenovu formuli

— du dv
200)) - ) — - = — v —Uu - —
(Vu,v € C*(Q)) /Q(Au v—u-Av) dz /89 (dn v—u dn) ds

a turzent (a).



Projekt ¢. 12.
Najdéte né&jaké funkee f,g € LL _(R) takové, aby platilo

loc
(a) f'+ [ =sgnz+dy+ oy,
(b) ¢" + g =z + 20y — 30,

ve smyslu distribuci. Nakreslete i grafy funkci f a g.

Projekt ¢. 13.

Necht a € R je libovolné. Dokazte, ze Diracova distribuce 4, (€ D*(R)) neni regularni. To

znamend, %e neexistuje funkce f € LL (R) takova, Ze

Vo € D(R): (6, ¢) = / f(@)p() dz.

Projekt ¢. 14.
Vypoététe f® ve smyslu distribuci, je-li funkce f: R — R dané pfedpisem
f(x) =|z]® — |z — 1] +sinz.

Tuto derivaci vyjadiete jako soucet regularni a neregularni ¢asti. Nezapomeiite také zdu-
vodnit, pro¢ tato derivace existuje.



