9. pf'ednaSka (extrémy, slovni dlohy vedouci na extrémy)

=/ Lokalni extrémy

V Maplu Ize lokdlni extrémy dané funkce najit pomoci piikazu extrema.

Priklad:

Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x) = X =12x+1.

[ > restart;
[ > £:=x"3-12%*x+1;
fi=x-12x+1
> extrema (£, {}, x);
{-15,17}
> plot (f,x=-4..4,thickness=5);

15+

—10%

L -15-
Vidime, Ze ptikaz extrema vypsal pouze funk¢ni hodnoty v lokdlnich extrémech.

> extrema (£, {},x, 'bod'");

{-15,17}
> bod;

{{x=-2},{x=2}}

Dadle si miZeme vSimnout, Ze Maple nevypsal, zda se jednd o maximum nebo minimum.

Pfi bliz§im zkoumani zjistime, Ze ptikaz extrema ve skute¢nosti nehledd lokalni extrémy, ale
pouze staciondrni body :-( coZ ostatn¢ ukazuje nasledujici ptiklad.




[ > extrema ((x-1)73,{},x, 'bod');

L {0}
[ > bod;

i {{x=1}}
Funkce f(x)=(x—-1 )3 pfitom Zadny lokdlni extrém nema!
> plot ((x-1)~3,x=0..2, thickness=5);

1

0.5

0.5

MozZna by bylo lepsi pouZzit piikaz ExtremePoints z baliku Student[Calculus1].

] > with (Student[Calculusl]);

[ AntiderivativePlot, AntiderivativeTutor, Approximatelnt, ApproximatelntTutor,
ArcLength, ArcLengthTutor, Asymptotes, Clear, Critical Points, CurveAnalysisTutor,
DerivativePlot, DerivativeTutor, DiffTutor, ExtremePoints, FunctionAverage,
FunctionAverageTutor, FunctionChart, FunctionPlot, GetMessage, GetNumProblems,
GetProblem, Hint, InflectionPoints, IntTutor, Integrand, InversePlot, InverseTutor,
LimitTutor, MeanValueTheorem, MeanValueTheoremTutor, NewtonQuotient,
NewtonsMethod, NewtonsMethodTutor, Pointlnterpolation, RiemannSum, RollesTheorem,
Roots, Rule, Show, ShowIncomplete, ShowSolution, ShowSteps, Summand,
SurfaceOfRevolution, SurfaceOfRevolutionTutor, Tangent, TangentSecantTutor,
TangentTutor, TaylorApproximation, TaylorApproximationTutor, Understand, Undo,

L VolumeOfRevolution, VolumeOfRevolutionTutor, WhatProblem |
[ > ExtremePoints ((x-1)*3);

I []

Vidime, Ze nyni Maple spravné poznal, Ze funkce f(x)=(x—1 )y Zadny lokélni extrém nema.
Nevyhodou je, Ze piikaz ExtremePoints funguje pouze pro funkce jedné proménné.




]

[ > CriticalPoints ((x-1)“3);

L [1]
[ >

Priklad:

Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y)=x* -y +7y —4dxy—4x+17y+11.

> £:=x"2-y"*3+T7*y*2-4*x*y-4*x+1T7*y+11;

f:=x2—y3+7y2—4xy—4x+l7y+11
> extrema (£, {}, {x,y},bod);

Error, (in extrema) illegal use of a formal parameter
[ >

7z

Maple vypsal chybovou hlaSku, protoZe v proménné "bod" uz je pfifazend hodnota (jesté z
predchoziho piikladu).

> bod;
L {{x=1}}

Abychom zamezili vyskytu chybové hlasky, pouzijeme apostrofy.

> extrema(f,{}, {x,y}, 'bod"');
{2,34}
> bod;

L {{x:()’y:'l}’{x:&y:fﬂ}

Jiz vime, Ze to, co vidime, nejsou extrémy, ale pouze staciondrni body, takZe zbytek musime
dod¢lat sami.
Sestavime matici druhych derivaci.

> H:=unapply (<<diff (f,x,x) ,diff (f,y,x)>|<diff (f,x,y) ,diff(f,y,y
)>>,x%x,y);
H:=(x,y) - rtable(1..2,1..2,{(1,1)=2,(1,2)=-4,(2,1)=-4,(2,2)=-6y+ 14},

datatype = anything, subtype = Matrix, storage = rectangular, order = Fortran_order)

[ > H(x,y);
[2 -4 }
-4 -6y+14

2]

‘ > LinearAlgebra[IsDefinite] (H(8, 3),query='indefinite');

> H(S8, 3);




L true

Vidime, Ze matice H(8, 3) je indefinitni, a proto v bod¢ (8, 3) lokdlni extrém nenastava.

™

> LinearAlgebra[IsDefinite] (H(0,-1));

> H(0,-1);

true
> LinearAlgebra[IsDefinite] (H(0,-1),query='positive_definite');

true

Matice H(O, —1) je pozitivné definitni, a proto v bod¢ (0, —1) nastane ostré lokalni
minimum.

Graf funkce f:

| > plot3d(f,x=-7..9,y=-4..5,axes=framed, orientation=[120, 60]);

[ >

Graf funkce f v okoli stacionarniho bodu (8, 3):

| > plot3d(f,x=6..10,y=1. .4, axes=framed, orientation=[-150,75]);




[ >

Graf funkce f v okoli stacionarniho bodu (0, —1):

| > plot3d(f,x=-5..5,y=-3..2, axes=framed, orientation=[120, 60]);
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Vrstevnice funkce f

[ > with(plots):

| > pl:=plots[contourplot] (£f,x=-7..12,y=-4..8,contours=[seq(3+i*2
L 0,i=-30..30),34,2,9],grid=[60,60],thickness=3):

| > p2:=pointplot ([[8,3],[0,-1]], symbol=soliddiamond, symbolsize=2
0, color=black) :




[ > display ([pl,p2]);

I 4
[ >

=/ Globalni extrémy

Pro vypocet globdlnich extrémt v Maplu slouzi piikazy maximize a minimize.

Pfipomenme jednu duleZitou vétu z matematické analyzy.

Weierstrassova véta:

Necht’ funkce f (obecné n proménnych) je spojitd na neprazdné kompaktni mnoziné M. Pak
funkce f nabyvd na M svého (globdlniho) maxima i minima.

Priklad:

Najdéte globdlni extrémy funkce f(x) = x*=12x+1 naintervalu <=3, 5>.

[ > restart;
[ > £:=x~3-12*%x+1;
fi=x-12x+1

> maximize (f,x=-3..5);

66

> minimize (f,x=-3..5);

-15




Dostali jsme pouze hodnotu maxima a minima - ne vSak body, ve kterych maximum ¢i
minimum nastava.

> maximize (£,x=-3..5,location);
00, {[{x=5},60]}
> minimize (f,x=-3..5,1location);

-15, {[{x=2},-15]}
> plot (£,x=-3..5,thickness=5);

60-
40-
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1 X
[ >
Priklad:

Najdéte globdlni extrémy funkce f(x,y) = ¥ +x y+ y2 na ¢tverci <0, 1> x <0, 1>.

> f£:=x"2+x*y+y*2;

fr=xttxy+)y
> minimize(f,x=0..1,y=0..1,1location);

0, {[{x=0,y=0},0]}

> maximize (f,x=0..1,y=0..1,location);

i 3.{l{x=Ly=1},3]}

Graf funkce f:

| > plot3d(f,x=0..1,y=0..1, axes=framed, orientation=[-55,75]);




[ >

Vrstevnice funkce f:

[ > with(plots):
| > contourplot (£,x=0..1,y=0..1, contours=40, coloring=[blue, red],t
hickness=3);
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Problém nastdva, pokud bychom naptiklad chtéli pocitat maximum nebo minimum funkce

Vv s

dvou proménnych na obecnéjSich mnozinach, nez jsou dvojrozmérné intervaly.

Priklad:

Najdéte globalni extrémy funkce f(x,y) = x*+xy+y nakruhu x*+y* < 1.




[ > f:=(x,y) —>x"2+x*y+y*2;

i f=(xy) - X +xy+y’
[ > minimize (f(x,y),y=—-sqrt (1-x*2) ..sqrt (1-x*2) ,x=-1..1,location)

.
4

minimize(x2 +xy+y2,y=—«/l - ..«/1 —xz,x=—1 .. 1, location), { }

Zde si musime poradit opét sami.

Nejprve vypocteme stacionarni body.

> extrema(f(x,y),{}, {x,y}, 'bod");

L {0}
[ > bod;

i {{x=0,y=0}}

Dostali jsme staciondrni bod (0, 0), ktery leZi uvnit zadané mnoZiny.
Nyni je potieba vySetfit hranici kruhu. Tuto hranici si rozdélime na dva kusy (horni a dolni
pulkruznice).

Horni ptlkruZnice:

> h:=x->sqrt (1-x*2);

| h:=x—>4/l—x2

> minimize(f(x,h(x)),x=-1..1,location);

1 J2 1
’{[{x__ o) }’2j|}

2

y-ova soufadnice:

> y=h(-sqrt (2)/2);

2

YT

> maximize(f(x,h(x)),x=-1..1,location);
3 {[{ A2 z}}
> YT 2

y-ova soufadnice:

[ > y=h(sqrt(2)/2);




o

~
I

[ >

Dolni ptilkruZnice:

> h:=x->-sqrt (1-x*2);

i h:=x—>—4/1—x2

> minimize(f(x,h(x)),x=-1..1,1location);

1 J2 1
L=l

y-ova soufadnice:
> y=h(sqrt (2)/2);

y=-

-fen

> maximize (f (x, -sqrt (1-x*2)),x=-1..1,location);

3 2.3
5,{[{x=—[},‘}}

2 2
y-ova soufadnice:

> y=h(-sqrt (2)/2);

Hodnota ve stacionarnim bod¢:

> £(0,0);

Odtud vidime, Ze globdlni minimum nastdva v bod¢ (0, 0) a globalni maximum nastava v

ff ff

bodech (— /) —) Hodnota globdlniho minima je 0 a hodnota

3
globélniho maxima je 5

Graf funkce f:




> pl:=plot3d(f(x,y),y=—-sgrt (1-x*2)..sqrt (1-x*2) ,x=-1..1, axes=fr
amed) :

> p2:=spacecurve([cos(t),sin(t),0],t=0..2*Pi, color=black, thickn
ess=5) :

> display([pl,p2],orientation=[30,60]);

Vrstevnice funkce f:

| > pl:=contourplot (f(x,y),y=—-sqrt (1-x*2) ..sqgrt (1-x*2) ,x=-1..1,co
L ntours=15, coloring=[blue, red], thickness=3) :

[ > p2:=plot([cos(t),sin(t),t=0..2*Pi], color=black, thickness=5) :
| > display([pl,p2]);




Jinou moZnost ddvaji piikazy Maximize a Minimize z baliku Optimization.

Vyhoda je, ze tyto piikazy se umi vypotadat s obecnymi mnozinami, ale bohuzel Maple
vypocet provadi numericky.

> with(Optimization);
[ ImportMPS, Interactive, LPSolve, LSSolve, Maximize, Minimize, NLPSolve, QPSolve |
[ > Maximize (f(x,y), {x*2+y*2<=1});
[ 1.50000000000338306, [x =0.707106781187345, y =0.7071067811873451]]
| > Minimize (£f(x,y), {x*2+y*2<=1});
[0.551012976947947269 10,
[x =-0.135525271560688 107", y = -0.135525271560688 10"°1]

[ >

Zaroven vidime, ze Maple nenasel vSechny body, ve kterych nastdvd maximum.

[ >

=/ Extremalni dlohy

B Krabice

Ze ctvercového karténu o strané¢ 60 cm odfizneme v rozich 4 mensi ¢tverce. Ze zbytku
poskladame krabici bez vika (viz obrazek). Jak velké ¢tverce musime v rozich odstfihnout,
abychom dostali krabici 0 maximédlnim objemu. Jak velky bude onen maximalni objem?




Oznac¢me x délku stran Ctverct, které v rozich odfizneme. Pak objem krabice je popsan

funkei V(x)=(60-2x)*x. Prom&nnd x pfitom miiZe probihat interval <0, 30>.
Ulohu jsme tedy ptevedli na vypocet globalniho maxima dané funkce na daném intervalu.

> restart;
> V:i=x->(60-2*x) *2*x;

Vi=xo> (60—2x)2x
> maximize (V(x),x=0..30,location);

16000, {[{x=10}, 16000] }

Vidime, Ze musime v rozich odstfihnout ¢tverce o stran¢ 10 cm. Maximalni objem
krabice pak bude 16000 krychlovych centimetrt, tj. 16 litr.

Poznamka:

Kdybychom tlohu chtéli zobecnit a uvazovat ¢tvercovy kartén o stran¢ a, funkce V by
a
m¢la predpis V(x)=(a -2 x)’x a proménnd x by mohla byt v intervalu <0, E>.

Funkce V je na tomto (uzavieném) intervalu spojitd, a proto (podle Weierstrassovy véty)
globdlni extrémy existuji.

> V:=x->(a—-2*x) *2*x;

Vi=xo> (a—2x)2x
> maximize (V(x),x=0..a/2,location);

a
maximize((a -2 x)2 x,x=0.. E, locationj, { }



Zde uz ma Maple zase problémy.

> extrema (V(x), {},x, 'bod');
2a . 2a
{ max| 0, —— |, min| 0, }
27 27

{{xz%}, {x=%}}

> bod;

a a
Mame jediny stacionarni bod x :g lezici uvnitf intervalu <0, 5>. Dile jsou

a
krajni body, tzn. x=0 a x= 5

AN

samoziejme "podezielé

Nyni uz jen musime porovnat funkéni hodnoty v podezielych bodech.

> V(0);
L 0
[ > Vv(a/2);
L 0
> Vv(a/6);

2a
L 27
a
Vzhledem k tomu, Ze a byl kladny parametr, globdlni maximum nastava v bodé g

a
Musime tedy v rozich odstfihnout mensi ¢tverce o strané g, kde a byla strana

puvodniho c¢tverce.

>
B Valec

Ze vsech valcli o daném objemu V najdéte ten, ktery ma minimdalni povrch. Jaké budou
rozmeéry hledaného vélce?

Polomér vélce si oznaCme r a vysku v.

| > restart;
[ > V=Pi*r*2*v;

V=mrv




> v:=solve(%,V);

Vv
vi="o
i e
[ > S:=unapply (2*Pi*r*2+2*Pi*r*v, r);
, 2V
Si=r->2MTr +—
;

Dostali jsme funkci, kterou je tteba minimalizovat. Zde hleddme globdlni minimum
funkce S na intervalu (0, nekonecno).

Stacionarni bod(y) funkce S:

> extrema(S(r),{},r, 'stac');
(1/3) (1/3) (213)
2 \%4

L 371
> stac;
/ (1/3)
{{ ‘4(1 3>(VT€) ]}
| "o 2T
Derivace funkce S:
> D(S) (x);
2V
4T[r——2
-

Vidime, Ze nalevo od stacionarniho bodu je derivace funkce S zdpornd, zatimco napravo
je kladn4, tzn., Ze ve stacionarnim bod¢ nastava lokdlni, ale i globalni minimum.

[ > assign(stac);
| > r:=simplify(r);
(213) _(113)
2 1%
ri=
(113)
L 2T
[ > v:=simplify(v);
(213) _(113)
2 1%
V= (1/3)
L Tt
> testeq(v=2*r);
true

Optimdlni vilec méa tedy vysku rovnou pruméru.




>
B Parabola

Na parabole p(x) = X najdéte bod, ktery je nejblize bodu (1, 0).

Obecny bod na parabole je (x, x), kde x muze byt libovolné redlné ¢islo.
Vzdélenost takového bodu od bodu (1, 0) je:

[ > restart;
| > vzdalenost :=sqgrt ( (x-1) *2+ (x*2-0) ~2) ;

2 4
i vzdalenost :=«/x -2x+1+x
[ > reseni:=minimize (vzdalenost, location);

2
(213) (213) (2.
1+((54+6'\/87) -6) (54 +64/87) —6+((54+6q/87)
(213) (173)
36 (54 +64/87) 3(54+64/87) 1296 (54 + 6 4/ 8

2
(2/3) (2/3)
_(54+64/87) -6 54 r64/8T) T —6)  (s4+6487
- a3 | 213
6 (54 +64/87) 36 (54 +64/87) 3(54+64/

reseni =

, X

> reseni[2,1,1];

(213)
(54 +64/87) -6
xX= (113)
L 6(54+64/87)

[ > assign(reseni[2,1,1]);

(2/3)
(54 +64/87) -6
(113)
L 6(54+64/87)

> bod:=[x,x*2];

> x;

(213) (213) 2
bod (54+64/87) -6 ((54+64/87) -6)
od =

(1/3) (213)
L 6(54+64/87) 36 (54 +64/87)
> evalf (bod);

[0.5897545123, 0.3478103848 ]

Grafické znazornéni:

[ > with(plots) :with (plottools) :



[ > pl:=plot (x—>x*2,-1..1,color=red, thickness=5):

> p2:=pointplot ([bod, [1,0]], symbolsize=20, symbol=solidcircle
,color=black) :

[ > p3:=1line(bod, [1,0], color=black, thickness=5):

> display([pl,p2,p3], scaling=constrained);

02 04 06 08 1

>
=] Odlitek z betonu

Vv

Z. 1 krychlového metru betonu mame odlit co nejvyssi téleso bud’ ve tvaru krychle, nebo
koule, nebo koule postavené na krychli.
Jak vysoké bude toto téleso?

Oznac¢me x hranu krychle, kterou z betonu odlijeme. Je jasné, Ze x patii do intervalu <
0, 1>.

[ > restart;
| > V_krychle:=x"3;

V_krychle = x
> V_koule:=1-x"3;

V_koule =1 — X
> solve (4/3*Pi*r~3=V_koule, r);

(1713)

1
N A K CEL RN LS

«6—6£)ﬁf”” _((6-6x

b

411 L

1
(o-siy)"? ghPE-eDT)

4m T
> r:=%[1]1;

2T
(1/3)




(113)

=«6—6f)ﬁ)

2T

r.

| > vyska:=x+2*r;
(113)

(6-6x")T0)
+

Tt

vyska = x

> maximize (vyska,x=0..1);

B 3 (1/3)
((6-6x") ) ,xZO..lJ

maximize(x +
Tt

Maple ma s maximalizaci problémy. Mohli bychom pouzit piikaz Maximize z baliku

Optimization a spocitat maximum alespoii numericky.

> Optimization[Maximize] (vyska, {x>=0,x<=1},initialpoint={x=1
/2});
[1.78357616610593218, [x =0.748779886288184 ] ]
[ > assign(%[2]);
[ > x;
0.748779886288184
> evalf(r);

0.517398139715417

Vidime, Ze je potieba odlit krychli o hrané 0.748779886288184 a kouli s polomérem 0
.517398139715417. Vznikne téleso s vySkou 1.78357616610593218.

Animace:

[ > with(plots):
[ > with(plottools):
> kresli:=proc(x) local pl,p2,r;
pl:=hexahedron([0,0,x/2],x/2, color=grey) ;
r:=evalf (surd((1-x~3)*3/ (4*Pi), 3));
P2 :=sphere ([0, 0, r+x], r, color=grey) ;
display([pl,p2], axes=framed, scaling=constrained, orientatio
n=[-135,75,0]);
end;
kresli := proc(x)
local pl, p2, r;
pl := plottools:-hexahedron([0, 0, 1 / 2k ], 1 / 2Lk, color = grey);
r:=evalf(surd(3 /401 -x"3)/ 1 3));
p2 = plottools:-sphere([ 0, 0, r + x|, r, color = grey);



plots:-display([pl, p2 ], axes = framed, scaling = constrained,
orientation =[-135,75,0])

_end proc
| > animate (kresli, [t],t=0..1,scaling=constrained, frames=50) ;

> x;

0.748779886288184

> kresli (x);

0
04 0\/2 04

275 50
04704

Dokazali bychom Maple popostréit, aby maximalizaci spocital (aniZ bychom museli
pfistupovat k numerickému feSeni)?

0>
B Dvé chodby a Zebiik

Dvé chodby Siroké a a b metra se kiiZuji v pravém dhlu. Zjistéte maximalni délku
zebiiku, ktery Ize ve vodorovné poloze pienést z jedné chodby do druhé.




Neni t€zké si uvédomit, Ze maximélni délka Zebiiku je rovna minimu délek vSech
moznych Cervenych tsecek (viz obrazek vySe). Funkce, kterd délku Cervené usecky

popisuje, ma tvar d(¢) = kde ¢ je dhel, ktery svira dsecka s osou x.

+ b
sin(z) cos(t)

. Tt
Uhel t pfitom probihd otevieny interval (0, E).

[ > restart;
[ > assume (a>0,b>0);
> d:=t->a/sin(t)+b/cos (t);
a b
r - — +
sin(t)  cos(t)

> derivace:=D(d) (t);

a~cos(t) b~sin(t)
+

derivace := — 5 5
sin(7) cos(t)

> solve (derivace, t);
1 (113)
(1/3) (113)  —14/3 (a~b~?
[(mbj) J WIPEXUL - V3 (a~ b7
arctan| ——— |, arctan| — +
b 2 b~ b~

1 (1/3)
L Elﬁ(m b~?)

+
2 b~ b~
> stac_bod:=%[1];

b

—arctan

stac_bod = arctan(



Tt
Funkce d ma tedy jediny stacionarni bod v intervalu (0, 5). Zaroven je jasné, Ze v tomto

otevieném intervalu je funkce d diferencovatelnd. Déle plati:

> Limit (d(x),x=0,right)=1imit (d(x),x=0, right);

) a~ b~
Iim — + =00
L0+ Sin(x) cos(x)

> Limit (d(x),x=Pi/2, left)=1imit (d(x),x=Pi/2, left);

a~ b~

hEnJ sin(x) ¥ cos(x) -

2

Na zaklad¢ toho nenf t€Zké si uvédomit, Ze funkce d ma ve vypocteném stacionadrnim
bod¢ globalni minimum. Promyslete si to!

Hledana délka:

> d(stac_bod);

(a-b 2)(2/3)
a~ ~
a~ b~ 1+T b2 (213)
1/3~ + b~ 1+(a~ ~2)
(a- b~2)( ) b-

> delka:=simplify (%) ;

(213) (213) (2/3)  (1/3)
«/b~ +a~ (a~+ b~ a~ )

(1713)
a~

> delka:=subs({a='a',b='b'},simplify (%)),

delka =

(213)  (213) (213) (1/3)
«/b +a (a+b a

delka = 173

Hledana maximdlni délka Zebtiku je (a Py b

Skutecné:

: > delka_upravena:=(a*(2/3)+b*(2/3))*(3/2);
(312)

(213) (213)
+ g~

delka_upravena := (b~ a



> simplify (delka-delka_upravena) ;

0
L[>

B Bod v trojihelniku

Uvniti trojdhelniku s vrcholy A =(0,0), B=(4,0) a C=(3,2) najdéte bod X takovy,
aby soucet vzddlenosti AX + BX + CX byl minimalni.

Predpokladejme, ze X = (x, y). Soucet vzdalenosti od jednotlivych vrcholi 1ze popsat
nasledujici funkci:

[ > restart;
[ > v:i=(x,y)—->sqgrt (x*2+y*2) +sgrt ( (x—4) *2+y*2) +sqgrt ( (x-3) *2+ (y—-
2)~2);

vim(ny) » ARy 4l (md) 43P 44l (=3P 4 (y—2)?

> bod:=minimize (v (x,y),location);

((114167060

~ 1341239663

RootOf(9409 7 — 155976 _7° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
21630224

1023718989

RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)

2 790356

341239663

RootOf(9409 _Z* — 155976 _Z° + 647774 7> + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
3 3530496874}2 ( 118244455
t———————— | +|-———
1023718989 682479326

RootOf(9409 7' - 155976 _7Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
11201366
1023718989
RootOf(9409 _Z' - 155976 _Z* + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 818583
¥ 682479326

RootOf(9409 _Z' - 155976 _Z* + 647774 _7Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722 )

N\(172)
L 694443056 j ] . (( 114167060
1023718989 341239663

RootOf(9409 _Z' — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)




21630224
1023718989
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 790356

341239663

RootOf(9409 _Z*' — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722 )

3 3530496874}2 913336480
1023718989 341239663
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 7% + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
173041792
1023718989
RootOf(9409 7' — 155976 _7Z° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 6322848
¥ 341239663
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 7% + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
3 11864471168 ( 118244455
T 1023718989\ 682479326
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 7% + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
11201366
1023718989
RootOf(9409 7' — 155976 _7Z° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 818583
¥ 682479326
RootOf(9409 7' — 155976 _7Z° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)

, 694443056) JUI2)+((114167060
1023718989 341239663

RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
21630224

1023718989

RootOf(9409 7 — 155976 _7° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9377772722 )

2 790356

341239663

RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)

3 . 3530496874)2 448513450
1023718989 341239663

RootOf(9409 _Z* — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)




84975880
1023718989
RootOf(9409 7' — 155976 _7Z° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
2> 3104970
¥ 341239663
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 7% + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
3 10652406611 ( 118244455
T 1023718989\ 682479326
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 7% + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
11201366
1023718989
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 818583
¥ 682479326
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 7% + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)

3 694443056} ]“/2) ! _ 114167060
1023718989 YT 341239663
RootOf(9409 7' — 155976 7> + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
21630224
1023718989
RootOf(9409 7' — 155976 _7Z° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
2 790356
341239663

RootOf(9409 _Z' - 155976 _Z* + 647774 _7Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722 )
3 N 3530496874 118244455

1023718989’ T 682479326

RootOf(9409 _Z' — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
11201366
* 1023718989
RootOf(9409 _Z*' — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722 )
2 818583
* 682479326

RootOf(9409 _Z* - 155976 _7° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
3 694443056 ((114167060

+
1023718989 b 341239663
RootOf(9409 _Z' — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)



21630224
1023718989
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 790356

341239663

RootOf(9409 _Z*' — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722 )

3 3530496874}2 ( 118244455
1023718989 T\ 682479326
RootOf(9409 _Z* — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
11201366
1023718989
RootOf(9409 _Z* - 155976 _7° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 818583
¥ 682479326
RootOf(9409 _Z* - 155976 _7° + 647774 7> + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)

S\(172)
3 694443056 114167060
+1023718989J ] +((341239663
RootOf(9409 7' — 155976 7> + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
21630224

1023718989
RootOf(9409 7' — 155976 _7Z° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
2 790356

341239663
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)

3 3530496874)2 913336480
T 1023718989) 341239663
RootOf(9409 7' - 155976 _7° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
173041792
1023718989
RootOf(9409 7' - 155976 _7° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 6322848
¥ 341239663
RootOf(9409 _Z* — 155976 _Z* + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
3 11864471168 ( 118244455
T 1023718989 | 682479326

RootOf(9409 _Z* — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)




11201366
1023718989
RootOf(9409 _Z' — 155976 _Z* + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722))
> 818583
¥ 682479326

RootOf(9409 _Z*' — 155976 _Z° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722 )

1023718989 341239663
RootOf(9409 7' — 155976 7> + 647774 7% + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
21630224
1023718989
RootOf(9409 7' — 155976 _7° + 647774 _7* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
2 790356
341239663
RootOf(9409 7' — 155976 _7Z° + 647774 7% + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)

N\(172)
3 694443056} ] +((114167060

3 3530496874}2 448513450
1023718989 341239663
RootOf(9409 7' - 155976 _7° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
, 84975880
1023718989
RootOf(9409 _Z' - 155976 _Z* + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 3104970
¥ 341239663
RootOf(9409 _Z' — 155976 _Z* + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
3__10652406611_F(__118244455
1023718989 682479326
RootOf(9409 7' - 155976 _7° + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
11201366
1023718989
RootOf(9409 7' - 155976 _7° + 647774 _Z° + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722)
> 818583
¥ 682479326
RootOf(9409 _Z* — 155976 _Z* + 647774 _Z* + 156360 _Z — 2567231, 9.377772722 )

) (1/2)
3+6%m8%6jj L
1023718989

"> allvalues (bod[2]);




| 4949934754 21185640«/7 1141670604/ 17 + 83

T 1023718989 341239663 341239663
402 184/3 ’
21630224 (E_ o+ 17+8«/§J
- 1023718989

3
790356 (%—IZTﬁ+4/ 17+8ﬁ]

40622989 10971135 I3

341239663 YT T 1023718989 341239663
18 f j
11201366 4l 17+84/3
118244455/ 17 +8 4/3 . (
682479326 1023718989
3
402 1843

818583(—— [+ 17+8«/§J

X 97 97 4949934754 21185640 4/3

682479326 (11023718980 341239663

18«/7 J
21630224 +4l17+84/3
, 114167060/ 17 +8 3 (

341239663 1023718989
402 18@
790356 | — - J17+843
97 97 40622989 10971135 /3
341239663 71023718989 341239663
_9_

Sf P
| 1182444554/ 17 +84/3 11201366 B 1748403 j

+
682479326 1023718989
(1/2)

2

402 184/3 ’
818583 (—— 4 17+8«/§J
97 97 | |4949934754 21185640 e
682479326 1023718989 341239663
18 f J
21630224 w4l 17+84/3
, 114167060/ 17 +8 3 (
341239663 1023718989
2
3
402 184/3
790356(—— [+ 17+8ﬁ]
97 97 23219974208  1694851204/3

- -
341239663 1023718989 341239663



2
173041792 (@ 1843 + 17+8ﬁ}
9133364804/ 17 +84/3 97 97

+
341239663 1023718989
3
402 1843
6322848 (—— /3 4 17+8«/§J
. 97 97 | 40022089 10971135 e
341239663 1023718989 341239663
402 184/3 ’
11201366 | — - —— 4.,/ 17 +84/3
1182444554/ 17 +84/3 . (97 97 []
682479326 1023718989
2(u2)
402 18 ﬁ
818583 | — - J17+843
97 97 4949934754 21185640 +/3
682479326 1023718989 341239663
18 f )
21630224 +4/17+84/3
X 1141670604/ 17 +84/3 97
341239663 1023718989
2
3
402 1843
790356(—— /3 4 17+8«/§J
97 97 16228769711 832293004/3
341239663 1023718989 341239663
18 f ]
84975880 4l 17+84/3
4485134504/ 17 +84/3 . (
341239663 1023718989
3
402 1843
3104970(—— I3 + 17+8ﬁ]
X 97 97 40622989 10971135 3
341239663 1023718989 341239663
18 f )
11201366 w4l 17+84/3
1182444554/ 17 +84/3 X (9
682479326 1023718989
2 (172)
402 184/3 ’
818583(—— 4 17+8«/§J
. 97 97
682479326

> bod:=simplify (%) ;

338 11243 64 5843

bod = = - y="—+
? {{{x 97 291 2 97 291




>

>

[ >

>

L e O O B O A B A
vV Vv VY

vVVvVYy

v

[ >

4/ 69549 - 12804 43 , 44/ 6693 +3492/3 , 219705 - 76824 4/3 |
291 291 291
evalf (bod) ;

{[{x=2.817904843, y =1.005013563 }, 5.554854316] }
bod[1,1];

Y

38 11243 _@+58ﬁ}
YT 977 201 P T97" 291

assign (%) ;
[x,v];

338 11243 @+58«/§}
97~ 291 97 291

Obrazek:

with (plots) :

with (plottools):
pPl:=polygonplot ([[0,0], [4,0],[3,2]],thickness=5):
P2:=pointplot ([x,y], symbol=solidcircle, symbolsize=20,color
=red) :

p3:=1line([x,y], [0,0], color=red, thickness=3) :
P4:=line([x,y], [4,0], color=red, thickness=3):
pP5:=1line([x,y], [3,2], color=red, thickness=3):
p6:=contourplot (v(r,s),r=3/2*s..4-s/2,s=0..2,contours=[seq
(5+i1i/10,i=0..25)],color=blue) :
display([pl,p2,p3,p4,pP5,p6],scaling=constrained, labels=[
1)

LN

Poznamka:

Bod, jehoz soutadnice jsme pravé vypocetli, se nazyva Torricelliho bod.



>
=/ Obraz

Na zdi je zavéSen obraz. Jeho spodni okraj A se nachdzi a délkovych jednotek nad
urovni o¢i a jeho horni okraj B se nachdzi b délkovych jednotek nad drovni o¢i (viz
obrazek). Urcete, z jaké vzdalenosti je obraz vidét pod nejvétSim zornym Ghlem.

uhel

Ozna¢me x vzdalenost od zdi (x je z intervalu (0, nekonecno)). Zorny uhel, pod kterym
je obraz vidét, 1ze spocist ndsledovné:

> restart;
> assume (a>0,b>0, a<b) ;
> uhel:=x->arctan(b/x)-arctan(a/x);

b a
uhel =x - arctan(—j - arctan(—j
X X

1 T

Stacionarni bod(y):

> extrema (uhel(x), {},x, 'stac');

—b~ + a~ —b~ + a~
{ —arctan( j, arctan( j }

, 24fa~ b~ 24/a~ b~

[ > stac;

i {{x=+a~b~}, {x=—a~b~}}

Vidime, Ze v oboru kladnych ¢isel se nachédzi jeden stacionarni bod x =4/ a b. Déle plati:

~ > Limit (uhel (x) ,x=0, right)=1imit (uhel (x) ,x=0,right);




) b~ a~
lim arctan| — |—arctan| — |=0
x - 0+ X X

[ > Limit (uhel (x) ,x=infinity)=1imit (uhel (x),x=infinity);
) b~ a~

lim arctan| — | —arctan| — [=0

Yo X X

Funk¢ni hodnota ve stacionarnim bodé:

> hodnota:=uhel (sqrt (a*b));

b~ a~
hodnota = arctan(—j - arctan(—j

L b Al a~ b~

a~
[ > simplify (hodnota);
( -b~ + a~ )
—arctan| —  — —
| 24l a~ 4/ b~

Neni tézké si rozmyslet, Ze hodnota v (jediném) stacionarnim bod¢ je kladna. Vzhledem k
tomu, Ze funkce uhel je diferencovatelna na intervalu (0, nekonecno) a limity v krajnich
bodech jsou nulové to znamen4, Ze ve staciondrnim bod¢ nastava globalni maximum.
Promyslete si to!

Abychom obraz vidé€li pod nejvétSim zornym thlem, musime se postavit do vzdélenosti

Jab odzdi.

[ >

=] Cviéeni

1) Reste tilohu "Krabice" v pifpadé, Ze vychozi kartén ma obdélnikovy tvar o rozmérech 150 x
70 cm. V rozich samoziejmé stdle vyfezavame Ctverce.

- Urcete velikost odstiihnutych Ctvercti, aby vznikla krabice méla maximalni objem.

- Kolik litrit se do maximalni krabice vejde?

2) Na parabole p(x) = X =6x+5 najdéte bod, ktery ma minimélni vzdilenost od bodu (3, 4
).

Urcete 1 tuto (minimalni) vzdalenost.

Pokud budou Vami nalezené vysledky komplikované, zjednoduste je.




3) Jsou dany body A =(0,4) a B=(3,1).

- Vypoctéte soufadnice bodu X leziciho na ose x takového, aby soucet vzdalenosti AX + BX
byl minimélni.

- Vypoctéte onen minimdlni soucet vzdélenosti.

Pokud budou Véami nalezené vysledky komplikované, zjednoduste je.

4

4) Muz v lod’ce je vzdélen 12 km od pobtezi (majiciho tvar ptimky). Chce se co nejrychle;ji
dostat do mista na pobieZi, které je od néj vzdileno 20 km. Rozhodnéte, kde se ma vylodit,
vite-li, Ze dokdze veslovat rychlosti 6 km/h a po biehu se pohybovat rychlosti 10 km/h.
Urcete také Cas, za ktery se dostane do cile (hodiny, minuty, sekundy).

misto vylod¢ni cil




