A A a4
8. prednaSka (integraly a jejich aplikace)
=/ Uvod
Zakladnim piikazem pro vypocet integrali je ptikaz int.

[ > restart;

> int (x*2,x);

X
L 3
[ > Int (x*2,x);
sz dx
> Int(x*2,x=0..1)=int (x*2,x=0..1);
1
1
J X dx==
3

Uzitecny je i balik IntegrationTools, pomoci kterého mlizeme integral substituovat, provadét
per-partes, apod.

[ > restart;

| > with (IntegrationTools) ;

[ Change, CollapseNested, Combine, Expand, ExpandMultiple, Flip, Getlntegrand,
GetOptions, GetParts, GetRange, GetVariable, Parts, Split, StripOptions |

Substituce:

> i:=Int (cos(x)“*3*sin(x)*2,x=0..Pi/2);

T

2

i:= j cos(x)3 sin(x)2 dx
0

> i_subst:=Change (i, sin(x)=t);

1
i_subst = —j (-1+)Fdt
L 0

> value (i_subst);

15
(> value (i) ;




[ >

Per-partes:
> i:=Int (x*3*1ln(x),x);

i:= Jx3 In(x) dx
| > i_per_partes:=Parts(i,ln(x));

) 1, X
i_per_partes :=Zx In(x) - I dx

> value (i_per_partes);
4

L tngx) -
Lo 2
4.x X 16
> diff (%, x);

X In(x)

DalSi moznosti:

> i:=Int (x*2,x=3..8);

Integrovana funkce:

> GetIntegrand(i);

L X
Proménna v integralu:
> GetVariable (i) ;
L X
Meze integrélu:
> GetRange (i) ;
3.8

> op(l,GetRange(i));




> op(2,GetRange(i));

[ >

=| Jednorozmérny integral
B Obsah plochy pod krivkou (mezi kiivkami)

Piiklad:
Je dédna parabola p(x) = x> =3 x+5. Sestrojime te€ny k parabole v bodech [-1,7] a
[3,?7]. Vypoctéte obsah plochy ohranicené parabolou p a témito te€nami.

[ > restart;
[ > p:=x->x*2-3*x+5;
pi=x L X =3x+5

> tl:=p(-1)+D(p) (1) * (x+1);

tl:=4-5x
> t2:=p(3)+D(p) (3) * (x-3);

2:=—4+3x
> plot ([p(x),tl,t2],x=-2..4,thickness=5);




10-

15-

> prusecik:=solve(tl=t2,x);

prusecik := 1
> obsahl:=int (p(x)-tl,x=-1..prusecik);

8

obsahl :=—

L 3
| > obsah2:=int (p(x)-t2, x=prusecik..3);

8

obsah2 =~

L 3

| > obsah:=obsahl+obsah2;

16

obsah :=—

3

16
Hledany obsah je ?

>
= Délka krivky




Priklad:

Vypoctéte délku kiivku f(x) =In(x), kde x probihd interval <a, b> (0 <a <b). Poté
vypoctéte délkupro a=1 a b=e.

2
d
Vzorec pro délku kiivky (explicitné zadané) ma tvar delka = M 1+ (d_ f(x)j dx
X

a

[ > restart;
[ > £:=%->1n(x);

fi=x - In(x)
> int (sqrt (1+diff (£ (x),x)*2),x=a..b);

Warning, unable to determine if 0 is between a and b; try to use
assumptions or use the AllSolutions option

1
1+—2dx
X

a
Maple pottebuje dodatecné informace o parametrech a a b. PouZijeme piikaz assume.

[ > assume (0<a, a<b) ;
[ > int (sqrt (1+diff (£ (x),x)*2),x=a..b);

7 = a~*+1 + arctanh(ﬁ] + 4/ b~ +1 - arctanh(ﬁ]

Co je arctanh?

> convert (%, 1n);
—a~"+1 +lln(; J—l (1 J+
2 [a-2+1 2 | 4~
—lln[;+lj lln[l— !
2 \Wb-2+1 2 b~*+ 1

| > vysledek:=unapply(%,a,b);

1 1 1 1
vysledek := (a~, b~) — —/ a~>+1 +—ln( +1]——1n[1 ——J
2 Aa+1 2 Aa+1
1
+a b~ +1 ——ln[

1 1 1
1 |+l | ————
| 2 (b2 +1 J 2 [ «/b~2+1]

> vysledek(1l,exp(1l));

A b~ + 1




1 2 1 2 1 1
=2 +Eln(§+lJ—Eln(l —§J+w/(e)2+l _Eln[ﬁ-klj
(e) +1

1 1
+=1In| 1 -—F———
] 2 ( 4/(e)2+1J

> evalf (%) ;

2.003497111
> sqrt (1+ (exp (1) -1)*2);

I AN1+(e-1)

> evalf (%) ;

1.988087634
> plot ([1n(x),1/(exp(1l)-1)*(x-1)],x=1..exp(l),thickness=5, co
lor=[red,bluel]);
1_

0.8
0.6
0.4

0.2

Délka (Cervené) kiivky je 2.003497111 a délka (modré) usecky je 1.988087634.

>
? Objem rotac¢niho télesa



Priklad:

Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci oblouku sinusoidy f(x) =sin(x) (x probiha
interval <0, ) kolem osy x.

Ptfipometime, Ze vzorec pro objem rota¢niho télesa ma tvar objem = T[be(x)2 dx.

a

> objem:=Pi*int (sin(x)*2,x=0..Pi);

IS

objem :=—
/ 2

Priklad:

Odvod'te vzorce pro objem nasledujicich téles:

- koule s polomérem r

- kulovéd use€ s polomérem r a vySkou v

- rotaCni komoly kuZel s vySkou v a s poloméry podstav r, a r,.

Je jasné, Ze koule 1 kulova tse¢ vzniknou rotaci jistych ¢asti kruznice kolem osy x.
Komoly kuZel vznikne rotaci usecky kolem osy x.

Koule:

restart;
with (plots) :
pl:=plot (sqrt (1-x*2) ,x=-1..1, filled=true, scaling=constrain

vV VYV

ed, color=grey) :
P2:=plot (sqrt (1-x*2) ,x=-1..1, scaling=constrained, color=red

v

I

,thickness=5) :
> display([pl,p2]);



| > rovnice:=sqrt (r*2-x+2);

o[22
rovnice :=Alr’ —x
| > objem:=Pi*int (rovnice”*2,x=-r..r);
415

3

objem :=

Kulova use¢:

> pl:=plot (sqrt (1-x*2) ,x=0.6..1, filled=true, scaling=constrai
ned, color=grey) :

> p2:=plot (sqrt (1-x*2) ,x=-1..1, scaling=constrained, color=red
,thickness=5) :

> display([pl,p2]);



0.2 0.4 06 08 1

> rovnice;
)
r—x
> objem:=Pi*int (rovnice”?2,x=r-v..r);
3

N3
cwkm::n(ﬁv—1;+££—1Lj
3 3

> objem:=simplify (objem) ;
ﬂv2(3r—\0

objem :=
/ 3

Komoly kuzel:

> pl:=plot (2+x/2,x%x=0..5, filled=true, scaling=constrained, colo
r=grey) :
> p2:=plot (2+x/2,x%x=0. .5, scaling=constrained, color=red, thickn

ess=5) :
> display([p2,pl]);



> rovnice:=r[2]+(r[1l]-r[2])/v*x;

. (rp=r)x
rovnice :=r, +—
L %
> objem:=Pi*int (rovnice*2,x=0..v);
3 3
1 v 1 r, v

objem :=Tt| ~ -
3r,-r, 3r-rn

> objem:=simplify (objem) ;

2 2
objem :=§T[(r1 tryrtr,)v

[ >
Klasicky kuzel:
(> r[2]:=0;
| r,:=0
> r[l]:=r;
| ryi=r
> objem;
ey
L 3
L L[>

ﬂ Obsah plasté rotac¢niho télesa

Priklad:




Vypoctéte obsah plaste télesa, které vznikne rotaci kiivky f(x) = x> naintervalu <0, 1>
kolem osy x.

Obecny vzorec pro obsah plasté rota¢niho télesa ma tvar

2
d
obsah_plaste =2 Tt | f(x) Ml + (d_ f(x)j dx.
X

a

[ > restart;
> f:=x->x"2;

fi=x X

> obsah_plaste:=2*Pi*int (£ (x) *sqrt (1+diff (£ (x),x)*2),x=0..1)

£l )

=+ =
32 64 \2 4

1
obsah_plaste :=?2 ﬂ(— 5 In(2) +
> obsah_plaste:=simplify (%) ;

1
obsah_plaste = 5 (18 «/g - ln(«/g +2))

> evalf (%) ;

3.809729706

Priklad:

Odvod’te vzorec pro povrch koule s polomérem r.

Je jasné, Ze koule vznikne rotaci ptilkruZnice kolem osy x.

> f:=x->sqrt (r*2-x*2);

| f::x—m/rz—x2

| > obsah_plaste:=2*Pi*int (f (x) *sqrt (1+diff (£ (x),x)*2),x=-r..r

)i
/ 2
X
obsah_plaste :==2 Tt | 4/ =X 1+ 22 dx

Maple potrebuje védet vice informaci o parametru r.

[ > assume (r>0);
- > obsah_plaste;



| 41U~
CL>
B Bonus
Priklad:

Jednoho dne pred polednem zacal padat (s konstantni intenzitou) snih. V poledne vyjel na
silnici pluh s konstantnim vykonem (za jednotku Casu je schopen odklidit dané mnozstvi
sn¢hu - ¢im je vrstva snchu vétsi, tim pluh jede pomaleji). Za prvni hodinu (od 12:00 do
13:00) pluh dokézal ujet (a odklidit) 40 km cesty a za druhou hodinu (od 13:00 do 14:00)
uz jenom 20 km.

Urcete, v kolik hodin (hodiny : minuty : sekundy) zacal padat snih.

ReSeni:
Casem 0 oznaéme okamzik, kdy zacal padat snih a ¢asem t, okamzik vyjeti pluhu

(12:00). Ze zadani je patrné, Ze rychlost pluhu v Case ¢ (f,<1) je ddna funkci v(7) = 7,

kde k je konstanta souvisejici s vykonem pluhu. Vzddlenost, kterou pluh urazi mezi 12:00

%+1

k
a 13:00, Ize vyjadrit integrdlem 7 dt a vzdalenost, kterou pluh urazi mezi 13:00 a

k
14:00, 1ze spocitat jako 7 dt.

| > restart;
> int (k/t,t=t[0]..t[0]+1);

undefined And(-1<1,,1,<0)

=In(z,) k +1In(z,+ 1) k otherwise

[ > assume (£[0]>0);
> sl:=int (k/t,t=t[0]..t[0]+1);

sl :==In(t~,) k+In(t~,+ 1) k
> s2:=int (k/t,t=t[0]+1..t[0]+2);

s2 :==In(t~,+ 1) k+kIn(t~,+2)

> solve({sl=40,s2=20}, {k,t[0]1});

Warning, solve may be ignoring assumptions on the input wvariables.




3
RootOfl| 2 Z—In|———————
40 -2+ e—Z

k= TN ~p=2te
(-1+e?)
RootOf] 2 _Z —In| —Z
-2 +e
| -1+e
n 3
(-1 +e%)
RootOf] 2 _Z —In| —Z
-2 +e"

—2+e
> vysledek:=rhs (%[2]);

3
{ [(—1 +e*Z) H
RootOf| 2 _Z—In| —————
-2 +e*Z
vysledek := -2 + e
> allvalues (vysledek) ;

[ln[3/2—§j+21n721~j {1n[3/2+@}+2]1‘[72]~}

| 2 +e ,—2+e
> map (evalc, {%$});
Lds 1 s
| 2 27 2 2
145
Vzhledem k tomu, Ze #,> 0, plati t0:—5+7.

Zamyslete se, jak by 8lo 7, vypocitat pouze s tuzkou a papirem.

> t[0]:==1/2+sqgrt (5)/2;

Jak dlouho pted polednem tedy zacal padat snih?

> hodiny:=floor (t[0]);

hodiny :=0
> minuty:=floor ((t[0]-hodiny) *60) ;

minuty = 37
> sekundy:=evalf (((t[0]-hodiny) *60—-minuty) *60) ;

sekundy :=4.922359

Snih tedy zacal padat 37 minut 5 sekund pfed polednem, tzn. v 11:22:55.

[ >

E Dvojny integral




[ > restart;
[ > Int(x+y,x=0..1,y=0..2);

2 Al
ffx+ydub
0 "¢

)
> int (x+y,x=0..1,y=0..2);

3
> Int (x*2+x*y,y=0..x,x=0..1)=int (x*2+x*y,y=0..x,x%x=0..1);

I
5 3
JJi:+xy@uh=—
0%0 8

B Objem télesa pod grafem (nezaporné) funkce dvou proménnych

C>

Priklad:

Pro libovolné 0 <a vypoctéte objem tzv. Vivianiova télesa T,. T¢leso T, je prinikem
koule o poloméru a a rota¢niho valce majiciho primér a, pti¢emz plast’ valce prochdzi
sttedem koule.
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| > restart;

[ > assume (a>0);

| > objem:=2*Int (sqrt (a*2-x*2-y*2),y=-sqrt (a*2/4-(x-a/2)*2)..s
grt (a*2/4-(x-a/2)*2) ,x=0..a);

~ —x2+xa~
objem =2 Jﬂ A a~?=x* - y2 dy dx
0 _/ 2

X txa~
> value (objem) ;
Warning, computation interrupted

Maple si s integralem neporadil, proto ho pfevedeme do polarnich soutadnicich
x=rcos(t), y=rsin(t).

[ > with(IntegrationTools):

| > objem_pol:=Change (objem, {x=r*cos (t),y=r*sin(t)});
Warning, computation of new ranges [_1l[r] (t) ulr] (t), _alpha, _betal
not implemented

B _ur(t)
objem_pol =2 A a~? = cos(t) = ¥ sin(1)* | cos(£)? r + rsin(1)?| dr dt

_a _1(1)
r




Vidime, Ze Maple integral transformoval, ale neumi prevést meze dvojného integrilu do
polarnich soutadnic. Udélejme to proto za n¢j sami.

> integrand:=simplify (GetIntegrand (objem_pol));

. [ 2_ 2
L integrand :=+] a~" — r |r|

| > objem_pol:=2*Int (integrand, r=0..a*cos(t),t=-Pi/2..Pi/2);

n
2 ~cos(t)
objem_pol =2 J Jﬂ Aa =7 | r| dr dt
0

™ |5

> value (objem_pol) ;
2 8

—a~>T-—a~
3 9

Pokud ndm vadi vinky, odstranime je napf. takto:

[ > subs(a='a', $%);

2
~aon-—da
L 3
[ >
Obsah plochy v prostoru
Priklad:

Pro libovolné 0 <a vypoctéte obsah plochy popsané podminkami O < z, X+ y2 +77=q

2 2
, Xty <ax.

2



[ > restart;
[ > assume (a>0);
[ > f:=sqrt (a*2-x*2-y*2);

I fi= /a~2—x2—y2
| > obsah:=Int (sqgrt (1+diff (£, x) *2+diff (£f,y)*2),y=—sqrt (a*2/4-(
x-a/2)*2)..sqrt (a*2/4-(x-a/2)*2) ,x=0..a);

~ —x2+a~x
2 2
X Y
obsah = M1+ S, Lt ,dydx
a~"—x" -y a~"—x" -y
0 2

L = =x" ta~x

[ > walue (obsah) ;
Warning, computation interrupted

Prevedeme radéji do polarnich soufadnic:



[ > with(IntegrationTools):
| > Change (obsah, {x=r*cos (t),y=r*sin(t)});

Warning, computation of new ranges [_1l[r](t) .. _ulrl(t), _alpha, _beta]
not implemented

B _ur(t)

_ 1 2 . 2
a~ |cos(t) r+rsin(t) |drdt

—a~* +r* cos(t)2 + 7 sin(zf)2

_a 1)
r

> integrand:=simplify (GetIntegrand(%));

integrand := a~

> obsah_pol:=Int (integrand, r=0..a*cos(t),t=-Pi/2..Pi/2);

T

2 ~cos(t)

obsah_pol :=

> value (obsah_pol);
a~(a~T—-2a~)
> obsah_pol:=factor (%) ;

obsah_pol := a~* (Tt—-2)
> subs(a='a',obsah_pol);

i a’ (m-2)
[ >

B Souradnice téziSté tenké desky

Prikad:

Vv

Vvoev

[ > restart;
- > xt:=Int(x,y=0..sqrt (r*2-x*2),x=-r..r)/Int (1,y=0..sgrt (r*2-
xX*2) ,x=-r..r);



Xt =

- -r 0
[ > wvalue (xt);

Vv

Vvev

| > yt:=Int(y,y=0..sqrt (r*2-x*2),x=-r..r)/Int (1,y=0..sqgrt (r*2-
x*2) ,x=-r..r);

> value(yt);

a_r
L 3 csgn(r) Tt
[ > assume (r>0);
> value(yt);
4 r~
L 3m
> subs(r='r', %);
Ar
3m

v voev

[ >

Obrazek pro r=1:

[ > with(plots):

> pl:=plot ([0, sgrt (1-x*2)],x=-1..1,thickness=5,color=[red, re
d]):

> p2:=pointplot ([0,4/ (3*Pi) ], symbol=solidcircle, symbolsize=2
0, color=blue):




| > display([pl,p2], scaling=constrained, axes=none) ;

L[>
=/ Trojny integral
[ > restart;
[ > i:=Int(x*y*2*z,z=1..2,y=1..3,x=0..2);
i: —JJny zdz dy dx
7 > value (i) ;
. 26
[ >
B Objem télesa

Objem télesa T v prostoru je trojny integral z jednic¢ky pfes mnoZinu 7.

B Souradnice tézisté télesa




Priklad:

Pro 0 <r vypoctéte soutfadnice t€Zisté homogenni polokoule (x* + y +22<r% 0<z) (s
polomérem r).

x-ova souradnice:

| > restart;

> xt:=Int (x,2=0..sqgrt (r*2-x*2-y*2) ,y=-sqgrt (r*2-x*2) . .sqgrt (*
2-x72) ,x=-r..r)/Int (1,z=0..sqrt (r*2-x*2-y*2),y=—-sqgrt (r*2-x
~2)..sgrt (r*2-x*2) ,x=-r..r);

2_ 2 2_2 2

r r —Xx r —x -y
j x dz dy dx

_V_X

r—x _y
ff/ f/ 1 dz dy dx

—r—x

> value (xt);

y-ové soufadnice:

[ > yt:=Int(y,z=0..sqrt (r*2-x*2-y*2),y=-sqgrt (r*2-x+2)..sqrt (r*
2-x72) ,x=-r..r)/Int (1,z=0..sqrt (r*2-x*2-y*2),y=—-sqgrt (r*2-x
~2)..sgrt (r*2-x*2) ,x=-r..r);

2_2 2_2_ 2

r r X r —x -y
f ydzdydx

—r—x

r—x _y
Jf/ f/ 1 dz dy dx

—r—x

> value(yt);

z-ova soufadnice:

> zt:=Int (z,2z=0..sqgrt (r*2-x*2-y*2) ,y=-sqgrt (r*2-x*2) . .sqgrt (*
2-x72) ,x=-r..r)/Int (1,z=0..sqrt (r*2-x*2-y*2),y=—-sqgrt (r*2-x
~2)..sqgrt (r*2-x*2) ,x=-r..r);



I
J zdz dy dx

- =/ r2 - X
t =
J<r - X
-r

2 0

2 2 2 2 2

r r —x -y
J,/ 1 dz dy dx
20

[ 2
L A =X

[ > value(zt) ;
—csgn(r) r

i g csen(r)
[ > assume (r>0);
[ > wvalue(zt);

3r~
L 8
[ > subs(r='r',%);

3r
L 8

: : . 3r
Soutadnice t€zist¢ homogenni polokoule s polomérem r je tedy {0, 0, —}

L L[>
= K¥ivkovy integral
= Kiivkovy integral 1. druhu

Pro vypocet kiivkového integrdlu 1. druhu slouZi ptikaz Pathlnt z baliku VectorCalculus.

[ > restart;
| > with (VectorCalculus);

[ &x, *, +, -, ., <,>, <|>, About, AddCoordinates, ArcLength, BasisFormat, Binormal,
Compatibility, ConvertVector, CrossProd, CrossProduct, Curl, Curvature, D, Del,
DirectionalDiff, Divergence, DotProd, DotProduct, Flux, GetCoordinateParameters,
GetCoordinates, GetNames, GetPVDescription, GetRootPoint, GetSpace, Gradient,
Hessian, IsPositionVector, IsRootedVector, IsVectorField, Jacobian, Laplacian,
Linelnt, MapToBasis, Nabla, Norm, Normalize, Pathint, PlotPositionVector,
PlotVector, PositionVector, PrincipalNormal, RadiusOfCurvature, RootedVector,
ScalarPotential, SetCoordinateParameters, SetCoordinates, SpaceCurve, Surfacelnt,
TNBFrame, Tangent, TangentLine, TangentPlane, TangentVector, Torsion, Vector,

VectorField, VectorPotential, VectorSpace, Wronskian, diff, eval, evalVF, int, limit,

series |




| > PathInt (£(x,y), [x,y]l=Path(<u(t),v(t)>,t=a..b));
b
2 2
fCu(z), v(1)) (i (t)j +(£ (t)j di
(u( ’V dtu dt\/

Geometricka interpretace:

C>

Kiivkovy integrél 1. druhu nezdporné funkce dvou proménnych (Seda plocha) podél
cervené kiivky je roven obsahu zelené plochy (viz obrazek).

W

2 : \“"*‘\!‘!\‘A”O"If{'lllllll

T sl
NN,
A

Poznamka:

Kiivkovy integrél 1. druhu z jedni¢ky odpovida délce kiivky, podél které integrujeme.
>

Priklad:



Vypoctéte kiivkovy integral 1. druhu z funkce f(x, y) = X+ y2 po kiivce x =cos(2t),
y=sin(2t), kde ¢ probihd interval <0, 2 T>.

> PathInt (x*2+y*2, [x,y]=Path(<cos (2*t),sin(2*t)>,t=0..2*Pi))

14

L 410

> PathInt (x*2+y*2, [x,y]=Path(<cos (2*t),sin(2*t)>,t=0..2*Pi),

inert);
2 Tt
. 5 , (312)
2 (sin(2¢)" +cos(21)) dt

L 0
[ >

Priklad:

Vypoctéte kiivkovy integral 1. druhu z funkce f(x, y) = X y pokiivee x=t¢, y=1+1,
kde ¢ probihd interval <-1, 3>.

> PathInt (x*3*y, [x,y]=Path(<t, 1+t>,t=-1..3));

344.4/2
5

Poznamka:
Integrovali jsme vlastné po tsecce s pocateCnim bodem [—1,0] a s koncovym bodem
[3.4].

V Maplu tento integrdl miiZeme zapsat i takto:

> PathInt (x*3*y, [x,y]=Line(<-1,0>,<3,4>));

34442
5

Priklad:

Vypoctéte povrch télesa T, které je zadano nésledujicimi nerovnostmi:

0<x, 0<y, 0<g, ysl—x2, sz2+y2.

Znazornéni télesa:

[ > restart;



e
i

N\
L

i
e

>
Obsah podstavy:

[ > sl:=Int(1-x72,x=0..1);

1
sl = J 1 -x"dx
L 0
[ > sl:=value(sl);
2
sl ==
L 3
[ >
Obsah "horni podstavy":
:> f:=x*2+y*2;
f=xt+y

- > s2:=Int (sqrt (1+diff (£, x)*2+diff (£f,y)*2),y=0..1-x*2,x=0.

4

[ > plot3d(x*2+y*2,y=0..1-x72,x=0..1, filled=true, axes=framed) ;

.1)



1 l—x2
s2:=JJ «/1+4x2+4y2dydx
0°0

> s2:=value(s2);

J5-ax+4xt W5-4+axt 2 1 ) S
s2 = 5 - 5 +Zln(2—2x+ 5-4x +4x)

0

1 1
—gln(l +4x7) + 7 In(2 -2 x° + 5—4x2+4x4)—51n(1 +4x%) x* dx

Maple to neumi spocitat, tak budeme muset pocitat numericky.

> s2:=evalf (s2,20);
s2 :=1.0779397556109145603

Obsahy "boc¢nich stén" vyjadiime kiivkovymi integraly:

[ > with(VectorCalculus):
> bl:=PathInt (£, [x,y]=Path(<t,0>,t=0..1));

1

bl :=—

| 3
| > b2:=PathInt (£, [x,y]=Path(<0,t>,t=0..1));

1

b2 :=—

3

> b3:=PathInt (£, [x,y]=Path (<t,1-t*2>,t=0..1));

137 30145 137 (+£]

b3 .=—In(2) + -
L 256 768 512 2 4
[ > sl+s2+bl+b2+b3;
137 301 '\/ 137 A5
2411273089 + —In(2) + (—+—]
256 512 2 4

v

evalf (%) ;

3.673933963

>
= Kiivkovy integral 2. druhu

Vs o v

Pro vypocet kiivkového integralu 2. druhu slouZi ptikaz Linelnt z baliku VectorCalculus.

[ > restart;
[ > with(VectorCalculus):
- > SetCoordinates (cartesian[x,y]);




cartesian, y
> LinelInt (VectorField(<f(x,y),g(x,y)>),Path(<u(t),v(t)>,t=a.
.b));

d d
f(U(t),V(t))(;;th)j'Fg(U(t),V(t))(;;\it)jcﬁ

L a

Prikad:

Vypoctéte kiivkovy integral 2. druhu vektorového pole f(x,y) = (x* + y2, X - yz) podél
kfivky x=1#, y=1-|1-1¢|, kde ¢ probihd interval <0,2>.

> LinelInt (VectorField (<x*2+y*2,x*2-y*2>) ,Path(<t,l-abs(1-t)>
,£=0..2));

4

3
> LinelInt (VectorField (<x*2+y*2,x*2-y*2>) ,Path(<t,1l-abs(1-t)>
,£=0..2),inert);

2
Jt2+(1—|t—1|)2—(t2—(1—|t—l|)2)abs(1,t—1)dt

L 0
Interpretace (prace vykonana silovym polem):

[ > with(plots):

> pl:=fieldplot ([x*2+y*2, x*2-y*2],x=0..2,y=0..1, arrows=LARGE
,color=black) :

[ > p2:=plot (l-abs(1-t),t=0..2,color=red, thickness=5) :

> display([pl,p2]);
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Prikad:

Vypoététe kiivkovy integral 2. druhu vektorového pole f(x,y)=(e" +y, x y2) podél
kiivky x = tz, y=t, kde t probih4 interval <—«/§ , ﬁ >,

[ > LineInt (VectorField (<exp (x)+y, x*y~2>) ,Path(<t*2,t>, t=-sqrt

(3) ..sqrt (3)));
3843
5

Grafické znazornéni:

| > pl:=fieldplot ([exp (x)+y, x*y*2],x=0..3,y=-sqrt (3) ..sqgrt (3),
| arrows=LARGE, color=black) :

| > p2:=plot ([t*2,t,t=—-sqrt (3)..sqrt (3)],color=red, thickness=5
) :

[ > display([pl,p2]);
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=l Cviéeni
1) Odvod’te vzorec pro obsah elipsy s poloosami a a b.

. et xsixex s P .2, 2
2) Najdéte soutadnice t€Zisteé rovinného obrazce, ktery je ur¢en nerovnostmi x” +y” < 4,
vypoctené téziste.

X -4 y<4, 0<x+ 1. Poté vytvoite obrazek tohoto obrazce, ve kterém bude zndzornéno i

3) Odvod’te vzorec pro objem anuloidu (obecné¢).

4) Na prednasce jsme pocitali objem Vivianiova télesa.

i

Y
_ "-‘\..\\\\\\{\\\ \\l
“§§§§\\\§§§\\\\\\

Vypoctéte nyni jeho povrch!




Ndpoveda: PouZijte kombinaci toho, co bylo vypocteno na predndsce, a krivkového integrdlu.

X Yy
5) Je déno vektorové pole v(x, y)= [ , }
N Ere e

Vypoctéte kiivkovy integral 2. druhu podél kiivky x=21¢, y=1—1t, kde ¢ probihd interval <
0, 1> (usecka s pocate¢nim bodem [0, 1] a s koncovym bodem [2, 0]).
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