7. pf‘@d naska (rekurentni rovnice, tvorba vlastnich bal&ki a
napovédy)

= Rekurentni rovnice

Zakladnim prikazem proreSeni rekurentnich rovnic v Maplu je grikaz rsolve.

Priklad:
[ > restart;
[ > rovni ce: =a(n+1)=2*a(n);

rovnice:=a(n+1) = 2a(n)
> rsol ve(rovnice, a(n));

i a(0) 2
Vidime, ZefeSeni neni @eno jednoznén¢. Rovnici vyhovuje kazda geometricka posloupnost
s kvocientem 2.

Stejre jako u diferenciélnich rovnic Ize uvazovat ptgni podminky.

> reseni:=rsolve({rovnice,a(1l)=2},a(n));

reseni:=2"
> seq(reseni, n=1..20);

2,4, 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384 32768 655B6/23
262144 524288 1048576

Priklad:
> rsol ve({a(n+2)=-a(n),a(l1l)=1,a(2)=0},a(n));
1 1
"+ (1)
| > 21 (1)
| Vidime, Ze jsme dostaieSeni v komplexnim tvaru.

> reseni: =%

H 1 n 1 n
reseni:=—_11"+—1(-1)
2 2

._ [ nm
reseni:= SIF(_j
2

> reseni: =eval c(reseni);




[ > seq(reseni,n=1..20);
L 1,0-1,01,0-1010Q0-1010-1010-10

[ >

Priklad (Fibonacciho posloupnost):

> rekurze: =a(n+2) =a(n+1) +a(n);
rekurze:=a(n+2)=a(n+1)+a(n)
poc_podm nky: =a( 1) =1, a( 2) =1;

poc_podminky=a(l)= 2l a(2)=1
rsol ve({rekurze, poc_podm nky}, a(n));

V@g(_ﬁ[§n+}Jn Vﬁg(l_ksﬁijn

\%

\

2 2 2 2
- +
L 5 5
(> fib:=unapply(%n);
n n
1 /5 1] 1 (1 //EJ
fib ' =n o ——A/5| ———4+—| +—4/5|—+—
0-=n 5”F_( 2 2 5”F_ 2" 2

\

seq(sinmplify(fib(n)),n=1..20);
1,1,2 35 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765

> fib(2012);
2012 2012
&5 R

2 2 2
+
5 5

\%

> simplify(9;

1360339099050831291379435681688955503065585659618944160261718389733\
74437014110963999422971319820795026384457743318879d0508717188822855\
8355537366224371746200469637880236316588599086883340188424159333661\
8524538690660618063682125339544013281223536004712262316006409108550\
2986418726938170867592022796613517119004637421258482341308404992065\

74456982628519958456582888401759431846648154078368582269
[ >

Priklad (banka - viz 4. prednasku):
Predstavme si banku, do které vloZzimed&(EKulerovodislo). Po kazdém roce se &ui ode&te

1 K¢ (vedeni @tu) a Zistatek se vynasobi giem let od zaloZenictu. Zjistte, jak vyhodna je
nabidka, kterou nam banka davéa. Kolik kudeme mit nadiu za 22 let ?




Je jasné, zZe se jedna o rekuggi=n(a,_, - 1), kdea,=e. a, pak udava stavctu po n
letech od zalozenictu.

> rekurze: =a(n)=n*(a(n-1)-1);

rekurze:=a(n)=n(a(n-1) - 1)
> rsol ve({rekurze, a(0)=exp(1)},a(n));

~ -ni-1
FMn+1 PR
(" )[[Z r<n1+2>J ]
> reseni : =unappl y(% n);

_ <« -ni-1
reseni:=n - (1+n) Z m +e

nl=0
Explicitni vyjadteni jsme nedostali vegném tvaru.

> reseni (22);
21

-n1-1
1124000727777607GSOOEOZ —F(n1+ 2)} +11240007277776076800@0
nl=0

> eval f (% 50);
1.0453652129514255963919495415

Prikazemrsolvelze FeSit i soustavy rekurentnich rovnic.

P¥iklad:

Najdkte freSeni soustavy rekurentnich roviag, , =a, +b,, b,,, =-a,+b, s pcatenimi
podminkamia, =1, b, = 1.

> restart;

> rsol ve({a(n+l)=a(n)+b(n), b(n+l)=-a(n)+b(n),a(l)=1, b(1) =1}, {a(
n),b(n)});

(1+|)”+(1-|)n
2 2

= @ S @) b(n) =
fan) == 1@+ +51(1=1),b(n) = }

> eval c(9;

ntt ntt
fa(n) = e(1/2n|n(2)) Si’{Tj' b(n) = e(1/2n|n(2)) CO{TJ}

> reseni:=sinplify(%;
n

reseni:={a(n) = 2[5] sir(%j, b(n) = 2(5] CO{EJ}

4

\%

a:=rhs(reseni[1]);



"> b =rhs(reseni[2]);

C > seq([a, b],n=1..10);
[1, 1], [2 0], [2 -2], [0, -4], [-4, -4],[-8, O], [-8, 8], [0, 16], [16, 16], [32 O]

[ >
Piiklad:

Je dana maticé\ :[ 2

5 ﬂ Najdste gredpis pro prvky maticéd”, kde n je pirozenécislo.

Resent:

Ozname a,,b, c,,d, prvky maticeA" (potadcich). Pak jiststai vyresit nasledujici

n n n
soustavu rekurentnich rovnic:

[ > restart;

[ > rsolve({a(n+l)=-2*a(n)-5*b(n), b(n+l)=2*a(n)+4*b(n), c(n+l)=-2*
c(n)-5*d(n),d(n+l1l)=2*c(n)+4*d(n),a(1)=-2,b(1)=2,c(1)=-5,d(1)=
4}, {a(n),b(n),c(n),d(n)});

{a(n)= (l_l)n —§| (l_l)n_'_(l;l)n_'_g’l (1+|)n,b(n)=(1_|)n|_(1+I)n|’
2 2 2 2
C(n):_§|(1_|)n+§|(1+|)n,d(n):(1;l)n+§l(1_|)n+(l;l)n_§l(1+l)n}
2 2 2 2 2 2

[ > eval c(99;

1/2nlIn(2 ntt 1/2nlIn(2 X nt 1/2nIn(2 A NnTt
{a(n)=e( nint ))CO{TJ—TSG( nint ))S"{TJ’ b(n)=2e( nint ))S”{Tj’

1/2niIn(2 . nT 1/2nin(2 nrtt 1/2nin(2 . nT
c(n):—5e( nnt ))S”{Tj’ d(n):e( " ))CO{TJ+3G( nnt ))S"{TJ}

"> reseni: =si mplify(9%;

reseni:={a(n) = 2[5J (co{%) -3 SH{%D b(n) = 2(l+EJ Sir(%j,
o(n) = -5 2[5J sir(%j, d(n) = 2[EJ (co{%) +3 sir(%jj}

> a: =unappl y(rhs(reseni[1]),n);




(1/2n) 1 (1
a=n-2 cos—nTr|—3sin—nTt
4 4

b: =unappl y(rhs(reseni[2]),n);

/ 1
b:=n- 2(l+1 2n sir(znnj

c: =unappl y(rhs(reseni[3]),n);

(1/2n) . (1
c:=n- -52 Sl Znn

d: =unappl y(rhs(reseni[4]),n);

(1/2n) 1 (1
di=n--2 cos—nT|+3sin—nTt
4 4

> M=n->matrix([[a(n),b(n)], [c(n),d(n)]]);

a(n) b(n)}
c(n) d(n)

\

\%

\%

M::n—[

Predpis pron-tou mocninu maticeA:

> M n) ;
W oofrm) o 2m))
4 4 4
Az eofm) s
i 4 4 4
A
> M 10);
[-96 64}
-160 96
Kontrola:

(> A=matrix([[-2,2],[-5 4]]):

a2 g

[-96 eﬂ
-160 96

"> eval m AM10) ;

n-t4 mocnina maticeA:

> eval m A™n) ;




2
I 5 4
" Vidime, Ze n-tou mocninu Maple obegmespdital.
My jsme vSak obecny vztah (pomoci rekurentnich igumasli.

>

Uziti rekurentnich rovnic v kombinatorice.

Piiklad:

UvaZujme "Zelik" skladajici se zn ¢tverai (viz obrazek nize). &které ze stragtverai
obarvime. Udlame to ale tak, aby v kazdéttverci byla obarvena alespgedna strana.

Urcete (obec#) patet vSech takovych obarveni. Kolik je obarveni pre 470 ?

Reseni:

Ozn&me a, pcaet takovych obarveni. NentipS obtizne pijit na to, Ze pak plati rekurentni
vztaha,,,=7a,,,+4a, Dalelze spéitat, Zzea, =15 aa,=113.

[ > restart;
> rsolve({a(n+2)=7*a(n+1) +4*a(n), a(1) =15, a(2) =113}, a(n));

(8«/65 j(? 4/65jn ( 8+/65 j(? q/esjn
— +1||+—— | | ————+1|| o ————
| 65 2 2 65 2 2

[ > reseni: =unappl y(%n);

L1 5] o5

reseni:=n - [

2 2 2 2

i Dostali jsme obecny vztah pro hledanggioobarveni.

"> seq(sinplify(reseni(n)),n=1..20);

15, 113 851 6409 48267 363505 2737603 20617241 155271099366697,
8806650995 66324023593 499494769131 3761759478289 2838pP4547
213359105884985 1606834922893083 121012808837915236309878112979

L 686359264681956937
> reseni (470);




(e

—+1|| -+ +| ———+1|| -

| 65 2 2 65 2 2

[ > simplify(9;

2652083715982604393940934628320672551002582000286@41500848348777086\
0555085272112962869099287775608550213903565412292810840279287650216\
5749535000301504358618628793373424548578637148366029363707208124233\
2480396541859231538975006447953806713545429506233002883157830604463\
2069477285765780900140302280920708844970816291508807462768027723748\
467860656633017835774701661208845247018714499039995

> convert (% float);

0.2652083716 10°
[>

Piiklad:

Kolika zpasoby Ize pokryt Sachovnici o roZznech 2 xn

kostkami o rozrsru 1 x 2 ?

Resent:

Ozname a, pacet iznych pokryti. Snadno odvodime, ze pro kaza®penén plati
a,,,=a,,,+a,. Dalejejasné, ze, =1 aa,=2. VyfeSme tedy tuto rekurentni rovnici.

> rsol ve({a(n+2)=a(n+l)+a(n),a(l)=1,a(2)=2},a(n));

(ﬁg](ﬁg) +(1_£j(_£g}
i 10 2 2 2 2 10 2 2
[ > seq(simplify(%,n=1..20);
1,2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765 10946

Patty pokryti tvai (posunutou) Fibonacciho posloupnost.

[ >



Piiklad:

Dum ma n pater. V kazdém poschodi bydli 6 lidi. V¢pie, kolik Ize vytvdit skupin lidi
sloZzenych z obyvatel tohoto domu, v nichz se neytygkzadni dva lidé bydlici ve stejném
poschodi ani ve dvou po sojdoucich poschodich.

Reseni:

Ozna&me a, pctet takovych skupin. Pak pro kazdérpzene n plati rekurentni vztah
a,.,=a, ,,+6a,. Dale nenidzke si promyslet, ze&a, =7 aa,=13.

VyieSme tedy tuto rekurentni rovnici.

> reseni : =rsol ve({a(n+2)=a(n+l)+6*a(n), a(l)=7,a(2)=13},a(n));
4 (-2) . 93
5 5

i Dostali jsme obecny vztah pro hledanggioskupin lidi.
Pozn: Ve vysledku je zahrnuta i prazdna skupindsaloujici nikoho.

reseni:=-—

Prvnich 20 hodnot:

C > seq(reseni, n=1..20);
7,13 55 133 463 1261 4039 11605 35839 105469 320503 95331732876
8596237 25854247 77431669 232557151 697147165 2092496D73373061

[ >

=l Tvorba vlastnich bali¢ki a napowdy

Ukladani obsahu pronmgnnych:

[ > restart;
[ > currentdir();

"D:\DOKUMENTY\I--PETR--\VSB-VYUKA\2012-leto (MAMA)\!--PREDNASKY --\0\
7ll

> cesta:=cat(currentdir(),"/pronenna.n);

cesta:="D:\DOKUMENTY\!--PETR--'\VSB-VYUKA\2012-leto (MAMA\!--PREDNA\

L SKY--\07/promenna.m"
> a

> a:=2;




L a:=2
[ > save(a, cesta);
[ > restart;
> a
L a
> cesta: =cat(currentdir(),"/pronenna. nt);

1 T

V V. V V

cesta:="D:\DOKUMENTVY\I--PETR--N\VSB-VYUKA\2012-leto (MAMA)\!--PREDNA\

>
>

>

SKY--\07/promenna.m"
read(cesta);
a,

Tvorba bali¢ku:
(balicek je tabulka procedur)

>
>

restart;
cesta: =cat (currentdir(),"/balicek.nm);

cesta:="D:\DOKUMENTY\I--PETR--\VSB-VYUKA\2012-leto (MAMA)\!l--PREDNA\

>

F >

SKY--N07/balicek.m"
bal i cek[ soucet]: =proc(a,b)
atb;
end;

balicek,..:= proc(a, b) a+ bend proc

bal i cek[ souci n] : =proc(a, b)
a*Db;
end;
balicek,;,:= proc(a, b) albend proc

bal i cek[ nocni na] : =proc(a, b)
eval f (a”b);
end;

balicek  ..i.a-= Proc(a, b) evalf(a”b) end proc

save(balicek, cesta);
restart;
['i bname;

"C:\Program Files\Maple 15/lih" "C:\Program Files\Ma 15\toolbox\NAG\Iib"
I i bnanme: =l i bnane, currentdir();

libname:="C:\Program Files\Maple 15/lib",

"C:\Program Files\Maple 15\toolbox\NAG\lip" "D:\DOKMENTY\!--PETR--\VSB-VY\
UKA\2012-leto (MAMA)\!--PREDNASKY--\07"



> with(balicek);

[ mocnina soucet soudin
> nocnina(3,3/7);

1.601328886
> soucet (3,3/7);

[ > soucin(3,3/7);

~N |l ©

[ > restart;
> soucin(3,3/7);

.’{ 3]
soucin 3-
7

[ >
Tvorba napovédy:

t> restart;
> |ibnane: =libname, currentdir();

libname:="C:\Program Files\Maple 15/lib",
"C:\Program Files\Maple 15\toolbox\NAG\ip" "D:\DOKMENTY\!--PETR--\VSB-VY\
UKA\2012-leto (MAMA\I--PREDNASKY--\O7"

Vytvotime maplovsky zapisnik napoedou. V menu pak zvolime "Help - Save to Database".
Vyplnime "Topic" a "Database".
V "modernim" rozhrani zvolime "Tools - Help DatabasSave As Help Page..."

[ > ?napoveda
[ > restart;

[ > ?napoveda
[ >

=/ Cviéeni

1) Posloupnosta() sphuje (pro kazdéirozene n) rekurentni vztah

a.,,=4a ., —4a +n’. Dilevime, Zea, =1 a a,=4. Urete obecnyiedpis pron-ty
¢len takovéto posloupnosti. Pokud budedpis komplikovany, pokuste se jej zjednodusit.
- Vypiste prvnich 2@lena nasi posloupnosti.

- Najcéte obecny vzorec pro séet prvnichn cleni posloupnosti &,). Vysledny vztah of




upravte.

2) Dim man pater. V kazdém poschodi bydli 4 lidi. Vypge, kolik 1ze vytvdit skupin lidi
sloZzenych z obyvatel tohoto domu, v nichZ se neytygkzadni dva lidé bydlici ve stejném
poschodi ani ve dvou po sojaloucich poschodich ani ve dvou poschodich, ksené "ob
jedno"”.

To znamena4, Ze poku@koho vybereme n&pz 5. patra, nemize uz byt nikdo dalsi z patér
3, 4,5, 6 a7 vybran.

- Snazte se vysledek upravit tak, aby neobsah@d& imaginarniisia.

- Jaky je nejmensSi get pater paebnych k tomu, aby get vyhovujicich skupin byl&Si nez
1 000 000 ?

Napowvda: podivejte se, jak jsnieSili podobnou ulohu napdnasce.

3) Nech’ a, a a, jsou libovol® zvolena realnéisla. Dale nechpro kazdé firozenécislo n
p aTI+2 2 )
Vypoctéte lim a,.

n- o

4) Uvazujme "Zehk" (stejre jako na pednasce) skladajici sere ¢tverai (viz obrazek nize).
Nekteré z vrchal ¢tverai obarvime. Udlame to ale tak, aby v kazdéitverci byl obarveny
alespa jeden vrchol.

Urcete (obec#) patet vSech takovych obarveni.

5) Jaka je limita I|m—+1 podilu dvou sousednicteni Fibonacciho posloupnosti

n - o

1,1,2 3 58 13 21 34 55,...7

-4 -13 Lo
5 5 } Swij vysledek

pouzijte k vypétu matice A'®. Poté provéte kontrolu tak, Zeiimo vypastete A'®.

6) Najdite (obecny) pedpis pron-tou mocninu maticeA:[

[ >



