
Laplaceova (a Poissonova) PDR

Nech´ x ∈ Ω ⊂ Rn, Ω je otev°ená, u : Ω→ R a je zadaná f : Ω→ R. Následující PDR ozna£me

Laplaceova rovnice: −∆u = 0 (1)

Poissonova rovnice: −∆u = f. (2)

Funkci v ∈ C2 spl¬ující (1) nazveme harmonická funkce. Laplace·v operátor −∆u = − (
∑n
i=1 uxixi) je invariantní k translaci a

rotaci (viz 6.1).

Poznámka 1. Pojmy harmonická funkce (v Ω ⊂ R2) a holomorfní funkce (v Ω ⊂ C) spolu (po obvyklém ztotoºn¥ní R2 ≡ C)
souvisejí: Ob¥ sloºky u a v funkce f = u + iv, která je holomorfní na otev°ené mnoºin¥ ΩC ⊂ C jsou harmonické na otev°ené
mnoºin¥ ΩR2 = {(x, y) ∈ R2| z = x+ iy ∈ ΩC}. Z Cauchyho-Riemannových podmínek

ux = vy , uy = −vx

totiº plyne

4u = uxx + uyy = ∂x(vy) + ∂y(−vx) = 0

4v = vxx + vyy = ∂x(−uy) + ∂y(ux) = 0.

P°ipom¥¬me, ºe holomorfní funkce je automaticky f ∈ C∞(C).

1 Vlastnosti Laplaceova operátoru

Funkci u ∈ C2(Ω) nazveme na otev°ené mnoºin¥ Ω

subharmonická⇔−4u ≤ 0 ∀x ∈ Ω

superharmonická⇔−4u ≥ 0 ∀x ∈ Ω.

V¥ta 2. M¥jme subharmonickou funkci u na (otev°ené) mnoºin¥ Ω a kouli Bn(x;R) se st°edem v bod¥ x ∈ Ω a polom¥rem R,
která je celá uvnit° Ω ⊂ Rn. Ozna£me dále

ϕ(r) =
1

|∂Bn(x; r)|

ˆ
∂Bn(x;r)

u(ξ) dS(ξ), 0 < r < R. (3)

Pak pro v²echna r ∈ (0, R) je ϕ′(r) ≥ 0 a navíc
lim
r→0+

ϕ(r) = u(x) . (4)

D·kaz. Nejprve dokaºme tvrzení ϕ′ ≥ 0. P°edpis pro ϕ lze (viz vzorce v odstavcích 5.4 a 5.3) upravit na

ϕ(r) =
1

|∂Bn(0; r)|

ˆ
∂Bn(0;r)

u(x+ w) dS(w)

=
1

rn−1 |∂Bn(0; 1)|

ˆ 2π

0

n−2︷ ︸︸ ︷ˆ π

0

· · ·
ˆ π

0

u(x+ w(r, ϕ, φ1, . . . , φn−2))(−1)nrn−1 sinn−2(φn−2) · · · sin(φ1) dϕdφ1 . . . dφn−2

=
1

|∂Bn(0; 1)|

ˆ 2π

0

n−2︷ ︸︸ ︷ˆ π

0

· · ·
ˆ π

0

u(x+ rw(1, ϕ, φ1, . . . , φn−2))(−1)n sinn−2(φn−2) · · · sin(φ1) dϕdφ1 . . . dφn−2

=
1

|∂Bn(0; 1)|

ˆ
∂Bn(0;1)

u(x+ rz) dS(z).

Toho lze vyuºít pro výpo£et derivace (p°echod od x+ rz zp¥t ke ξ se provede analogicky jako v p°edchozích úpravách)

ϕ′(r) =
1

|∂Bn(0; 1)|

ˆ
∂Bn(0;1)

∇u(x+ rz) · z dS(z) =
1

|∂Bn(x; r)|

ˆ
∂Bn(x;r)

∇u(ξ) ·
ξ − x
r

dS(ξ)

=
1

|∂B(x; r)|

ˆ
B(x;r)

div
(
∇u(y)

)
dy =

1

|∂Bn(x; r)|

ˆ
Bn(x;r)

4u(y) dy ≥ 0, (5)
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protoºe 4u ≥ 0. V úpravách jsme vyuºili Gaussovy v¥ty a toho, ºe jednotkový vektor vn¥j²í normály n(ξ) lze ve v²ech bodech

ξ ∈ ∂Bn(x; r) napsat jako n(ξ) =
ξ−x
r . Nyní se v¥nujme druhému tvrzení, limr→0+ ϕ(r) = u(x). Následujícími úpravami

odhadneme

|ϕ(r)− u(x)| = 1

|∂Bn(x; r)|

∣∣∣∣∣
ˆ
∂Bn(x;r)

u(ξ)− u(x) dS(ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

|∂Bn(x; r)|

ˆ
∂Bn(x;r)

∣∣u(ξ)− u(x)
∣∣ dS(ξ)

≤ sup
ξ∈∂Bn(x;r)

∣∣u(ξ)− u(x)
∣∣ ,

jelikoº pro v²echny ξ ∈ Bn(x; r) je ‖ξ − x‖ = r, plyne ze spojitosti u limita (4).

D·sledek 3. Za p°edpoklad· z v¥ty 2 navíc pro v²echna r ∈ (0, R) platí

u(x) ≤ 1

|∂Bn(x; r)|

ˆ
∂Bn(x;r)

u(ξ) dS(ξ) (6)

u(x) ≤ 1

|Bn(x; r)|

ˆ
Bn(x;r)

u(y) dy . (7)

D·kaz. Platnost (6) plyne z vlastnosti ϕ′ ≥ 0, de�nice ϕ (3) a limitní vlastnosti (4). Nerovnost (7) plyne z

u(x)
|Bn(x; r)|
|Bn(x; r)|

=
u(x)

|Bn(x; r)|

ˆ r

0

|∂Bn(x; ρ)|dρ =
1

|Bn(x; r)|

ˆ r

0

u(x)|∂Bn(x; ρ)|dρ

(6)

≤ 1

|Bn(x; r)|

ˆ r

0

ˆ
∂Bn(x;ρ)

u(ξ) dS(ξ) dρ =
1

|Bn(x; r)|

ˆ
Bn(x;r)

u(y) dy .

Poznámka 4. Máme-li superharmonickou funkci u, lze vyuºít v¥ty (2) a d·sledku (3) pro funkci −u a obdrºet tak analogii (6) a
(7) s opa£ným znaménkem. Je-li u harmonická, je p°ímým d·sledkem následující v¥ta.

V¥ta 5 (O st°ední hodnot¥ harmonické funkce). Nech´ Ω ⊂ Rn je otev°ená mnoºina a u harmonická funkce. Pak pro v²echna
x ∈ Ω a v²echna r > 0 takové, ºe Bn(x; r) ⊂ Ω platí

u(x) =
1

|∂Bn(x; r)|

ˆ
∂Bn(x;r)

u(ξ) dS(ξ) =
1

|Bn(x; r)|

ˆ
Bn(x;r)

u(y) dy .

Platí také opa£né tvrzení

V¥ta 6. Nech´ Ω ⊂ Rn je otev°ená mnoºina, u ∈ C2(Ω) a pro v²echna x ∈ Ω a v²echna r > 0 takové, ºe Bn(x; r) ⊂ Ω platí

u(x) =
1

|∂Bn(x; r)|

ˆ
∂Bn(x;r)

u(ξ) dS(ξ)

pak je u harmonická v Ω.

D·kaz. Pouºijeme-li ozna£ení (3) pak z p°edpoklad· plyne ϕ′(s) = 0 pro s ∈ (0, r). Pouºijme d·kaz sporem; kdyby nebylo u
harmonické, existovalo by takové x ∈ Ω, ºe |4u(x)| > 0 a vzhledem ke spojitosti u by existovala koule Bn(x; ρ) ∈ Ω taková,
ºe uvedená nerovnost by platila v celé kouli Bn(x; ρ). Ze vzorce (5) pro ϕ′ plyne ϕ′(r) 6= 0 coº je ve sporu se vzorcem pro u
v p°edpokladu.

V¥ta 7. Nech´ Ω ⊂ Rn je omezená oblast (otev°ená a souvislá mnoºina), u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) je subharmonická v Ω. Pak platí

max
y∈Ω

u(y) = max
y∈∂Ω

u(y) . (8)

Pokud existuje x ∈ Ω takové, ºe
u(x) = max

y∈Ω
u(y) (9)

tak je u konstantní na Ω.
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D·kaz. Dokaºme nejprve druhé tvrzení. Nech´ platí (9) a poloºmeM = u(x), pak existuje koule o polom¥ru r > 0, Bn(x; r) ⊂ Ω,
na které pak platí

M = u(x)(7)≤
1

|Bn(x; r)|

ˆ
Bn(x;r)

u(y) dy(9)≤ u(x) = M (10)

coº vzhledem k (9) znamená, ºe je u konstantní na Bn(x; r). Kdyby tomu tak nebylo, tak by existovala v Bn(x; r) taková mnoºina
(nenulové míry, u je spojitá), na které by bylo u(y) < u(x), coº by by spor s (10). Ozna£me

A =
{
y ∈ Ω

∣∣ y(y) = M
}

(dle p°edpokladu neprázdnou) mnoºinu v²ech vzor· £ísla M v zobrazení u. Víme, ºe pro kaºdé y ∈ A ⊂ Ω existuje otev°ená
koule Bn(y; r) ⊂ Ω, ºe pro v²echny z ∈ Bn(y; r) je u(z) = M . Mnoºinu A lze popsat jako sjednocení otev°ených mnoºin, je
tedy otev°ená. Mnoºina A je mnoºinou v²ech vzor· £ísla M ve spojitém zobrazení u. Jednoprvková mnoºina {M} je uzav°ená a
vzorem uzav°ené mnoºiny ve spojitém zobrazení je uzav°ená mnoºina. Mnoºina A je tedy také uzav°ená v Ω. Neprázdná mnoºina
A je sou£asn¥ uzav°ená a otev°ená v souvislé mnoºin¥ Ω, je tedy A = Ω.

První tvrzení plyne p°ímým d·sledkem z druhého.

2 Fundamentální °e²ení Laplaceovy rovnice

P°ed £etbou tohoto odstavce si prostudujte pomocné poznámky 5.4 o kouli v Rn. �e²me (1) v hypersférických sou°adnicích
[wiki]. Z invariance Laplaceova operátoru k translaci a rotaci plyne, ºe °e²ení v bude záviset pouze na vzdálenosti od po£átku:

v(x) = w(r)

kde r = ‖x‖ = (
∑n
i=1 x

2
i )

1/2 a platí tedy

rxi =
1

2
(

n∑
i=1

x2
i )
− 1

2 2xi =
xi
r

rxixj =
1

r
δij + xi (−1) r−2rxj =

1

r
δij −

xixj
r3

pro nenulové x. Vyjád°eme Laplaceovu rovnici v hypersférických sou°adnicích:

vxi = w′(r)
xi
r

vxixi = w′′(r)
x2
i

r2
+ w′(r)

(
1

r
− x2

i

r3

)
0 = ∆v =

n∑
i=1

vxixi = w′′(r)

∑n
i=1 x

2
i

r2
+ w′(r)

(
n

r
−
∑n
i=1 x

2
i

r3

)
= w′′(r) +

n− 1

r
w′(r) .

Obdrºeli jsme ODR, kterou zkusíme vy°e²it. Pro r > 0 a w′ 6= 0 (konstantní °e²ení nás nezajímá) pak

1− n
r

=
1

w′
w′′ = (ln(w′))

′

ln(w′) =

ˆ
1− n
r

dr = (1− n) ln(r) + c1

w′ = c2r
1−n =

c2
rn−1

w =

{
b ln(r) + c n = 2
b

rn−2 + c n ≥ 3 .

Funkci

Φ(x) =

{
− 1

2π ln(|x|) n = 2
1

n(n−2)α(n)
1

|x|n−2 n ≥ 3

3
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kde 0 6= x ∈ Rn a α(n) je objem jednotkové n−rozm¥rné koule Bn(0; 1) nazveme fundamentální °e²ení Laplaceovy rovnice. Pro
Φ(x) platí

Φ(x) = Φ(|x|)

Φxi(x) = − 1

nα(n)

xi
|x|n

Φxixj (x) = − 1

nα(n)

(
δij
|x|n

− n xixj
|x|n+2

)
a proto se dá odhadnout (odhady platí pro n¥jakou konstantu c > 0):

|DΦ(x)| =

( ∑
a1+···+ad=1

∣∣∣D(a1,...,ad)Φ(x)
∣∣∣2) 1

2

=
1

nα(n)

1

|x|n−1
≤ c

|x|n−1

∇Φ(x) · x
|x|

= − 1

nα(n)

n∑
i=1

xi
|x|n

xi
|x|

= − 1

nα(n)

1

|x|n−1
(11)

∣∣D2Φ(x)
∣∣ =

( ∑
a1+···+ad=2

∣∣∣D(a1,...,ad)Φ(x)
∣∣∣2) 1

2

≤ c

|x|n
.

Podívejme se pro k ∈ N na integrály

ˆ
B2(0;ε)

|ln(|x|)| dx
ε∈(0,1)

= −
ˆ 2π

0

ˆ ε

0

ln(r)r dr dϕ = 2π lim
σ→0+

[
r2

4
(2 ln(r)− 1)

]ε
σ

= 2π

∣∣∣∣ε2 ln(ε)

2
− ε2

4

∣∣∣∣ ε∈(0,e−
1
2 )

≤ 2πε2 |ln(ε)|

ˆ
Bn(0;ε)

|x|−k dx =

ˆ ε

0

ˆ
∂Bn(0;r)

|r|−k dS(ξ)dr =

ˆ ε

0

|r|−k
rn−1|∂Bn(0;1)|︷ ︸︸ ︷
|∂Bn(0; r)| dr

= κ(n)

ˆ ε

0

rn−1−k dr =

{
κ(n)
n−k ε

n−k <∞ 0 ≤ n− 1− k
∞ 0 > n− 1− k .

Funkce |x|−k je tedy integrovatelná na Bn(0; ε) práv¥ tehdy kdyº k ≤ n − 1, z £ehoº plyne Φ, ∂iΦ ∈ L1 (Bn(0; ε)) a ∂j∂iΦ /∈
L1 (Bn(0; ε)). Dále:

ˆ
∂B2(0,ε)

|ln(|y|)| dS(y) = | ln(ε)| |∂B2(0; ε)| = | ln(ε)|ε|∂B2(0; 1)| = | ln(ε)|2πε
ˆ
∂Bn(0;ε)

1

|y|n−2
dS(y) =

1

εn−2
|∂B2(0; ε)| = εn−1

εn−2
|∂B2(0; 1)| = nα(n)ε

a proto

ˆ
Bn(x;ε)

Φ(y − x) dy =

{´
B2(0;ε)

− 1
2π ln(|y|) dy n = 2´

Bn(0;ε)
1

n(n−2)α(n)
1

|y|n−2 dy n ≥ 3
≤

{
Cε2 |ln(ε)| n = 2

Cε2 n ≥ 3
(12)

ˆ
∂Bn(x;ε)

Φ(y − x) dS(y) =

{´
∂B2(0;ε)

− 1
2π ln(|y|) dS(y) n = 2´

∂Bn(0;ε)
1

n(n−2)α(n)
1

|y|n−2 dS(y) n ≥ 3
≤

{
Cε |ln(ε)| n = 2

Cε n ≥ 3 .
(13)

3 V¥ta o t°ech potenciálech

Dokaºme, ºe pro omezenou oblast Ω ∈ Rn s dostate£n¥ hladkou hranicí (takovou aby platila Gaussova-Ostrogradského v¥ta) a
funkci u ∈ C2(Ω) platí (tzv. v¥ta o t°ech potenciálech) pro v²echna x ∈ Ω:

u(x) =

ˆ
∂Ω

Φ(y − x)un(y) dS(y)︸ ︷︷ ︸
vu(x) potenciál jednoduché vrstvy

−
ˆ
∂Ω

Φn(y − x)u(y) dS(y)︸ ︷︷ ︸
wu(x) potenciál dvojvrstvy

−
ˆ

Ω

Φ(y − x)∆u(y) dy︸ ︷︷ ︸
ϕu(x) objemový potenciál

. (14)
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D·kaz P°edn¥ si uv¥domíme, ºe pro ε > 0 jsou Φ(y−x) a Φn(y−x) integrovatelné na ΩrBn(x; ε). Vzpomeneme si na druhou
Greenovu formuli (20) a aplikujme ji na oblast Ω rBn(x; ε)

ˆ
ΩrBn(x;ε)

Φ(y − x)∆u(y) dy =

ˆ
ΩrBn(x;ε)

=0︷ ︸︸ ︷
∆yΦ(y − x)u(y) dy

+

(ˆ
∂Ω

+

ˆ
∂Bn(x;ε)

)[
Φ(y − x)un(y)− u(y)Φn(y − x)

]
dS(y) .

V objemovém potenciálu na pravé stran¥ (14) rozd¥líme Ω =
(

Ω rBn(x; ε)
)
∪Bn(x; ε) a vyuºijeme práv¥ odvozeného vztahu:

vu(x)− wu(x)− ϕu(x) = vu(x)− wu(x)−
ˆ

ΩrBn(x;ε)

Φ(y − x)∆u(y) dy −
ˆ
Bn(x;ε)

Φ(y − x)∆u(y) dy

=

ˆ
∂Bn(x;ε)

u(y)Φn(y − x) dS(y)−
ˆ
∂Bn(x;ε)

Φ(y − x)un(y) dS(y)︸ ︷︷ ︸
→0

−
ˆ
Bn(x;ε)

Φ(y − x)∆u(y) dy︸ ︷︷ ︸
→0

,

protoºe u ∈ C2(Ω) a Φ ∈ L1 (Bn(0; ε)) lze tedy s pouºitím (12) a (13) prokázat, ºe opravdu
ˆ
Bn(x;ε)

Φ(y − x)∆u(y) dy ≤ ‖D2u‖L∞(Ω)

ˆ
Bn(x;ε)

Φ(y − x) dy → 0

ˆ
∂Bn(x;ε)

Φ(y − x)un(y) dS(y) ≤ ‖Du‖L∞(Ω)

ˆ
∂Bn(x;ε)

Φ(y − x) dS(y)→ 0 .

Ve zbývajícím integrálu na chvíli zapome¬me na u a získáme tak rovnost
ˆ
∂Bn(x;ε)

Φn(y − x) dS(y) =

ˆ
∂Bn(x;ε)

∇Φ(y − x) ·
(
−
y − x
|y − x|

)
︸ ︷︷ ︸

n

dS(y)

(11)
=

ˆ
∂Bn(x;ε)

1

κ(n)εn−1
dS(y) =

|∂Bn(x; ε)|
κ(n)εn−1

= 1 , (15)

kterou dále vyuºijeme v odhadu∣∣∣∣∣u(x)−
ˆ
∂Bn(x;ε)

u(y)Φν(y − x) dS(y)

∣∣∣∣∣ (15)=

∣∣∣∣∣
ˆ
∂Bn(x;ε)

[
u(x)− u(y)

]
Φn(y − x) dS(y)

∣∣∣∣∣
≤ sup
y∈∂Bn(x;ε)

∣∣u(x)− u(y)
∣∣ ∣∣∣∣∣
ˆ
∂Bn(x;ε)

Φn(y − x) dS(y)

∣∣∣∣∣→ 0 ,

jelikoº u ∈ C2(Ω). Tímto je dokázána v¥ta o t°ech potenciálech. Dále zmíníme n¥kolik d·sledk·:

• Je-li u ∈ C2
c (Rn), tedy u ∈ C2(Rn) a supp(u) je kompaktní, pak

u(x) = −
ˆ
Rn

Φ(y − x)∆u(y) dy ,

coº plyne z v¥ty o t°ech potenciálech v p°ípad¥, ºe pouºijeme dostate£n¥ velkou oblast Ω ⊃ supp(u) a vypadnou tedy
potenciály jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, jelikoº u = un = 0 na ∂Ω.

• Pokud je u harmonická (∆u = 0), pak vypadne objemový potenciál a

u(x) =

ˆ
∂Ω

Φ(y − x)un(y) dS(y)−
ˆ
∂Ω

Φn(y − x)u(y) dS(y) .

• Pokud je Ω otev°ená a u harmonická, pak u ∈ C∞(Ω) a ke kaºdému y ∈ Ω existuje okolí, na kterém lze u vyjád°it pomocí
Taylorovy °ady.
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Poslední tvrzení je nutné dokázat. Nech´ tedy y ∈ Ω a r je takový polom¥r otev°ené koule Bn(y; r) se st°edem v y, ºe Bn(y; r) ⊂ Ω.
Pro v²echny x ∈ Bn(y; r) pak platí

u(x) =

ˆ
∂Bn(x;r)

Φ(z − x)un(z) dS(z)−
ˆ
∂Bn(x;r)

Φn(z − x)u(z) dS(z)

DOKONCIT

4 �e²ení Poissonovy rovnice

Dokaºme, ºe pro f ∈ C2
c (Rn), (tj. f ∈ C2(Rn) a f má kompaktní support) a pro funkci v danou vzorcem

v(x) =

ˆ
Rn

Φ(x− y)f(y) dy =

{
− 1

2π

´
R2 ln(|x− y|)f(y) dy n = 2

1
n(n−2)α(n)

´
Rn

f(y)

|x−y|n−2 dy n ≥ 3
(16)

platí v ∈ C2(Rn) a je °e²ením Poissonovy rovnice (2). Toto tvrzení si dokáºeme:

D·kaz v ∈ C2(Rn) P°edn¥ ukáºeme, ºe integrální vztah v (16) je konvoluce, tj. ºe
ˆ
Rn

Φ(x− y)f(y) dy =

ˆ
Rn

Φ(y)f(x− y) dy ≡ (Φ ∗ f) (x) .

Rozepi²me (16) na sloºený integrál

v(x) =

ˆ
Rn

Φ(x− y)f(y) dy =

ˆ ∞
−∞
· · ·
ˆ ∞
−∞

Φ(x− y)f(y) dy1 · · · dyn ,

pouºijeme substituci i ∈ {1, . . . , n}: zi = xi − yi,

dzi = −dyi,
yi →∞ ⇒ zi → −∞
yi → −∞ ⇒ zi →∞

a tedy:

v(x) =

ˆ −∞
∞

· · ·
ˆ −∞
∞

Φ(z)f(x− z)(−1)n dz1 · · · dzn

=

ˆ ∞
−∞
· · ·
ˆ ∞
−∞

Φ(z)f(x− z) dz1 · · · dzn p°ezna£ení y = z

=

ˆ ∞
−∞
· · ·
ˆ ∞
−∞

Φ(y)f(x− y) dy1 · · · dyn =

ˆ
Rn

Φ(y)f(x− y) dy .

Jelikoº je integrál v (16) konvolucí, lze zapsat

v(x+ hei)− v(x)

h
=

ˆ
Rn

Φ(y)
f(x+ hei − y)− f(x− y)

h
dy .

Výraz
f(x+hei−y)−f(x−y)

h na pravé stran¥ konverguje stejnom¥rn¥ k fxi(x− y), f má kompaktní support, a proto [wiki]:

vxi(x) = lim
h→0

v(x+ hei)− v(x)

h
=

ˆ
Rn

Φ(y) lim
h→0

[
f(x+ hei − y)− f(x− y)

h

]
dy

=

ˆ
Rn

Φ(y)fxi(x− y) dy a podobn¥

vxixj (x) =

ˆ
Rn

Φ(y)fxixj (x− y) dy .
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P°ipome¬me si p°edpoklad f ∈ C2
c (Rn) a pravá strana v posledním výrazu je tedy spojitá vzhledem k prom¥nné x a (pokud

integrál existuje) je v ∈ C2(Rn). Ukaºme nyní, ºe opravdu −∆v = f . Podívejme se na

∆v(x) =

n∑
i=1

vxixi(x) =

ˆ
Rn

Φ(y)

n∑
i=1

fxixi(x− y) dy =

ˆ
Rn

Φ(y)∆xf(x− y) dy

=

ˆ
Bn(0;ε)

Φ(y)∆xf(x− y) dy︸ ︷︷ ︸
I1(ε)

+

ˆ
RnrBn(0;ε)

Φ(y)∆xf(x− y) dy

(17)
= I1(ε) +

ˆ
RnrBn(0;ε)

Φ(y)∆yf(x− y) dy

(19)
= I1(ε) +

ˆ
∂Bn(0;ε)

Φ(y)fn(x− y) dS(y)︸ ︷︷ ︸
I2(ε)

−
ˆ
RnrBn(0;ε)

∇Φ(y) · ∇yf(x− y) dy

(19)
= I1(ε) + I2(ε)−

ˆ
∂Bn(0;ε)

Φn(y)f(x− y) dS(y)︸ ︷︷ ︸
I3(ε)

+

ˆ
RnrBn(0;ε)

∆Φ(y) · f(x− y) dy︸ ︷︷ ︸
0

,

kde jsme vyuºili skute£nosti, ºe

∆xf(x− y) =

n∑
i=1

∂xi∂xi
(
f(x− y)

)
=

n∑
i=1

∂xi
(
fi(x− y) · 1

)
=

n∑
i=1

fii(x− y)︸ ︷︷ ︸
‖

∆yf(x− y) =

n∑
i=1

∂yi∂yi
(
f(x− y)

)
=

n∑
i=1

∂yi
(
fi(x− y) · (−1)

)
=

︷ ︸︸ ︷
n∑
i=1

fii(x− y) , (17)

dvakrát první Greenovy v¥ty (19) a skute£nosti, ºe ∆Φ = 0 mimo po£átek 0. Jenom upozor¬ujeme, ºe n zde ozna£uje vnit°ní
normálu ke kouli Bn(0; ε). Pro I1, I2 platí

|I1(ε)| ≤ k‖D2f‖L∞(Rn)

ˆ
Bn(0;ε)

∣∣Φ(y)
∣∣ dy

(12)

≤

{
Cε2 |ln(ε)| n = 2

Cε2 n ≥ 3

|I2(ε)| ≤ ‖Df‖L∞(Rn)

ˆ
∂B(0,ε)

|Φ(y)| dS(y)
(13)

≤

{
Cε| ln(ε)| n = 2

Cε n ≥ 3

I3(ε) = −
ˆ
∂Bn(0;ε)

(
∇Φ(y) ·

(
−
y

|y|

))
f(x− y) dS(y)

(11)
= − 1

nα(n)

1

εn−1

ˆ
∂Bn(0;ε)

f(x− y) dS(y)

= − 1

|∂Bn(0; 1)|
1

εn−1

ˆ
∂Bn(x;ε)

f(y) dS(y) = − 1

|∂Bn(x; ε)|

ˆ
∂Bn(x;ε)

f(y) dS(y) . . . integrální pr·m¥r f na sfé°e ∂Bn(x; ε).

Snadno pak ukáºeme, ºe první dva výrazy I1(ε), I2(ε) jsou k nule pro ε→ 0+. Limita I3(ε) je f(x), jelikoº f je spojitá. Ukázali
jsme tedy, ºe ∆v(x) = f(x).

5 Pomocné poznámky

5.1 Substituce ve vícenásobném integrálu

M¥jme otev°enou mnoºinu Ω ⊆ Rn, prosté regulární (tj. s nenulovým Jakobiánem JG na Ω) zobrazení G : Ω → Rn, uzav°enou
m¥°itelnou mnoºinu A ⊆ Ω a spojité zobrazení f : B → Rn, kde B = G(A). Pak platí

ˆ
B

f(y) dy1 . . . dyn =

ˆ
A

f (g1(x), . . . , gn(x)) |JG(x)| dx1 . . . dxn

7



5.2 Integrální v¥ty

5.2.1 Gaussova v¥ta (Gauss-Green theorem, Divergence theorem) [wiki]

pro u ∈ C1(Ω) a F ∈
(
C1(Ω)

)n
ˆ

Ω

uxi dx =

ˆ
∂Ω

uni dS(x) i = 1, . . . , n

ˆ
Ω

∇ · F dx =

ˆ
∂Ω

F · ndS(x) (18)

5.2.2 První Greenova v¥ta (Integration-by-parts formula, Green's �rst identity) [wiki]

Dosazením F = v∇u do Gaussovy v¥ty dostaneme

ˆ
Ω

(v∆u+∇v · ∇u) dx =

ˆ
∂Ω

v

un︷ ︸︸ ︷
(∇u · n) dS(x) (19)

5.2.3 Druhá Greenova v¥ta (Green's second identity) [wiki]

Dosazením F = v∇u− u∇v do Gaussovy v¥ty dostaneme

ˆ
Ω

(v∆u− u∆v) dx =

ˆ
∂Ω

vun−uvn︷ ︸︸ ︷
(v(∇u · n)− u(∇v · n)) dS(x) (20)

5.3 Zobecn¥né sférické sou°adnice [wiki]

Zde si popí²eme transformaci

Hn : 〈0,∞)× < 0, 2π)×
n−2 krát︷ ︸︸ ︷

< 0, π)× · · ·× < 0, π)→ Rn , n ≥ 2

na sou°adnice r, ϕ, φ1, . . . , ϕn−2, kterým se °íká zobecn¥né sférické sou°adnice (pro n = 2 se pouºívá název polární a pro n = 3
sférické). Ta je dána vztahy

x1 = r cos(ϕ) sin(φ1) sin(φ2) · · · sin(φn−4) sin(φn−3) sin(φn−2)

x2 = r sin(ϕ) sin(φ1) sin(φ2) · · · sin(φn−4) sin(φn−3) sin(φn−2)

x3 = r cos(φ1) sin(φ2) · · · sin(φn−4) sin(φn−3) sin(φn−2)

x4 = r cos(φ2) · · · sin(φn−4) sin(φn−3) sin(φn−2)

...

xn−2 = r cos(φn−4) sin(φn−3) sin(φn−2)

xn−1 = r cos(φn−3) sin(φn−2)

xn = r cos(φn−2)

ϕ ∈ 〈0, 2π),
(
∀i ∈ 〈1, n− 2〉|N

)
: φi ∈ 〈0, π)

Jakobián této transformace je
Jn = (−1)nrn−1 sinn−2(φn−2) sinn−3(φn−3) . . . sin(φ1) .
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5.4 Koule v Rn

otev°ená koule : Bn(x; r) =
{
y ∈ Rn

∣∣ |y − x| < r
}

v Rn se st°edem vbod¥ x

a polom¥rem r > 0

uzav°ená koule : Bn(x; r)

jednotková sféra : ∂Bn(x; r) . . . povrch jednotkové koule

objem jednotkové koule : α(n) = |Bn(0; 1)| = π
n
2

Γ
(
n
2 + 1

) =
2π

n
2

nΓ
(
n
2

)
plocha jednotkové sféry : κ(n) = |∂Bn(0; 1)| = n |Bn(0; 1)| = nπ

n
2

Γ
(
n
2 + 1

) =
2π

n
2

Γ
(
n
2

)
platí : |Bn(x; r)| = rn |Bn(0; 1)| , |∂Bn(x; r)| = rn−1 |∂Bn(0; 1)|

6 N¥které d·kazy

6.1 D·kaz invariance Laplaceova operátoru v·d£i translaci a rotaci

D·kaz provedeme ve 2D, obecný p°ípad n nD si lze p°edstavit jako posloupnost operací rotace kolem jedné osy a translace.
Zm¥nu sou°adnic ve 2D si lze napsat jako [

x1

x2

]
=

[
cos(α) sin(α)
− sin(α) cos(α)

] [
x1

x2

]
+

[
t1
t2

]
V nových sou°adnicích pak lze psát

u(x1, x2) = u?(x1, x2) = u?(x1 cos(α) + x2 sin(α) + t1,−x1 sin(α) + x2 cos(α) + t1)

tedy

ux1 = u?x1
cos(α)− u?x2

sin(α)

ux2
= u?x1

sin(α) + u?x2
cos(α)

ux1x1
= u?x1x1

cos2(α)− 2u?x1x2
sin(α) cos(α) + u?x2x2

sin2(α)

ux2x2 = u?x1x1
sin2(α) + 2u?x1x2

sin(α) cos(α) + u?x2x2
cos2(α)

0 = ux1x1 + ux2x2 = u?x1x1
+ u?x2x2

6.2 Odvození vzorece pro Jakobián transformace do zobecn¥ných sférických sou°adnic

Spo£ítejme Jakobián (pravé strany vyd¥lené r ozna£me gni , i ∈ 〈1, n〉|N)

Jn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

gn1 r∂ϕg
n
1 r∂φ1

gn1 · · · r∂φn−3
gn1 r∂φn−2

gn1
gn2 r∂ϕg

n
2 r∂φ1

gn2 · · · r∂φn−3
gn2 r∂φn−2

gn2
...

...
...

. . .
...

...
gnn−1 r∂ϕg

n
n−1 r∂φ1

gnn−1 · · · r∂φn−3
gnn−1 r∂φn−2

gnn−1

gnn r∂ϕg
n
n r∂φ1

gnn · · · r∂φn−3
gnn r∂φn−2

gnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= rn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

gn1 ∂ϕg
n
1 ∂φ1g

n
1 · · · ∂φn−3g

n
1 ∂φn−2g

n
1

gn2 ∂ϕg
n
2 ∂φ1g

n
2 · · · ∂φn−3g

n
2 ∂φn−2g

n
2

...
...

...
. . .

...
...

gnn−1 ∂ϕg
n
n−1 ∂φ1

gnn−1 · · · ∂φn−3
gnn−1 ∂φn−2

gnn−1

gnn ∂ϕg
n
n ∂φ1g

n
n · · · ∂φn−3g

n
n ∂φn−2g

n
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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zobrazení z odstavce 5.3. Pokusme se odvodit rekurzivní vztah pro Jn a to tak, ºe matici v p°edchozím determinantu vyjád°íme
pomocí Jn. Snadno lze ukázat, ºe pro n = 2 je

J2 = r

∣∣∣∣cos(ϕ) − sin(φ1)
sin(ϕ) cos(φ1)

∣∣∣∣ = r .

Dále pak

Jn = rn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin(φn−2)gn−1
1 sin(φn−2)∂ϕg

n−1
1 sin(φn−2)∂φ1

gn−1
1 · · · sin(φn−2)∂φn−3

gn−1
1 cos(φn−2)gn−1

1

sin(φn−2)gn−1
2 sin(φn−2)∂ϕg

n−1
2 sin(φn−2)∂φ1g

n−1
2 · · · sin(φn−2)∂φn−3g

n−1
2 cos(φn−2)gn−1

2
...

...
...

. . .
...

...
sin(φn−2)gn−1

n−1 sin(φn−2)∂ϕg
n−1
n−1 sin(φn−2)∂φ1g

n−1
n−1 · · · sin(φn−2)∂φn−3g

n−1
n−1 cos(φn−2)gn−1

n−1

cos(φn−2) 0 0 · · · 0 − sin(φn−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= r sinn−3(φn−2)rn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin2(φn−2)gn−1
1 ∂ϕg

n−1
1 ∂φ1g

n−1
1 · · · ∂φn−3g

n−1
1 cos(φn−2)gn−1

1

sin2(φn−2)gn−1
2 ∂ϕg

n−1
2 ∂φ1

gn−1
2 · · · ∂φn−3

gn−1
2 cos(φn−2)gn−1

2
...

...
...

. . .
...

...
sin2(φn−2)gn−1

n−1 ∂ϕg
n−1
n−1 ∂φ1g

n−1
n−1 · · · ∂φn−3g

n−1
n−1 cos(φn−2)gn−1

n−1

cos(φn−2) sin(φn−2) 0 0 · · · 0 − sin(φn−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= r sinn−3(φn−2)rn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

gn−1
1 ∂ϕg

n−1
1 ∂φ1

gn−1
1 · · · ∂φn−3

gn−1
1 cos(φn−2)gn−1

1

gn−1
2 ∂ϕg

n−1
2 ∂φ1

gn−1
2 · · · ∂φn−3

gn−1
2 cos(φn−2)gn−1

2
...

...
...

. . .
...

...
gn−1
n−1 ∂ϕg

n−1
n−1 ∂φ1

gn−1
n−1 · · · ∂φn−3

gn−1
n−1 cos(φn−2)gn−1

n−1

0 0 0 · · · 0 − sin(φn−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)r sinn−3(φn−2) · Jn−1

kde v poslední úprav¥ matice jsme k prvnímu sloupci p°i£etli cos(φn−2) násobek posledního. Pomocí tohoto rekurentního vztahu
jiº obdrºíme

Jn = (−1)n−2rn−2 sinn−2(φn−2) sinn−3(φn−3) . . . sin(φ1) J2

= (−1)nrn−1 sinn−2(φn−2) sinn−3(φn−3) . . . sin(φ1) .

6.3 D·kaz α(n) = |Bn(0; 1)| = πn/2

Γ(n
2

+1)
, κ(n) = |∂Bn(0; 1)| = 2πn/2

Γ(n
2 )

Spo£t¥me obecn¥j²í integrály (zna£ení viz 5.4)
ˆ

Bn(0;R)

|x|2α dx ,

ˆ

∂Bn(0;1R)

|x|2α dx

poºadované d·kazy pak získáme dosazením α = 0, R = 1. Pomocí substituce do zobecn¥ných sférických sou°adnic (viz 5.3)
získáme

ˆ

Bn(0;R)

|x|2α dx =

R̂

0

ρ2α+n−1 dρ ·
2πˆ

0

1 dρ ·
n−2∏
i=1

2πˆ

0

sini(φi) dφi =
[ ρ2α+n

2α+ n

]R
0
·
[
ϕ
]2π

0
·
n−2∏
i=1

Ii =
2πR2α+n

2α+ n
·
n−2∏
i=1

Ii

ˆ

∂Bn(0;R)

|x|2α dx = R2α+n−1 ·
2πˆ

0

1 dρ ·
n−2∏
i=1

2πˆ

0

sini(φi) dφi = 2πR2α+n−1 ·
n−2∏
i=1

Ii =
2α+ n

R

ˆ

Bn(0;R)

|x|2α dx

kde jsme vyuºili

I1 =

π̂

0

sin(φ) dφ =
[
− cos(φ)

]π
0

= 2

I2 =

π̂

0

sin2(φ) dφ =

π̂

0

1 + cos(2φ)

2
dφ =

[φ
2
− sin(2φ)

4

]π
0

=
π

2
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a rekurzivního vztahu

Ik =

π̂

0

sink(φ) dφ =

π̂

0

sink−1(φ) sin(φ) dφ

=
[
− sink−1(φ) cos(φ)

]π
0

+ (k − 1)

π̂

0

sink−2(φ) cos2(φ) dφ

= (k − 1)

π̂

0

sink−2(φ)
(
1− sin2(φ)

)
dφ = (k − 1) (Ik−2 − Ik) =

k − 1

k
Ik−2

=

{
2 · 2

3 ·
4
5 · · ·

2l
2l+1 = 2 (k−1)!!

k!! k = 2l + 1
π
2 ·

3
4 ·

5
6 · · ·

2l−1
2l = π (k−1)!!

k!! k = 2l
, l ∈ N

kde symbolem (·)!! (dvojitý faktoriál) jsme ozna£ili

n!! =

k∏
i=1

(2i+m), n = 2k +m, k ∈ N, m ∈ {0, 1} a 0!! = 1!! = 1

Pro zajímavost

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Ik 2 1π
2

4
3

3π
8

16
15

5π
16

32
35

35π
128

256
315

63π
256

512
693

231π
1024

2048
3003∏k

i=1 Ii 2 π 4π
3

1π2

2
8π2

15
1π3

6
16π3

105
1π4

24
32π4

945
1π5

120
64π5

10395
1π6

720
128π6

135135

Dále

IkIk+1 = 2
(k − 1)!!

k!!
π

(k)!!

(k + 1)!!
= 2π

(k − 1)!!

(k + 1)[(k − 1)!!]
=

2π

k + 1

a proto

n−2∏
i=1

Ii =


I1
∏n−3

2
j=1 I2jI2j+1 = 2

∏n−3
2

j=1
2π

2j+1 = 2 (2π)
n−3
2

(n−2)!! = 2
n−1
2 π

n−3
2

(n−2)!! n = 2k + 1∏n−2
2

j=1 I2j−1I2j =
∏n−2

2
j=1

π
j = π

n−2
2

(n−2
2 )!

[l!= (2l)!!

2l
]

= 2
n−2
2 π

n−2
2

(n−2)!! n = 2k + 2
, k ∈ N

=
2b

n−1
2 cπb

n−2
2 c

(n− 2)!!
=
πb

n−2
2 c

Γ(n2 )
.

Vyuºijeme toho k dopo£tení

ˆ

Bn(0;R)

|x|2α dx =


2πR2α+n

2α+n
2
n−1
2 π

n−3
2

(n−2)!! = 2
n+1
2 π

n−1
2 R2α+n

(2α+n)·(n−2)!! n = 2k + 1

2πR2α+n

2α+n
π
n−2
2

(n−2
2 )!

= 2
n
2 π

n
2 R2α+n

(2α+n)·(n−2)!! n = 2k + 2
=

2d
n
2 eπb

n
2 cR2α+n

(2α+ n) · (n− 2)!!
, k ∈ N

Speciáln¥ pro α = 0 je

|Bn(0;R)| = 2d
n
2 eπb

n
2 cRn

n · (n− 2)!!
=

 2
n+1
2 π

n−1
2 Rn

n!! n = 2k + 1
2π

n
2 Rn

n·(n−2
2 )!

n = 2k + 2
, k ∈ N

a dal²í volbou R = 1 obdrºíme pro |Bn(0; 1)| =
´
Bn(0;1)

1 dx a |∂Bn(0; 1)| = n|Bn(0; 1)| vztahy (viz také [wiki])

|∂Bn(0; 1)| = n |Bn(0; 1)| =


n2dn2 eπbn2 c

n!! = 2π
n
2√

π(n−2)!!

2
n−1
2

n = 2k + 1

π
n
2

(n−2
2 )!

n = 2k + 2

, k ∈ N

=
2π

n
2

Γ(n2 )
=

nπ
n
2

Γ(1 + n
2 )
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kde jsme vyuºili vlastností

Γ(
n

2
) = Γ(

1

2
+ k) =

(2k − 1)!!
√
π

2k
=

(n− 2)!!
√
π

2
n−1
2

∀n = 2k + 1, k ∈ N

Γ(
n

2
) = Γ(k) = (k − 1)! = (

n− 2

2
)! ∀n = 2k + 2, k ∈ N

Γ(1 + x) = xΓ(x)

funkce Γ, viz [wiki]. Pro po£áte£ní hodnoty hodnoty n m·ºeme sestavit tabulku

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

|Bn(0; 1)| π 4π
3

π2

2
8π2

15
π3

6
16π3

105
π4

24
32π4

945
π5

120

|∂Bn(0; 1)| 2π 4π 2π2 8π2

3 π3 16π3

15
π4

3
32π4

105
π5
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