Laplaceova (a Poissonova) PDR

Necht z € Q C R”, Q je oteviend, u: 2 — R a je zadana f : Q — R. Nasledujici PDR oznaéme

Laplaceova rovnice: —Au=0 (1)
Poissonova rovnice: —Au=f. (2)
Funkci v € C? spliwjici nazveme harmonicka funkce. Laplaceiv operator —Au = — (31| Uuy,4,) je invariantni k translaci a

rotaci (viz [6.1)).

Pozndmka 1. Pojmy harmonicka funkce (v @ C R?) a holomorfni funkce (v Q C C) spolu (po obvyklém ztotoznéni R? = C)
souviseji: Obé slozky u a v funkce f = u + iv, kterd je holomorfni na oteviené mnoziné Q¢ C C jsou harmonické na oteviené
mnoziné Qge = {(z,y) € R?| 2z = x + iy € Qc}. Z Cauchyho-Riemannovych podminek

Up = Vy, Uy = —Vg
totiz plyne

AU = Ugy + Uyy = Oy (vy) + Oy(—v;) =0
AU = Vgg + Vyy = Op(—uy) + Oy(uz) = 0.

Piipomeénme, Ze holomorfni funkce je automaticky f € C*°(C).

1 Vlastnosti Laplaceova operatoru

Funkci u € C?(Q) nazveme na oteviené mnozing (2
subharmonickd < — Au <0 Vz € Q

superharmonicki < — Au > 0 Vz € Q.

Vé&ta 2. Méjme subharmonickou funkci u na (oteviené) mnoziné Q@ a kouli B™(z; R) se stfedem v bodé x € Q a polomérem R,
kterd je celd wonitt Q C R™. Oznacme ddle

o(r) = uw()dS(§), 0<r<R. (3)

|8Bn (g’ T)| OB (z;r)

Pak pro viechna r € (0, R) je ¢'(r) > 0 a navic

li . 4
Jimo(r) = u(z) (4)
Diikaz. Nejprve dokazme tvrzeni ¢’ > 0. Pfedpis pro ¢ lze (viz vzorce v odstavcich a upravit na

1

_— u(z +w)dS(w
OB Josn gy T 5

o(r) =
27
=Tn1|3BnOH// / (@400 9,61, B2 (1) S 2B ) - sin(61) dipddy .. ds

2m
|8Bn 1 | / / / JC + rw 503 ¢17 t (ybn 2))( ) Sinn_Q((ybn—Q) e Sin(¢1) d@ d¢1 cee d¢n—2

1
©;
! u(z +rz)dS(z)
|OB"( D Jogrony =

Toho lze vyuZit pro vypocet derivace (pfechod od z + rz zpét ke £ se provede analogicky jako v pfedchozich tipravéach)

: 1 -z
/ - \V4 . zdS \VA S ds
O = GBI Sy T E 2 2O = BRG] g, VO T 95O
1 1
= div (Vu(y)) d Auly)dy > 0. i
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protoze Awu > 0. V upravich jsme vyuiili Gaussovy véty a toho, Ze jednotkovy vektor vnéjsi normaly n(§) lze ve viech bodech

£ € OB™(x;7) napsat jako n(§) = é =. Nyni se vénujme druhému tvrzeni, lim, .o+ o(r) = u(z). Nasledujicimi tpravami
odhadneme
1
lo(r) —w(@)| = Zmnrmr / u(§) —u(z)dS(§)| < mmp—r u(§) —u(z)| dS(E)
0B™(z;7)| |Jopr (@) |0B™(z;7)| JoBn () [u€ | 45t
< sup o fu(§) —u(z)],
£€0B™ (z;r)
jelikoz pro viechny £ € B"(z;7) je || — z|| = 7, plyne ze spojitosti u limita . O
Disledek 3. Za predpokladi z véty@ navic pro vSechna r € (0, R) plati
1
u(z) < S u(§) dS () (6)
|aBn( )l OB (z;r) N
1
u(z) < u(y)dy - (7)

|Bn(£’ ’I“)| Bnr(z;r)
Diikaz. Platnost @ plyne z vlastnosti ¢’ > 0, definice ¢ a limitni vlastnosti . Nerovnost plyne z

|B" (37| / /
B"( B"
u(£)|Bn@;T)| |Bn s |OB™ (z; p)|dp = \Bn ] z)|0B" (z; p)| dp

@
S LL’ T | / /£9Bn(x ip) é (g) dp |Bn(£7 ’I")| B (z;r) U(g) dg

O

Pozndmka 4. Mame-li superharmonickou funkci u, lze vyuzit véty a dasledku pro funkci —u a obdrzet tak analogii @ a
s opacnym znaménkem. Je-li u harmonick4, je pfimym dusledkem nésledujici véta.

Véta 5 (O st¥edni hodnoté harmonické funkce). Necht Q C R™ je oteviend mnoZina a u harmonickd funkce. Pak pro viechna
z € Q a vSechna r > 0 takové, Ze B™(z;r) C Q plati

. u(€) dS(E) =

T) = o u(y) dy -
|8Bn( )| OB (z;r)

|Bn(£7r)| Bn(zyr)
Plati také opa¢né tvrzeni
Véta 6. Necht Q CR" je oteviend mnoZina, u € C?(Q) a pro viechna x € Q a vSechna r > 0 takové, Ze B"(z;r) C Q plati

1

OB @ o "

u(z) =

pak je u harmonickd v Q.

Diikaz. Pouzijeme-li oznaceni (3) pak z pfedpokladi plyne ¢'(s) = 0 pro s € (0,7). Pouzijme dikaz sporem; kdyby nebylo u
harmonické, existovalo by takové z € Q, ze |Au(z)| > 0 a vzhledem ke spOJltostl u by existovala koule B™(z;p) € Q takova,
ze uvedené nerovnost by platila v celé kouh B (z;p). Ze vzorce 1.} pro ¢’ plyne ¢'(r) # 0 coZz je ve sporu se vzorcem pro u
v predpokladu. O

Véta 7. Necht Q C R" je omezend oblast (oteviend a souvisld mnoZina), u € C*(Q) N C(Q) je subharmonickd v Q. Pak plati

max u(y) = max u(y) . (8)
ye YEOQ
Pokud existuje x € §) takové, Ze
u(z) = maxu(y) (9)
yeN -

tak je u konstantni na €.



Diikaz. Dokazme nejprve druhé tvrzeni. Necht plati @ a polozme M = u(z), pak existuje koule o poloméru r > 0, B™(z;7) C €,
na které pak plati
1
M = u(z) ()
- |Bn(§’ T)| B™(z;r)
coz vzhledem k @D znamend, Ze je u konstantni na B™(z; r). Kdyby tomu tak nebylo, tak by existovala v B™(z;r) takova mnoZzina
(nenulové miry, u je spojité), na které by bylo u(y) < u(z), coz by by spor s . Ozna¢me

u(y) dy@u(m) =M (10)

A={yefyly =M}

(dle pfedpokladu neprazdnou) mnozinu v8ech vzoru ¢isla M v zobrazeni u. Vime, Ze pro kazdé y € A C Q) existuje oteviena
koule B"(y;r) C Q, Ze pro vSechny z € B™(y;r) je u(z) = M. Mnozinu A lze popsat jako sjednoceni otevienych mnoZin, je
tedy oteviena. Mnozina A je mnozinou viech vzori ¢isla M ve spojitém zobrazeni u. Jednoprvkova mnozina {M?} je uzaviena a
vzorem uzaviené mnoziny ve spojitém zobrazeni je uzaviend mnozina. Mnozina A je tedy také uzaviend v €. Neprazdna mnozina
A je soucasné uzaviend a oteviend v souvislé mnoziné , je tedy A = €.

Prvni tvrzeni plyne pfimym dusledkem z druhého. O

2 Fundamentalni feSeni Laplaceovy rovnice

Pied cetbou tohoto odstavce si prostudujte pomocné poznamky o kouli v R". Resme v hypersférickych souiadnicich
[wiki]. Z invariance Laplaceova operatoru k translaci a rotaci plyne, Ze feSeni v bude zaviset pouze na vzdalenosti od pocatku:

v(z) = w(r)

kde r = ||z|| = (31, #2)'/2 a plati tedy

1 1 x;
Te; = 5(25312) 22w = 71

1 XTiTyj

1 p—
Toiw; = ;51'3' +a; (=1)r 2ij = ;5@;’ -

r3

pro nenulové z. Vyjadfeme Laplaceovu rovnici v hypersférickych soufadnicich:

v, = /()%
2 2

tren, =0 %% 4 u'(0) (5= %)

n n 2 n 2
— — o Z':l i ’ n Z':l T3

T T
1=
" -1 ’
=w"(r) + —w (r)

Obdrzeli jsme ODR, kterou zkusime vyftesit. Pro » > 0 a w’ # 0 (konstantni feSeni nas nezajima) pak

1—n 1
T L = ()
, 1—n
In(w') = dr=(1-n)ln(r)+ ¢
r
c
w = cor!™" = rnil

w:{bln(r)—l—c n=2

Funkci

—L In(|lz n =
o= [0 v


http://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere#Spherical_coordinates

kde 0 # z € R™ a a(n) je objem jednotkové n—rozmérné koule B™(0;1) nazveme fundamentalni feSeni Laplaceovy rovnice. Pro

®(z) plati
D(z) = (|z)
1 xX;
P8 = ) Tl

1 0, Tl s
o, . (z)=— i, i
@@ == <x|n ”x|n+2>

1
2

2 1 1 c
D (z)| = [pleraiga)|” | = <
e <a1+.;zd—1 = no(n) [zt [z[* !
1 & 2 o 1 1
V(b(g)g:_ xnl;:_ n—1
|z| no(n) — |z |z| na(n) |zl
1
2\ 2 c
|D2(I)(£)’ = Z ’D(al ..... ad)@(i)‘ < —.
a1+--+aq=2 £|
Podivejme se pro k € N na integraly
2 2 € 2 2 ge(o’e*%
n(|z z° : n(r)rdr =27 lim 76—21nr—1 :2776111(6)—8— <
[In(|z|)| dz 1 drdp =27 1
B2(0:¢) o—0+ | 4 o 2 4

= llaBn(O 1)|

/—’\ﬁ
/ 2|~ kdx—/ / | ~* dS(e dr—/ % DB (0;7)] dr
B (0:¢) 8B (0;r)
e"F < 0 0<n—-1-k

:n(n)/ R Ay = -
0 0>n—-1-k.

(11)

Funkee |z|~* je tedy integrovatelnd na B"(0;e) pravé tehdy kdyz k < n — 1, z ¢ehoz plyne ®,9;® € L' (B"(0;¢)) a 9;0;,® ¢

L' (B™(0;¢)). Déle:

/ In(ly|)| dS(y) = |In(e)|[0B*(0; )| = |In(e)[e|@B?(0;1)] = | In(e) |2e
9B2(0,¢)

1 1 5 et
T dS(y) = ——19B%(0;¢)| = ——19B7(0; 1)| = na(n)e
dB™(0;e) |y € €

a proto
/ By — ) dy = {fm(o;e) —3- n(Jy)) dy n=2_ {052 In(e)| n=2
e ke swmem e dy n23 7 |0 n>3

T e L P (ol B
OB"(ze)

0B () nr—2alm 2 49 n =37 | Ce n=>3.

3 Veéta o tfech potencialech

Dokazme, Ze pro omezenou oblast 2 € R™ s dostate¢né hladkou hranici (takovou aby platila Gaussova-Ostrogradského véta) a

funkci v € C?(Q) plati (tzv. véta o tfech potencidlech) pro viechna x € €2

ulz) = /8 By~ 2)ua()dS() — /6 (g~ 2)uly) dS(y) - /Q By — ) Auy) dy .

vy, (z) potencial jednoduché vrstvy wy, (z) potencial dvojvrstvy @ (z) objemovy potencial

(14)



Diikaz Piedné si uvédomime, Ze pro € > 0 jsou ®(y —z) a ®,(y — ) integrovatelné na Q\ B™(x; ). Vzpomeneme si na druhou
Greenovu formuli a aplikujme ji na oblast Q \ B"(z;¢)

=0
—_—~
/ By — ) Auly) dy = / 2,00y — D uly)dy
QB (z;¢) QNB"(z;¢)

’ </39+/83"(x;s)> [®(y ~ 2)unly) — uly)®aly ~ 2)] dS(y).

V objemovém potenciilu na pravé strané rozdélime Q = (Q ~ B"(z; 5)) U B™(z;¢) a vyuzijeme pravé odvozeného vztahu:

ule) ~ )~ pule) = wule) )~ [ ooty [ eg-nsuay

Q\B" (z3¢) o

B (z;¢)

- / w(y) @y — z) dS(y) — / By — 2)un(y) dS(y) / By — z)Au(y) dy.
OB™ (z;¢) OB (z3¢)

—0 —0

protoze u € C%(Q) a ® € L' (B"(0;¢)) lze tedy s pouzitim a prokazat, 7e opravdu

[ ey osu s Dl [ oz
B™ (zse) B (z;¢)

[ - Dunwdse) < [Dileg [ e 0)dse) .
0B (zs¢) 0B™ (z;¢)

Ve zbyvajicim integralu na chvili zapomeime na u a ziskdme tak rovnost

y—x
[ agmoasw- [ vey-o (-125) asw
9B (z;¢) dB™ (z;¢) ly — zf
—_——
/ 1 _10B"(&:e)| _ )
 Jopn(ze) K(n)ent 45 = K(n)en—t 77 (15)

kterou déle vyuzijeme v odhadu

u(z) — /8 e u(y)®,(y — z)dS(y)

[ )~ u(w)] ealy - 2)ds(
OB™ (z;¢)

< sup |u(z) —u(y) —0,

< ol eal-dsw
yE€OB™ (z;¢) 0B™ (z;¢)

jelikoz u € C?(€2). Timto je dokdzana véta o t¥ech potencidlech. Dale zminime nékolik disledkii:

e Jeli u € C3(R"), tedy u € C?(R") a supp(u) je kompaktni, pak

uw) =~ [ B o)duly)dy,
coZ plyne z véty o tiech potencidlech v p¥ipadé, Ze pouZijeme dostatetné velkou oblast Q@ D supp(u) a vypadnou tedy
potencialy jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, jelikoz v = u,, = 0 na 0f.

e Pokud je w harmonicka (Au = 0), pak vypadne objemovy potencial a

ulz) = /8 By~ 2)ua(y) dS(y) - / By — 2)uly) dS().

o

e Pokud je Q oteviend a u harmonicka, pak u € C*°(Q) a ke kazdému y € Q existuje okoli, na kterém lze u vyjadfit pomoci
Taylorovy tady.



Posledni tvrzeni je nutné dokézat. Necht tedy y € € a r je takovy polomér oteviené koule B™(y; r) se stfedem v y, Ze B"(y;r) C €.
Pro v8echny x € B"(y;r) pak plati

(z — 2)u(z) dS(2)

|3

uw) = | o, B 2 (2)4S(2) ~ [ e

OB™ (z;7)

DOKONCIT

4 ResSeni Poissonovy rovnice

Dokazme, Ze pro f € C2(R"), (tj. f € C*(R™) a f ma kompaktni support) a pro funkci v danou vzorcem

{—zlﬂ Jeeln(lz —y)) f(y)dy n=2

@)
n(n—é)a(n) f]R" |z E dy nz3

vw) = [ - i -

(16)

_y|n72

plati v € C%(R") a je feSenim Poissonovy rovnice . Toto tvrzeni si dokdZeme:
Diikaz v € C?(R") Pfedné ukidZeme, 7e integralni vztah v je konvoluce, tj. Ze
[ ee-wiwdy= [ ewie-piy= @i,
Rozepisme na slozeny integral
v = [ ve-wiway= [ [ e piwdn-dan.

pouzijeme substituci i € {1,...,n}: z; = z; — y;,

Yi — OO = Z; — —00

dz; = —dy;
! Yir Yi = —00 = z; — 00

a tedy:
v(z) = /*00 L /7°° B(2) f(z — 2)(—1)" dzy - - da,

Jelikoz je integral v konvoluci, 1ze zapsat

v(z + he;) —v(z fl@+he—y) - flz—y)
rhe) ) _ [ g y Dy,
Viraz flzthe,—y)—f(z—y) na 6 strans k ‘o stei srné k _ 4 k ktni " ¢ il
y A pravé strané konverguje stejnomérné k f (z — y), f ma kompaktni support, a proto [wiki|:
vt he) —v(x) . [fle+he —y) - flz—y)
o) = Jiy B [ o) h .

= / ®(y)fai(z —y)dy  apodobné

Vz;z; (2) = /n (I)(y)fxﬂy (§ - y) dg


http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_convergence#To_integrability

P¥ipomeiime si piedpoklad f € C?(R") a prava strana v poslednim vyrazu je tedy spojita vzhledem k proménné x a (pokud
integral existuje) je v € C?(R"). Ukazme nyni, Ze opravdu —Av = f. Podivejme se na

:i%m(x):/" wal y—/né(g)%f@—y) dy

= / D(y)Arf(z—y) dy+/ D(y) A f(z —y)dy
B (0;¢) R" B (05¢)

I, (e)

P(y)A, f(z—y)dy

" 11(8) +A

1) +/ (y) fulz — ) dS(y) — / Vo(y) -V, iz — ) dy
OB™(0;e) R™~B"(0;¢) -

"~ B"(0s¢)

I>(¢)

hE+E- [ e@ie-yase+ [ AD(y) - fla—y)dy,
OB™(0;e) R™~B"(0;e)

I3(e) 0

kde jsme vyuzili skutecnosti, ze

= 00,0u, (fla—) =D 0 (filz—y)-1) =D fulz—y)
=1 =1 i=1

yf L — Zaymaym L )) Z i (fz( Yy qu T — (17)
i=1

dvakrat prvni Greenovy véty a skutecnosti, ze A® = 0 mimo pocatek 0. Jenom upozoriiujeme, ze n zde oznacuje vnitini
normélu ke kouli B™(0;¢). Pro Iy, I plati

Ce?lln(e)] n=2
Ie<k‘D2mn/ P(y)| dy <
G SHID e [ oWl 'S | o .
W3 ) Celln(e)] n=2
I < D oo n (b dS <
BN IDS e [ (0] d5(w) {CE w23

ne == [ (v (-f))re-vasw @ - [ e pas)
1 1

1
= fy)dS(y) = ——=—+—— fly)dS(y) ... integralni pramér f na sféie IB™ (z;¢).
TG Sy DD = BT oy /@50

Snadno pak ukazeme, Ze prvni dva vyrazy I (g), I2(¢) jsou k nule pro e — 0+. Limita I3(¢) je f(x), jelikoZ f je spojita. Ukazali
jsme tedy, Ze Av(z) = f(z).

5 Pomocné poznamky

5.1 Substituce ve vicendsobném integralu

Mgjme otevienou mnozinu  C R”, prosté regularni (tj. s nenulovym Jakobidnem Jg na ) zobrazeni G : Q — R"™, uzavienou
méfitelnou mnozinu A C Q a spojité zobrazeni f : B — R", kde B = G(A). Pak plati

/f@dyl...dyn:/ (@@ gn(@) [o(@)| das ... da,
B A



5.2 Integralni véty
5.2.1 Gaussova véta (Gauss-Green theorem, Divergence theorem) |[wiki|

prou € CY(Q)aFc (Cl(ﬁ))n

/uzidgz/ un;dS(z) i=1,...,n
Q Ele)

/Z-Ec@:/ F-ndS(z) (18)
Q a0
5.2.2 Prvni Greenova véta (Integration-by-parts formula, Green’s first identity) |[wiki|
Dosazenim F = vVu do Gaussovy véty dostaneme
n
/ (vAu+ Vv -Vu) dz = / v (Yu-n) dS(z) (19)
Q oQ
5.2.3 Druha Greenova véta (Green’s second identity) |[wiki|
Dosazenim F = vVu — uVv do Gaussovy véty dostaneme
/ (vAu — uAv) dz = / (v(VYu-n) —u(Yv-n)) dS(z) (20)
Q a0
5.3 Zobecnéné sférické soufadnice [wiki]
Zde si popiseme transformaci
n—2 krat
H" : (0,00)x <0,2m) x < 0,7) X ---x <0,7m) > R", n>2
na soufadnice 7, p, @1, ..., pPn_2, kterym se ¥ika zobecnéné sférické soufadnice (pro n = 2 se pouZiva nézev polarni a pro n = 3

sférické). Ta je dana vztahy

T3=T cos(¢1) sin

Tya=T cos

Tp—g =T coS(Ppn—4) Sin(Pp—3) sin(¢n—2)
Tpo1 =T cos(¢n—3) sin(¢n—2)
Tp =T cos(¢n—2)

¢ €(0,2m), (Vie (1,n—2),): ¢ €(0,m)

Jakobian této transformace je
Jo = (=1)"r" L sin™ "2 (¢,, o) sin™ (¢, _3) . .. sin(¢) .


http://en.wikipedia.org/wiki/Divergence_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Green's_identities#Green.27s_first_identity
http://en.wikipedia.org/wiki/Green's_identities#Green.27s_second_identity
http://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere#Spherical_coordinates

5.4 Koule v R"

oteviena koule : B™(z;r) ={y € R"| |y —z| <7} v R" se sttedem vbodé z
a polomérem r > 0
uzaviena koule : Br(z;r)
jednotkova sféra : OB"(z;r) ... povrch jednotkové koule

objem jednotkové koule a(n) = |B™(0;1)] 3 2ms
Vi : — . — _
- [(2+1) nl (n)

w\:
w\:

plocha jednotkové sféry : k(n) =10B™(0;1)] =n|B"(0;1)] = (n ) (n)
2 2
| =

platt:  [B"(z;r)[ =" [B"(0;1)], [0B"(z;7)| = """ [0B"(0:1)]

6 Nékteré dikazy

6.1 Dikaz invariance Laplaceova operatoru viidéi translaci a rotaci

Dikaz provedeme ve 2D, obecny pfipad n nD si lze predstavit jako posloupnost operaci rotace kolem jedné osy a translace.
Zménu soufadnic ve 2D si lze napsat jako

T1 cos(a) sin(a)| |z1 t

_ | = . +

T —sin(a) cos(a)| |z2 Lo

V novych soutadnicich pak lze psat

w(ry, x2) = u*(T1,T2) = u*(z1 cos(a) + xosin(a) + t1, —x1 sin(a) + 2 cos(a) + t1)

tedy
Uy, = uz, cos(a) — uy, sin(a)
Uy, = ux, sin(a) + uZ, cos(a)
Ug, o, = Uz, 7z, CO 2( ) — 2uZ 7, sin(a) cos(a) + uy 7, 51n2(a)
Upyzy = S 3, SIN* (@) + 2uk 5 sin(a) cos(a) + uk, 5, cos®(a)
0=1tz,zy + Ugpz, = u§1§1 + U%ﬁa

6.2 Odvozeni vzorece pro Jakobian transformace do zobecnénych sférickych soufradnic

Spocitejme Jakobidn (pravé strany vydélené r oznacme g;', i € (1,n)),)

g? Tawg? T6¢1 g? e ra¢n—ag? Ta¢n—2g{1
93 ra%’gg ra¢1 93 T Ta¢n—3gg Ta¢n—2gg
=i S z

gn1 TOpgn1 TOpgn 1 o 10, sgn 1 T0p, 29n

9n raﬁgg 1"8451 9n T T8¢n—393 7‘(94)71_25]2

91 0p91  Op91 o O, s91 O, 01

gg 8Lpgg 8¢1 gg o 6¢n,393 8¢71—295L

— rn—l . - : . . )

ggfl 8909271 8¢1gﬁ,1 T a¢nfsgﬁfl ati)nfzg::fl

g";LL 8‘997”; 8¢1 g’:LL e 6¢n739;’; 8(257172912



zobrazeni z odstavce [5.3] Pokusme se odvodit rekurzivni vztah pro J,, a to tak, ze matici v pfedchozim determinantu vyjadrime
pomoci J,. Snadno lze ukizat, ze pro n = 2 je

gy =y |eos(e) —sin(en)

. =1T.
sin(y) cos(¢1)
Dale pak
sin(¢n—2)g?_1 sin(¢n—2)0,97 1 Sin(¢n—2)0, 91~ 1 o sin(¢n_2)0g, 407" 1 COS((bn_g)g?‘i
sin(dn—2)gy  sin(¢n-2)9,95 " sin(¢n- )%9” oo sin(¢n- )%n 595 cos(Pn—2)gs
Jn _ rnfl : . : . :
sin(¢n—2)gn"1  sin(¢n_2)dpgn "1 S(Gn2)Dorgm ") o Sn(dn_2)0g_sg" L cos(dn_z)gl ")
cos(@n—2) 0 0 - 0 — sin(¢n—2)
S?ni(%_z)g?j Dpgi™ 1 %9?:1 %739?: cos(¢n—2)g7 " 1
sin®(¢n—2)g5 9095 Op g5 0 Op, 495 cos(dn_2)g5
:rsinn_3(¢n_2)r"72 .
sin?(¢n-2)gn 1 Opgn_i Osgn_i - s, sgn_1 cos(dn_2)gn i
COS(¢n72) Sin(¢n72) 0 0 T 0 - Sin(‘ﬁnf?)
9 1 @agl‘*i 0, 91 ’1 3¢,,L73g1"1 COS(%fz)g?’i
95 0095 Opgy 0 Op,_ 39" cos(Gr—2)g5~
=rsin" ?(¢p_o)r" 2| : = (=1)rsin"3(¢p_2) - Ju_1
gnTr OpgnTi OgignTy - 345"_392:% cos(¢n—2)gn—1
0 0 0 e 0 —sin(¢n_2)

kde v posledni tpravé matice jsme k prvnimu sloupci pficetli cos(¢,_2) nasobek posledniho. Pomoci tohoto rekurentniho vztahu
jiz obdrzime
Jo = (=1)" 2" 25in""2(¢,,_o) sin" (¢, _3) . . . sin(¢py) J:
= (=1)"r" L sin" " 2(¢p_2) sin" 3 (pp_3) . ..sin(¢y) .

6.3 Dikaz a(n) = |B"(0;1)| = F(Wg—ﬂ)’ K(n) = [0B"(0; 1) = 2;@;

Spoctéme obecndjsi integraly (znadeni viz
/ |z dz / 2 dz

B"(0;R) dB™(0;1R)

pozadované dikazy pak ziskdme dosazenim o = 0, R = 1. Pomoci substituce do zobecnénych sférickych soufadnic (viz 5.3
ziskdme

R 27 n—2 2 20+n - R n—2 2a4n n—2
2c 2a4+n—1 p . 27r. ; 2r it
|£| dz = / do- /1dp H/sm (bz d¢z_[2a+n}0 {(40 HIZ_ 2a0+n HI
B {iR) 0 0 -
2 n_o 2m n—2 9
jz[** dz = B2 '/1dp' 11 /Sini(%)daﬁi =2rR* L [ L= a;n / 2> da
dB™(0;R) 0 =179 =t B"(0:R)
kde jsme vyuzili
I = / sin(6) do = [~ cos(0)]” =2
1+cos(2¢) , [(;5 sin(2¢)17 7
/ sin” / 2 =13 4 Jo 2
0 0
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a rekurzivniho vztahu

T

k = [ sin®! sin
. 0/ sin®(¢) do = 0/ (¢)sin(6) do
= [— sin*~1(¢) cos(qﬁ)}o +(k—-1) /sink_2(¢) cos?(¢) dg
= (k= 1) [ sin2(0) (1 - sin()) do = (k— 1) (o~ Ii) =

I 2

c:\.OT O“"’* Ot~

2 — o (k=D —
{2.3. 22? 2(15”1)!1 k_2l+1al€N
3 2 _
271 T2 kM k=2
kde symbolem (-)!! (dvojity faktorial) jsme oznagili
k
nll=[J@i+m), n=2k+m, keN, me{0,1}a0ll =11 =1
i=1
Pro zajimavost
k 1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
I 9 | im 4 3m 16 5T 32 351 256 637 512 231m 2048
k 2 3 8 15 16 35 128 | 315 | 256 | 693 | 1024 | 3003
Hk Ll2| = ar | 1x? | 8x2 | 1x® | 16x° | 1x* | 32x% 17 647° 17® 12876
i=11i 3 2 15 6 105 | 24 | 945 | 120 | 10395 | 720 | 135135
Dile E—1) BN E— 1) 2
Liless :2( - )"7r (B)1r (k=1 ™

M T+ D! T Dk —D1] k41
a proto

n—3 n—1 n-—3
I HJ 1 IQJIQJ“ - QHJ 1 2J+1 = 2((2212)2!! =2 (1—2)1!2 n=2k+1
HI 272 ng2 [u=Ep] ng2 o2 y ke
Hg 1 IQJ 1125 = Hj:21 g = (71;1,;2)! = (71_775)” n=2k-+2
QL%JWL%&J WL%J
(n—2)! I'(3)
Vyuzijeme toho k dopoécteni
adn ozl n=3 ntl n-1 .
2« 2‘“—2}0%;-; 2 (Qn—g)”z = 2(22a—i7-rn) (nR22)|+l n=2k+1 2[%W L%J RQO‘JF”
|l| dz = o R20HN n=2 0% 1% p2atn = 9 ; o keN
z o = T n=2k+2 (2a+n) - (n—2)!
B"(0;R) 20+n ( S )1 (2a+n)-(n—2)!!
Specidlné pro a =0 je
n+1 n—1 n
\B”(O-R)\:M: e =2kl o
. n-(n—2)! s n=2k+2’
=)

a dalsi volbou R = 1 obdrzime pro |[B"(0;1)| = [5. oy Ldz a |0B™(0;1)| = n|B™(0;1)| vztahy (viz také [wiki])

nol 31.1%]

nll = ﬁ2(fi>” n=2k+1
|0B"(0;1)| = n|B"(0;1)| = LGP keN
#Z)u n=2k+2
o nmw2
CT(%) I(1+1%)
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http://en.wikipedia.org/wiki/Unit_sphere

kde jsme vyuzili vlastnosti

— 1) — 9\l
r("):r(lw):(% Divr _ (n ,12,);"/% VYn=2k+1, ke N
2k 273
n—2

2

[(Z) =T(k) = (k= 1)! = (
I(1+2z)=2al(x)

)! Vn=2k+2, keN

funkce T, viz [wiki|. Pro po¢ate¢ni hodnoty hodnoty n miZeme sestavit tabulku

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n(p. 47 72 8n2 | 2 | 16x® | x* | 322 w°
|B"™(0; 1)] m 3 2 15 6 105 | 24 | 945 | 120
n(n. 2 | 8x? 3 | 167 | =* | 32x% w°
0B™(0; 1) | 2m | 47 | 2 3 ™ 15 3 105 12
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