Difuzni rovnice na intervalu + homogenni Dirichetova
okrajova podminka

Ukolem je fesit Fourierovou metodou

Uy = kge € (0,1), t >0, k>0 PDR
u(0,t) =u(l,t) =0 okrajova podminka (Dirichletova)
u(z,0) = p(x) pocatetni podminka

Reseni: Predpokladejme feseni ve tvaru u(z,t) = X (2)T(t) a fesme PDR +
okrajovou podminku
XT' =kX"T, X(0)=X(1)=0
T/ Xl/
— = =-A
kT X

Obdrzime tak soustavu dvou ODR (ta s proménnou X je vlastné Cauchyovou
ulohou)

X" 42X =0, X(0)=X()=0
T +kEXT =0

Resme nejprve rovnici s X. Tato ODR mé FeSeni X (t) = 16517 4 cpe82% kde &
a & jsou kofeny charakteristického polynomu &2 + X = 0, ktery muZe mit dva
realné, nebo komplexné& sdruzené imaginarni kofeny.

V prvnim piipadé dvou redlnych kofent, A < 0, & € {—V=X\,V=\} je
X(t) = cre= VAT 4 eV AT Pk

O:X(O>=Cl+62 = = —C
0=X() = cre™ VA _ gV

= C1€e

V=X (1 B e_w)

aby platilo 0 = X (1), musi byt bud'to A = 0, nebo ¢; = 0 a oba p¥ipady vedou ke
konstantnimu X (z) = ¢, pokud ¢; = 0 je navic X (z) = 0. Takto ale nebudeme
moci splnit pocateéni podminku pro .

V druhém pfipadé (komplexné sdruzené imaginarni kofeny) je A > 0, £ €
{—ivX, iV} a tedy

X(t) = Re (Cle_iﬁx + czeiﬁz) = k1 cos(VAz) + ky sin(vAz).
Pak

0=X(0) =k
0= X (1) = kysin(v/Al).



Jelikoz nas nezajima piipad k1 = ko = 0, vénujme se piipadu sin(v/Al) = 0, coz
plati pro VX € {nx, n € N}, tedy pro

A = (”TW)Q neN.

Pak vSechny X, (z) = K, sin (%x), n € N fesi Cauchyovu tlohu pro X. Vénu-
jme se tedy druhé ODR
T, +k\,T, =0

ktera ma feseni T),(t) = L,e®"?, kde &, je kofenem charakteristického polynomu
&+ kXN, =0, tedy &, = —kA, a

To(t) = Lye (),
Vsechny

Up(w,t) = Anefk(%)zt sin (nl—ﬂx)

tedy fesi PDR + Dirichletovu okrajovou podminku. Hledejme tedy feSeni u ve
tvaru
S Ao () gin (1
u(z,t) = Z Ane” ") Tsin (Tx>
n=1
a snazme se splnit poc¢ateéni podminku
> nm
= 7O = A S. (7 ) 5
¢(x) = u(z,0) nz::l nsin (=@

tedy

2 [ . o/nm
A, = 7/0 o(z) sin (Tz) dz.

Pozndmka: Ke stejnému vysledku se samoziejmé dopracujeme taky kdyz
dame k do ODR s proménnou X a u A zménime znaménko (= —\):

XT' =kX"T, X(0)=X()=0
T kX"

kX" —puX =0, X(0)=X(I)=0
T —uT =0

X(t) = 1657 4 c0e%2%, kde & a & jsou kofeny charakteristického polynomu
k€% — 1 = 0. Vynechme piipad dvou redlnych kofenti. V druhém piipadé je

1 <0, &€ {—iy/—E i /E} atedy

X(t) = Re (cle_iv “ET 4 e’V _%z) = kq cos <,/—Zm> + ko sin (,/—iw) .



Pak

tedy

fhy = — (?)2 k, Xn(z) = K, sin (?w) , neN.

Druhd ODR

T;L — T =0
ma teeni T}, (t) = Lpett, kde &, je kofenem charakteristického polynomu &, —
pn =0, tedy &, = pn a

To(t) = Lnefk(n%)gt, up(z,t) = Anefk(nli)% sin (nTﬂx)

Difuzni rovnice na intervalu + homogenni Neu-
mannova okrajovi podminka

Ukolem je fesit Fourierovou metodou

up = kg € (0,0), t >0, k>0 PDR
uz(0,t) = uz(1,t) =0 okrajova podminka (Neumannova)
u(z,0) = p(x) podatecni podminka

Regeni: Opé&t predpokladejme feseni ve tvaru u(z,t) = X (x)T(t) a FeSme
PDR + okrajovou podminku
XT' =kX"T, X'(0)=X'(1)=0
T/ X//
wox o)

X"+ XX =0, X'(0)=X'(I)=0
T +kXT =0

ODR pro X mé feSeni X (t) = c1e91% +c0e%2? kde & a & jsou budto dva realné,
nebo komplexné sdruZené imaginarni kofeny charakteristického polynomu &2 +
A = 0. Pripad, kdy vyjde kofen dvojnisobny a nulovy probereme tentokrat
spolu s imaginarnimi kofeny.

V prvnim piipadé A < 0, € € {—v=\,V-A}je X(t) = cre VAT 4 epeV AT,
Pak

0= X/(O) =—V-AXa1+V->IAcs = =0
0= X/(l) = —V —ACleiml + V —)\cle‘/j‘l =C1V —Aei\/j)\l (e,)\ﬁ — 1) = C1 = 0



tedy opé&t X (x) = 0, coz ndm nepomtize.
V druhém p¥ipadé (komplexné sdruzené imaginarni kofeny) je A > 0, £ €
{=iv/\, iV} a tedy

X(t) = Re (Cleﬂ-ﬁm + Czeiﬁx> = k1 cos(VAz) + ko sin(vAz).
Pak

0=X'(0) = VA (—k1 sin(z) + ko cos(\ﬂm)) = k=0

lz=0

0= X'(I) = —k1VAsin(VAD).

Jeliko7 nas nezajima pifpad k1 = ko = 0, vénujme se piipadu sin(v/Al) = 0, coz
plati pro VX € {n7, n € NU{0}}, tedy pro

An = (”I—W)Z n e NU{0}.

Pak vsechny X, (z) = K, cos (%Fx), n € NU{0} fesi Cauchyovu tlohu pro X.
Vénujme se tedy druhé ODR

T, +k\T, =0

ktera ma feseni T),(t) = L,e®"?, kde &, je kofenem charakteristického polynomu
&n + kA =0, tedy &, = —k)\, a

ni 2
Ty (t) = Lpe (7).
Vsechny

up(z,t) = Anefk(n%)z’5 cos (nwa>

tedy fesi PDR + Neumannovu okrajovou podminku. Hledejme tedy feSeni u ve
tvaru

u(z,t) = %Ao + i Ane_k(%)a5 cos (?m)
n=1

a snazme se splnit poc¢atecni podminku
1 [e ]
o(z) = u(z,0) = §Ao + ;An cos (nwa) ,

tedy



