
[1], p°íklad 5.6: �e²me úlohu {
ut = kuxx , x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = e−x

�e²ení: Dosazením do vzorce pro °e²ení difuzní rovnice v R1 s po£áte£ní podmínkou ϕ(x) = e−x obdrºíme

u(x, t) =
1√
4πkt

ˆ ∞
−∞

e−ye−
(x−y)2

4kt dy =
1√
4πkt

ˆ ∞
−∞

e−
x2+y2−2xy+4kty

4kt dy

výraz v £itateli zlomku, který je v exponentu doplníme na £tverec vzhledem k y,

x2 + y2 − 2xy + 4kty = y2 + 2(2kt− x)y + x2 = (y + 2kt− x)2 + 4kt(x− kt)

tedy

u(x, t) =
1√
4πkt

e−
4kt(x−kt)

4kt

ˆ ∞
−∞

e−
(y+2kt−x)2

4kt dy =
1√
4πkt

ekt−x
ˆ ∞
−∞

e−
(y+2kt−x)2

4kt dy

abychom mohli pouºít substituci

s =
y + 2kt− x√

4kt
, ds =

1√
4kt

dy,
y → −∞ ⇒ s→ −∞
y → ∞ ⇒ s→ ∞

a obdrºet

u(x, t) =

√
4kt√
4πkt

ekt−x
ˆ ∞
−∞

e−s
2

ds =
1√
π
ekt−x

ˆ ∞
−∞

e−s
2

ds = ekt−x

Opravdu

u(x, 0) = e−x

ut − kuxx = ekt−x · k − k
(
−ekt−x

)
x
= ekt−x · k − kekt−x = 0

[1], kapitola 5.3, p°íklad 13: Nalezn¥te °e²ení úlohy{
ut − kuxx = sin(x) , x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = 0

�e²ení: Dosazením do vzorce pro °e²ení nehomogenní difuzní rovnice v R1 dosadíme za po£áte£ní podmínku
ϕ(x) = 0 a obdrºíme po substituci

z =
y − x√
4k(t− s)

, dz =
1√

4k(t− s)
dy,

y → −∞ ⇒ z → −∞
y → ∞ ⇒ z → ∞

úpravu

u(x, t) =

ˆ t

0

ˆ ∞
−∞

G(x− y, t)f(y, s) dy ds = 1√
4πk

ˆ t

0

1√
t− s

ˆ ∞
−∞

e−
(x−y)2
4k(t−s) sin(y) dy ds

=
1√
π

ˆ t

0

ˆ ∞
−∞

e−z
2

sin(x+ z
√
4k(t− s)) dz ds

=
1√
π

ˆ t

0

ˆ ∞
−∞

e−z
2
[
sin(x) cos(z

√
4k(t− s)) + sin(z

√
4k(t− s)) cos(x)

]
dz ds

=
1√
π

ˆ t

0

[
sin(x)

ˆ ∞
−∞

e−z
2

cos(z
√
4k(t− s)) dz + cos(x)

ˆ ∞
−∞

e−z
2

sin(z
√
4k(t− s)) dz

]
ds

=
2 sin(x)√

π

ˆ t

0

ˆ ∞
0

e−z
2

cos(z
√
4k(t− s)) dz ds

= sin(x)

ˆ t

0

e−k(t−s) ds = sin(x)

[
e−k(t−s)

k

]t
0

=
(1− e−kt) sin(x)

k

1



kde jsme pouºili vzorec pro sinus sou£tu sin(α + β) = sin(α) cos(β) + sin(β) cos(α) a vlastností ur£itého integrálu
p°es symetrický interval z liché a sudé funkce a integrálu

ˆ ∞
0

e−z
2

cos(αz) dz =

√
π

2
e−

α2

4

který plyne ze vzorce (viz [2], p°íklad 17.13)

I(λ, ξ) =

ˆ ∞
−∞

e−λx
2

ei2πξx dx =

√
π

λ
e−

π2ξ2

λ , λ > 0, ξ ∈ R

volbou λ = 1, ξ = α
2π .
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