Laplaceova (a Poissonova) PDR

Necht z € Q C R”, Q je oteviend, u: 2 — R a je zadana f : Q — R. Nasledujici PDR oznaéme

Laplaceova rovnice: —Au=0 (1)
Poissonova rovnice: —Au=f (2)
Funkci v € C? splitujici (1) nazveme harmonické funkce. Laplaceiv operator —Au = — (3" uy,5,) je invariantni k translaci a

rotaci (viz [6.1)).

Pozndmka 1. Pojmy harmonickd funkce (v © C R?) a holomorfni funkce (v Q C C) spolu (po obvyklém ztotoznéni R? = C)
souviseji: Obé slozky funkce f = u + iv, ktera je holomorfni v oteviené mnoziné ¢ C C jsou harmonické na Qg2 = {(z,y) €
R?| z = z + iy € Qc}. Z Cauchyho-Riemannovych podminek

Uy =Vy, Uy = —0y
totiz plyne
AU = Ugy + Uyy = Oy (vy) + Oy(—v5) =0
AU = Ugg + Vyy = Op(—Uy) + Oy(uz) =0

Piipoménme, 7e holomorfni funkce je automaticky f € C°°(C)

1 Vlastnosti Laplaceova operatoru

Funkci u € C?(2) nazveme na oteviené mnozing (2

subharmonickd < — Au <0 Vx € Q
superharmonickd < — Au > 0 Va € Q

Véta 2. Méjme subharmonickou funkci w na (oteviené) mnoziné Q a kouli B(x; R) se stfedem v bodé x € Q a polomérem R,
kterd je celd uvniti Q. Oznacéme ddle

1

1) = BB e u(§)dS(§), 0<r<R (3)

Pak pro viechna r € (0, R) je ¢'(r) > 0 a navic
lim o(r) = u(z). (4)

r—0+
Diikaz. Nejprve dokazme tvrzeni ¢’ > 0. Piedpis pro ¢ lze (viz vzorce v odstavci [5.4) upravit (pro zkréceni textu zde budeme
psat By misto B(0;1)) na

1 1

1“277“”_1/ w(x +rz)dS(z) = w(x +rz)dS(z
o) = gy, watrase) = gpn [ G raast)
Toho lze vyuzit pro vypocet derivace
o) = — Vu(z+72) - 2dS(z) = —— Vu(e) - £ as(e)
|8B1| OBy |8B(.’E,7’)| OB(z;r) r
1 1
div (Vu(y)) dy Au(y)dy =0

B |8B(.T,T‘)| B(x;r) B |3B($,T‘)| B(zx;r)
protoze Au > 0. V tpravéich jsme vyuzili Gaussovy véty a toho, Ze jednotkovy vektor vné&jsi normély v(&) lze ve v8ech bodech
¢ € OB(x; ) napsat jako v(€) = 5_7% Nyni se vénujme druhému tvrzeni, lim, .o+ ¢(r) = u(z). Nasledujicimi tpravami odhadneme

1

1
lp(r) — u(z)| = W

/83($?T) U(g) - U(x) dS(€)| : W 0B(x;r) |U(§) - U($)| dS(f)

< sup () — u(w)]
£€OB(z;r)

jelikoz pro vechny & € B(w;7) je [|€ — || = r, plyne ze spojitosti u (4). O



Disledek 3. Za predpokladii z véty@ navic pro vSechna r € (0, R) plati

(1) < —
u\xr I ae—
|8B(xr‘ OB (z;r)

u( B xr'/xr)

Diikaz. Platnost plyne z vlastnosti ¢’ > 0, definice ¢ a limitni vlastnosti . Nerovnost @ plyne z
u(z) 1B / 0B (s p)| dp = / 2)|0B(w; p)|dp
|B(x;7)] IB 7l \B ol

(&)
: m/ sy MO8 @00 = 1 [t

u(§) dS(€)

Véta 4. V2ta

2 Fundamentalni feSeni Laplaceovy rovnice

Pied cetbou tohoto odstavce si prostudujte pomocné poznamky o kouli v R”. Resme ve hypersférickych soufadnicich
[wiki]. Z invariance Laplaceova operatoru k translaci a rotaci plyne, Ze FeSeni v bude zaviset pouze na vzdalenosti od pocatku:

v(z) = w(r)

kde r = ||z|| = (X, #2)'/2 a plati tedy

1
-2
Taiw; = ;517 F o (1) r ry, = ~0ij = =3

pro nenulové z. Vyjadfeme Laplaceovu rovnici v hypersférickych soufadnicich:

Vg, = w'(r)ﬁ

i

s
2 2
x; 1z

s, =0 % +0'0) (5 - %)
2
1

n n n 2
0= 80 =3 v, = 0V ZS () (2 - 2
i=1

-1
= w’(r) + ©

(1)

Obdrzeli jsme ODR, kterou zkusime vyftesit. Pro r > 0 a w’ # 0 (konstantni feSeni nas nezajima) pak

1—n

= Dl = (nw'))
ln(w’):/1 dr=(1-=n)In(r) +c;

/
w =

Funkci



http://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere#Spherical_coordinates

kde 0 # x € R™ a a(n) je objem jednotkové n—rozmérné koule B™(0, 1) nazveme fundamentalni feSeni Laplaceovy rovnice. Pro
®(x) plati

H
&

" na(n) Jal”

1 0,4 €T
(b'v'p' = - 2 v
wns (1) = =00 <x|n ”x|n+2>

a proto se da odhadnout (odhady plati pro n&jakou konstantu ¢ > 0):

B
[
Q
Q.
=
[ V)
N~
N
—_
[y
o

|D®(z)| = ( > P = nan) fa T = far T

a1+--taq=1

1
2
|D2<I>(:c)|:< T ‘D(“l’“"‘“)ur) <

a1+-+aqg=2 |x|n

Podivejme se pro k € N na integraly
€2 ln( ) €
4

2
/ IIn(|z|)| da °= <! / / In(r)rdr =27
B2(0,r)
p"HOB™(0,1)]

—k " —k " —k n
2|7 dz = 75 dS(€)dp = [ |p|™" [0B™(0,p)| dp
Bn(0,7) o JoaBn(0,p) 0

r K(n)r" =" <
:K(n)/ pn—l—kdp: { o <00 k<n-1
0 00 k>n—-1

< 2me? |In(e))|

Funkce |z|~* je tedy integrovatelna na B"(0,7) pravé tehdy kdyz k < n — 1, 7z ¢eho? plyne ®,0,® € L' (B"(0,7)) a 0;0;® ¢
L' (B™(0,7)). Na zavér odstavce jesté nékolik odhad:

/B(O,e) [In(|y|)| dy =t —/027r /0E In(r)rdr =27 e
/B(O €) |y|i 2 =

-/ " / / / W) 00n2) gy -y
=27 (ll:[l/o sin™ 1 () d(bi)-/o rdr = Ce?

/ IIn([y[)] dS(y) = |In(e)| dS(y) = [In(e)[2me
dB(0,¢) 0B(0,e)

[ iast= ot [ as)= Spnatn) = nat
Y) = = y) = ;5na(n) = na(n)e
aB(0,e) Y™ 2 €"2 JoB(0.e) gn—2

In(e) &
2 4

< 2me? [In(e)|

a proto
Ce*|ln(e)] n=2
/B”(:ne) ‘I)(y_m)dyg {082 n>3 (7)
/ B(y — ) dS(y) { (el § (8)
OB™ (z,e) p—1 n =



3 Véta o tiech potenciilech

Dokazme, Ze pro omezenou oblast 2 € R" s dostatetné hladkou hranici (takovou aby platila Gaussova-Ostrogradského véta) a
funkci u € C?(Q2) plati (tzv. véta o tfech potencidlech) pro viechna z € Q:

u(z) = (9)
| e-ouwase) - [ -ou)dse) - [ ew-osum)d
o0 o0 Q
vy, () potencial jednoduché vrstvy wy, () potencial dvojvrstvy @u(x) objemovy potencial

Dikaz Piedné si uvédomime, 7e pro & > 0 jsou ®(y —z) a , (y — ) integrovatelné na O~ B"(z, e). Vzpomeneme si na druhou
Greenovu formuli a aplikujme ji na oblast Q \ Bf(z,¢)

=0

—_——~
/ O(y — z)Au(y) dy = / Ay®(y — z)u(y) dy
Q\Bj(z,e

QNBj(z,)

)
+< +/ )(@(yfv)uuuq’u(yf)) dS()
o0 OB™(z,e)

V objemovém potencislu na pravé strané (9) rozdélime Q = (Q \ Bj(z,£)) U By (z,¢) a vyuZijeme pravé odvozeného vztahu:

(o) ~ (o) - [

QN BJ (z,e)

= / u®, (y —x)dy
OB (z,e)

[ ew—wuwd- [ aly-2)dut)dy
OB™(x,e) B (z,e)

By — x)Au(y) dy — / B(y — x)Au(y) dy

B (x,¢)

—0 —0

protoze u € C%(Q) a ® € LY(Q) lze tedy s pouzitim a prokazat, ze opravdu

/B A 2)Au() dy < Dl e / By — x)dy - 0

B™(z,e)

/ By — 2)uy d(y) < | Dul 1= ) / By - x)dS(y) — 0
OB (z,e) OB (x,e)

Ve zbyvajicim integralu na chvili zapomenme na u a ziskame tak rovnost

y—x
/ <I>y(y—w)dy=/ Vo(y —z) - (—) dy
OB" (x,¢) OB" (x,¢) ly — z|

v

1
= — = _dy=1
/63"(1,6) ’%(n)gn_l

kterou déle vyuzijeme v odhadu

u(x) — / ud,(y —x)dy
OB™ (z,e)

< supu(e) —u(y)l
yEOB™(x,e)

[ )~ ) ey - ) dy
OB (z,e)

/ ®,(y —z)dy
OB™(z,e)

Timto je dokdzana véta o tfech potencidlech a dale se zminime nékolik disledki:

—0

e Jeli u € C3(R"), tedy u € C?(R") a supp(u) je kompaktni, pak

u(w) =~ [ By 2)Auly)dy



coZ plyne z véty o tiech potencidlech v p¥ipadé, Ze pouZijeme dostatetné velkou oblast @ O supp(u) a vypadnou tedy
potencialy jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, jelikoz u = u, = 0.

e Pokud je w harmonicka (Au = 0), pak vypadne objemovy potencial
u(z) = /8Q (y — w)uy(y) dS(y) — @u(y — 2)uly) dS(y)

e Pokud je 2 oteviend a u harmonicka, pak u € C*(Q) a ke kazdému y € ) existuje okoli, na kterém lze u vyjadiit pomoci
Taylorovy rady.

Posledni tvrzeni je nutné dokazat. Necht tedy y € Q a r je takovy polomér oteviené koule B(y, r) se stfedem v y, 7e B(y,r) C Q.
Pro vSechny = € B(y,r) pak plati

u(zx) = /BB D(z — 2)u,(2)dS(z) — (2 — 2)u(z) dS(z)

DOKONCIT

4 ResSeni Poissonovy rovnice

Dokazme, Ze pro f € C2(R"), (tj. f € C*(R™) a f ma kompaktni support), pro funkci v danou vzorcem

/‘I’(Iy)f(y)dy{ e e o (10)
" (

n(n— 2a(n f]Rn ‘m|n)2 dy n>3

v(z)

plati v € C%(R") a je feSenim Poissonovy rovnice . Toto tvrzeni si dokdzeme:

Diikaz v € C%(R") Pfedné ukidZeme, 7e integralni vztah v (10) je konvoluce:

ve)= [ aa-nimar= [ [ et dn - di,

pouzijeme substituci i € {1,...,n}: z; = z; — y;,

Yi — OO = Z; — —00

dz; = —dy;
! Yio Yi = —00 =z, — 00

a tedy:

8

/ fle—2)(=1)"dz; -+ - dzp

oo
oo

/ . / O(2)f(x—z)dz - - dzy pieznadeni y = z

— 00

/Z.../Z@(y)f(xy)dyl...dyn/ncp(y)f(:z:y)dy

Pro
v(x + he;) —v(x flx+he;—y)— flx—y
e~ ale) _ [ g )- 1),
h n h
konverguje f($+hei_i)_f(z_y) — fz, stejnomérné a f mé kompaktni support, a proto |wiki:

h—0 h h—0 h dy

v, () = lim “‘””*hei)_”(x):/ P(y) lim [f(fﬂ—i—hei—y)—f(x—y)

= /n D(y) fu, (x —y) dy a podobné
iy (@) = [ W) ain, (o~ 9)dy

Pravé strana je spojita vzhledem k proménné x a tedy (pokud integrél existuje) je v € C?(R™).


http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_convergence#To_integrability

Diikaz —Av = f Podivejme se tedy (bez podvadéni) na

80(a) = 3 vain@) = [ 80 frnlo—9)dy = [ S —1)dy

- / O(y)Apf(z —y) dy+/ ®(y)Asf(z —y)dy
B(0,¢)

R™~B(0,e)

I (¢g)

:Iﬂs)—f—/ﬂ{{n 50 )@(y)Ayf(x—y)dy

— L)+ / B(y)fo(x — y)dS(y) — / Do(y) - Dy f(z — ) dy
0B(0,e) R™~\B(0,e)
Is(e)
—1(e) + Io(e) - / B, (y)f(x — y)dS(y) +
9B(0,e)
I5(e)

+ / AB(y) - f(z —y)dy
R7~B(0,e)

0

kde jsme vyuzili skutecnosti, ze

Apf(x—y) =Y 00,0u (fle—y) = 0, (filw—y)-1) =) fulzr—y)
=1 i i=1

n n

Ayf@=y) =3 050y (fle—y) = D0y (file —y) - (1) = >_ fulz — )

=1 =1

Pro I (g) s pouzitim plati

a dale z (€8)

()] < CIID?F e e /B L el

0,e

3

_ [ECID Pl e [y (Il dy < C& (o)
B n(n—%)a(n)C”D2fHL°°(]R") fB(O,E) ‘ylr,lhfz dy < 062 n>3

I12()] < 1D | ey /8 L CEED

0,e)

_ { IDf L2y 35 Sopo. IM(y))| dS(y) < Celln(e)|  n =2
< ] i
ID Al @) m=ziat Jop.e mr== 45W) < Ce n >3

V posledni ¢asti I3(e) si viimneme, Ze

Do(y) = {@ﬁ,n(n _g)a(n) |y|i—2 }; - {n(n2—_2)noz(n) Iyl”i%: 2|y| };

It LY
na(n) [y["’ [yl
-1 &2 -1 1
P,(y) =v' DP(y) = —— — = ———— 0B(0,
() =v ) na(n) e e na(n)en—1 na 9B(0,¢)



a proto

1
I3(e) = — /E)B(O@ @, (y)f(x —y)dS(y) = *W /83(0,5) f(x —y)dS(y)

|0B(0,e)]

1 e—0
S — S
9B(0.9) aB(I’E)f(y)d (y) — f(=)

jelikoz posledni vyraz je prumérnd hodnota na povrchu koule se stfedem v bodé x a polomérem ¢ — 0.

5 Pomocné poznamky

5.1 Substituce ve vicendsobném integralu

Mgjme otevienou mnozinu Q C R™, prosté regularni (tj. s nenulovym Jakobidnem Jg na ) zobrazeni G : Q — R"™, uzavienou
méfitelnou mnozinu A C Q a spojité zobrazeni f : B — R" kde B = G(A). Pak plati

/ f(y)dyldyn :/ f(gl<$)ﬂ"'7gn(x)) |Jg($)| dzy...dzy
B A

5.2 Integralni véty

5.2.1 Gaussova véta (Gauss-Green theorem, Divergence theorem) |wiki|

prou € CY Q) aF € (Cl(§)>n

/umdx:/ uy;dS(z) i=1,...,n

Q o2

/V~Fdx:/ F-vdS(x) (11)
Q 1919)

5.2.2 Prvni Greenova v&ta (Integration-by-parts formula, Green’s first identity) |[wiki|
Dosazenim F' = vVu do Gaussovy véty dostaneme

Uy

——
/ (vAu + Vv -Vu) dz = / v (Vu-v) dS(z) (12)
Q o0

5.2.3 Druha Greenova véta (Green’s second identity) |wiki|
Dosazenim F' = vVu — uVv do Gaussovy véty dostaneme

VU, — UV,

/ (vAu — uAv) dz = / (v(Vu - v) —u(Vv-v)) dS(x) (13)
Q o9

5.3 Zobecnéné sférické souradnice [wiki|
Zde si popiseme transformaci

n—2 krat

H" : (0,00)x <0,27) x < 0,7) X ---x <0,7m) > R", n>2
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http://en.wikipedia.org/wiki/Green's_identities#Green.27s_second_identity
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do soufadnic 7, @, ¢1, ..., pn—2, kterym se fiki zobecnéné sférické soufadnice (pro n = 2 se pouZiva nazev polarni a pro n = 3
sférické). Ta je dana vztahy

x1 = rcos(p) sin(¢ ) sin(¢pa) - - - si
2o = rsin(p) sin(¢q) sin(Pe) - - - sin(¢n—4) sin(¢,—3) sin(¢d,—2
T3 =T cos(¢1) sin(¢s) i i

)

4= cos

Tp_g =T cos(¢n—a) sin(¢,—3) sin(gd,—2)
Tp_1 =T cos(¢n—3) sin(¢n—2)
Ty =T cos(¢n—2)

¢ € (0,2m), (Vie(l,n—2),): ¢ €(0,7)

Jakobidn této transformace je
Jo = (=1)"r" L sin™ "2 (¢,, o) sin™ (¢ _3) . .. sin(¢) .

5.4 Koule v R

oteviena koule : By (x;r) ={y € R"||ly — x| <r} v R" se stfedem v bodé z
a polomérem r > 0
uzaviend koule : B"™(x;71)
jednotkova sféra : OB"(x;r) ... povrch jednotkové koule
objem jednotkové koule : a(n) = |B"(0;1)] = i _ 2
F(z+1)  nl(3)
. e _ nin. N nimL N nms _ 2ms
plocha jednotkové sféry : k(n) =10B™(0;1)] = n|B"(0;1)] NEEN )
plati:  |B(w;r)| =" [BO: )], [0B(w;r)] ="t 0B(0; 1)|

budeme navic zkracené znacdit B, = B(0;7).

6 Nékteré dikazy

6.1 Dikaz invariance Laplaceova operatoru viid¢i translaci a rotaci

Dikaz provedeme ve 2D, obecny pfipad n nD si lze predstavit jako posloupnost operaci rotace kolem jedné osy a translace.
Zménu soufadnic ve 2D si lze napsat jako

T cos(ar) sin(a)| |4 t

= . +

T —sin(a) cos(a)| |z to

V novych soutadnicich pak lze psat
u(xy, x2) = w*(T1,T2) = u* (21 cos(a) + xo sin(a) + t1, —x1 sin(a) + x5 cos(a) + t1)
tedy

Uy, = uz, cos(a) — uz, sin(a)
Uy, = Uz, sin(a) + uZ, cos(a)

Uy, gy = US, 3, c08% (@) — 2uf o sin(a) cos(a) + uk,z, sin®(a)

Upyzy = s 3, SIN* (@) + 2uX 5 sin(a) cos(a) + uk, 5, cos®(a)

— — * *
O - umlml + qumQ - uflil + ufgfz



6.2 Odvozeni vzorece pro Jakobiin transformace do zobecnénych sférickych souiadnic

Spocitejme Jakobian (pravé strany vydélené r ozna¢me gi', i € (1,n)|,)

9711 ré)@g{‘ Ta(ﬁlgil T T8¢n739? rad)ang?
gg Tawgg Ta(blgg T ra¢n73gg 7°3¢n,2g§‘
=l o :

In-1 T0x95 1 10 9n_1 0 T0s, 3001 T0p, 2051

gZ raiﬁgvrzl T8¢1 g:Ll T T8¢n73g;zl ra(bang?r,LL

g? a‘PQ? 8¢1g? e a¢n—3g? 84571,—29?

gg anpgg a¢1g£L T ac/)n,—sgg 8¢n—2gg

L : : . : .

In1 O9n1 Ou9n1 - O, s9n 1 Op._a0n 1

92 a%’gg 8451 93 T a¢n,—3gz 545"_293

zobrazeni z odstavce [5.3] Pokusme se odvodit rekurzivni vztah pro J, a to tak, Ze matici v pfedchozim determinantu vyjadiime
pomoci J,. Snadno lze ukazat, ze pro n = 2 je

5o o|eoste) —sin(on)

sin(p)  cos(gr)|
Dale pak
Sin(¢n72)g?7l Sin(¢n72)&pg?il Sin(¢n72)a¢1g?il Sin(¢n72)a¢nfsg?il COS(¢n72)g?71
Sin(Gn—2)gh ™" Sin(Pn—2)0,95 " sin(¢n—2)0p, 95 " -+ sin(dn_2)0p,_ .95 " cos(dn_2)gy "
Jo=r"7 s 5 s | : 5
Sin(¢n—2)gp_1  Sin(¢n-2)0pgn_1 sin(¢n-2)dp,0n_1 -+ sin(Gn-2)p, sgn_1 cos(dn-2)gn_1
cos(¢n—2) 0 0 cee 0 —sin(¢n—2)
(6,-2)00 " Oul T 0! e D gt cos(éna)gl !
sin®(¢n—2)g5 9,95 04195 0 0p,_,95  cos(dn-2)gy
_ TSinn73(¢n,2)T7L_2 .
s 2(¢ ) n—1 ) n—1 ) n—1 ) n—1 (¢ ) n—1
Sm n—2)9n—1 pIn—1 b19n—1 bn—39n—1 COS(Pn—-2)G,_1
cos(ppn—2) sin(¢pn_2) 0 0 e 0 —sin(¢n—2)
G0 Opgi” Opgi e Opagi cos(dnz)gr !
95 0p95 Op95 0 Op, 595 cos(Pn—2)gs
=rsin" "} (¢p_o)r" % = (=1)7rsin" 3 (pn_2) - Ju_1
Int Opgn=i Oggn1 o Op._sgnt cos(dn_2)gn|
0 0 0 e 0 —sin(¢n—2)

kde v posledni tpravé matice jsme k prvnimu sloupci pficetli cos(¢,_2) nasobek posledniho. Pomoci tohoto rekurentniho vztahu
jiz obdrzime

(=1)"2r" 2 sin" 2 (y—2) sin" " (dp—3) . . . sin(¢1) Ja
(=1)" "L sin " 2(¢p_2) sin™ 3 (¢p_3) . . .sin(¢y) .

In

. B n o 71_n/2 _ n _ 271'"/2
6.3 Dikaz O[(TL) = |B (0, 1)| = _F(%-i-l), ’i(n) |aB (07 ]-)| F(%)

[P

Spoctéme obecnéjsi integraly (znaceni viz [5.4))

/ 2> da | / l2[** da
B"(0,R) dBm™(0,R)



poZzadované dikazy pak ziskdime dosazenim o = 0, R = 1. Pomoci substituce do zobecnénych sférickych soufadnic (viz [5.3)
ziskame

R 27 n—o 2m
|1;|2a dx = /p2a+n ! dz - / 1 dp H sin (¢Z) d(,ZSz
B"(0,R) 0 0 =17
2a+n 1 R o n—2 ) R20¢+n n—2
= el 1o, 1= ¢
2a0+nlo 0 20+ n 1
2m n—29 2m
/ 22 da = REon /1dp- H /sm (¢) di
9B (0,R) 0 =17
n—2
2 a
= orR?atn—1 H I, = ozR?L n |:z:|2 dz
i=1 B (0,R)

kde jsme vyuzili

I :/81n2(¢>d¢:/wd¢: [g _ Sinf(ﬁ) ’Of:g
0

a rekurzivniho vztahu
I = / sin®(¢) dg = / sin®~1(¢) sin(¢) do
0

0
™

(=1 [ sin*2(0) cost(6) do

0

T

= [~sin* ' (6) cos()]

r .k k—1
= (k- 1)/s1nk 2(¢) (1 —sin®*(¢)) dp = (k — 1) (Iy—o — Ix) = I
0
2.4 _ ok=1)1 _
_{2.33.55..22[[“ 2(}5',1)” k—2l+17l€N
216 kN k=2
kde symbolem (-)!! (dvojity faktorial) jsme oznad¢ili
k
nll=[J@i+m), n=2k+m, keN, me{0,1} a0ll =111=1
i=1
Pro zajimavost
k 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
I 9 | Iz 4 3 16 5 32 35m 256 637 512 231w 2048
k 2 3 8 15 16 35 128 315 256 693 1024 3003
k a7 | 1x? | 8x2 173 167> 1t | 32x% 17 647° 178 12876
Hi:l I | 2 n 3| 2 | 15 | 6 105 24 945 120 10395 720 135135
Dale E—1)I K\ k— 1)\ 2
I/Jk+1=2( — )..7T (k)N _ o (k=1 27

KU kD0 R+ D[(k—DI  k+1
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a proto

=3 n—1 n-3
n_2 2w (277) ng ) - .
H [ L HJ 1 I2JI2J+1 = QHJ 13T =22y = (272)”2 n=2k+1 .
i=1 I1;2 1Iz; 1Izj:Hij:(ﬁ?22)! n—9%% 42
DRl PR B e
S (=2 T I(3)

Vyuzijeme toho k dopoc¢teni

or R2a+n 2"71 n_3 - 2[%1 L%J R2o+n -
g > '2 - (2afn)~(n72)!! n=2k+1

2
2« _ 2a+n n—2)!
|l‘| de = 2040 72 L p2atn ’ keN
2R T2 _ _2r2 R n=2%k+2
B"(0,R) 2a+n (";2)! — (2a+n)-(n—2)! -

Specidlné pro a =0 je

BM0,R)| =4 e nEALl en

2ol = n=2k+2

a dalsi volbou R = 1 obdrzime pro |B"(0,1)| = an(o py Ldz a [0B™(0,1)] = n|B"(0,1)| vztahy (viz také [wiki])

=2l =%k
19B™(0,1)] = n |B"(0,1)] = R keN

n=2k+2

kde jsme vyuzili vlastnosti

)—r(1+k):(2k_2?”ﬁ=( = )”‘F Vn=2k+1, keN

O =T0) = (k- 1) = ("5
I'(l+z)=2zl(x)

)! Vn=2k+2 keN

funkce T, viz [wiki|. Pro po¢ate¢ni hodnoty hodnoty n mizeme sestavit tabulku

n
2 3 4 5 6 7 8 9 10
n r | w2 | 8x® | ©® | 16x° | x| 32x' | x¥
|B"(0,1)] m 3 2 15 6 105 24 945 12
n 2 8m? 3 1673 7t 3274 75
|0B™(0,1)] | 2m | 47 | 27 3 ™ 15 3 105 12
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