
Laplaceova (a Poissonova) PDR

Nechť x ∈ Ω ⊂ Rn, Ω je otevřená, u : Ω→ R a je zadaná f : Ω→ R. Následující
PDR označme

Laplaceova rovnice: −∆u = 0 (1)
Poissonova rovnice: −∆u = f (2)

Funkci v ∈ C2 splňující (1) nazveme harmonická funkce. Laplaceův operátor
−∆u = − (

∑n
i=1 uxixi

) je invariantní k translaci a rotaci.

Fundamentální řešení Laplaceovy rovnice
Řešme (1) ve hypersférických souřadnicích [wiki]. Z invariance Laplaceova ope-
rátoru k translaci a rotaci plyne, že řešení v bude záviset pouze na vzdálenosti
od počátku:

v(x) = w(r)

kde r = ‖x‖ = (
∑n
i=1 x

2
i )

1/2 a platí tedy rxi
= 1

2 (
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i=1 x

2
i )
−1/22xi = xi

r pro
nenulové x. Vyjádřeme Laplaceovu rovnici v hypersférických souřadnicích:
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x2i
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n∑
i=1
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)
= w′′(r) +
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a zkusme ji vyřešit. Pro r > 0 a w′ 6= 0 (konstantní řešení nás nezajímá) pak

1− n
r

=
1

w′
w′′ = (ln(w′))

′

ln(w′) =

ˆ
1− n
r

dr = (1− n) ln(r) + c1

w′ = c2r
1−n =

c2
rn−1

w =

{
b ln(r) + c n = 2
b

rn−2 + c n ≥ 3

Funkci

Φ(x) =

{
− 1

2π ln(|x|) n = 2
1

n(n−2)α(n)
1

|x|n−2 n ≥ 3
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kde 0 6= x ∈ Rn a α(n) je objem jednotkové n−rozměrné koule Bn(0, 1) nazveme
fundamentální řešení Laplaceovy rovnice. Pro Φ(x) platí

Φ(x) = Φ(|x|)

|DΦ(x)| =

( ∑
a1+···+ad=1

∣∣∣D(a1,...,ad)u
∣∣∣2) 1

2

≤ c

|x|n−1

∣∣D2Φ(x)
∣∣ =

( ∑
a1+···+ad=2

∣∣∣D(a1,...,ad)u
∣∣∣2) 1

2

≤ c

|x|n

kde odhady platí pro nějakou konstantu c > 0.

Řešení Poissonovy rovnice
Dokažme, že pro f ∈ C2

c (Rn), tj. f ∈ C2(Rn) a f má kompaktní support, pro
funkci v danou vzorcem

v(x) =

ˆ
Rn

Φ(x− y)f(y) dy =

{
− 1

2π

´
R2 ln(|x− y|)f(y) dy n = 2

1
n(n−2)α(n)

´
Rn

f(y)
|x|n−2 dy n ≥ 3

(3)

platí v ∈ C2(Rn) a je řešením Poissonovy rovnice (2). Toto tvrzení si dokážeme:

Důkaz v ∈ C2(Rn) Předně ukážeme, že integrální vztah v (3) je konvoluce:

v(x) =

ˆ
Rn

Φ(x− y)f(y) dy =

ˆ ∞
−∞
· · ·
ˆ ∞
−∞

Φ(x− y)f(y) dy1 · · · dyn

použijeme substituci i ∈ {1, . . . , n}: zi = xi − yi,

dzi = −dyi,
yi →∞ ⇒ zi → −∞
yi → −∞ ⇒ zi →∞

a tedy:

v(x) =

ˆ −∞
∞

· · ·
ˆ −∞
∞

Φ(z)f(x− z)(−1)n dz1 · · · dzn

=

ˆ ∞
−∞
· · ·
ˆ ∞
−∞

Φ(z)f(x− z) dz1 · · · dzn přeznačení y = z

=

ˆ ∞
−∞
· · ·
ˆ ∞
−∞

Φ(y)f(x− y) dy1 · · · dyn =

ˆ
Rn

Φ(y)f(x− y) dy

Pro
v(x+ hei)− v(x)

h
=

ˆ
Rn

Φ(y)
f(x+ hei − y)− f(x− y)

h
dy
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konverguje f(x+hei−y)−f(x−y)
h → fxi

stejnoměrně a f má kompaktní support, a
proto [wiki]:

vxi
(x) = lim

h→0

v(x+ hei)− v(x)

h
=

ˆ
Rn

Φ(y) lim
h→0

[
f(x+ hei − y)− f(x− y)

h

]
dy

=

ˆ
Rn

Φ(y)fxi
(x− y) dy a podobně

vxixj
(x) =

ˆ
Rn

Φ(y)fxixj
(x− y) dy

Pravá strana je spojitá vzhledem k proměnné x a tedy (pokud integrál existuje)
je v ∈ C2(Rn).

Důkaz −∆v = f Podívejme se tedy (bez podvádění) na

∆v(x) =

n∑
i=1

vxixi
(x) =

ˆ
Rn

Φ(y)

n∑
i=1

fxixi
(x− y) dy =

ˆ
Rn

Φ(y)∆xf(x− y) dy

=

ˆ
B(0,ε)

Φ(y)∆xf(x− y) dy︸ ︷︷ ︸
I1(ε)

+

ˆ
RnrB(0,ε)

Φ(y)∆xf(x− y) dy + d︸︷︷︸
I2(ε)

= I1(ε) +

ˆ
RnrB(0,ε)

Φ(y)∆yf(x− y) dy

= I1(ε) +

ˆ
∂B(0,ε)

Φ(y)fν(x− y) dS(y)︸ ︷︷ ︸
I2(ε)

−
ˆ
RnrB(0,ε)

DΦ(y) ·Dyf(x− y) dy

= I1(ε) + I2(ε)−
ˆ
∂B(0,ε)

Φν(y)f(x− y) dS(y)︸ ︷︷ ︸
I3(ε)

+

+

ˆ
RnrB(0,ε)

∆Φ(y) · f(x− y) dy︸ ︷︷ ︸
0

kde jsme využili skutečnosti, že

∆xf(x− y) =

n∑
i=1

∂xi
∂xi

(f(x− y)) =

n∑
i=1

∂xi
(fi(x− y) · 1) =

n∑
i=1

fii(x− y)︸ ︷︷ ︸
‖

∆yf(x− y) =

n∑
i=1

∂yi∂yi (f(x− y)) =

n∑
i=1

∂yi (fi(x− y) · (−1)) =

︷ ︸︸ ︷
n∑
i=1

fii(x− y)
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Pro I1(ε) platí

|I1(ε)| ≤ C‖D2f‖L∞(Rn)

ˆ
B(0,ε)

|Φ(y)| dy

≤

{
1
2πC‖D

2f‖L∞(R2)

´
B(0,ε)

|ln(|y|)| dy ≤ Cε2 |ln(ε)| n = 2
1

n(n−2)α(n)C‖D
2f‖L∞(Rn)

´
B(0,ε)

1
|y|n−2 dy ≤ Cε2 n ≥ 3

jelikož [wiki]
ˆ
B(0,ε)

|ln(|y|)| dy
ε<1
= −

ˆ 2π

0

ˆ ε

0

ln(r)r dr = 2π

∣∣∣∣ε2 ln(ε)

2
− ε2

4

∣∣∣∣ ≤ 2πε2 |ln(ε)|
ˆ
B(0,ε)

1

|y|n−2
dy =

=

ˆ 2π

0

ˆ π

0

· · ·
ˆ π

0

ˆ ε

0

rn−1 sinn−2(φ1) · · · sin(φn−2)

rn−2
drdφ1 · · · dφn−2dφn−1

= 2π

(
n−2∏
i=1

ˆ π

0

sinn−1−i(φi) dφi

) ˆ ε

0

r dr = Cε2

Dále

|I2(ε)| ≤ ‖Df‖L∞(Rn)

ˆ
∂B(0,ε)

|Φ(y)| dS(y)

≤

{
‖Df‖L∞(Rn)

1
2π

´
∂B(0,ε)

|ln(|y|)| dS(y) ≤ Cε| ln(ε)| n = 2

‖Df‖L∞(Rn)
1

n(n−2)α(n)
´
∂B(0,ε)

1
|y|n−2 dS(y) ≤ Cε n ≥ 3

jelikož
ˆ
∂B(0,ε)

|ln(|y|)| dS(y) = | ln(ε)|
ˆ
∂B(0,ε)

dS(y) = | ln(ε)|2πε
ˆ
∂B(0,ε)

1

|y|n−2
dS(y) =

1

εn−2

ˆ
∂B(0,ε)

dS(y) =
εn−1

εn−2
n(n− 2)α(n) = Cε

V poslední části I3(ε) si všimneme, že

DΦ(y) =

{
∂yi

1

n(n− 2)α(n)

1

|y|n−2

}n
i=1

=

{
2− n

n(n− 2)α(n)

2yi
|y|n−1 · 2|y|

}n
i=1

=
−1

nα(n)

y

|y|n
, ν =

−y
|y|

Φν(y) = ν>DΦ(y) =
−1

nα(n)

ε2

εn
−1

ε
=

1

nα(n)εn−1
na ∂B(0, ε)
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a proto

I3(ε) = −
ˆ
∂B(0,ε)

Φν(y)f(x− y) dS(y) = − 1

nα(n)εn−1︸ ︷︷ ︸
|∂B(0,ε)|

ˆ
∂B(0,ε)

f(x− y) dS(y)

= − 1

|∂B(0, ε)|

ˆ
∂B(x,ε)

f(y) dS(y)
ε→0−→ f(x)

jelikož poslední výraz je průměrná hodnota na povrchu koule se středem v bodě
x a poloměrem ε→ 0.

Pomocné
Hypersférické souřadnice [wiki]

n-koule : Bn(r) = {x ∈ Rn| ‖x‖ ≤ r}
n-sféra : Sn(r) = {x ∈ Rn+1| ‖x‖ = r}

objem jednotkové n-sféry : α(n) = |Bn(1)| = π
n
2

Γ(n2 + 1)

povrch jednotkové n-sféry : nα(n) = |∂Bn(1)| = |Sn+1(1)|

sférické souřadnice : x1 = r cos(φ1)

x2 = r sin(φ1) cos(φ2)

x3 = r sin(φ1) sin(φ2) cos(φ3)

. . .

xn−1 = r sin(φ1) sin(φ2) . . . sin(φn−2) cos(φn−1)

xn = r sin(φ1) sin(φ2) . . . sin(φn−2) sin(φn−1)

φn−1 ∈ 〈0, 2π), φ1, . . . , φn−2 ∈ 〈0, π)
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