Priklad 2.9. Drabek, HoluSova: Parcialni diferencialni rovnice, MI21

Klasifikujte rovnici
Ugy — OUgy + 121y, = 0.

Naleznéte transformaci nezéavisle proménnych, ktera ji pfevede na Laplaceovu
rovnici.

2
(02 — 60,0, +1207) u = {(al. —30,)° + (ﬁay) ] uw=0

Toto je rovnost mezi funkcemi. Bude platit v kazdém bodé& (x,y), tedy také v

(x(s,t), z(s,t)):

[(92 — 60,0, + 1207) u] (x(s,1), z(s,t)) =
- K(ax ~39,)% + \/§ay)2> u] (x(s,1), z(s,1))
= [02 + 0fu*] (5,t) =0
Méme tedy rovnosti

Osu* = 0yu- 14 Oyu - (—3) (1)
8tu* = 8yu . \/§

Vidime, Ze nam pomiiZe linearni substituce. P¥ipomeiime (odvodme) si obecné
vztahy pro linearni substituci

T: R?2 = R? (s,t) = (2,y) T =di15 + diat
Yy = da1s + daot

Pro inverzni vztah plati, Ze je rovnéz linedrni a koeficienty pro prepocet lze
ziskat inverzi matice:

Ul R? s R?) (z,y) — (s,1) §=c11% + C12y

t=cax + 2y
—1
cir ciz|  _ |du dio
Co1 C22 d21 d22
Pokud provedeme substituci, pracujeme vlastné se slozenou funkci

uw=uoW
u*(s,t) = [uo W] (s,t) =u(Vi(s,t), Va(s,t)) =
= u(x(&t)vy(‘s?t))



Osu™ = 0pu - 0¥ + Oyu - O5Vo = Oyu - Osx + Oyu - Osy

= 0yu - di1 + Oyu - doy (2)
O = pu - 0¥ + Oyu - 0, ¥9 = Opu - Oyx + Oyu - Oy

= O0zu - dig + Oyu - doo

Porovname-li (1) s (2), mame dyj; =1, dj2 =0, do; = —3 a dyy = /3. Hledany
vztah je tedy

xr =S
y=—3s+3t
a jelikoz
1 0 1 0 1 0 1 0
3 V3 0 1| ra+3n 0 V3 3 1| V3 'n
1 0 1 0
H —
01 V3 V3
plati

Jiné feSeni:
u=u oW !

u(@,y) = [u* 0 U] (z,y) = u* (s(z,y). t(z,y) = u* ((¥71), (z,9), (¥71), (z,y))

Oy = Osu* - 0y (U1 + Opu* - 8, (U1 = O™ - Ops + Opus* - Dyt
1 2
= 0,u* - c11 + Out - ey
Oyu = Ou* - 9y (W) + Opu* - 9, (W), = Dsu* - Dys + Opu* - Oyt

= 3su* - C12 + Btu* < C29

D2u= (02,u* - Ops + OZu* - Oyt) Ops + Osu* - 025 + (02,u* - Dps + Ofu* - Oyt) Ot + Opu* - 02t
= hu" - ¢y + " - 2e1100 + T - 5

8iyu = afsu* - C11C12 + 652tu* . (CHCQQ + c12621) + aftu* - C21C29

2 2, % 2 2 % 2, % 2
Oyyu = 05 u” - c1g + Ozu” - 2c12¢02 + Opu’™ - 3y



02 u— 683yu + 128;11 = 02u* - 3 + OXu* - 211001 + ORu* - 3+
-6 (33316* “er1ci + 0%u* - (crica2 + ciaca1) + Ofut - 021022) +
+12 (2,u* - ¢y + OZu* - 2c10090 + Opu* - €35) =
= 92,u* (i) — 6ericrn + 12¢1,) +
+ 02u* -2 (cr1e21 — 3 (cr1c29 + c12¢21) + 12¢12¢29) +

+ (“)ftu* (Cgl — 6cg1092 + 12 - 032)

7 ptfevodu na Laplaceovu rovnici tedy mame vztahy

¢ — 6erycrn + 1262, = (e — 3012)2 +3c2, =1

c11ca1 — 3 (cr1c22 + c12¢21) + 12¢12022 = 0

2, — 6ca1c0 +12- ¢35 = (21 — 3c22)” + 3¢, =1

coz jsou t¥i kvadratické rovnice o ¢tyfech neznamych. Zajiméa nas jakékoli FeSeni.
e Zkusme tedy polozZit ¢120 =0

ci1 =1
c11 (e21 — 3ca2) = 0
(o1 — 3c22)° 4+ 3¢2, = 1

Z druhé rovnice pak plyne cy; = 3coo a tento vztah dosadime do tfetiho

vztahu
1

Coo = —
22 73

Vidime, ze jsme obdrzeli stejny vztah jako pfedchozim postupem.

L e =V3, =1, c12=0

e Zkusme naopak polozit co; = 0

C%l - 6C11612 + 120?2 =1
—3(c11 —4c12) 22 =0

12-c3y =1

7 druhé rovnice pak plyne ci11 = 4c¢q2 a tento vztah dosadime do prvniho

vztahu
1 = 16¢1, — 24ciy + 12¢3, = 4ciy

V tomto pfipadé vyslo

=, €11 = 2

, €21 =0, C12=2

1
Cop = ——
22 5

Vidime, ze moznych substituci, kterak upravit zadanou PDR na Laplaceovu
rovnici je vicero.



