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1 Pripomenuti nékterych kapitol z linearni algebry

1.1 Vektorové prostory

Ctvefici (V, F, @, ®), kde V je mnozina, F je téleso [lépe feteno (F,+,-) je téleso| a @, ® jsou operace
@:VxVe=V, 0:FxV— YV nazveme pojmem vektorovy prostor, pravé tehdy kdyz: (V,®) je
komutativni grupa [vlastnosti (1)—(4)] a jsou splnény vlastnosti (5)—(8). Tedy piehledné

Asociativita: (Yu,v,w € V) : (udv)dw=ud(vdw) (1)

Nulovy prvek: (3o € V)(Vu € V) : uhGo=o0odu=u (2)
Opacny prvek: (Vu € V)(3(—u) € V) : u®(—u)=o (3)
Komutativita: (Vu,v € V) : udv=vahu (4)
Distributivita k @ : (Va € F)(Vu,v e V) : a@udv)=(aGu)®(acv) (5
Distributivita k +: (Va, 8 € F)(Vu € V) : (a+p)ou=(a0u)&(ou) (6)
Kompatibilita ® a -: (Va, 8 € F)(Vu e V): a®(Bou)=(a-B)Ou (7)
Nasobeni jednickou F: (Vu e V) : l1Gu=u (8)

kde 1 € F je v télese F identitou vzhledem k nasobeni, tedy (Voo € F): 1-a = a.

Méjme podmnozinu W C V a restrikce @),,,, @, operaci @, ® na W. Pokud je W, F,®),,,®),,)
vektorovym prostorem, nazyvame ji pojmem podprostor vektorového prostotu V. Postacujici podmin-
kou, aby W byl podprostorem vektorového prostoru V je uzavienost operaci na W

(Vu,veW):u@, veW
(Va e R)(Vu,veW):a @), veW.



Priklad 1. Dokazte (4) a (5) pro
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b) (P37Ra D, ®P2)

(a+ bz + cx?) Dp, (d+ex + fa*) = (a+d) + (b+ )z + (c+ f)a?
a®p, (a+ bz + cx?) = (aa + abx + acx?)

Resend.

a) (Va € R)(Vu,v € R?*?);

_la b e f
S I ]
_|a b e f| _ la+e b+f|
u Dpexz2 V= |:C d:| DRrzx2 |: :| = |:C—|—g d—|—h:| =
le4+a f4+0b e
__g+c h+d:| [g h:| Dpr2x2 [C ]—V@szzu

a (e at+e b+
a Opex2 (u Pprax2 V) = a Op2x2 <[C d] DRr2xz g £:|> = o Op2x2 [C—l—g d+{L:| =

Jala+e) a+f)] [aa+ae ab+af]  [aa ab o ae af|
- |la(c+yg) ald+h)]  |actag ad+ah]  |ac ad R ag ah| —

(a ORr2x2 [Z Z:|> Dprax2 (a ORr2x2 [; {L ) = (a Op2x2 u) Dpzxz (@ Opzxz V)

b) (Va € R)(Vu,v € P3):

u=(a+bx+cx?), v=(d+ex+ fa?
u®p, v=(a+bx+cx?)Op, (d+ex+ fr?)=(a+d)+ (b+e)r+ (c+ fa? =
(d4a) + (e +b)x+ (f + c)x? = (d+ ex + f2*) Dp, (a + bz + ca®) = v Op, u
a®p, (Wdp, v) =aOp, ((a+bz+cz®) @p, (d+ex + fa?)) =
=a0p, ((a+d) +(b+e)x+(c+ fa*) =
=ala+d) +ab+e)x+alc+ fz? = (aa+ ad) + (ab + ae)z + (ac + af)z? =
= (aa—|— abx + ac:EQ) + (ad—i—aew + af;v2) =
= (a Op, (a+ bz + c2?)) ®p, (a Op, (d+ ex + f2?)) = (0 Op, u) Bp, (0 Op, V)



Priklad 2. Mgjme vektorovy prostor (R — R, R, Pr_ g, Or—-r) viech redlnych funkei, kde

R—-R={f: R—R}
(Vf,gER%R)(Va:E]R): (f eror 9) (x) = f(x) + 9(2)
(VaeR)(VfeR—-R)(Vz€R): (a@ror f)(2) = af(z).

Urcete (a své tvrzeni obhajte), které z mnozin # € {U,V, W} CR = R

U=C'R,R)={f:R—=R| (Vz€R): f(z) < oo}
U={f:R—=R|(VzeR): f(2016) =1}
W={f:R=>R| (VzxeR): f(z)=ceZ}

spolu s restrikci operaci z C1(R,R) na # tvoii podprostor vektorového prostoru C(R, R).

Reseni. Je potieba prokéizat uzavienost operaci s¢itani vektort a nésobeni skalarem.

a) (U = C(R,R),R, T ®|M) je podprostor vektorového prostoru (R — R, R, Pr_,g, Or—r) jelikoz

figeU = (VzeR): (fo9) (@ =Ff()+d@@) <o = foO,g9eU
:af

a€R, feld = (VzeR): (Oz@‘uf)/(x) (1) <00 = aO, fel.

b) (V, R, ®,, @\V) neni vektorovy prostor, jelikoz naptiklad dokonce (Vf,g € V) :
(f &), 9) (2016) = £(2016) + g(2016) =1+1=2 = f@, g¢ V.

Podobné neni uzaviené napiiklad nasobeni skalirem « # 1. VSimnéme si, ze nulova funkce
Or_r = 0 z axiomu 2 vektorového prostoru R — R neni prvkem V. Podprostor vektorového
prostoru vzdy musi obsahovat nulovy prvek puvodniho prostoru.

¢) (W,R,&),,,®), ) neni vektorovy prostor, jelikoz pro napiiklad pro a = 3, f =1 je

(Vz e R): (CM@‘Wf)(I):%'l

1 1
Vsimnéme si, Ze operace ©),,, uzavien je
(Vf,geW): (Ve eR): (f®), 9) (@) = f(2)+9(z) = c+cyg = cra,, g € L, tedy fO},,g €W.

O



1.2 Baze

Uspoiadanou mnozinu F = (f1,...,f,), vektora vektorového prostoru V nezveme pojmem béze vek-
torového prostoru V, jestlize je linedrné nezavisla a jeji linearni obal je cely prostor V, tedy (F) = V.
Soufadnice [u] 7 vektoru u € V vzhledem k bazi F vektorového prostoru V je vektor koeficienti linearni
kombinace R"™ 3 [u]r : u= ([u]r); fi +--- + ([u]#),, ..

Piiklad 3. Mg&jme n&kolik realnych spojitych funkei fx € C((0,1),R), # € {a,b, ¢}, zadanych pred-
pisy

sin(2rz)  x €
0 z € (3,

felz)y =277

)
— N
~—

fa(z) =sin(272), fi(z) = {

a zobrazenych na Obrazku 1. Chceme tyto funkce reprezentovat na pocitaci, coz nelze udélat pro obecné

1
0.57
0

— fa(z)

-0.5 — hy(x)

— fe()

5 05 1
Obrézek 1: Funkce z Prikladu 3.

funkce presné, jelikoz prostor C'({0, 1), R) mé nekoneénou dimenzi. Zkusme to nepiesné. Interval (0,1)
rozdélime na 2" dilka (pro¢, to uvidime pozdgji) a dostaneme rovnomérné navzorkovani intervalu (0, 1)
body z;, 7 €1,...,2" +1,

,Tl:O, 1'2:27",..., $j=(j—1)'2in,..., $2n+1:1.

Hodnoty zadanych funkei v téchto bodech oznacime fy ;. Funkce fy nahradime funkcemi fy € V C
C((0,1),R), kde funkce z prostoru V jsou po ¢astech linearni na intervalech

I = (xj,xj+1), je€{l,...,2"} a fa(zy)= f#(:vk), ke{l,....2" + 1}, # € {a,b,c}.
a) Urcete v jaké bazi S prostoru V jsou plati pro souradnice
Fa(@1)

[f#ls = o
fy(wanir)

b) Rekurzivné definujme jinou bazi £, viz obréazek 2. Urcete soufadnice funkci f# v této nové bazi
a provedte tzv prahovani, kdy viechny soufadnice mensi nez € = 102 zanedbejte.
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. level 0, funkci: 2

- tlevel 1, funkei: 1 =29

level 2, funkei: 2 = 2!

y level 3, funkef: 4 = 22

V level 4, funkci: 8 = 23

Obrazek 2: Hierarchickd baze na intervalu (0, 1), prvni ¢tyfi trovné.

Listing 1: generate 1d _hierarchical basis.m

function B = generate_ld_hierarchical_basis(n)
% generates the hierarchical basis on interval (0,1) of order n
% the basis is returned in columns of B that contains

% "dofs" functions b_{1} ... b_{dofs}
% each function is given by values in points x
dofs = 1+2°n; % B contains "dofs" functions
x = (0:dofs-1)/(dofs-1); %
B = zeros(dofs);
B(:,1) = x;
B(:,2) = 1-x;
count = 3;
for i = 1:n
% for remaining levels
xa = 0 :2°(n-i+1) :2°n-2"(n-1i+1) ;
xb = 2~ (n-1i+1) :2"(n-1i+1) :2"°n;
xc = 0.5*x(xa+xb);
for j = l:size(xa,2);

B(xa(j)+1:xc(j)+1, count)
B(xc(j)+1:xb(j)+1, count)

(0:xc(j)-xa(j))’/(xc(j)-xa(j));
1-(0:xb(j)-xc(j))?/(xb(j)-xc(j));

count = count+1;

end
end

Resend. Zdrojové koédy k tomuto piikladu jsou uvedeny v 1 a 2.

a) Baze S je zobrazena na obrazku 3. Jedna se o po ¢astech linearni spojité funkce ¢;, které maji
ve vzorkovacim bodé z; hodnotu 1, a v ostatnich vzorkovacich bodech hodnotu 0. Je ziejmé, ze
soufadnice v této bazi jsou ptimo funkéni hodnoty fx(zk) a lze je tak ztotoznit s grafy funkei
na Obrazku 1.

b) Reseni tohoto tkolu je uvedeno ve zdrojovém kédu 2. Nejdiive se spusti generovani hodnot ba-
zovych funkei v;(z;) ve vzorkovacich bodech a ulozi se do matice B € REZ"+x2"+1) " tedy



_/

Obrazek 3: Standardni baze na intervalu (0, 1).

[Bl;; = v¥;(x;). Funkéni hodnoty zadanych funkci ve vzorkovacich bodech ulozime do matice
Y € RC"HUX3 podrobnéji [Cl; ; = fi(x;)-

Potom spocitame soufadnice v bazi €& = (¢1,...,%an41), které ulozime po sloupcich do ma-
tice C € RZ"+1x(2"+1)

[fale = [Cli1, [fole = [Cl.2, [fele = [Cl.s.

Napftiklad pro prvni sloupec matice C pak musi platit

~ 2" 41 2" 41 2"+
fo=Y_[Cliati = [YL.a= > [Clia[Bli= > [Bl.&[Cl1=B-[Cl.1,
=1 1=1 k=1

a analogicky to bude pro ostatni sloupce matice C. Tedy Y = BC, C = B~'Y. Podotknéme, ze
pro vypodcet matice C neni nutné (a ani vhodné, pro¢?) spoéitat matici B~*. Absolutni hodnoty
ziskanych soutradnic jsou zobrazeny na Obrazku 4. VSimneme si, Ze podstatna vétsina z nich je
velmi mala. Co se stane, kdyz v8echny mensi nez € znulujeme? Zkopirujeme matici C do matice
D a nasledné v D provedeme prahovani hodnot na . Timto procesem

2" 41

fa - Z [D]1,1¢z

=1

(a analogicky) obdrzime funkce f#, které jsou zobrazeny na Obrazku 5 (vlevo) a rozdily (chyba,
kterou se dopoustime prahovanim soufadnic) fu — fu je zobrazena na Obrazku 5 (vpravo).
Jesté uvedeme, jak se prahovani projevi na poc¢tu nenulovych koeficientu, coz je uvedeno v Ta-
bulce 1.

# a b c
fa | 1024 | 511 | 1025

fo| 26 13 4

Tabulka 1: Poc¢ty nenulovych koeficientii po prahovéani, Piiklad 3.
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Obréazek 4: Absolutni hodnoty soufadnic v hierarchické bazi, Ptiklad 3.
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Obréazek 5: Fuknce po prahovani souradnic, Piiklad 3.
Listing 2: hierarchical basis test.m
n = 10; % level
B = generate_ld_hierarchical_basis(n); % hierarchical basis
m = size(B,1); z=1:m; % dofs
x = (0:m-1)/(m-1); % interval (0,1)
e = 1le-2; % epsilon
f = @e(x) [... % test functions

sin (2*%pi*x);...
sin(2*xpi*x) .*(x<0.5) ;...

2.7(-x)

1;
Y = £(x); figure (1) ; hold on;
plot(x, Y(:,1) ,’-k?); plot(x, Y(:,2) ,’-r’); plot(x, Y(:,3) ,’-b?);
C = B\Y; figure (2); hold omn;

plot(x, Bx*C(:,1) ,’-k’); plot(x, BxC(:,2) ,’-r’); plot(x, B*C(:,3) ,’-b’);
figure (3); hold omn;
plot(z, c(:,1) ,’-k?); plot(z, c(:,2) ,’-r’); plot(z, c(:,3) ,’-b?);
figure (4); hold omn;
plot(z,abs(C(:,1)),’-k”); plot(z,abs(C(:,2)),’-r’); plot(z,abs(C(:,3)),’-b’);
set (gca,’YScale’,’log’);
D = C; D(abs(D)<e) = 0; figure (5); hold onj;
plot(x, Bx*D(:,1) ,’-k’); plot(x, BxD(:,2) ,’-r’); plot(x, B*D(:,3) ,’-b’);
fprintf (1,[’Nonzero valued coordinates (hierarchical); 7,...

vf1: %4i, f£2: 4i, £3: %4i\n’],nnz(C(:,1)), nnz(C(:,2)), nnz(C(:,3)));
fprintf (1,[’Nonzero valued coordinates (treshold h.); [

vf1: %4i, f2: Y%4i, £3: %4i\n’],nnz(D(:,1)), nnz(D(:,2)), nnz(D(:,3)));



1.3 Linearni zobrazeni

Zobrazeni A : U — V nazveme linearni (zapisujeme A € £ (U,V)) pravé tehdy, kdyz

(Vu,vel) : A(u) ®y A(v) = A(u @y v) 9)
(Va e R)(Vu e ld) : a®p Au) = A(a Oy ). (10)
Necht vektorové prostory U a V maji baze & = (eq,...,e,) a F = (fi,...,f,). Matice linearniho

zobrazeni A € Z(U,V) vzhledem k bazim € a F je matice

ozn.

RX™M 5 Ag,]: = Ar e = [[A(el)]]: [A((h)]?] .

Plati pro ni [A(u)]r = Arg[u]e. PFipominame, Ze v tomto textu budeme oznacovat matici prechodu
Ar ¢ misto obvyklého Ag 7.

Piiklad 4. M&jme n bodi v R? (napfiklad soufadnice bodi n&jakého STL modelu). Jak se zméni
tyto soufadnice pfi rotaci postupné o thly («, 8,v) = (10°,15°,20°) vzhledem k osam (z,y, z)?

Resend. Vyslednou rotaci Ry 5. € £ (R3, R?) dostaneme postupnou rotaci (zobrazeni Ry o, Ry 3, Rz~ €
Z(R3,R3)) podél jednotlivych os, tedy Ra. .~ = Ry 0 Ry o R, -, kde

1 0 0
[Rw,a]S,S — |:0 cos(a) sin(oz):| , [Ry,B]S,S — |:

0 sin(a)  cos()

cos(B) 0 sin(B)
1 0

; cos(B) — sin(pB) 0:|
—sin(B) 0 cos(B)

:| s [RZ,A/]$7S = |:sin(3) cos(B) 0

0 0 1
Zdrojové kody k tomuto piikladu jsou uvedeny v Kédech ?7? a ?7. Jako piiklad pouZiti si nacteme ASCII
STL soubor, obsahujici povrchovou sit modelu kocky, funkci read_stl, ktera vraci body P (matice
ny % 3). Povrchovou sit zobrazime pomoci funkce patch, viz Obrazek 6 (vlevo). Rotované souradnice
P, ziskdme pomoci matice R, coZ je vlastné matice linearni transformace R, 5, € -Z(R3, R?) vzhledem
ke standardni bazi S, to jest R = [Ra,5,4]s,s. Proto

P/ =RPT = P, =PR".

Na Obréazku 6 vpravo je zobrazena povrchova sit po rotaci.

Obréazek 6: Data z STL souboru vlevo originélni, vpravo po rotaci, P¥iklad 4.



© W N e oA W N

e e
N O VA W N R O

© W N ;G R W N

e =
W N = O

Listing 3: read stl.m

function [p,e,n] = read_stl(filename)

% reads STL ascii file

% outs: p ... points

A e ... triangles

A n ... outer normals to triangles
fid = fopen(filename,’r’);

if fid

% read stl file

textscan (fid, ’)s’,1,’delimiter >,’\n’);

ts=textscan (fid ,[’facet normal %f %f %f\n’,’outer loop\n’,...
‘vertexhf %f %f\n’,’vertex%f %f %f\n’,’vertexi%f %f %f\n’,...
’endloop\n’,’endfacet ’]);

n = [ts{ 1} ts{ 2} ts{ 3}];
p = [ts{ 4} ts{ 5} ts{ 6}; ts{ 7} ts{ 8} ts{ 9}; ts{10} ts{11} ts{12}];
m = size(n, 1);
e = [1:m; m+1:2*m; 2*m+1:3*m];
end

Listing 4: rotation test.m

[p,e,n] = read_stl(’../data_files/Mesh.stl?’);

al = 10*pi/180;

be 16%pi/180;

ga 20%pi/180;

R2d = @(xx) [cos(xx) -sin(xx); sin(xx) cos(xx)];

Rx = eye(3); Rx([2 3],[2 3]) = R2d(al);

Ry = eye(3); Ry([1 3]1,[1 3]) = R2d(be)’;

Rz = eye(3); Rz([1 2],[1 2]) = R2d(ga);

Rt = eye(3); Rt([2 31,[2 3]) = R2d (90%pi/180);

R = Rx*Ry*Rz; p = p*Rt;

pPr = p*R’;

figure (1) ; patch(’Faces’,e’,’Vertices’,p ,’FaceColor’,’b’);
figure (2); patch(’Faces’,e?,’Vertices’,pr,’FaceColor’,’r’);

Diilezitou linearni transformaci je zména soutadnic pii zméné baze. Mé&jme dvé béaze &, F vek-
torového prostoru V. Pro kazdy vektor v € V umime ur¢it soufadnice [v]g, [vV]F v téchto bazich.
Ukazme, ze zobrazeni Pr. ¢ pfifazujici soufadnicim v bazi £ pfislusné soufadnice v bazi F je line-
arni, tj. Prge € Z(R™",R™), n = dim V, navic umime spo¢ist matici tohoto linearniho zobrazeni
Pre € R"™™ pomoci které pak snadno prevadime soutadnice

Vlr =Pree[vle, [Vle =Peer[vlr = Prl o =Pecr.

Skutecné pro soufadnice plati
n n

VvV = Z[v]f’ifi = Z[V]g)iei .

i=1 i=1
Tuto rovnost mezi vektory ve V vyjadiime v soufadnicich nékteré z bézi, naptiklad F (vekory s; jsou
vekory standardni baze prostoru R™) a

n Si n [V}gJ
Ve = Y Mra 17 = Y Mealedr = ler o leals] | 1 | =Preche.

Dostali jsme vztah pro tzv. matici pfechodu od soufadnic v bazi £ k soufadnicim v bazi F

Pree=[ledr ... [en]r] .

10



Piiklad 5. M&jme vektorovy prostor (R2*2 R, @gox2, Opax2), baze £, F, déle linearni zobrazeni A :
R2%2 5 R?2%2 g bilinearni formu B : R?*2 x R?X2 5 R

(T R R
SN )

[v]
B(u,v)=[[uli1 [ui2 [ul12 [u]22] gi g; gg gi MLQ
[v]

V2.1
41 42 43 44 V022
Urcete
a) matici pfechodu Pg. x od souradnic v bazi £ k soufadnicim v bazi F,
b) matici Ax.¢ linearniho zobrazeni A vzhledem k bazim & a F,
¢) matici B¢ 7 bilinearni formy B vzhledem k bazim £ a F.
Resend. |
a) Uvedeme si dva zpusoby, jak Pe. r spoCist.
i) primo ze vzorce Prg = [[e1]r ... [ed]r], kde pro zkraceni zapisu piSeme [e;] 7 ; = p;:

e; = p1,ifi +poifo +p3ifs +paifs i=1,...,4

-1 1] 1 2_+ [4 1_+ 3 4] 2 3
1 1_—?1,1 3 4_ P21 2 3 p3,11 9 P41 4 1

1l (1 2_+ (4 1_+ (3 4_+ 2 3
_1 -1 = D14 _3 4_ P2.4 _2 3_ D34 _1 2_ P44 4 1

Tyto ¢tyfi rovnosti mezi R?*? maticemi jsou ekvivalentni s rovnostmi

1 1 4 3 2 1 4 3 2| [pia
1 - 2 1 4 3 o 2 1 4 3 P21
L =P g T2y tsa |ty T g 9 q 4 P31
1 4 3] 2 1 4 3 2 1| |paa
1 1 4 3 2 1 4 3 2| |(p1a
1 - 2 1 4 3 o 2 1 4 3 P24
1| TPralgl tr2a | tsa | |ty =g 5 4 p3al’

1 4 3 2 1 4 3 2 1| |paa

11



coz lze zapsat dohromady jako

-1 1 1 1 14 3 2| |p11 P12 P13 P14
1 -1 1 1 2 1 4 3| |p21 P22 P23 P24
T 1 -1 1 3 2 1 4 |p31 P32 P33 D34
1 1 1 —1_ _4 3 2 1_ P41 P42 P43 P44
- - -1
P11 P12 P13 DPla 1 4 3 2 -1 1 1 1
Pr g |P21 P22 P23 P24 21 43 -1 1 1
- P31 P32 P33 D34 3 2 1 4 11 -1 1
D41 Pa2 P43 Dad| 4 3 2 1] 1 1 -1
—9 1 1 117 [-1 1 1
i 11 -9 1 1 ' 1 -1 1
40 1 11 -9 1 1 1 -1
11 1 -9 [ 111
(11 1 1 -9
Cl-9 1111
T2 1 -9 11 1
11 -9 11
i) stejny vysledek dostaneme pouzitim standardni baze
S— 1 0 0 1 0 0 0 0
o 0 O0[’(0 0O]”|1 o0 1
-1 1 1 1
1 -1 1
Psce = [lei]s led]s] = 11 -1 1
1 1 —1
1 4 3 2
2 1 4 3
Pser = [[fi]s [fi]s] = 3 9 1 4
4 3 2 1

Prie=PrcsPsce=Psl ;Psce
protoze (Vu € R?*2) :

[z =Prcsluls = PresPscelule = P5l sPscelule = Preglule.
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b) Dle definice matice linedrniho zobrazeni je (Vu € R?*?) : [A(u)]s = Ascs[u]s a

8 0 0
8 611 0] [8 0 0 0 06 0
fﬂsﬂ“{4 2}[0 0]“{0 0}"”’/“59“{0 2]"$ Ases =10 0 4
00 0
PscrlA(u)]r = [A(u)]s = Ascs(uls = AscsPscs(uls
[A(u)]r = Accrlule = P5 zAsc sPscelule
143217000 [-1 1 1
~ 2 1 4 3 06 0 0 1 -1 1
Arce =PscphscsPsce =3 5 | | 0040 11 -1
43 2 1 000 2 1 1 1

26 —13 —-12 -21
1 |-34 37 8 9
10 6 —23 28 9

6 7 —12 19

c¢) Pripomeneme definici matice bilinedrni formy. Je-li B:UxV =R bilinearni forma, g
a H jsou béaze prostorii U a V, je matice Bg y € RIM UXdimV hilinegrni formy B vzhledem
k bazim G a H definovana jako

B(gi,hy) ... B(gi,hqim v)
Bgn = : ) :

B(gdim u,h1) ... B(8dim u> hdim v)
Je zfejmé, Ze matice Bs s bilinedrni formy B vzhledem ke standardni bazi S je

11 12 13 14
Bs sl — 21 22 23 24
S:8lig 31 32 33 34
41 42 43 44

Vyuzijme jiz napocitanych matic prechodu k ziskdni matice Bg z. Jelikoz (Vu,v € R?*?) je

B(u,v) = [u]{Bs.s[v]s = (Pscelule) ' Bs.sPscr[VlF = [ul{PS_¢Bs.sPscr[v]F
T

-1 1 1 1 11 12 13 14 1 4 3 2
Ber =PoceBasPscr= | 1 1| Clso s s[5 2 14
1 1 1 -1 41 42 43 44 4 3 2 1
860 848 844 848 215 212 211 212
_|660 648 644 648 —3. 165 162 161 162
460 448 444 448 115 112 111 112
260 248 244 248 65 62 61 62

13
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Spocitejme matici Bg 7 pro kontrolu je§té pfimo z definice

(11 12 13 14] [1]

21 22 23 24 2
Berlin=Ble,fi)=[-1 1 1 1] 31 32 33 34| |3 — 860

41 42 43 44 |4]

(11 12 13 14] [2]

21 22 23 24 3
Be#laa=Bles,fs)=[ 1 1 1 -1]- 31 39 33 34| || =248

41 42 43 44| |1]

1.4 Skalarni soucdin, norma, ortonormalni baze, unitarni matice
Bilinearni formu (-,-) : ¥V x ¥V — R nazveme pojmem skaldrni soucin pravé tehdy, kdyz je symetricka
a pozitivné definitni, tedy (Vu,v,w € V)(Va € R):
(uev,w)=(a,w) + (v,w)
(e ®u,v) =a(u,v)
(u,v) = (v,u)
(u,u) > 0 pro u # 0.

Zobrazeni || - || : V — R se nazyva norma, jestlize (Vu,v € V)(Va € R):

[u@ v < [[ul| +[v]
la©ull = |af |lu]
lu| =0 & u=o0.

Skalarni souéin (-, -), definuje na ¥V normu ||ul|, = /(u, u),, ne kazda norma je generovana skalarnim
soucinem.

Mgjme vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem (V, F, ®,®, (-, -)) a uspofadanou mnozinu vektora
&€ =(e1,...,e,). Mnozinu £ nazveme

i, €5) = 0 ' ’
ortogonalni < (eis ;) Z 7&],
—_— (ei,€;) >0 i=j
i, €5) = 0 ' ’

ortonormalni < (ei, ;) Z 7&],
(e e;) =1 i=]j.

Priklad 6. Necht (V, F, ®y, Oy, (+,)) je vektorovy prostor se skalarnim soucinem a vzhledem k nému
ortonormalni bazi & = (es,...,e,). Dokazte, Ze soufadnice [v]g lze vypocitat pomoci vzorce [v]g; =
(v,e;). Vyhodou tohoto postupu je moznost paralelizace.

Resend. Soufadnice [v]g jsou dle definice koeficienty linearni kombinace
v=[vlg1Over®y- - Dy [Vlen Ove,.
Proved'me skalarni sou¢in obou stran predchozi rovnosti s vektorem e;

(v,ei) = ([Vle1 Ov el @y - Dy [V]gn Ov ey, €)
= [v]g,1(e1,€) + -+ [Vlgn(en, €) = [V]g, 101, + -+ + [V]g.n0n,i = [V]g,i -

14



Piiklad 7. Pripomenme si Grammiuv-Schmidtiiv ortonormaliza¢ni proces. Méjme ve vektorovém pro-
storu se skalarnim souc¢inem (R* R, Dra, Ops, (-, *)p),

a e 4 -1 0 0] |e
b f B -1 4 -1 o |f
¢l g =le boed) 4 -1 |g
d hi), 0 0 -1 4| |h
podprostor
1 0 0
1 1 0
<f17f2;f3>_< ol 11111 >_VQR4
0 0 1

Pomoci Grammova-Schmidtova ortonormaliza¢niho procesu vytvoime ortonormalni bazi £ (vzhledem
ke skalarnimu soucinu (-,-);) prostoru V.

Reseni. Grammovuv-Schmidtiv ortonormaliza¢ni proces je popsan v [1]. Postupné vytvorime orto-
normalizovanou bazi prostoru

(e1) = (f1) = Vi, (e1,e) = (fi,f2) =Vo, (e1,eq,e3) = (fi,fa,f3) =V.
Pro hledanou ortonormélni bazi £ = (e, 3, e3) musi platit

Hele: V (elaeQ)b: 15 HeQHb: 15 ||e3Hb: 17 (elaeQ)b:Oa (elve3)b:07 (82,83)520.

1. Vektor e; takovy, ze pro né&j plati (e;) = (f1) a soucasné ||e1]|, = 1 je zfejmé

1 1 1 62
o 1 5 1 1 . 1 1 . 1 63
= Te 4 4 T 4
TP L —1 o0 o[ |9 VB0 0
0 1 4 -1 o] |1 0 0 0
110 0| a
0 -1 4 -1 0
0 0 -1 4 0
2. Zkonstruujme vektor &s € Vo = (f1,£5) = (e1, £3), tedy €3 = fo ®rs (—a) Ors €1 tak aby
0= (€2,€1)y = (f2 Bra (—a) Ora e1,e1)y = (f2,e1)p — afer, 1)y = (f2,€1) —
tedy
4 -1 0 0 1
1 -1 4 -1 0 1 2
0 0 -1 4110
0 62 —1
_ 1 2 63 1 2
2= 1y Dra4 (—%> Opa 0 —g@R‘l 3
0 0 0
-1 —1
e ! Opa € ! 1@ 2 1 o) 2
2 =z R4 €2 = - Op4 = —— Op4
He2Hb 4 —1 0 0 -1 3 g 4\/§ g
1 4 -1 0 2
s|[-1 2 30 0 -1 4 -1 3
0 0 -1 4 0

15



3. Nyni vas stejné jako nas ziejmé otravuje neustalé pouzivani zapisu Gra a Ops pii kazdém vyskytu
téchto operaci. Proto je zde nebudeme explicitné zapisovat, jelikoz jejich vyskyt bude dostatecné
ziejmy ze zapisu. Zkonstruujme vektor €3 € V = (f1, fa, f3) = (e, ez, f3), tedy €3 = f5—ae; — fes
tak aby

0=(&3,e1)y = (f5 —e; — fes,e1), = (f3,e1)p — a(er,e1)y — ez, €1)y = (f3,€1)p —

0= (€3,e2)p = (f3 — ver — fea, e2)y = (f5,€2)p — (€1, €2)p — Ble2,e2)p = (f3,€2)p — 5,

tedy
4 -1 0 0 1
1 —1 4 -1 0 1 -1
Oz—(f37el)b—% oo vl o 4 il o =6
0 0 -1 4110
4 -1 0 0 -1
1 —1 4 -1 0 2 7
B = (f3,e2)p W [ ] 0 —1 4 —1 3 13
0 0 -1 4 0
0 1 -1 5
o - ()2 - (L) 2| 2 -k |2
T 1 V6/) V6 |0 4/3) 43| 3] 16| 9
5
e ! e ! o 1 .
9 = ——@ 16 -
sl 10 o 5]\ O] A W7
—1 4 -1 0 —2
1
w |5 2916 o 1 4 ] 9
0 0 -1 4 16
Shrnuto
1 -1 5
e 11 1 2 1 -2
VB 0] a3 | 3| TavTiT | 9
0 0 16
O
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2 Rychla Fourierova transformace (FFT)

2.1 Komplexni ¢isla

K vektorovému prostoru (R?, R, ®g2, ©r2) pfiddme operaci ndsobeni vektorem
al o c| |ac—10bd
b| “EE d| T lad 4 be
a oznatime (R? R, Gp2, Oge, Opz g2) takto vzniklou pétici C. Lze ukazat, ze (C, ¢, O¢), kde

C=R? @c=®r, Oc=OCge

je téleso, které nazveme pojmem téleso komplexnich ¢isel. Obvykle zapisujeme

a+bi= [Z]

Vice viz [2], kapitola 2.

Piiklad 8. Ukazte, ze inverzni komplexni ¢islo je nutno definovat jako

a| _ o
ol el
Resend. Inverzni komplexnich ¢éislo 2! k &islu z = a+bi je tfeba nadefinovat tak, aby platilo zOcz ™! =
w, kde w je neutralni prvek vzhledem k nasobeni komplexnich ¢isel, tj
zOcw=2z = (a+bi)=(a+bi)Oc (w1 +wai) = (awy — bws + i(aws + bwy)),
coz plati pouze pro w = (1 4 07). Proto
yh=(c+di): 1+0)=w=20cz "= (a+bi)Oc (c+di) = (ac—bd + i(ad + bc)).
Rozepsanim rovnosti mezi komplexnimi ¢isly dostaneme

1 =ac—0bd (r1)
0=bc+ad (r2)
ary 4+ bro : a = (a* +b*)c
bry —ary: b= —(a*+b%)d,

coz je ekvivalentni vzorci, ktery jsme chtéli dokazat. O

2.2 Pojmy z integralnich a diskrétnich transformaci

e Fourierova transformace
o= [ s@ermtan @)= [ feenea
e Fourierovy rady

an = ! /Tr f(z) cos(nzx) dz

71T . ' ) flz) = %ao + i a, cos(nx) + i by, sin(nx)
by, = ;/ f(x)sin(nx) dx n=1 n=1
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[ N N

e Diskrétni Fourierova transformace (DFT)
N-1 1 Nl
__2mwink 2mink
= freT N, f":NE fre N
k=0 k=0

2.3 (DFT) Diskrétni Fourierova transformace (v 1D)

Poznamka 9. V této kapitole budeme indexovat slozky vektort od nuly (jako v C, C++,...) a ne od
jednicky (jako v MatLabu).
Mgjme vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem ((CN, Co,0,(, >),

N—-1
(w,v) = [V,
s=0
a v ném bazi £ = (ep,...,en—_1),
1 i i amin(N—D ] |
e, = — ezw]@ko ezwz\ljkl emgv : , kE{O,...,N—l}.
vIN
Jelikoz
N—l N—-1 —_— N-1
< > 1 27r7,k:s 1 2mils 1 21'r7.ks 727'r7,ls
€er,e;) = —e N = — (§]
S:O s=0 N N N s=0
N—1 N— - 2#1(7;\7 HN
1 2ri(k—1)s 27rz(k 2mi(k=1) ~ . % = 0 k # l
=N E e N = E 1—e N
s=0 s=0 % =1 k=1,

je baze &£ ortonormalni vzhledem ke skalarnimu soucinu (-,-). Ve vypoctu jsme vyuZili souttového
vzorce pro geometrickou posloupnost

kzl_anrl

q -

NE

ol
Il

0

Tento jednoduchy postup (a ziejmeé ne piilis efektivni) je naprogramovan v Matlabovském Kodu 5

Listing 5: dft matrix.m
function DFT = dft_matrix (n)

ii = 0:1:n-1; % row vector for i
jj = 0:1:n-1; % row vector for j
W = exp(-1j*2*%pi/n); ) factor (w)
DFT = w.~(ii’*jj); % DFT matrix

Piiklad 10. Zkonstruujte bézi € pro C*. Urcete [[1 2 3 4]

g'
Resend. Dle definice baze & je
27i-0-0 27i-1-0 27i-2-0 2#143 0
e 4 (§] (§] (§]
1 27i-0-1 1 2mi-1-1 1 2mi-2-1 1 2”43 1
e 4 (§] (§] (§]
£ = (eOa €1, €, 93) - <_\/Z—1 ezm'40 2|, _\/Z ezm41-2 5 —4 ezm"iz-z 5 —4 627”43 2
27i-0-3 2mi-1-3 2”42 3 2”43 3
e 4 e 4 (S (S
1 1 1 1
111 1 i 1 |—=1| 1 |—4
S\2 |12 =12 172 |-
1 —1 —1 )



n 10 [105] 10° 107 1012
n? 102 | 10° | 102 1078 1027
nlogyn | 3.3e1 [ 10* | 2.107 | 3-10™° | 4. 10%

Tabulka 2: Srovnani funkci n? a nlog, n.

O

Nyni bychom mohli vyuzit ortonormalni baze £ pro zavedeni diskrétni transformace pfifazujici vektoru
u = [u]s € C¥ jeho soufadnice [u]le € CV v bazi €. Toto linearni zobrazeni by popisovaly matice
transformace Pg, s a zpétné transformace Ps, ¢ = P,;l—s- 7Z historickych duvodu je v8ak diskrétni
Fourierova transformace zavedena jako line4rni zobrazeni piifazujici vektoru u = [u]s € CV vektor

.~ 0zn

i = V/NJule € CV. Jelikoz

=
L

[u]e, €

|
n\g

?
2

1
<u’ek>: [ ]Sl el7ek Z 5l5kl = ]5,k:—uk,
=0 1=0 N
plati pro diskrétni Fouriertiv obraz
e — R —2mik
ﬁk = \/N[U]S,k = \/N<u,ek> = \/N Z [u]n[ek]n = Z u,e” ~ . (11)
n=0 —

Dle tohoto vzorce je pro vypocet @ nutné ur¢it vSechny (je jich N) slozky a vypocet kazdé z nich
zahrnuje provedeni N komplexnich nasobeni a N — 1 komplexnich s¢iténi. Pottebujeme tedy cca O(N?)
operaci.

Z obrazu u lze zpétné rekonstruovat puvodni u pomoci zpétné Fourierovy transformace

2.4 (FFT) Rychla Fourierova transformace (v 1D)

Uvedeme si postup, ktery potiebuje pouze O(N log, N) operaci, coz pro velkdA N umoziiuje nékoli-
kafadove rychlejsi transformaci (a také zp&tnou transformaci, jelikoZ ta je vypocetné podobna), viz
tabulka 2. Pro jednoduchost predpokladejme, ze N = 2°. Oznaéme

a uvédomme si, ze pro wy plati
(symetrie): wfv(N’”) = wt" = whkr
(periodicita): wfv" — wfv(N*") _ wg\][C+N)n'
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© W N e oA W N

e i e
@R W N R O

© W N e oA W N

=
=}

Pak (Vk €0,...,N — 1)

N—-1
—2mwikn
uk:E u,e” ¥ = E u, wh? + g
n=0

n€0,...,N-1 neon,...,N—1
n je sudé n je liché
N N N
5 -1 5—1 5—1

r=0 r=0
N N
21 7
k k
= E U, Wy + Wiy E Ugp 1 W'Y
2
r=0 r=0

~ k o~
= Ugyde,k T Wy Uliché,k

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili periodicity wi = wrﬁ(
2

2
neme (Vk €0,...,5 —1)

~ ~ k A~
Uy = Ugude,k + Wy Uliche, k
N

2 2
k2 k(2r+1)
= E U, Wy + E U241 Wy = E Uy,
r=0

k+5 Ao . .
R ). Rozepsanim posledni rovnosti dosta-

~ S k+5 A ko~
Uy & = Usudé,k T Wy ~ Wiche,k = Usude,k — Wy Wiiché, k

jelikoz
ket % R —2mi

k

— P -
wy P = wywy =wyne N =wye

Tento jednoduchy postup je naprogramovan v Matlabovském Kodu 6 a testovaci skript je uveden

v Koédu 7.

Listing 6: fft rec.m

function y = fft_rec(x)

if size(x,1)<size(x,1)
x=x7;

end

N = size(x,1);

if N == 1
y = x3

else
omega = exp(-2%pi*1i/N);
k = (0:N/2-1)7;

w = omega. k;
y_e = fft_rec( x(1:2:end-1) ); % FFT of even
y_o = w.xfft_rec( x(2:2:end ) ); 7 FFT of odd
y = ly_ety_o; y_e-y_ol;

end

X

Listing 7: fft _test.m

n = 11; eeps = le-3;

T

—

x = (0:2°n-1)°/(2"n-1);

y = 40*xsin (1*2*pi*x)+30%cos (2*2*pi*x)+20*sin (3*2%pi*x)+10*cos (4*2*pi*x);
fprintf(1,’ Y: nnz: %03d\n’,nnz(y));

% DFT

DFT = dft_matrix (2°n);

t_start = tic; y_dft = DFTx*y; t_end = toc(t_start);

y_dft (abs (y_dft)<eeps#*max (abs(y_dft))) = 0; % tresholding
fprintf (1, ’DFT : ... [%45.4f s], tresholded nnz: %03d\n’,t_end,nnz(y_dft));
% FFT_REC
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23
24
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e e
BWw N = O
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t_start = tic; y_fftr = fft_rec(y); t_end = toc(t_start);

y_fftr (abs(y_fftr)<eeps*max (abs (y_fftr))) = 0; % tresholding
fprintf (1, FFTr: ... [%45.4f s], tresholded nnz: %03d\n’,t_end,nnz(y_fftr));
% FFT_ITER

t_start = tic; y_ffti = fft_iter (y); t_end = toc(t_start);
y_ffti(abs(y_ffti)<eeps*max (abs(y_£ffti))) = 0; % tresholding
fprintf (1, FFTi: ... [%45.4f s], tresholded nnz: %03d\n’,t_end ,nnz(y_£ffti));

% plotting

figure (1) ; hold on;

plot(x,y ,’-r’);
plot(x,real (DFT >*y_dft )/2°n,’-b’);
plot(x,real (DFT’*y_fftr)/2"n,’-k’);
figure (2); hold omn;
plot(x,real(y_dft),’-r’);

Jelikoz zpétna diskrétni Fourierova transformace (12) se od Fourierovy transformace (11) lisi pouze
znaménkem ve wy (srovnej (13), (12) a (11)), lze algoritmem pro FFT pocitat také zpétnou diskrétni

Fourierovu transformaci (se dvémi drobnymi zménami — zménou znaménka v exponentu wy a nasobeni
N~1). Uvedeme si jeste Kod 8, ktery je itera¢nim ekvivalentem rekurzivniho kodu FFT.

Listing 8: fft iter.m
function data_ = fft_iter (data_)

N size (data_,1) ;
b log2(N);

% preprocessing
for iii = 1:b-1

cell_size = 2" (b-iii+1);
cell_count = 2°(iii-1);
for jjj = 1l:cell_count
cell_ind = (jjj-1)*cell_size+l:jjj*cell_size;
data_halfind_odd = data_(cell_ind (1:2 :end-1));
data_halfind_even = data_(cell_ind (2:2 tend  ));
cell_halfind_first = cell_ind (1 :end/2) ;
cell_halfind_second = cell_ind (end/2+1:end );
data_(cell_halfind_first) = data_halfind_odd;
data_(cell_halfind_second) = data_halfind_even;
end
end
% iterative fft
for iii = 1:b
cell_size = 2~1iii;
omega = exp(2*pixli/cell_size);

w = (omega."(0:cell_size/2-1))7;
for jjj = 1:2°(b-iii)

cell_ind = (jjj-1)*cell_size+l:jjj*cell_size;

data_cell = data_(cell_ind);

data_halfcell_first = data_cell ( 1:end/2);

data_halfcell_second = w.*data_cell (end/2+1:end);

data_(cell_ind (1 :end/2)) = data_halfcell_first + data_halfcell_second;

data_(cell_ind (end/2+1:end )) = data_halfcell_first - data_halfcell_second;
end

end
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2.5 DFT ve 2D (ve vice dimenzich)
Mgjme vektorovy prostor (C™*™ C,)

M—-1N-1

= X3 e )

m=0 n=0
M—-1N-1

Um.n = ﬁ Z Z ﬂm,ne2wi(%+lﬁn)

m=0 n=0
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3 Vybrané rozklady matic

3.1 Spektralni rozklad

Necht A € R™*" je ¢tvercova matice. Vektor v nazveme vlastni vektor matice A pravé tehdy kdyZz pro
néj existuje skalar A takovy, ze

Av = \v, coZ je totéz jako (A — Al)v =0.

Geometricky to znamend, Ze vektory v a Av jsou rovnob&zné. Dvojici (A, v) fikdme vlastni ¢islo a
vlastni vektor matce A.
Matici A € R™ "™ s n linearné nezavislymi vlastnimi vektory lze zapsat ve tvaru

A=QAQ ",

kde Q € R™*"™ je matice, kterd vznikne zapsanim n normalizovanych vlastnich vektorii postupné do
sloupci a matice A € R™*" je diagonalni a na jeji diagonéle jsou postupné vlastni ¢isla matice A.
Tomuto zapisu se fika vlastni rozklad matice A. Matice, které 1ze takto rozlozit nazyvame diagonizo-
vatelné, nékteré diagonalizovat nejdou.

Priklad 11. Spocitejte vlastni rozklad matic
10 10
A= [1 3} 2B = [1 1].

Resend. Z definice spocteme vlastni isla a vektory

o A:
1-x 0
det(A—)\I)_‘ . 3_)\‘_(1—)\)(3—/\) = re{1,3}
L _ [o o] o [-2 w1 -2
R I A R I e 1
oA e -2 0], _ o v o
L i e e el
tedy
=2 9 =5
e =[3 ] Y [F
5 7 1
O
e B:
1-A 0
det(B—)\I):’ ) 1_/\’:(1—A)2:>)\1:)\2:1

0= (A—A)¥ = {(1) 8% = 9= mp

vidime, ze k dvojndsobnému vlastnimu ¢islu A = 1 lze v naSem piipadé sestavit pouze jeden
vlastni vektor v = [01] . Chybi ndm druhy vlastni vektor k sestaveni matice Q. Matice A neni
diagonalizovatelna.
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Co jsou vlastni ¢isla a vektory matice A™7

Resend. 7 defininice
Av =)Xv = A'v =A""1Av = A" I\v = AA" Ly = AATT2AY = AZA 2y = Ay,

coz lze shrnout do zavéru, ze s mocninou A se vlastni vektory neméni, vlastni ¢isla se méni s mocninou.
O

Dale se zabyvejme nékterymi vlastnostmi vlastniho rozkladu

e Charakteristicky polynom

Pro matici A € R™*" je determinant |A — M| je polynomem n—tého fadu proménné A. Tento
polynom nazyvame charakteristicky polynom. Dle zékladni véty algebry jej lze rozvést ve tvaru
soucinu kofenovych ¢initeli

A=A = =)A= A =N+ O A"+ [ M (14)

e Invariantnost vzhledem k podobnosti matic
Pokud je (A, v) vlastni dvojice matice A, tedy Av = Av. Pro jakoukoli matici B podobnou matici
A, tedy B = TAT !, pak plati
BTv =TAT 'Tv = TAv = ATv.

Plati tedy, Ze podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Navic maji podobné matice také stejny
charakteristicky polynom, jelikoz

[TAT = — Al = [TAT L = ATT Y = [T(A = A) T = [T[JA= N[ [T~ = [A= Al

e Soucdin vlastnich ¢isel matice
Dosazenim A = 0 do charakteristického polynomu (14) dostaneme, Ze determinant A je roven
soucinu vlastnich ¢isel.

e Soucet vlastnich ¢isel matice
Charakteristicky polynom lze také s vyuzitim rozvoje determinantu podle fadku zapsat ve tvaru

n n

A=A =JJ(Ai = X) +pa-2(X) =5 o) + O Ai)(=N)"" + (=)™
i=1 i=1

Porovnanim koeficientii u (—\)"~! s rozvojem (14) plyne, ze > -, A = > i A

Déle se budeme zabyvat ptripadem, kdy je matice A redlna a symetrickd. V tomto piipadé sou vlastni
¢isla realnd, vlastni vektory piislusné vlastnim ¢&islim jsou ortogondlni a vlastni vektory pfislusné
vicenasobnému vlastnimu ¢islu lezi tvoii podprostor dimenze rovné této nésobnosti. Vlastni vektory
lze tedy zvolit ortonormalni a z vlastniho rozkladu matice se stane spektralni rozklad matice

A=QDQ".
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3.2 QR rozklad, transformac¢ni matice Householderovych zrcadleni

Necht A € R™*" je libovolna matice. Pak existuji ortonormalni matice Q € R”™*"™ a horni trojihelni-

kova matice R € R™*" takové, Ze
A=QR.

Probereme si jeden ze zpiisobu vypoctu QR rozkladu a to pomoci Householderovych transformacnich
matic
P=Il-2ww*, |w|=1,

které popisuji linedrni zobrazeni vektoru y na vektor
Py = (I —2ww*)y =y — 2w(w"y),

jez je jeho zrcadlovym obrazem, viz Obrazek 7. Toto zrcadleni je dano vektorem w, ktery je kolmy
k nadroviné, podle které se zrcadleni provadi. Nejprve si dokdzeme nékolik vlastnosti matice P.

Obrazek 7: Householderovo zrcadleni

e P je symetrick4, jelikoz P* = (I — 2ww*)" = I* — 2 (ww*)" = | = 2(W*)"w* = | — 2ww* = P,
=1
~ =
e P je ortogonalni (P! = P), jelikoz PP = (I — 2ww*) (I — 2ww?*) = | — dww* + dw w*ww* = |.

Polozme si otazku, jak ziskat rozklad matice A = QR. VySe jsme si ukazali jeden ze zpisobu jak
utvorit ortonormélni matici P. Souéin ortogonalnich matic P = P,, - - - PoP; je ortonormalni matice. Co
kdybychom volili matice P; tak, aby postupné pfevedli matici A na horni trojahelnikovou matici R?
Idealni by bylo, aby méla matice P1A v prvnim sloupci nuly pod hlavni diagonalou, matice P2P1A by
méla nuly pod diagondlou v prvnim a druhém sloupci, a tak dale. Zbyva se piesvédcit, zdali lze pro
matici A nalézt takovy vektor w, aby odpovidal zrcadleni, které prevede prvni sloupec x = s1(A) matice
A na vektor ||x||le; rovnobézny s e;. Tento geometricky tkol jsme si ale jiz nastinili na Obrazku 7, kde
u
Px=|x|let=x—u, u=x-Px, w=—.
[[af
Takto lze provést QR rozklad matice A, existuji vSak také efektivnéjsi metody. Télo QR faktorizace
pomoci Householderovych transformaci je uvedeno v Kédu 10 a testovano souborem 9.
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3.3 Singularni rozklad (SVD), transformaéni matice Givensovych rotaci
Necht A € R™*™ je libovolna matice. Pak existuji ortonormalni matice U € R™*™ a V € R"*™ a
diagonalni matice S € R™*" na jejiz diagonale jsou vlastni ¢isla matice

VA*A prom >n

VAA* prom <n

takove, ze
A=USV'.

Tomuto rozkladu fikdme singularni rozklad. Cisla na diagonale matice S se nazyvaji singularni ¢isla
matice A.

e standadni verze (full SVD)
A =1U SV’

mxXn mxXmmXnnxXn
v MatLabu: [U,S,V]=svd(A)
e redukovana verze (reduced SVD)
u S v» m>n
A — mxXnnXnnxn
mxn u S v m<n

mXmmXmmXn
v MatLabu: [U,S,V]=svd(A,’econ’)
e pro fidké matice v Matlabu (aproximace hodnosti ¢): [U,S,V]=svds(A,q)

e Aproximace matice matici niz§i hodnosti (low rank approximation). Necht hA(A) = r pak

T T
A= E Ai = E UiuiV:
i=1 i=1

Zkracenim této sumy z r na ¢ ¢lentu dostaneme matici

q
Aq = Z O'l'uiV:
i=1
pro kterou plati

m n
E E 2
aij

i=1 j=1

HA—&

‘zzqurl kde [[M]|2 < = (Ml

Priklad 12. Spocitejte singularni rozklad matice

SEE |

Resend. Z definice spocteme vlastni isla a vektory
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e A: Chceme najit vektory vi, vy € R? a uy,u; € R? a kladna ¢isla o1 a o9 takova, ze Av; = o;u;,
tedy
AV =US & A=USV"~

Misto hledéani trojice U, S, V budeme hledat pouze dvojici S, V:
ATA=VSTUTUSVT =VS2VT = Vdiag(c?,02)V'

Tedy
A [4 =314 4 [25 7
A A__4 3] -3 3]_[7 25}
PSED U G 5 2 N
0_‘ . 25_)\‘_(25—)\) —49 = X? — 50\ — 576 = (\ — 32)(\ — 18)
26-32 7 | _[-7 7 _ o _ 1N
7 25-32" |7 -7 T 'T Al
25-18 7 _[r7 o 1[1
T 25-18] |7 7 SNV E RS

01:\//\_1:\/3_2:4\/5
oo = /A = V18 = 32

e[ Y[ ol
SREE I A ORTED
V2 V2

R 1

Jiny zpusob: Vypocitame spektralni rozklad symetrické matice

0 O 4 4
0O M| |0 0 -3 3
M* 0| |4 =3 0 0
4 3 0 0
0— A\ 0 4 4
|0 0—-Xx =3 3 4 9 2 2
0= 4 3 0-—2 0 = A" =50\ + 576 = (\* — 32)(\° — 18)
4 3 0 0—AX
zkracené
oG 0
1 1
)\124\/5, V| = = 0 s )\2:3\/57 V2 =5 \/5
211 2 |—1
._1 —1
5 T 0
1 1 |-
A3 =—4V2, vy =~ (1) 5 A= —3V2, Via=35 _12
1 1
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M* 0

L —
o
<

| I

|
NS
|

oo
|
SO

o O w ok
| S —
|

V2 -2 0 4/2 0 0 0 V2 0 1 1
_11o 0 —V2[ |0 3/2 0 0 |10 V2 -11
201 -1 1 -1 0 0 —42 0 21-v2 0 1 1

1 1 1 1 0 0 0 -3v2 0 —=v2 -1 1

O

Jak spocist SVD rozklad? Existuje cela Fada pfibliznych metod. Zde si uvedeme (vypoctové velmi
nakladny) postup pomoci Householderovych transformaci a Givensovych rotaci.

Listing 9: matrix _factorization test.m
n = 10; m = 8;
% QR test
A = rand(m,n);
[R,Q] = householder (A,’qr’);
disp(num2str (norm(A-Q*R)/norm(A)));
% tridiagonalization test
A = rand(n); A = (A+A’)/2;
[T,P] = householder (A,’tridiag?’);
disp(num2str (norm(A-P*T*P’)/norm(A)));
% SVD test
A = rand(m,n);
[T,P1,P2] = householder (A,’bidiag’);
disp(num2str (norm(A-P1*T*P2)/norm(A)));

Listing 10: householder.m
function [A,P,P2] = householder (A,type)

m = size(A,1); n = size(A,2); mn = min([m nl);

P = eye(m);

P2 = [1;

if nargin<2, type=’qr’; end % type ... {’qr’,’tridiag’,’bidiag’}

switch type
case ’qr’
for iii=1:mn-1

x = zeros(m,1); normxe = zeros(m,1);

x(iii:end,1) = A(iii:end,iii);

normxe (iii,1) = norm(x);

u = X - normxe;

w = u/norm(u);

P_ = eye(m) -2xwx(w’); P = PxP_; A = P_xA;
end

case ’tridiag’
for iii=1:mn-1
alpha = -sign(A(iii+1,iii))*sqrt(sum(A(iii+l:end,iii)."2));
r = sqrt( (1/2)*alpha*x(alpha-A(iii+1,iii)) ); w = zeros(m,1);
w(iii+1) = (A(iii+t1 ,iii)-alpha)/(2*r);
w(iii+2:end) = (A(iii+2:end,iii) Y/ (2%r);
P_ = eye(m) -2*xwx(w’); P = PxP_; A = P_xAxP_;
end
case ’bidiag’
P2 = eye(n);
for iii=1:mn-1
% row operations
x = zeros(m,1); normxe = zeros(m,1);
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29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

40
41

zeros(n,1);

x(iii:end,1) = A(iii:end,iii); normxe (iii ,1) = norm(x);
u = X - normxe; w = u/norm(u);
P_ = eye(m) -2xwx(w’); P = PxP_; A = P_xA;
% column operations
alpha = -sign(A(iii,iii+1))*sqrt(sum(A(iii,iii+l:end)."2));
r = sqrt( (1/2)*alphax*(alpha-A(iii,iii+1)) ); w =
w(iii+1) = (A(iii,iii+1 )-alpha)/(2%r);
w(iii+2:end) = (A(iii,iii+2:end) Y/ (2x1);
P2_= eye(n) -2xwx(w’); P2=P2_%*P2; A = AxP2_;

end

otherwise
error (’householder (A,opt) opt: ’’qr’’ or ’’tridiag’’ or

end

29

»rbidiag???);



4 Kvadratické programovani

4.1 Opakovani z diferencidlniho poc¢tu funkci vice proménnych

Doporuc¢ujeme prostudovat [4]. M&jme f : R™ — R. Parcialni derivace funkce f podle proménné z; je

definovéana jako
fla+ he) ~ f(a)

(0z;f)(a) = lim

h—0 h
Gradient funkce f je definovan jako
O, [
Vi =| : |
8Inf
Priklad 13. Spocitejte gradient funkce f : R™ — R dané piedpisem
1
flx) = §XTAX —x'b,

kde A je symetrickd matice.

Resend. Spoctéme si nejdiive parcialni derivaci podle i-té proménné. Pro tento tcel rozepiseme f tak,
aby ¢-t4 proménna nebyla nikde v sumé

1 n n n
100 = 5 3N mnonsan =3 ity
k=11=1 k=1
=3 Z Z Thak T+ 5 Z«'Eiai,lxl t3 Z Thak,iTi + 5TiiiTi — Z Tpbr — :b;
k=11=1 =1 k=1 k=1
k#i 1#i I#i k#i k#i
pak zfejmé

1 n 1 n n
Oz, f(x) = B} Z Qi 1r; + B} Zak,ixk + a; iz — by = Z a; Ty — by = [Ax — b]i
=1 k=1 k=1
1£i ki
a tedy
Vf(x)=Ax—b.

4.2 Metoda sdruzenych gradienti

Inzenyrské problémy ¢asto vedou na tlohy minimalizace celkové energie systému. Energii systému zpra-
vidla lze popsat prave vicedimenzionalni kvadratickou funkei, tzv. kvadratického funkcionalu. Casto
tedy hledame FeSeni tlohy minimalizace kvadratického funkciondlu (matice A je pozitivné definitni).
Proberme si nejprve jednodussi variantu, kdy k minimalizaci nedodavame dalsi omezujici podminky.
Pro feSeni dlohy

* : _1 T T
x" = arg min f(x), f(x)—ix Ax—x'b

plati (jelikoz je f hladkéa funkce)
Vfx*)=Ax*-b=0 < x*=A""'b.
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Pottebujeme tedy fesit soustavu Ax* = b, naptiklad Gaussovou elimina¢ni metodou. Pokud je dimenze
matice A velkd, je provedeni Gaussovy eliminace vypocetné naro¢né. Uvedeme si metodu, ktera k vy-
poctu x* potiebuje pouze implementovanou funkci nasobeni matici A zleva. K tomu se ale dopracujeme
postupnymi kricky.

Pfipomefime si, Ze zobrazeni (u,v)a := u' Av je skalarni sou¢in. P¥edpokladejme, Ze mame orto-
gondalni bazi

(P1,--sPn);, i#J = (Pi,P))A=0, (PiPi)a >0

vzhledem k tomuto skalarnimu sou¢inu. Kdyz vyuzijeme zapisu libovolného vektoru x € R™ v této bazi
X = Y 1", &;Pi, lze minimiza¢ni tloha prevést na

=1 =1
1 n T n n T
= arg géR 5 ( 651pz> A Zdjpg - (Z &zpz> b
i=1,...,n i=1 j=1 =1

n
=arg min (—d?piTApi - dipfb) = arg min flapy) +---+ Inin f(anpn),
. 1 n

¢imz byl ptivodni minimizacni problém pieveden na n nezavislych jednodimenzionalnich kvadratickych
rovnic. Soufadnice FeSeni

n ~
: 7w T~ T . _ p/b
- ;afpi, 0= de:df =a;p;Api—p; b = a; = pl.TlApi
v bazi (p1,...,Pn) miZeme spocist paralelng, aviak pro kazdou soufadnici musime spocitat Ap;, tedy

nasobeni matici. Pro velka n je tedy dopocteni pfesného feSeni x* pfilis naro¢né. Omezme se na tlohu
nalezeni minima pouze na podmnoziné

Xy € S =A{x0+ap1+-- 4+ axpr} = %0 + (P1,..-,Pr) CR"
tedy

k

k

L e . ~

Xr = Xo + E aip; = arg min f(xo+ E a;pi)
i=1 Y1 GipieRn i=1

_ : Lo T s T s T
=arg min f(xo) + Z <§aipi Ap; + &;p; Axg — a;p; b

k
i=1,...,n i=1

k

) 1. -

=arg min (gafpiTAPi —ap; (b— AXO))
i=1,..,n i=1

= arg f(xo) + min fo(@1p1) + -+ min fo(Gxpr),
a1 €eR ap€eR
kde
1

1
fo(x) = EXTAX —x'(b—Axg) = ixTAx +x'g

a proto

_ P/ 8o
p; Ap;

la=as = &P Ap; —p, 80 = af =
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V8imnéme si, Zze minimum na .%; muzeme ziskat z minima na ./, pouze dofeSenim jednodimenzio-
nalni ulohy, protoze
L] . ) . ~
Fxk) = min f(x) = f(xi-1) + min fo(arpr)
k

xXES,
a muZeme se tedy pokusit generovat generovat posloupnost xj, kK = 1,... iterativné. ProtoZe chceme,
aby zde uvedené vzorce korespondovaly s literaturou, pfejdeme od koeficienti & k a = —a

.

Xt oupr. op = 80Pk _ 8p_1Pk

k — “k—1 ’ - -
PLAPL P/ APK

jelikoz lze upravit

=0
—

gl pr= (Ax}_; —b) pr=(A(x}_y — s 1pr1) —b) pr = (Ax]_» —b) pr — a1 p;_ Aps
T o T
= 8r—2Pk = " = 8o Pk-

Zatim jsme si nic nefikali o vektorech p;, které bychom také chtéli generovat iterativné. Mame vek-
tory pi,...,pr a chtéli bychom vygenerovat novy pgy1. Vzpomeneme-li si na Garmmiv—Schmidtuv
ortogonaliza¢ni proces (viz Piiklad 7), tak pokud méame

-
. Ahy,
hy ¢ (p1,...,Pk), pak Pry1 =hy + Buip1 + - + BrrPr, kde B = —pZT ;
b; Ap;
protoze
0= p, Api+1 = p; Ahy, + Biap; Ap1 + -+ + Brkp; Apk = p; Ahy + Bip; Ap;.
Takto bychom uchovavali v8echny vektory pi,...,pr, & potifebovali vypocist k skaldrnich soucinii.

Pokud ale budeme postupovat chytie, 1ze obé& tyto nevyhody eliminovat. Hledejme
X} € x0 + K, = (g0, Ago, ..., AF 1gp).
Ukazme si, Ze gradient g, = g(x}) v x} je kolmy k prostoru .74, tedy
p'gr=0 Vpe .

Jelikoz jsme x3, zavedli jako f(x}) = ming, 4. f(x) tak pro viechna d € J#, plati

(x} +ed) A(x} +ed) — (x} +ed) b

DN | =

S 0t) T AxE — (xh) b = f(xh) < (x} + ed) =

f
Lo\ T . e T T A<® o\ T T

§(xk) Axk—i-?d Ad +ed ' Ax; — (x3) b—ed'b
f

2
(x2) + %dTAd +ed’ (AxS — b)
———
8k

Podivejme se na ¢len ¢ (%dTAd + dTgk), ktery nesmi byt zaporny. Pro pevné d € %}, jsou d"Ad > 0
a d g redlna ¢isla. Pokud je ¢islo d " gy, nenulové, pak volbou

dT
€= —de\Z dostavame e (ngAd+) =

(d7gk)”

“oaad <0

coZ nelze (v x§ je minimum). Nutné tedy d ' gy = 0 pro viechny d € %,
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Pokud g # 0, pak gr ¢ % a jelikoz gr € Hj41 je idedlnim kandidatem pro hy. Navic je g
A-kolmy k 7,1

PEH—1 = q=ApEH} = 0=q ' gr=p Agr = g La .

tedy
_PrAgk
P} Apk

Pi+1 = 8k + BkPr, Bk =
Nyni jesté uvedeme nékolik zjednodusujicich pfepist
gh_1Pk = 8h_1(8k—1 + Br—1Pr—1) = ||@k—11” + Br—1 8r_1Pr—1 = ||gr—1]>
——
=0

X = X;_l — OLPE = AXE —b= AX;—I —b-— OzkApk = Apk = grk—1— gk)

a_k(
argl Apk = g/ (gk-1 — gk) = —|lgxl|>, protoze g1 € A, gp L i

1 §
axpy, Api = Oékkaa_k(gkfl — k) = Pj 8k—1 — Pi &k = ||gk—1]|?, Dprotoze pi € #.

Nyni jiz miuzeme zapsat algoritmus metody sdruzenych gradientii.
e 7 pocatecni inicializace xg spoCteme gg a polozime pg = go.

e Jestlize znadme x5 1 a gr_1 spofteme

Cgapk lgka?

"~ piAP: P/ Ap:

X = Xg—1 — QgPL, Ok

gL = 8r—1 — APk
TA 2
_PpAsk gkl
plAP:  |lgk-1l?

Pk+1 = 8k + BkPr,  Br =

Zdrojovy kéd 11 metody sdruzenych gradientu otestujeme na 2 x 2 pitkladu, viz 12.

Listing 11: cg_method.m

1 function x = cg_method( A, b, x0, tol)
2 % x = cg_method( A, b, x0, tol)

3 % initialization

4 x = x0; g = Axx-b; P =8; old_g_norm = norm(g);
5 while old_g_norm > tol

6 Ap = Axp;

7 alpha = old_g_norm~2/(p’*Ap);

8 X = x - alpha*p;

9 g = g - alpha*Ap;

10 beta = (norm(g)~2)/(old_g_norm~2);
11 p = g + betaxp;

12 old_g_norm = norm(g);

13 end

Listing 12: cg_test.m

1 A =[5 2;2 5]; b = [-5 19]7;
2 x_dir = A\b;
3 x_cg = cg_method(A,b,0*%b,1e-16);
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4.3 Dualita v QP
Méjme tlohu

1
mig fx), fx)= §XTAX ~b'x, Q={x|Bx<c; A Bpx=cg}
x€E

Regeni X této tlohy musi spliiovat
AX—b+B'A=0
X €, tedy BiXxX—c; <0 A BgX—cg=0

AT By
MU

AMB(E-c)=0
Gradient f je
g(x) =Vf(x) =Ax-b
Lagrangian
ZL(x,\) = f(x) + A (Bx —c)

ViZ(x,A) =Vf(x) +B"A=Ax —b+B")\

ViZ(x,\) =Bx—c
Sedlobodova tloha: najdi (X,\) € R® x ¥

ZL(X,\) < LX) < ZL(x,))

Podminky sedlového bodu

4.3.1 Dualita pro rovnostni omezeni
Meéjme tlohu

1
Inisr% fx), fx)= ixTAX -b'x, Qp={x|Bx=c}
xE

tedy sedlobodovou ulohu najdi (X, \) € R™ x R™

p)
_ 1
LX) < LE N < L(xN), kde L(x,)\) = 5xTAx ~b'x+ A" (Bx—c)

<
Pro fixni A dopocteme x(\) = A~ (b - BT;\).
Oznacme si funkci

o) = ){Iellﬁg}l Z(x,\) = Z(x(N\),\) =

1
2
1 1
=5ATBATIBIA+AT (BAT'b —c) - 5bTATID
tuto funkei minimalizujeme na R™, tedy

0=VO\)=BA'B"X— (c—BA'b)

34
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4.3.2 Dualita pro nerovnostni omezeni

dsfsd

4.4 Rozsifreny Lagrangian

Vezmeéme si problém

o1
x* =arg min —x'Ax —x'b
Bx=c 2
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