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1 P°ipomenutí n¥kterýh kapitol z lineární algebry

1.1 Vektorové prostory

�tve°ii (V , F,⊕,⊙), kde V je mnoºina, F je t¥leso [lépe °e£eno (F,+, ·) je t¥leso℄ a ⊕, ⊙ jsou operae

⊕ : V × V 7→ V , ⊙ : F × V 7→ V nazveme pojmem vektorový prostor, práv¥ tehdy kdyº: (V ,⊕) je
komutativní grupa [vlastnosti (1)�(4)℄ a jsou spln¥ny vlastnosti (5)�(8). Tedy p°ehledn¥

Asoiativita: (∀u,v,w ∈ V) : (u⊕ v)⊕w = u⊕ (v ⊕w) (1)

Nulový prvek: (∃o ∈ V)(∀u ∈ V) : u⊕ o = o⊕ u = u (2)

Opa£ný prvek: (∀u ∈ V)(∃(−u) ∈ V) : u⊕ (−u) = o (3)

Komutativita: (∀u,v ∈ V) : u⊕ v = v ⊕ u (4)

Distributivita k ⊕ : (∀α ∈ F )(∀u,v ∈ V) : α⊙ (u⊕ v) = (α⊙ u)⊕ (α⊙ v) (5)

Distributivita k + : (∀α, β ∈ F )(∀u ∈ V) : (α+ β)⊙ u = (α⊙ u)⊕ (β ⊙ u) (6)

Kompatibilita ⊙ a · : (∀α, β ∈ F )(∀u ∈ V) : α⊙ (β � u) = (α · β)⊙ u (7)

Násobení jedni£kou F : (∀u ∈ V) : 1⊙ u = u (8)

kde 1 ∈ F je v t¥lese F identitou vzhledem k násobení, tedy (∀α ∈ F ): 1 · α = α.
M¥jme podmnoºinu W ⊂ V a restrike ⊕|W , ⊙|W operaí ⊕, ⊙ na W . Pokud je (W , F,⊕|W ,⊙|W )

vektorovým prostorem, nazýváme ji pojmem podprostor vektorového prostotu V . Posta£ujíí podmín-

kou, aby W byl podprostorem vektorového prostoru V je uzav°enost operaí na W

(∀u,v ∈ W) : u⊕|W v ∈ W
(∀α ∈ R)(∀u,v ∈ W) : α⊙|W v ∈ W .
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P°íklad 1. Dokaºte (4) a (5) pro

a) (R2×2,R,⊕R2×2 ,⊙R2×2)

[
a b
d c

]

⊕R2×2

[
e f
g h

]

=

[
a+ e b+ f
d+ g c+ h

]

α⊙R2×2

[
a b
d c

]

=

[
αa αb
αd αc

]

b) (P3,R,⊕P3 ,⊙P3)

(a+ bx+ cx2)⊕P3 (d+ ex+ fx2) = (a+ d) + (b + c)x+ (c+ f)x2

α⊙P3 (a+ bx+ cx2) = (αa+ αbx+ αcx2)

�esení.

a) (∀α ∈ R)(∀u,v ∈ R2×2):

u =

[
a b
c d

]

, v =

[
e f
g h

]

u⊕R2×2 v =

[
a b
c d

]

⊕R2×2

[
e f
g h

]

=

[
a+ e b+ f
c+ g d+ h

]

=

=

[
e+ a f + b
g + c h+ d

]

=

[
e f
g h

]

⊕R2×2

[
a b
c d

]

= v ⊕R2×2 u

α⊙R2×2 (u⊕R2×2 v) = α⊙R2×2

([
a b
c d

]

⊕R2×2

[
e f
g h

])

= α⊙R2×2

[
a+ e b+ f
c+ g d+ h

]

=

=

[
α(a+ e) α(b + f)
α(c+ g) α(d+ h)

]

=

[
αa+ αe αb+ αf
αc+ αg αd+ αh

]

=

[
αa αb
αc αd

]

⊕R2×2

[
αe αf
αg αh

]

=

=

(

α⊙R2×2

[
a b
c d

])

⊕R2×2

(

α⊙R2×2

[
e f
g h

])

= (α⊙R2×2 u)⊕R2×2 (α⊙R2×2 v)

b) (∀α ∈ R)(∀u,v ∈ P3):

u = (a+ bx+ cx2), v = (d+ ex+ fx2)

u⊕P3 v = (a+ bx+ cx2)⊕P3 (d+ ex+ fx2) = (a+ d) + (b+ e)x+ (c+ f)x2 =

(d+ a) + (e+ b)x+ (f + c)x2 = (d+ ex+ fx2)⊕P3 (a+ bx+ cx2) = v ⊕P3 u

α⊙P3 (u⊕P3 v) = α⊙P3

(
(a+ bx+ cx2)⊕P3 (d+ ex+ fx2)

)
=

= α⊙P3

(
(a+ d) + (b + e)x+ (c+ f)x2

)
=

= α(a+ d) + α(b + e)x+ α(c+ f)x2 = (αa+ αd) + (αb + αe)x + (αc+ αf)x2 =

=
(
αa+ αbx+ αcx2

)
+
(
αd+ αex+ αfx2

)
=

=
(
α⊙P3 (a+ bx+ cx2)

)
⊕P3

(
α⊙P3 (d+ ex+ fx2)

)
= (α⊙P3 u)⊕P3 (α ⊙P3 v)
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P°íklad 2. M¥jme vektorový prostor (R → R,R,⊕R→R,⊙R→R) v²eh reálnýh funkí, kde

R → R = {f : R → R}
(
∀f, g ∈ R → R

)(
∀x ∈ R

)
: (f ⊕R→R g) (x) = f(x) + g(x)

(
∀α ∈ R

)(
∀f ∈ R → R

)(
∀x ∈ R

)
: (α⊙R→R f) (x) = αf(x).

Ur£ete (a své tvrzení obhajte), které z mnoºin # ∈ {U ,V ,W} ⊂ R → R

U = C1(R,R) = {f : R → R| (∀x ∈ R) : f ′(x) <∞}
U = {f : R → R| (∀x ∈ R) : f(2016) = 1}
W = {f : R → R| (∀x ∈ R) : f(x) = c ∈ Z}

spolu s restrikí operaí z C1(R,R) na # tvo°í podprostor vektorového prostoru C1(R,R).

�esení. Je pot°eba prokázat uzav°enost operaí s£ítání vektor· a násobení skalárem.

a)

(
U = C1(R,R),R,⊕|U ,⊙|U

)
je podprostor vektorového prostoru (R → R,R,⊕R→R,⊙R→R) jelikoº

f, g ∈ U ⇒ (∀x ∈ R) :
(
f ⊕|U g

)′
(x) = f ′(x) + g′(x) <∞ ⇒ f ⊕|U g ∈ U

α ∈ R, f ∈ U ⇒ (∀x ∈ R) :
(
α⊙|U f

)′
(x) = αf ′(x) <∞ ⇒ α⊙|U f ∈ U .

b)

(
V ,R,⊕|V ,⊙|V

)
není vektorový prostor, jelikoº nap°íklad dokone (∀f, g ∈ V) :

(
f ⊕|V g

)
(2016) = f(2016) + g(2016) = 1 + 1 = 2 ⇒ f ⊕|V g /∈ V .

Podobn¥ není uzav°ené nap°íklad násobení skalárem α 6= 1. V²imn¥me si, ºe nulová funke

0R→R ≡ 0 z axiomu 2 vektorového prostoru R → R není prvkem V . Podprostor vektorového

prostoru vºdy musí obsahovat nulový prvek p·vodního prostoru.

)

(
W ,R,⊕|W ,⊙|W

)
není vektorový prostor, jelikoº pro nap°íklad pro α = 1

2 , f ≡ 1 je

(∀x ∈ R) :
(
α⊙|W f

)
(x) =

1

2
· 1 =

1

2
/∈ Z ⇒ α⊙|W f ≡ 1

2
/∈ W .

V²imn¥me si, ºe operae ⊕|W uzav°ená je

(∀f, g ∈ W) : (∀x ∈ R) :
(
f ⊕|W g

)
(x) = f(x)+g(x) = cf+cg = cf⊕|W

g ∈ Z, tedy f⊕|W g ∈ W .
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1.2 Báze

Uspo°ádanou mnoºinu F = (f1, . . . , fn), vektor· vektorového prostoru V nezveme pojmem báze vek-

torového prostoru V , jestliºe je lineárn¥ nezávislá a její lineární obal je elý prostor V , tedy 〈F〉 = V .
Sou°adnie [u]F vektoru u ∈ V vzhledem k bázi F vektorového prostoru V je vektor koe�ient· lineární

kombinae Rn ∋ [u]F : u = ([u]F )1 f1 + · · ·+ ([u]F)n fn.

P°íklad 3. M¥jme n¥kolik reálnýh spojitýh funkí f# ∈ C(〈0, 1〉,R), # ∈ {a, b, c}, zadanýh p°ed-

pisy

fa(x) = sin(2πx), fb(x) =

{

sin(2πx) x ∈ 〈0, 12 )
0 x ∈ (12 , 1〉

, fc(x) = 2−x

a zobrazenýh na Obrázku 1. Cheme tyto funke reprezentovat na po£íta£i, oº nelze ud¥lat pro obené

0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

 

 

PSfrag replaements

fa(x)
fb(x)

fc(x)

Obrázek 1: Funke z P°íkladu 3.

funke p°esn¥, jelikoº prostor C(〈0, 1〉,R) má nekone£nou dimenzi. Zkusme to nep°esn¥. Interval (0, 1)
rozd¥líme na 2n dílk· (pro£, to uvidíme pozd¥ji) a dostaneme rovnom¥rn¥ navzorkování intervalu (0, 1)
body xj , j ∈ 1, . . . , 2n + 1,

x1 = 0, x2 = 2−n, . . . , xj = (j − 1) · 2−n, . . . , x2n+1 = 1.

Hodnoty zadanýh funkí v t¥hto bodeh ozna£íme f#,j. Funke f# nahradíme funkemi f̃# ∈ V ⊂
C(〈0, 1〉,R), kde funke z prostoru V jsou po £ásteh lineární na intervaleh

Ij = 〈xj , xj+1〉, j ∈ {1, . . . , 2n} a f#(xk) = f̃#(xk), k ∈ {1, . . . , 2n + 1}, # ∈ {a, b, c}.

a) Ur£ete v jaké bázi S prostoru V jsou platí pro sou°adnie

[f̃#]S =






f̃#(x1)
.

.

.

f̃#(x2n+1)




 .

b) Rekurzivn¥ de�nujme jinou bázi E , viz obrázek 2. Ur£ete sou°adnie funkí f̃# v této nové bázi

a prove¤te tzv prahování, kdy v²ehny sou°adnie men²í neº ε = 10−2 zanedbejte.
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PSfrag replaements

level 0, funkí: 2

level 1, funkí: 1 = 20

level 2, funkí: 2 = 21

level 3, funkí: 4 = 22

level 4, funkí: 8 = 23

Obrázek 2: Hierarhiká báze na intervalu 〈0, 1〉, první £ty°i úrovn¥.

Listing 1: generate_1d_hierarhial_basis.m

1 funtion B = generate_1d_hierarhial_basis (n)

2 % generates the hierarhial basis on interval (0,1) of order n

3 % the basis is returned in olumns of B that ontains

4 % "dofs" funtions b_{1} ... b_{dofs}

5 % eah funtion is given by values in points x

6 dofs = 1+2^n; % B ontains "dofs" funtions

7 x = (0: dofs -1) /(dofs -1) ; %

8 B = zeros (dofs);

9 B(:,1) = x;

10 B(:,2) = 1-x;

11 ount = 3;

12 for i = 1:n

13 % for remaining levels

14 xa = 0 :2^(n-i+1) :2^n -2^(n-i+1);

15 xb = 2^(n-i+1) :2^(n-i+1) :2^n;

16 x = 0.5*( xa+xb);

17 for j = 1: size(xa ,2);

18 B(xa(j)+1: x(j)+1, ount ) = (0: x(j)-xa(j)) '/( x(j)-xa(j));

19 B(x(j)+1: xb(j)+1, ount ) = 1-(0: xb(j)-x(j)) '/( xb(j)-x(j));

20 ount = ount +1;

21 end

22 end

�esení. Zdrojové kódy k tomuto p°íkladu jsou uvedeny v 1 a 2.

a) Báze S je zobrazena na obrázku 3. Jedná se o po £ásteh lineární spojité funke ϕj , které mají

ve vzorkovaím bod¥ xj hodnotu 1, a v ostatníh vzorkovaíh bodeh hodnotu 0. Je z°ejmé, ºe

sou°adnie v této bázi jsou p°ímo funk£ní hodnoty f#(xk) a lze je tak ztotoºnit s grafy funkí

na Obrázku 1.

b) �e²ení tohoto úkolu je uvedeno ve zdrojovém kódu 2. Nejd°íve se spustí generování hodnot bá-

zovýh funkí ψj(xi) ve vzorkovaíh bodeh a uloºí se do matie B ∈ R(2n+1)×(2n+1)
, tedy
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Obrázek 3: Standardní báze na intervalu 〈0, 1〉.

[B]i,j = ψj(xi). Funk£ní hodnoty zadanýh funkí ve vzorkovaíh bodeh uloºíme do matie

Y ∈ R(2n+1)×3
, podrobn¥ji [C]i,j = f̃j(xi).

Potom spo£ítáme sou°adnie v bázi E = (ψ1, . . . , ψ2n+1), které uloºíme po sloupíh do ma-

tie C ∈ R(2n+1)×(2n+1)

[f̃a]E = [C]:,1, [fb]E = [C]:,2, [fc]E = [C]:,3.

Nap°íklad pro první sloupe matie C pak musí platit

f̃a =

2n+1∑

i=1

[C]i,1ψi ⇒ [Y]:,1 =

2n+1∑

i=1

[C]i,1[B]:,i =

2n+1∑

k=1

[B]:,k[C]k,1 = B · [C]:,1,

a analogiky to bude pro ostatní sloupe matie C. Tedy Y = BC, C = B−1Y. Podotkn¥me, ºe

pro výpo£et matie C není nutné (a ani vhodné, pro£?) spo£ítat matii B−1. Absolutní hodnoty
získanýh sou°adni jsou zobrazeny na Obrázku 4. V²imneme si, ºe podstatná v¥t²ina z nih je

velmi malá. Co se stane, kdyº v²ehny men²í neº ε znulujeme? Zkopírujeme matii C do matie

D a následn¥ v D provedeme prahování hodnot na ε. Tímto proesem

f̂a =

2n+1∑

i=1

[D]i,1ψi

(a analogiky) obdrºíme funke f̂#, které jsou zobrazeny na Obrázku 5 (vlevo) a rozdíly (hyba,

kterou se dopou²tíme prahováním sou°adni) f# − f̂# je zobrazena na Obrázku 5 (vpravo).

Je²t¥ uvedeme, jak se prahování projeví na po£tu nenulovýh koe�ient·, oº je uvedeno v Ta-

bule 1.

# a b c
f# 1024 511 1025

f̂# 26 13 4

Tabulka 1: Po£ty nenulovýh koe�ient· po prahování, P°íklad 3.
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PSfrag replaements |[f̃a]E |
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Obrázek 4: Absolutní hodnoty sou°adni v hierarhiké bázi, P°íklad 3.
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PSfrag replaements

f̂a
f̂b
f̂c
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PSfrag replaements

fa − f̂a
fb − f̂b
fc − f̂c

Obrázek 5: Fukne po prahování sou°adni, P°íklad 3.

Listing 2: hierarhial_basis_test.m

1 n = 10; % level

2 B = generate_1d_hierarhial_basis (n); % hierarhial basis

3 m = size(B,1); z=1: m; % dofs

4 x = (0:m-1) /(m-1) ; % interval (0,1)

5 e = 1e -2; % epsilon

6 f = �(x) [... % test funtions

7 sin (2* pi*x);...

8 sin (2* pi*x).*(x <0.5) ;...

9 2.^(- x)

10 ℄;

11 Y = f(x)'; figure (1); hold on;

12 plot(x, Y(:,1) ,'-k'); plot(x, Y(:,2) ,'-r'); plot(x, Y(:,3) ,'-b');

13 C = B\Y; figure (2); hold on;

14 plot(x, B*C(:,1) ,'-k'); plot(x, B*C(:,2) ,'-r'); plot(x, B*C(:,3) ,'-b');

15 figure (3); hold on;

16 plot(z, C(:,1) ,'-k'); plot(z, C(:,2) ,'-r'); plot(z, C(:,3) ,'-b');

17 figure (4); hold on;

18 plot(z,abs (C(:,1)),'-k'); plot(z,abs (C(:,2)),'-r'); plot(z,abs (C(:,3)),'-b');

19 set (ga ,'YSale ','log ');

20 D = C; D(abs (D)<e) = 0; figure (5) ; hold on;

21 plot(x, B*D(:,1) ,'-k'); plot(x, B*D(:,2) ,'-r'); plot(x, B*D(:,3) ,'-b');

22 fprintf (1,['Nonzero valued oordinates (hierarhial); ' ,...

23 'f1: %4i, f2: %4i, f3: %4i\n'℄,nnz (C(:,1)), nnz (C(:,2)), nnz (C(:,3)));

24 fprintf (1,['Nonzero valued oordinates (treshold h.); ' ,...

25 'f1: %4i, f2: %4i, f3: %4i\n'℄,nnz (D(:,1)), nnz (D(:,2)), nnz (D(:,3)));
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1.3 Lineární zobrazení

Zobrazení A : U → V nazveme lineární (zapisujeme A ∈ L (U ,V)) práv¥ tehdy, kdyº

(∀u,v ∈ U) : A(u)⊕V A(v) = A(u⊕U v) (9)

(∀α ∈ R)(∀u ∈ U) : α⊙V A(u) = A(α ⊙U u). (10)

Neh´ vektorové prostory U a V mají báze E = (e1, . . . , em) a F = (f1, . . . , fn). Matie lineárního

zobrazení A ∈ L (U ,V) vzhledem k bázím E a F je matie

Rn×m ∋ AE,F
ozn.≡ AF←E =

[
[A(e1)]F · · · [A(e1)]F

]
.

Platí pro ni [A(u)]F = AF←E [u]E . P°ipomínáme, ºe v tomto textu budeme ozna£ovat matii p°ehodu

AF←E místo obvyklého AE,F .

P°íklad 4. M¥jme n bod· v R3
(nap°íklad sou°adnie bod· n¥jakého STL modelu). Jak se zm¥ní

tyto sou°adnie p°i rotai postupn¥ o úhly (α, β, γ) = (10◦, 15◦, 20◦) vzhledem k osám (x, y, z)?

�esení. Výslednou rotaiRα,β,γ ∈ L (R3,R3) dostaneme postupnou rotaí (zobrazeníRx,α, Ry,β, Rz,γ ∈
L (R3,R3)) podél jednotlivýh os, tedy Rα,β,γ = Rx,α ◦Ry,β ◦Rz,γ , kde

[Rx,α]S,S =

[
1 0 0
0 cos(α) − sin(α)
0 sin(α) cos(α)

]

, [Ry,β]S,S =

[
cos(β) 0 sin(β)
0 1 0

− sin(β) 0 cos(β)

]

, [Rz,γ ]S,S =

[
cos(β) − sin(β) 0
sin(β) cos(β) 0

0 0 1

]

.

Zdrojové kódy k tomuto p°íkladu jsou uvedeny v Kódeh ?? a ??. Jako p°íklad pouºití si na£teme ASCII

STL soubor, obsahujíí povrhovou sí´ modelu ko£ky, funkí read_stl, která vraí body P (matie

np × 3). Povrhovou sí´ zobrazíme pomoí funke path, viz Obrázek 6 (vlevo). Rotované sou°adnie

Pr získáme pomoí matie R, oº je vlastn¥ matie lineární transformae Rα,β,γ ∈ L (R3,R3) vzhledem
ke standardní bázi S, to jest R = [Rα,β,γ]S,S . Proto

P⊤r = RP⊤ ⇒ Pr = PR⊤.

Na Obrázku 6 vpravo je zobrazena povrhová sí´ po rotai.

Obrázek 6: Data z STL souboru vlevo originální, vpravo po rotai, P°íklad 4.
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Listing 3: read_stl.m

1 funtion [p,e,n℄ = read_stl (filename )

2 % reads STL asii file

3 % outs: p ... points

4 % e ... triangles

5 % n ... outer normals to triangles

6 fid = fopen(filename ,'r');

7 if fid

8 % read stl file

9 textsan (fid ,'%s',1,'delimiter ','\n');

10 ts=textsan (fid ,['faet normal %f %f %f\n','outer loop\n' ,...

11 'vertex %f %f %f\n','vertex %f %f %f\n','vertex %f %f %f\n' ,...

12 'endloop \n','endfaet '℄);

13 n = [ts{ 1} ts{ 2} ts{ 3}℄;

14 p = [ts{ 4} ts{ 5} ts{ 6}; ts{ 7} ts{ 8} ts{ 9}; ts{10} ts {11} ts {12}℄;

15 m = size(n, 1);

16 e = [1: m; m+1:2* m; 2*m+1:3*m℄;

17 end

Listing 4: rotation_test.m

1 [p,e,n℄ = read_stl ('../ data_files /Mesh.stl ');

2 al = 10* pi /180;

3 be = 15* pi /180;

4 ga = 20* pi /180;

5 R2d = �(xx) [os (xx) -sin (xx); sin (xx) os (xx)℄;

6 Rx = eye (3) ; Rx([2 3℄,[2 3℄) = R2d (al);

7 Ry = eye (3) ; Ry([1 3℄,[1 3℄) = R2d (be)';

8 Rz = eye (3) ; Rz([1 2℄,[1 2℄) = R2d (ga);

9 Rt = eye (3) ; Rt([2 3℄,[2 3℄) = R2d (90*pi /180);

10 R = Rx*Ry*Rz; p = p*Rt;

11 pr = p*R';

12 figure (1); path ('Faes ',e','Verties ',p ,'FaeColor ','b');

13 figure (2); path ('Faes ',e','Verties ',pr,'FaeColor ','r');

D·leºitou lineární transformaí je zm¥na sou°adni p°i zm¥n¥ báze. M¥jme dv¥ báze E , F vek-

torového prostoru V . Pro kaºdý vektor v ∈ V umíme ur£it sou°adnie [v]E , [v]F v t¥hto bázíh.

Ukaºme, ºe zobrazení PF←E p°i°azujíí sou°adniím v bázi E p°íslu²né sou°adnie v bázi F je line-

ární, tj. PF←E ∈ L (Rn,Rn), n = dim V , naví umíme spo£íst matii tohoto lineárního zobrazení

PF←E ∈ Rn×n
, pomoí které pak snadno p°evádíme sou°adnie

[v]F = PF←E [v]E , [v]E = PE←F [v]F ⇒ P
−1
F←E = PE←F .

Skute£n¥ pro sou°adnie platí

v =

n∑

i=1

[v]F ,ifi =

n∑

i=1

[v]E,iei .

Tuto rovnost mezi vektory ve V vyjád°íme v sou°adniíh n¥které z bází, nap°íklad F (vekory si jsou

vekory standardní báze prostoru Rn
) a

[v]F =

n∑

i=1

[v]F ,i

si
︷︸︸︷

[fi]F =

n∑

i=1

[v]E,i[ei]F =
[
[e1]F . . . [en]F

]






[v]E,1
.

.

.

[v]E,n




 = PF←E [v]E .

Dostali jsme vztah pro tzv. matii p°ehodu od sou°adni v bázi E k sou°adniím v bázi F

PF←E =
[
[e1]F . . . [en]F

]
.
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P°íklad 5. M¥jme vektorový prostor (R2×2,R,⊕R2×2 ,⊙R2×2), báze E , F , dále lineární zobrazení A :
R2×2 → R2×2

a bilineární formu B : R2×2 × R2×2 → R

E =

([
−1 1
1 1

]

,

[
1 −1
1 1

]

,

[
1 1

−1 1

]

,

[
1 1
1 −1

])

F =

([
1 2
3 4

]

,

[
4 1
2 3

]

,

[
3 4
1 2

]

,

[
2 3
4 1

])

A(u) =

[
8 6
4 2

]

u

B(u,v) =
[
[u]1,1 [u]1,2 [u]1,2 [u]2,2

]







11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44













[v]1,1
[v]1,2
[v]2,1
[v]2,2






.

Ur£ete

a) matii p°ehodu PE←F od sou°adni v bázi E k sou°adniím v bázi F ,

b) matii AF←E lineárního zobrazení A vzhledem k bázím E a F ,

) matii BE,F bilineární formy B vzhledem k bázím E a F .

�esení.

a) Uvedeme si dva zp·soby, jak PE←F spo£íst.

i) p°ímo ze vzore PF←E =
[
[e1]F . . . [e4]F

]
, kde pro zkráení zápisu pí²eme [ei]F ,j = pj,i:

ei = p1,if1 + p2,if2 + p3,if3 + p4,if4 i = 1, . . . , 4
[
−1 1
1 1

]

= p1,1

[
1 2
3 4

]

+ p2,1

[
4 1
2 3

]

+ p3,1

[
3 4
1 2

]

+ p4,1

[
2 3
4 1

]

.

.

.

[
1 1
1 −1

]

= p1,4

[
1 2
3 4

]

+ p2,4

[
4 1
2 3

]

+ p3,4

[
3 4
1 2

]

+ p4,4

[
2 3
4 1

]

.

Tyto £ty°i rovnosti mezi R2×2
matiemi jsou ekvivalentní s rovnostmi







−1
1
1
1






= p1,1







1
2
3
4






+ p2,1







4
1
2
3






+ p3,1







3
4
1
2






+ p4,1







2
3
4
1






=







1 4 3 2
2 1 4 3
3 2 1 4
4 3 2 1













p1,1
p2,1
p3,1
p4,1







.

.

.







1
1
1

−1






= p1,4







1
2
3
4






+ p2,4







4
1
2
3






+ p3,4







3
4
1
2






+ p4,4







2
3
4
1






=







1 4 3 2
2 1 4 3
3 2 1 4
4 3 2 1













p1,4
p2,4
p3,4
p4,4






,
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oº lze zapsat dohromady jako







−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1






=







1 4 3 2
2 1 4 3
3 2 1 4
4 3 2 1













p1,1 p1,2 p1,3 p1,4
p2,1 p2,2 p2,3 p2,4
p3,1 p3,2 p3,3 p3,4
p4,1 p4,2 p4,3 p4,4







PF←E =







p1,1 p1,2 p1,3 p1,4
p2,1 p2,2 p2,3 p2,4
p3,1 p3,2 p3,3 p3,4
p4,1 p4,2 p4,3 p4,4






=







1 4 3 2
2 1 4 3
3 2 1 4
4 3 2 1







−1

·







−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1







=
1

40







−9 1 1 11
11 −9 1 1
1 11 −9 1
1 1 11 −9






·







−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1







=
1

20







11 1 1 −9
−9 11 1 1
1 −9 11 1
1 1 −9 11






.

i) stejný výsledek dostaneme pouºitím standardní báze

S =

([
1 0
0 0

]

,

[
0 1
0 0

]

,

[
0 0
1 0

]

,

[
0 0
0 1

])

PS←E =
[
[e1]S . . . [e4]S

]
=







−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1







PS←F =
[
[f1]S . . . [f4]S

]
=







1 4 3 2
2 1 4 3
3 2 1 4
4 3 2 1







PF←E = PF←SPS←E = P
−1
S←FPS←E

protoºe (∀u ∈ R2×2) :

[u]F = PF←S [u]S = PF←SPS←E [u]E = P
−1
S←FPS←E [u]E = PF←E [u]E .
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b) Dle de�nie matie lineárního zobrazení je (∀u ∈ R2×2) : [A(u)]S = AS←S [u]S a

A(s1) =

[
8 6
4 2

] [
1 0
0 0

]

=

[
8 0
0 0

]

, . . . , A(s4) =

[
0 0
0 2

]

, ⇒ AS←S =







8 0 0 0
0 6 0 0
0 0 4 0
0 0 0 2







PS←F [A(u)]F = [A(u)]S = AS←S [u]S = AS←SPS←E [u]E

[A(u)]F = AE←F [u]E = P
−1
S←FAS←SPS←E [u]E

AF←E = P
−1
S←FAS←SPS←E =







1 4 3 2
2 1 4 3
3 2 1 4
4 3 2 1







−1

·







8 0 0 0
0 6 0 0
0 0 4 0
0 0 0 2






·







−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1







=
1
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26 −13 −12 −21
−34 37 8 9

6 −23 28 9
6 7 −12 19






.

) P°ipomeneme de�nii matie bilineární formy. Je-li B̃ : U × V → R bilineární forma, G
a H jsou báze prostor· U a V , je matie B̃G,H ∈ Rdim U×dim V

bilineární formy B̃ vzhledem

k bázím G a H de�nována jako

B̃G,H =






B̃(g1,h1) . . . B̃(g1,hdim V)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

B̃(gdim U ,h1) . . . B̃(gdim U ,hdim V)




 .

Je z°ejmé, ºe matie BS,S bilineární formy B vzhledem ke standardní bázi S je

[BS,S ]i,j =







11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44






.

Vyuºijme jiº napo£ítanýh mati p°ehodu k získání matie BE,F . Jelikoº (∀u,v ∈ R2×2) je

B(u,v) = [u]⊤SBS,S [v]S = (PS←E [u]E)
⊤
BS,SPS←F [v]F = [u]⊤E P

⊤
S←EBS,SPS←F [v]F

BE,F = P
⊤
S←EBS,SPS←F =







−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1







⊤

·







11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44






·







1 4 3 2
2 1 4 3
3 2 1 4
4 3 2 1







=







860 848 844 848
660 648 644 648
460 448 444 448
260 248 244 248






= 8 ·







215 212 211 212
165 162 161 162
115 112 111 112
65 62 61 62






.
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Spo£ítejme matii BE,F pro kontrolu je²t¥ p°ímo z de�nie

[BE,F ]1,1 = B(e1, f1) =
[
−1 1 1 1

]
·







11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44






·







1
2
3
4






= 860

.

.

.

[BE,F ]4,4 = B(e4, f4) =
[

1 1 1 −1
]
·







11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44






·







2
3
4
1






= 248.

1.4 Skalární sou£in, norma, ortonormální báze, unitární matie

Bilineární formu (·, ·) : V × V → R nazveme pojmem skalární sou£in práv¥ tehdy, kdyº je symetriká

a pozitivn¥ de�nitní, tedy (∀u,v,w ∈ V)(∀α ∈ R):

(u⊕ v,w) = (u,w) + (v,w)

(α⊙ u,v) = α(u,v)

(u,v) = (v,u)

(u,u) > 0 pro u 6= 0.

Zobrazení ‖ · ‖ : V → R se nazývá norma, jestliºe (∀u,v ∈ V)(∀α ∈ R):

‖u⊕ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖
‖α⊙ u‖ = |α| ‖u‖
‖u‖ = 0 ⇔ u = 0.

Skalární sou£in (·, ·)a de�nuje na V normu ‖u‖a =
√

(u,u)a, ne kaºdá norma je generována skalárním

sou£inem.

M¥jme vektorový prostor se skalárním sou£inem (V , F,⊕,⊙, (·, ·)) a uspo°ádanou mnoºinu vektor·

E = (e1, . . . , en). Mnoºinu E nazveme

ortogonální ⇔
{

(ei, ej) = 0 i 6= j

(ei, ej) > 0 i = j

ortonormální ⇔
{

(ei, ej) = 0 i 6= j

(ei, ej) = 1 i = j.

P°íklad 6. Neh´ (V , F,⊕V ,⊙V , (·, ·)) je vektorový prostor se skalárním sou£inem a vzhledem k n¥mu

ortonormální bází E = (e1, . . . , en). Dokaºte, ºe sou°adnie [v]E lze vypo£ítat pomoí vzore [v]E,i =
(v, ei). Výhodou tohoto postupu je moºnost paralelizae.

�esení. Sou°adnie [v]E jsou dle de�nie koe�ienty lineární kombinae

v = [v]E,1 ⊙V e1 ⊕V · · · ⊕V [v]E,n ⊙V en .

Prove¤me skalární sou£in obou stran p°edhozí rovnosti s vektorem ei

(v, ei) = ([v]E,1 ⊙V e1 ⊕V · · · ⊕V [v]E,n ⊙V en, ei)

= [v]E,1(e1, ei) + · · ·+ [v]E,n(en, ei) = [v]E,1δ1,i + · · ·+ [v]E,nδn,i = [v]E,i .
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P°íklad 7. P°ipome¬me si Gramm·v-Shmidt·v ortonormaliza£ní proes. M¥jme ve vektorovém pro-

storu se skalárním sou£inem (R4,R,⊕R4 ,⊙R4 , (·, ·)b),












a
b
c
d






,







e
f
g
h













b

=
[
a b c d

]







4 −1 0 0
−1 4 −1 0
0 −1 4 −1
0 0 −1 4













e
f
g
h







podprostor

〈f1, f2, f3〉 =
〈







1
1
0
0






,







0
1
1
0






,







0
0
1
1







〉

= V ( R4.

Pomoí Grammova-Shmidtova ortonormaliza£ního proesu vytvo°me ortonormální bázi E (vzhledem

ke skalárnímu sou£inu (·, ·)b) prostoru V .
�esení. Grammov·v-Shmidt·v ortonormaliza£ní proes je popsán v [1℄. Postupn¥ vytvo°íme orto-

normalizovanou bázi prostor·

〈e1〉 = 〈f1〉 = V1, 〈e1, e2〉 = 〈f1, f2〉 = V2, 〈e1, e2, e3〉 = 〈f1, f2, f3〉 = V .
Pro hledanou ortonormální bázi E = (e1, e2, e3) musí platit

‖e1‖b =
√

(e1, e2)b = 1, ‖e2‖b = 1, ‖e3‖b = 1, (e1, e2)b = 0, (e1, e3)b = 0, (e2, e3)b = 0.

1. Vektor e1 takový, ºe pro n¥j platí 〈e1〉 = 〈f1〉 a sou£asn¥ ‖e1‖b = 1 je z°ejm¥

e1 =
1

‖f1‖b
⊙R4







1
1
0
0






=

1
√
√
√
√
√
√
√

[
1 1 0 0

]







4 −1 0 0
−1 4 −1 0
0 −1 4 −1
0 0 −1 4













1
1
0
0







⊙R4







1
1
0
0






=

1√
6
⊙R4







1
1
0
0






=







6−
1
2

6−
1
2

0
0






.

2. Zkonstruujme vektor ẽ2 ∈ V2 = 〈f1, f2〉 = 〈e1, f2〉, tedy ẽ2 = f2 ⊕R4 (−α)⊙R4 e1 tak aby

0 = (ẽ2, e1)b = (f2 ⊕R4 (−α)⊙R4 e1, e1)b = (f2, e1)b − α(e1, e1)b = (f2, e1)b − α,

tedy

α = (f2, e1)b =
1√
6







[
0 1 1 0

]







4 −1 0 0
−1 4 −1 0
0 −1 4 −1
0 0 −1 4













1
1
0
0













=
2√
6

ẽ2 =







0
1
1
0






⊕R4

(

− 2√
6

)

⊙R4







6−
1
2

6−
1
2

0
0






=

1

3
⊙R4







−1
2
3
0







e2 =
1

‖ẽ2‖b
⊙R4 ẽ2 =

1
√
√
√
√
√
√
√

1
9







[
−1 2 3 0

]







4 −1 0 0
−1 4 −1 0
0 −1 4 −1
0 0 −1 4













−1
2
3
0













1

3
⊙R4







−1
2
3
0






=

1

4
√
3
⊙R4







−1
2
3
0






.
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3. Nyní vás stejn¥ jako nás z°ejm¥ otravuje neustálé pouºívání zápisu ⊕R4
a ⊙R4

p°i kaºdém výskytu

t¥hto operaí. Proto je zde nebudeme expliitn¥ zapisovat, jelikoº jejih výskyt bude dostate£n¥

z°ejmý ze zápisu. Zkonstruujme vektor ẽ3 ∈ V = 〈f1, f2, f3〉 = 〈e1, e2, f3〉, tedy ẽ3 = f3−αe1−βe2
tak aby

0 = (ẽ3, e1)b = (f3 − αe1 − βe2, e1)b = (f3, e1)b − α(e1, e1)b − β(e2, e1)b = (f3, e1)b − α

0 = (ẽ3, e2)b = (f3 − αe1 − βe2, e2)b = (f3, e2)b − α(e1, e2)b − β(e2, e2)b = (f3, e2)b − β,

tedy

α = (f3, e1)b =
1√
6







[
0 0 1 1

]







4 −1 0 0
−1 4 −1 0
0 −1 4 −1
0 0 −1 4













1
1
0
0













=
−1√
6

β = (f3, e2)b =
1

4
√
3







[
0 0 1 1

]







4 −1 0 0
−1 4 −1 0
0 −1 4 −1
0 0 −1 4













−1
2
3
0













=
7

4
√
3

ẽ2 =







0
0
1
1






−
(−1√

6

)
1√
6







1
1
0
0






−
(

7

4
√
3

)
1

4
√
3







−1
2
3
0






=

1

16







5
−2
9
16







e2 =
1

‖ẽ3‖b
ẽ3 =

1
√
√
√
√
√
√
√

1
162







[
5 −2 9 16

]







4 −1 0 0
−1 4 −1 0
0 −1 4 −1
0 0 −1 4













5
−2
9
16













1

16







5
−2
9
16






=

1

4
√
77







5
−2
9
16






.

Shrnuto

E =







1√
6







1
1
0
0






,

1

4
√
3







−1
2
3
0






,

1

4
√
77







5
−2
9
16












.
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2 Ryhlá Fourierova transformae (FFT)

2.1 Komplexní £ísla

K vektorovému prostoru (R2,R,⊕R2 ,⊙R2) p°idáme operai násobení vektorem

[
a
b

]

⊙R2,R2

[
c
d

]

=

[
ac− bd
ad+ bc

]

a ozna£íme (R2,R,⊕R2 ,⊙R2 ,⊙R2,R2) takto vzniklou p¥tii C. Lze ukázat, ºe (C,⊕C,⊙C), kde

C = R2, ⊕C = ⊕R2 , ⊙C = ⊙R2

je t¥leso, které nazveme pojmem t¥leso komplexníh £ísel. Obvykle zapisujeme

a+ bi =

[
a
b

]

.

Víe viz [2℄, kapitola 2.

P°íklad 8. Ukaºte, ºe inverzní komplexní £íslo je nutno de�novat jako

[
a
b

]

=

[
a

a2+b2
−b

a2+b2

]

.

�esení. Inverzní komplexníh £íslo z−1 k £íslu z = a+bi je t°eba nade�novat tak, aby platilo z⊙Cz
−1 =

w, kde w je neutrální prvek vzhledem k násobení komplexníh £ísel, tj

z ⊙C w = z ⇒ (a+ bi) = (a+ bi)⊙C (w1 + w2i) = (aw1 − bw2 + i(aw2 + bw1)) ,

oº platí pouze pro w = (1 + 0i). Proto

z−1 = (c+ di) : (1 + 0i) = w = z ⊙C z
−1 = (a+ bi)⊙C (c+ di) = (ac− bd+ i(ad+ bc)) .

Rozepsáním rovnosti mezi komplexními £ísly dostaneme

1 = ac− bd (r1)

0 = bc+ ad (r2)

ar1 + br2 : a = (a2 + b2)c

br1 − ar2 : b = −(a2 + b2)d,

oº je ekvivalentní vzori, který jsme ht¥li dokázat.

2.2 Pojmy z integrálníh a diskrétníh transformaí

• Fourierova transformae

f̂(ξ) =

ˆ ∞

−∞
f(x)e−2πixξ dx f(x) =

ˆ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πiξx dξ

• Fourierovy °ady

an =
1

π

ˆ π

−π
f(x) cos(nx) dx

bn =
1

π

ˆ π

−π
f(x) sin(nx) dx

, f(x) =
1

2
a0 +

∞∑

n=1

an cos(nx) +

∞∑

n=1

bn sin(nx)
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• Diskrétní Fourierova transformae (DFT)

f̂n =

N−1∑

k=0

fke
− 2πink

N , fn =
1

N

N−1∑

k=0

fke
2πink

N

2.3 (DFT) Diskrétní Fourierova transformae (v 1D)

Poznámka 9. V této kapitole budeme indexovat sloºky vektor· od nuly (jako v C, C++,...) a ne od

jedni£ky (jako v MatLabu).

M¥jme vektorový prostor se skalárním sou£inem

(
CN ,C,⊕,⊙, 〈·, ·〉

)
,

〈u,v〉 =
N−1∑

s=0

[u]s[v]s ,

a v n¥m bázi E = (e0, . . . , eN−1),

ek =
1√
N

[

e
2πik0

N · · · e
2πikl

N · · · e
2πik(N−1)

N

]⊤
, k ∈ {0, . . . , N − 1}.

Jelikoº

〈ek, el〉 =
N−1∑

s=0

[ek]s[el]s =

N−1∑

s=0

1√
N

e
2πiks

N

1√
N

e
2πils

N =
1

N

N−1∑

s=0

e
2πiks

N e
−2πils

N

=
1

N

N−1∑

s=0

e
2πi(k−l)s

N =
1

N

N−1∑

s=0

(

e
2πi(k−l)

N

)s

=







1
N

· 1−e
2πi(k−l)N

N

1−e
2πi(k−l)

N

= 0 k 6= l

N
N

= 1 k = l ,

je báze E ortonormální vzhledem ke skalárnímu sou£inu 〈·, ·〉. Ve výpo£tu jsme vyuºili sou£tového

vzore pro geometrikou posloupnost

n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q
.

Tento jednoduhý postup (a z°ejm¥ ne p°íli² efektivní) je naprogramován v Matlabovském Kódu 5

Listing 5: dft_matrix.m

1 funtion DFT = dft_matrix (n)

2 ii = 0:1:n-1; % row vetor for i

3 jj = 0:1:n-1; % row vetor for j

4 w = exp (-1j*2* pi/n); % fator (w)

5 DFT = w.^( ii '*jj); % DFT matrix

P°íklad 10. Zkonstruujte bázi E pro C4
. Ur£ete

[[
1 2 3 4

]⊤]

E
.

�esení. Dle de�nie báze E je

E = (e0, e1, e2, e3) =

(
1√
4







e
2πi·0·0

4

e
2πi·0·1

4

e
2πi·0·2

4

e
2πi·0·3

4






,
1√
4







e
2πi·1·0

4

e
2πi·1·1

4

e
2πi·1·2

4

e
2πi·1·3

4






,
1√
4







e
2πi·2·0

4

e
2πi·2·1

4

e
2πi·2·2

4

e
2πi·2·3

4






,
1√
4







e
2πi·3·0

4

e
2πi·3·1

4

e
2πi·3·2

4

e
2πi·3·3

4







)

=

(
1

2







1
1
1
1






,
1

2







1
i

−1
−i






,
1

2







1
−1
1

−1






,
1

2







1
−i
−1
i







)

.

18



n 10 103 106 109 1012

n2 102 106 1012 1018 1024

n log2 n 3.3e1 104 2 · 107 3 · 1010 4 · 1013

Tabulka 2: Srovnání funkí n2
a n log2 n.

Nyní byhom mohli vyuºít ortonormální báze E pro zavedení diskrétní transformae p°i°azujíí vektoru

u = [u]S ∈ CN
jeho sou°adnie [u]E ∈ CN

v bázi E . Toto lineární zobrazení by popisovaly matie

transformae PE←S a zp¥tné transformae PS←E = P
−1
E←S . Z historikýh d·vod· je v²ak diskrétní

Fourierova transformae zavedena jako lineární zobrazení p°i°azujíí vektoru u = [u]S ∈ CN
vektor

û
ozn.≡

√
N [u]E ∈ CN

. Jelikoº

u =

N−1∑

l=0

[u]E,lel

〈u, ek〉 =
N−1∑

l=0

[u]E,l〈el, ek〉 =
N−1∑

l=0

[u]E,lδk,l = [u]E,k =
1√
N

ûk ,

platí pro diskrétní Fourier·v obraz

ûk =
√
N [u]E,k =

√
N〈u, ek〉 =

√
N

N−1∑

n=0

[u]n[ek]n =

N−1∑

n=0

une
−2πikn

N . (11)

Dle tohoto vzore je pro výpo£et û nutné ur£it v²ehny (je jih N) sloºky a výpo£et kaºdé z nih

zahrnuje provedení N komplexníh násobení a N−1 komplexníh s£ítání. Pot°ebujeme tedy a O(N2)
operaí.

Z obrazu û lze zp¥tn¥ rekonstruovat p·vodní u pomoí zp¥tné Fourierovy transformae

uk =
1

N

N−1∑

n=0

ûne
2πikn

N . (12)

2.4 (FFT) Ryhlá Fourierova transformae (v 1D)

Uvedeme si postup, který pot°ebuje pouze O(N log2N) operaí, oº pro velká N umoº¬uje n¥koli-

ka°ádov¥ ryhlej²í transformai (a také zp¥tnou transformai, jelikoº ta je výpo£etn¥ podobná), viz

tabulka 2. Pro jednoduhost p°edpokládejme, ºe N = 2b. Ozna£me

wN = e
−2πi

N
(13)

a uv¥domme si, ºe pro wN platí

(symetrie): w
k(N−n)
N = w−knN = wkn

N

(periodiita): wkn
N = w

k(N+n)
N = w

(k+N)n
N .
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Pak (∀k ∈ 0, . . . , N − 1)

ûk =

N−1∑

n=0

une
−2πikn

N =
∑

n∈0,...,N−1
n je sudé

unw
kn
N +

∑

n∈0,...,N−1
n je lihé

unw
kn
N

=

N

2 −1∑

r=0

u2rw
k2r
N +

N

2 −1∑

r=0

u2r+1w
k(2r+1)
N =

N

2 −1∑

r=0

u2r

(
w2

N

)kr
+ wk

N

N

2 −1∑

r=0

u2r+1

(
w2

N

)kr

=

N

2 −1∑

r=0

u2rw
kr
N

2
+ wk

N

N

2 −1∑

r=0

u2r+1w
kr
N

2

= û
sudé,k + wk

N û
lihé,k ,

kde jsme v poslední rovnosti vyuºili periodiity wrk
N

2

= w
r(k+N

2 )
N

2

. Rozepsáním poslední rovnosti dosta-

neme (∀k ∈ 0, . . . , N2 − 1)

ûk = û
sudé,k + wk

N û
lihé,k

ûk+N

2
= û

sudé,k + w
k+N

2

N û
lihé,k = û

sudé,k − wk
N û

lihé,k

jelikoº

w
k+N

2

N = wk
Nw

N

2

N = wk
N e

−2πi
N

2
N = wk

Ne−πi = −wk
N .

Tento jednoduhý postup je naprogramován v Matlabovském Kódu 6 a testovaí skript je uveden

v Kódu 7.

Listing 6: �t_re.m

1 funtion y = fft_re (x)

2 if size(x ,1) <size(x,1)

3 x=x';

4 end

5 N = size(x,1);

6 if N == 1

7 y = x;

8 else

9 omega = exp (-2*pi*1i/N);

10 k = (0: N/2-1) ';

11 w = omega .^k;

12 y_e = fft_re ( x(1:2:end -1) ); % FFT of even x

13 y_o = w.*fft_re ( x(2:2: end ) ); % FFT of odd x

14 y = [y_e +y_o ; y_e -y_o ℄;

15 end

Listing 7: �t_test.m

1 n = 11; eeps = 1e-3;

2 x = (0:2^n-1) '/(2^n-1);

3 y = 40* sin (1*2* pi*x)+30* os (2*2* pi*x)+20*sin (3*2* pi*x)+10* os (4*2* pi*x);

4 fprintf (1, ' Y: nnz : %03 d\n',nnz (y));

5 % DFT

6 DFT = dft_matrix (2^ n);

7 t_start = ti ; y_dft = DFT *y; t_end = to (t_start );

8 y_dft(abs (y_dft )<eeps*max (abs (y_dft))) = 0; % tresholding

9 fprintf (1, 'DFT : ... [%5.4f s℄, tresholded nnz : %03 d\n',t_end ,nnz (y_dft));

10 % FFT_REC
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11 t_start = ti ; y_fftr = fft_re (y); t_end = to (t_start );

12 y_fftr (abs (y_fftr )<eeps*max (abs (y_fftr ))) = 0; % tresholding

13 fprintf (1, 'FFTr: ... [%5.4f s℄, tresholded nnz : %03 d\n',t_end ,nnz (y_fftr ));

14 % FFT_ITER

15 t_start = ti ; y_ffti = fft_iter (y); t_end = to (t_start );

16 y_ffti (abs (y_ffti )<eeps*max (abs (y_ffti ))) = 0; % tresholding

17 fprintf (1, 'FFTi: ... [%5.4f s℄, tresholded nnz : %03 d\n',t_end ,nnz (y_ffti ));

18 % plotting

19 figure (1); hold on;

20 plot(x,y ,'-r');

21 plot(x,real(DFT '*y_dft )/2^n,'-b');

22 plot(x,real(DFT '*y_fftr )/2^n,'-k');

23 figure (2); hold on;

24 plot(x,real(y_dft),'-r');

Jelikoº zp¥tná diskrétní Fourierova transformae (12) se od Fourierovy transformae (11) li²í pouze

znaménkem ve wN (srovnej (13), (12) a (11)), lze algoritmem pro FFT po£ítat také zp¥tnou diskrétní

Fourierovu transformai (se dv¥mi drobnými zm¥nami � zm¥nou znaménka v exponentu wN a násobení

N−1). Uvedeme si je²t¥ Kód 8, který je itera£ním ekvivalentem rekurzivního kódu FFT.

Listing 8: �t_iter.m

1 funtion data_ = fft_iter (data_ )

2

3 N = size(data_ ,1) ;

4 b = log2(N);

5 % preproessing

6 for iii = 1:b-1

7 ell_size = 2^(b-iii +1) ;

8 ell_ount = 2^( iii -1);

9 for jjj = 1: ell_ount

10 ell_ind = (jjj -1)*ell_size +1: jjj *ell_size ;

11 data_halfind_odd = data_ (ell_ind (1:2 :end -1));

12 data_halfind_even = data_ (ell_ind (2:2 :end ));

13 ell_halfind_first = ell_ind (1 :end /2);

14 ell_halfind_seond = ell_ind (end /2+1: end );

15 data_ (ell_halfind_first) = data_halfind_odd;

16 data_ (ell_halfind_seond) = data_halfind_even;

17 end

18 end

19 % iterative fft

20 for iii = 1:b

21 ell_size = 2^iii ;

22 omega = exp (2* pi*1i/ell_size );

23 w = (omega .^(0: ell_size /2-1)) ';

24 for jjj = 1:2^(b-iii )

25 ell_ind = (jjj -1) *ell_size +1: jjj *ell_size ;

26 data_ell = data_ (ell_ind );

27 data_halfell_first = data_ell ( 1:end /2);

28 data_halfell_seond = w.* data_ell (end /2+1: end );

29 data_ (ell_ind (1 :end /2)) = data_halfell_first + data_halfell_seond ;

30 data_ (ell_ind (end /2+1: end )) = data_halfell_first - data_halfell_seond ;

31 end

32 end
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2.5 DFT ve 2D (ve víe dimenzíh)

M¥jme vektorový prostor (Cm×n,C, )

ûk,l =

M−1∑

m=0

N−1∑

n=0

um,ne
−2πi( km

M
+ ln

N )

um,n =
1

MN

M−1∑

m=0

N−1∑

n=0

ûm,ne
2πi( km

M
+ ln

N )
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3 Vybrané rozklady mati

3.1 Spektrální rozklad

Neh´ A ∈ Rn×n
je £tverová matie. Vektor v nazveme vlastní vektor matie A práv¥ tehdy kdyº pro

n¥j existuje skalár λ takový, ºe

Av = λv, oº je totéº jako (A− λI)v = 0.

Geometriky to znamená, ºe vektory v a Av jsou rovnob¥ºné. Dvojii (λ,v) °íkáme vlastní £íslo a

vlastní vektor mate A.

Matii A ∈ Rn×n
s n lineárn¥ nezávislými vlastními vektory lze zapsat ve tvaru

A = QΛQ−1,

kde Q ∈ Rn×n
je matie, která vznikne zapsáním n normalizovanýh vlastníh vektor· postupn¥ do

sloup· a matie Λ ∈ Rn×n
je diagonální a na její diagonále jsou postupn¥ vlastní £ísla matie A.

Tomuto zápisu se °íká vlastní rozklad matie A. Matie, které lze takto rozloºit nazýváme diagonizo-

vatelné, n¥které diagonalizovat nejdou.

P°íklad 11. Spo£ítejte vlastní rozklad mati

A =

[
1 0
1 3

]

a B =

[
1 0
1 1

]

.

�esení. Z de�nie spo£teme vlastní £ísla a vektory

• A:

det (A− λI) =

∣
∣
∣
∣

1− λ 0
1 3− λ

∣
∣
∣
∣
= (1− λ) (3− λ) ⇒ λ ∈ {1, 3}

λ1 = 1 : 0 = (A− λ1I) ṽ1 =

[
0 0
1 2

]

ṽ1 ⇒ ṽ1 =

[
−2
1

]

p ⇒ v1 =
ṽ1

‖ṽ1‖
=

1√
5

[
−2
1

]

λ2 = 3 : 0 = (A− λ2I) ṽ2 =

[
−2 0
1 0

]

ṽ2 ⇒ ṽ2 =

[
0
1

]

p ⇒ v2 =
ṽ2

‖ṽ2‖
=

[
0
1

]

tedy

A = QDQ
−1 =

[−2√
5

0
1√
5

1

][
1 0
0 3

] [−
√
5

2 0
1
2 1

]

.

• B:

det (B− λI) =

∣
∣
∣
∣

1− λ 0
1 1− λ

∣
∣
∣
∣
= (1− λ)

2 ⇒ λ1 = λ2 = 1

0 = (A− λI) ṽ =

[
0 0
1 0

]

ṽ ⇒ ṽ =

[
0
1

]

p

vidíme, ºe k dvojnásobnému vlastnímu £íslu λ = 1 lze v na²em p°ípad¥ sestavit pouze jeden

vlastní vektor v = [0 1]⊤. Chybí nám druhý vlastní vektor k sestavení matie Q. Matie A není

diagonalizovatelná.
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Co jsou vlastní £ísla a vektory matie An
?

�esení. Z de�ninie

Av = λv ⇒ Anv = An−1Av = An−1λv = λAn−1v = λAn−2Av = λ2An−2v = λnv,

oº lze shrnout do záv¥ru, ºe s moninou A se vlastní vektory nem¥ní, vlastní £ísla se m¥ní s moninou.

Dále se zabývejme n¥kterými vlastnostmi vlastního rozkladu

• Charakteristiký polynom

Pro matii A ∈ Rn×n
je determinant |A − λI| je polynomem n�tého °ádu prom¥nné λ. Tento

polynom nazýváme harakteristiký polynom. Dle základní v¥ty algebry jej lze rozvést ve tvaru

sou£inu ko°enovýh £initel·

|A− λI| = (λ1 − λ) · · · (λn − λ) = (−λ)n + (
n∑

i=1

λi)(−λ)n−1 + · · ·+
n∏

i=1

λi. (14)

• Invariantnost vzhledem k podobnosti mati

Pokud je (λ,v) vlastní dvojie matie A, tedy Av = λv. Pro jakoukoli matii B podobnou matii

A, tedy B = TAT−1, pak platí

BTv = TAT−1Tv = TAv = λTv.

Platí tedy, ºe podobné matie mají stejná vlastní £ísla. Naví mají podobné matie také stejný

harakteristiký polynom, jelikoº

∣
∣TAT−1 − λI

∣
∣ =

∣
∣TAT−1 − λTT−1

∣
∣ =

∣
∣T (A− λI)T−1

∣
∣ =

∣
∣T
∣
∣
∣
∣A− λI

∣
∣
∣
∣T−1

∣
∣ =

∣
∣A− λI

∣
∣ .

• Sou£in vlastníh £ísel matie

Dosazením λ = 0 do harakteristikého polynomu (14) dostaneme, ºe determinant A je roven

sou£inu vlastníh £ísel.

• Sou£et vlastníh £ísel matie

Charakteristiký polynom lze také s vyuºitím rozvoje determinantu podle °ádku zapsat ve tvaru

|A− λI| =
n∏

i=1

(Aii − λ) + pn−2(λ) = p⋆n−2(λ) + (

n∑

i=1

Aii)(−λ)n−1 + (−λ)n.

Porovnáním koe�ient· u (−λ)n−1 s rozvojem (14) plyne, ºe

∑n
i=1 λi =

∑n
i=1 Aii.

Dále se budeme zabývat p°ípadem, kdy je matie A reálná a symetriká. V tomto p°ípad¥ sou vlastní

£ísla reálná, vlastní vektory p°íslu²né vlastním £ísl·m jsou ortogonální a vlastní vektory p°íslu²né

víenásobnému vlastnímu £íslu leºí tvo°í podprostor dimenze rovné této násobnosti. Vlastní vektory

lze tedy zvolit ortonormální a z vlastního rozkladu matie se stane spektrální rozklad matie

A = QDQ⊤.
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3.2 QR rozklad, transforma£ní matie Householderovýh zradlení

Neh´ A ∈ Rm×n
je libovolná matie. Pak existují ortonormální matie Q ∈ Rm×m

a horní trojúhelní-

ková matie R ∈ Rm×n
takové, ºe

A = QR.

Probereme si jeden ze zp·sob· výpo£tu QR rozkladu a to pomoí Householderovýh transforma£níh

mati

P = I− 2ww⋆, ‖w‖ = 1,

které popisují lineární zobrazení vektoru y na vektor

Py = (I− 2ww⋆)y = y − 2w(w⋆y),

jeº je jeho zradlovým obrazem, viz Obrázek 7. Toto zradlení je dáno vektorem w, který je kolmý

k nadrovin¥, podle které se zradlení provádí. Nejprve si dokáºeme n¥kolik vlastností matie P.

PSfrag replaements

o e1

w

x

u = 2(w⋆x)w

w⋆x ‖x‖e1

Obrázek 7: Householderovo zradlení

• P je symetriká, jelikoº P⋆ = (I− 2ww⋆)⋆ = I⋆ − 2 (ww⋆)⋆ = I− 2 (w⋆)⋆ w⋆ = I− 2ww⋆ = P.

• P je ortogonální (P−1 = P), jelikoº PP = (I− 2ww⋆) (I− 2ww⋆) = I− 4ww⋆ + 4w

=1
︷ ︸︸ ︷

w⋆ww⋆ = I.

Poloºme si otázku, jak získat rozklad matie A = QR. Vý²e jsme si ukázali jeden ze zp·sob· jak

utvo°it ortonormální matii P. Sou£in ortogonálníh mati P = Pn · · ·P2P1 je ortonormální matie. Co

kdybyhom volili matie Pi tak, aby postupn¥ p°evedli matii A na horní trojúhelníkovou matii R?

Ideální by bylo, aby m¥la matie P1A v prvním sloupi nuly pod hlavní diagonálou, matie P2P1A by

m¥la nuly pod diagonálou v prvním a druhém sloupi, a tak dále. Zbývá se p°esv¥d£it, zdali lze pro

matii A nalézt takový vektorw, aby odpovídal zradlení, které p°evede první sloupe x = s1(A) matie

A na vektor ‖x‖e1 rovnob¥ºný s e1. Tento geometriký úkol jsme si ale jiº nastínili na Obrázku 7, kde

Px = ‖x‖e1 = x− u, u = x− Px, w =
u

‖u‖ .

Takto lze provést QR rozklad matie A, existují v²ak také efektivn¥j²í metody. T¥lo QR faktorizae

pomoí Householderovýh transformaí je uvedeno v Kódu 10 a testováno souborem 9.
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3.3 Singulární rozklad (SVD), transforma£ní matie Givensovýh rotaí

Neh´ A ∈ Rm×n
je libovolná matie. Pak existují ortonormální matie U ∈ Rm×m

a V ∈ Rn×n
a

diagonální matie S ∈ Rm×n
, na jejíº diagonále jsou vlastní £ísla matie

√
A⋆A pro m ≥ n

√
AA⋆

pro m < n

takové, ºe

A = USV⊤.

Tomuto rozkladu °íkáme singulární rozklad. �ísla na diagonále matie S se nazývají singulární £ísla

matie A.

• standadní verze (full SVD)

A
m×n

= U
m×m

S
m×n

V
⊤

n×n

v MatLabu: [U,S,V℄=svd(A)

• redukovaná verze (redued SVD)

A
m×n

=







U
m×n

S
n×n

V⋆

n×n
m > n

U
m×m

S
m×m

V⋆

m×n
m < n

v MatLabu: [U,S,V℄=svd(A,'eon')

• pro °ídké matie v Matlabu (aproximae hodnosti q): [U,S,V℄=svds(A,q)

• Aproximae matie matií niº²í hodnosti (low rank approximation). Neh´ h(A) = r pak

A =

r∑

i=1

Ai =

r∑

i=1

σiuiv
⋆
i

Zkráením této sumy z r na q £len· dostaneme matii

Âq =

q
∑

i=1

σiuiv
⋆
i

pro kterou platí

∥
∥
∥A− Âq

∥
∥
∥
2
= σq+1 kde ‖M‖2 ≤

√
√
√
√

m∑

i=1

n∑

j=1

a2ij = ‖M‖F

P°íklad 12. Spo£ítejte singulární rozklad matie

A =

[
4 4

−3 3

]

a B =

[
1 0
1 1

]

.

�esení. Z de�nie spo£teme vlastní £ísla a vektory
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• A: Cheme najít vektory v1,v1 ∈ R2
a u1,u1 ∈ R2

a kladná £ísla σ1 a σ2 taková, ºe Avi = σiui,

tedy

AV = US ⇔ A = USV⋆.

Místo hledání trojie U, S, V budeme hledat pouze dvojii S, V:

A⊤A = VS⊤U⊤USV⊤ = VS2V⊤ = Vdiag(σ2
1 , σ

2
2)V
⊤

Tedy

A⊤A =

[
4 −3
4 3

] [
4 4

−3 3

]

=

[
25 7
7 25

]

0 =

∣
∣
∣
∣

25− λ 7
7 25− λ

∣
∣
∣
∣
= (25− λ)2 − 49 = λ2 − 50λ− 576 = (λ − 32)(λ− 18)

[
25− 32 7

7 25− 32

]

=

[
−7 7
7 −7

]

⇒ v1 =
1√
2

[
1
1

]

[
25− 18 7

7 25− 18

]

=

[
7 7
7 7

]

⇒ v2 =
1√
2

[
1

−1

]

σ1 =
√

λ1 =
√
32 = 4

√
2

σ2 =
√

λ2 =
√
18 = 3

√
2

AV =

[
4 4

−3 3

]
1√
2

[
1 1

−1 1

]

= U

[
4
√
2 0

0 2
√
2

]

= US

U = AVS
−1 =

[
4 4

−3 3

]
1√
2

[
1 1

−1 1

]
1√
2

[
4−1 0
0 2−1

]

=
1

4

[
0 8

−3 0

]

A =

[
4 4

−3 3

]

=
1

4

[
0 8

−3 0

] [
4
√
2 0

0 2
√
2

]
1√
2

[
1 −1
1 1

]

= USV
⋆

Jiný zp·sob: Vypo£ítáme spektrální rozklad symetriké matie

[
0 M

M⋆ 0

]

=







0 0 4 4
0 0 −3 3
4 −3 0 0
4 3 0 0







0 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0− λ 0 4 4
0 0− λ −3 3
4 −3 0− λ 0
4 3 0 0− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= λ4 − 50λ2 + 576 = (λ2 − 32)(λ2 − 18)

zkráen¥

λ1 = 4
√
2, v1 =

1

2







√
2
0
1
1






, λ2 = 3

√
2, v2 =

1

2







0√
2

−1
1







λ3 = −4
√
2, v3 =

1

2







−
√
2

0
1
1






, λ4 = −3

√
2, v4 =

1

2







0

−
√
2

−1
1
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[
0 M

M⋆ 0

]

=







0 0 4 4
0 0 −3 3
4 −3 0 0
4 3 0 0






=

=
1

2







√
2 0 −

√
2 0

0
√
2 0 −

√
2

1 −1 1 −1
1 1 1 1













4
√
2 0 0 0

0 3
√
2 0 0

0 0 −4
√
2 0

0 0 0 −3
√
2







1

2







√
2 0 1 1

0
√
2 −1 1

−
√
2 0 1 1

0 −
√
2 −1 1






=

Jak spo£íst SVD rozklad? Existuje elá °ada p°ibliºnýh metod. Zde si uvedeme (výpo£tov¥ velmi

nákladný) postup pomoí Householderovýh transformaí a Givensovýh rotaí.

Listing 9: matrix_fatorization_test.m

1 n = 10; m = 8;

2 % QR test

3 A = rand(m,n);

4 [R,Q℄ = householder (A,'qr');

5 disp(num2str (norm(A-Q*R)/norm(A)));

6 % tridiagonalization test

7 A = rand(n); A = (A+A ')/2;

8 [T,P℄ = householder (A,'tridiag ');

9 disp(num2str (norm(A-P*T*P')/norm(A)));

10 % SVD test

11 A = rand(m,n);

12 [T,P1,P2℄ = householder (A,'bidiag ');

13 disp(num2str (norm(A-P1*T*P2)/norm(A)));

Listing 10: householder.m

1 funtion [A,P,P2℄ = householder (A,type)

2 m = size(A,1) ; n = size(A ,2); mn = min ([m n℄);

3 P = eye (m);

4 P2 = [℄;

5 if nargin <2, type='qr'; end % type ... {'qr ','tridiag ','bidiag '}

6 swith type

7 ase 'qr'

8 for iii =1: mn -1

9 x = zeros (m,1) ; normxe = zeros (m,1) ;

10 x(iii :end ,1) = A(iii :end ,iii );

11 normxe (iii ,1) = norm(x);

12 u = x - normxe ;

13 w = u/norm(u);

14 P_ = eye (m) -2*w*(w '); P = P*P_; A = P_*A;

15 end

16 ase 'tridiag '

17 for iii =1: mn -1

18 alpha = -sign(A(iii +1, iii ))*sqrt(sum (A(iii +1: end ,iii ).^2));

19 r = sqrt( (1/2)*alpha *(alpha -A(iii +1, iii )) ); w = zeros(m,1);

20 w(iii +1) = (A(iii +1 ,iii )-alpha)/(2*r);

21 w(iii +2: end ) = (A(iii +2: end ,iii ) )/(2*r);

22 P_ = eye (m) -2*w*(w '); P = P*P_; A = P_*A*P_;

23 end

24 ase 'bidiag '

25 P2 = eye (n);

26 for iii =1: mn -1

27 % row operations

28 x = zeros (m,1) ; normxe = zeros (m,1) ;

28



29 x(iii :end ,1) = A(iii :end ,iii ); normxe (iii ,1) = norm(x);

30 u = x - normxe ; w = u/norm(u);

31 P_ = eye (m) -2*w*(w '); P = P*P_; A = P_*A;

32 % olumn operations

33 alpha = -sign(A(iii ,iii +1) )*sqrt(sum (A(iii ,iii +1: end ).^2));

34 r = sqrt( (1/2)*alpha *(alpha -A(iii ,iii +1) ) ); w = zeros(n,1);

35 w(iii +1) = (A(iii ,iii +1 )-alpha)/(2*r);

36 w(iii +2: end ) = (A(iii ,iii +2: end ) )/(2*r);

37 P2_ = eye (n) -2*w*(w '); P2=P2_ *P2; A = A*P2_ ;

38 end

39 otherwise

40 error ('householder (A,opt ) ... opt : ''qr'' or ''tridiag '' or ''bidiag ''');

41 end
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4 Kvadratiké programování

4.1 Opakování z difereniálního po£tu funkí víe prom¥nnýh

Doporu£ujeme prostudovat [4℄. M¥jme f : Rn → R. Pariální derivae funke f podle prom¥nné xi je
de�nována jako

(∂xi
f)(a) = lim

h→0

f(a+ hei)− f(a)

h
.

Gradient funke f je de�nován jako

∇f(a) =






∂x1f
.

.

.

∂xn
f




 (a).

P°íklad 13. Spo£ítejte gradient funke f : Rn → R dané p°edpisem

f(x) =
1

2
x⊤Ax− x⊤b,

kde A je symetriká matie.

�esení. Spo£t¥me si nejd°íve pariální derivai podle i-té prom¥nné. Pro tento ú£el rozepí²eme f tak,

aby i-tá prom¥nná nebyla nikde v sum¥

f(x) =
1

2

n∑

k=1

n∑

l=1

xkak,lxl −
n∑

k=1

xkbk

=
1

2

n∑

k=1
k 6=i

n∑

l=1
l 6=i

xkak,lxl +
1

2

n∑

l=1
l 6=i

xiai,lxl +
1

2

n∑

k=1
k 6=i

xkak,ixi +
1

2
xiai,ixi −

n∑

k=1
k 6=i

xkbk − xibi

pak z°ejm¥

∂xi
f(x) =

1

2

n∑

l=1
l 6=i

ai,lxl +
1

2

n∑

k=1
k 6=i

ak,ixk + ai,ixi − bi =

n∑

k=1

ai,kxk − bi = [Ax − b]i

a tedy

∇f(x) = Ax− b.

4.2 Metoda sdruºenýh gradient·

Inºenýrské problémy £asto vedou na úlohy minimalizae elkové energie systému. Energii systému zpra-

vidla lze popsat práv¥ víedimenzionální kvadratikou funkí, tzv. kvadratikého funkionálu. �asto

tedy hledáme °e²ení úlohy minimalizae kvadratikého funkionálu (matie A je pozitivn¥ de�nitní).

Proberme si nejprve jednodu²²í variantu, kdy k minimalizai nedodáváme dal²í omezujíí podmínky.

Pro °e²ení úlohy

x⋆ = arg min
x∈Rn

f(x), f(x) =
1

2
x⊤Ax− x⊤b

platí (jelikoº je f hladká funke)

∇f(x⋆) = Ax⋆ − b = 0 ⇔ x⋆ = A−1b.
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Pot°ebujeme tedy °e²it soustavu Ax⋆ = b, nap°íklad Gaussovou elimina£ní metodou. Pokud je dimenze

matie A velká, je provedení Gaussovy eliminae výpo£etn¥ náro£né. Uvedeme si metodu, která k vý-

po£tu x⋆
pot°ebuje pouze implementovanou funki násobení matií A zleva. K tomu se ale dopraujeme

postupnými kr·£ky.

P°ipome¬me si, ºe zobrazení (u,v)A := u⊤Av je skalární sou£in. P°edpokládejme, ºe máme orto-

gonální bázi

(p1, . . . ,pn), i 6= j ⇒ (pi,pj)A = 0, (pi,pi)A > 0

vzhledem k tomuto skalárnímu sou£inu. Kdyº vyuºijeme zápisu libovolného vektoru x ∈ Rn
v této bázi

x =
∑n

i=1 α̃ipi, lze minimiza£ní úloha p°evést na

x⋆ =
n∑

i=1

α̃⋆
ipi = arg min∑

n

i=1 α̃ipi∈Rn

f(
n∑

i=1

α̃ipi)

= arg min
α̃i∈R

i=1,...,n

1

2

(
n∑

i=1

α̃ipi

)⊤

A





n∑

j=1

α̃jpj



−
(

n∑

i=1

α̃ipi

)⊤

b

= arg min
α̃i∈R

i=1,...,n

n∑

i=1

(
1

2
α̃2
ip
⊤
i Api − α̃ip

⊤
i b

)

= arg min
α̃1∈R

f(α̃1p1) + · · ·+ min
α̃n∈R

f(α̃npn),

£ímº byl p·vodní minimiza£ní problém p°eveden na n nezávislýh jednodimenzionálníh kvadratikýh

rovni. Sou°adnie °e²ení

x⋆ =

n∑

i=1

α̃⋆
ipi, 0 =

df(α̃pi)

dα̃
|α̃=α̃⋆

i
= α̃⋆

ip
⊤
i Api − p⊤i b ⇒ α̃⋆

i =
p⊤i b

p⊤i Api

v bázi (p1, . . . ,pn) m·ºeme spo£íst paraleln¥, av²ak pro kaºdou sou°adnii musíme spo£ítat Api, tedy

násobení matií. Pro velká n je tedy dopo£tení p°esného °e²ení x⋆
p°íli² náro£né. Omezme se na úlohu

nalezení minima pouze na podmnoºin¥

x•k ∈ Sk = {x0 + α̃1p1 + · · ·+ α̃kpk} = x0 + 〈p1, . . . ,pk〉 ⊂ Rn

tedy

x̂k = x0 +

k∑

i=1

α̃•ipi = arg min∑
k

i=1 α̃ipi∈Rn

f(x0 +

k∑

i=1

α̃ipi)

= arg min
α̃i∈R

i=1,...,n

f(x0) +

k∑

i=1

(
1

2
α̃2
ip
⊤
i Api + α̃ip

⊤
i Ax0 − α̃ip

⊤
i b

)

= arg min
α̃i∈R

i=1,...,n

k∑

i=1

(
1

2
α̃2
ip
⊤
i Api − α̃ip

⊤
i (b− Ax0)

)

= arg f(x0) + min
α̃1∈R

f0(α̃1p1) + · · ·+ min
α̃k∈R

f0(α̃kpk),

kde

f0(x) =
1

2
x⊤Ax− x⊤(b− Ax0) =

1

2
x⊤Ax+ x⊤g0

a proto

x•k =
k∑

i=1

α̃•ipi, 0 =
df0(α̃pi)

dα̃
|α̃=α̃•

i
= α̃•ip

⊤
i Api − p⊤i g0 ⇒ α̃•i = − p⊤i g0

p⊤i Api

.
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V²imn¥me si, ºe minimum na Sk m·ºeme získat z minima na Sk−1 pouze do°e²ením jednodimenzio-

nální úlohy, protoºe

f(x•k) = min
x∈Sk

f(x) = f(x•k−1) + min
α̃k∈R

f0(α̃kpk)

a m·ºeme se tedy pokusit generovat generovat posloupnost x•k, k = 1, . . . iterativn¥. Protoºe heme,

aby zde uvedené vzore korespondovaly s literaturou, p°ejdeme od koe�ient· α̃ k α = −α̃

x•k = x•k−1 − αkpk, αk =
g⊤0 pk

p⊤k Apk

=
g⊤k−1pk

p⊤k Apk

jelikoº lze upravit

g⊤k−1pk =
(
Ax•k−1 − b

)⊤
pk =

(
A
(
x•k−2 − αk−1pk−1

)
− b

)⊤
pk =

(
Ax•k−2 − b

)⊤
pk − αk−1

=0
︷ ︸︸ ︷

p⊤k−1Apk

= g⊤k−2pk = · · · = g⊤0 pk.

Zatím jsme si ni ne°íkali o vektoreh pi, které byhom také ht¥li generovat iterativn¥. Máme vek-

tory p1, . . . ,pk a ht¥li byhom vygenerovat nový pk+1. Vzpomeneme-li si na Garmm·v�Shmidt·v

ortogonaliza£ní proes (viz P°íklad 7), tak pokud máme

hk /∈ 〈p1, . . . ,pk〉, pak pk+1 = hk + βk1p1 + · · ·+ βkkpk, kde βki = −p⊤i Ahk

p⊤i Api

,

protoºe

0 = p⊤i Apk+1 = p⊤i Ahk + βk1p
⊤
i Ap1 + · · ·+ βkkp

⊤
i Apk = p⊤i Ahk + βkip

⊤
i Api.

Takto byhom uhovávali v²ehny vektory p1, . . . ,pk, a pot°ebovali vypo£íst k skalárníh sou£in·.

Pokud ale budeme postupovat hyt°e, lze ob¥ tyto nevýhody eliminovat. Hledejme

x•k ∈ x0 + Kk, Kk = 〈g0,Ag0, . . . ,A
k−1g0〉.

Ukaºme si, ºe gradient gk = g(x•k) v x•k je kolmý k prostoru Kk, tedy

p⊤gk = 0 ∀p ∈ Kk.

Jelikoº jsme x•k zavedli jako f(x•k) = minx0+Kk
f(x) tak pro v²ehna d ∈ Kk platí

1

2
(x•k)

⊤
Ax•k − (x•k)

⊤
b = f(x•k) ≤ f(x•k + εd) =

1

2
(x•k + εd)

⊤
A (x•k + εd)− (x•k + εd)

⊤
b

=
1

2
(x•k)

⊤
Ax•k +

ε2

2
d⊤Ad+ εd⊤Ax•k − (x•k)

⊤
b− εd⊤b

= f(x•k) +
ε2

2
d⊤Ad+ εd⊤ (Ax•k − b)

︸ ︷︷ ︸

gk

Podívejme se na £len ε
(
ε
2d
⊤Ad+ d⊤gk

)
, který nesmí být záporný. Pro pevné d ∈ Kk jsou d⊤Ad > 0

a d⊤gk reálná £ísla. Pokud je £íslo d⊤gk nenulové, pak volbou

ε = − d⊤gk

d⊤Ad
dostáváme ε

(ε

2
d⊤Ad+

)

= −
(
d⊤gk

)2

2d⊤Ad
< 0,

oº nelze (v x•k je minimum). Nutn¥ tedy d⊤gk = 0 pro v²ehny d ∈ Kk.
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Pokud gk 6= 0, pak gk /∈ Kk a jelikoº gk ∈ Kk+1 je ideálním kandidátem pro hk. Naví je gk

A�kolmý k Kk−1

p ∈ Kk−1 ⇒ q = Ap ∈ Kk ⇒ 0 = q⊤gk = p⊤Agk ⇒ gk ⊥A Kk.

tedy

pk+1 = gk + βkpk, βk = −p⊤k Agk

p⊤k Apk

.

Nyní je²t¥ uvedeme n¥kolik zjednodu²ujííh p°epis·

g⊤k−1pk = g⊤k−1(gk−1 + βk−1pk−1) = ‖gk−1‖2 + βk−1 g
⊤
k−1pk−1
︸ ︷︷ ︸

=0

= ‖gk−1‖2

x•k = x•k−1 − αkpk ⇒ Ax•k − b = Ax•k−1 − b− αkApk ⇒ Apk =
1

αk

(gk−1 − gk)

αkg
⊤
k Apk = g⊤k (gk−1 − gk) = −‖gk‖2, protoºe gk−1 ∈ Kk, gk ⊥ Kk

αkp
⊤
k Apk = αkp

⊤
k

1

αk

(gk−1 − gk) = p⊤k gk−1 − p⊤k gk = ‖gk−1‖2, protoºe pk ∈ Kk.

Nyní jiº m·ºeme zapsat algoritmus metody sdruºenýh gradient·.

• Z po£áte£ní iniializae x0 spo£teme g0 a poloºíme p0 = g0.

• Jestliºe známe xk−1 a gk−1 spo£teme

xk = xk−1 − αkpk, αk =
g⊤k−1pk

p⊤k Apk

=
‖gk−1‖2
p⊤k Apk

gk = gk−1 − αkApk

pk+1 = gk + βkpk, βk = −p⊤k Agk

p⊤k Apk

=
‖gk‖2

‖gk−1‖2
.

Zdrojový kód 11 metody sdruºenýh gradient· otestujeme na 2× 2 p°íkladu, viz 12.

Listing 11: g_method.m

1 funtion x = g_method ( A, b, x0, tol )

2 % x = g_method ( A, b, x0 , tol )

3 % initialization

4 x = x0; g = A*x-b; p =g; old_g_norm = norm(g);

5 while old_g_norm > tol

6 Ap = A*p;

7 alpha = old_g_norm ^2/(p'*Ap);

8 x = x - alpha *p;

9 g = g - alpha *Ap;

10 beta = (norm(g)^2) /( old_g_norm ^2) ;

11 p = g + beta*p;

12 old_g_norm = norm(g);

13 end

Listing 12: g_test.m

1 A = [5 2;2 5℄; b = [-5 19℄';

2 x_dir = A\b;

3 x_g = g_method (A,b ,0*b,1e -16);
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4.3 Dualita v QP

M¥jme úlohu

min
x∈Ω

f(x), f(x) =
1

2
x⊤Ax− b⊤x, Ω = {x| BIx ≤ cI ∧ BEx = cE}

�e²ení x této úlohy musí spl¬ovat

Ax− b+ B⊤λ = 0

x ∈ Ω, tedy BIx− cI ≤ 0 ∧ BEx− cE = 0

λ =

[
λI
λE

]

, λI ≥ 0, B =

[
BI

BE

]

λ⊤B (x− c) = 0

Gradient f je

g(x) = ∇f(x) = Ax − b

Lagrangián

L (x, λ) = f(x) + λ⊤(Bx − c)

∇xL (x, λ) = ∇f(x) + B
⊤λ = Ax − b+ B

⊤λ

∇λL (x, λ) = Bx− c

Sedlobodová úloha: najdi (x, λ) ∈ Rn ×Ψ

L (x, λ) ≤ L (x, λ) ≤ L (x, λ)

Podmínky sedlového bodu

∇xL (x, λ) = 0
[
∇λL (x, λ)

]

E
= 0,

[
∇λL (x, λ)

]

I
≤ 0

λ
⊤∇λL (x, λ) = 0

4.3.1 Dualita pro rovnostní omezení

M¥jme úlohu

min
x∈Ω

f(x), f(x) =
1

2
x⊤Ax− b⊤x, ΩE = {x| Bx = c}

tedy sedlobodovou úlohu najdi (x, λ) ∈ Rn × Rm

L (x, λ) ≤ L (x, λ) ≤ L (x, λ), kde L (x, λ) =
1

2
x⊤Ax− b⊤x+ λ⊤(Bx− c)

Pro �xní λ̂ dopo£teme x(λ̂) = A−1
(

b− B⊤λ̂
)

.

Ozna£me si funki

Θ(λ) = min
x∈Rn

L (x, λ) = L (x(λ), λ) =

=
1

2

(
b− B⊤λ

)⊤
A−1AA−1

(
b− B⊤λ

)
− b⊤A−1

(
b− B⊤λ

)
+ λ⊤

(
BA−1

(
b− B⊤λ

)
− c
)

=
1

2
λ⊤BA−1B⊤λ+ λ⊤

(
BA−1b− c

)
− 1

2
b⊤A−1b

tuto funki minimalizujeme na Rm
, tedy

0 = ∇Θ(λ) = BA−1B⊤λ−
(
c− BA−1b

)
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4.3.2 Dualita pro nerovnostní omezení

dsfsd

4.4 Roz²í°ený Lagrangián

Vezm¥me si problém

x⋆ = arg min
Bx=c

1

2
x⊤Ax− x⊤b
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