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Kapitola 1

Uvod

Ve fyzice pouzivame pro popis obecnych zékonitosti prirody fyzikalni veliiny, které vystupuji
v matematickych formulacich fyzikalnich zakoni. RozliSujeme veli¢iny skaldrni a vektorové.
Skalarni veli¢ina poskytuje informaci o mife vyskytu sledované fyzikalni vlastnosti objektu
nebo jevu, kterd je ddna hodnotou s jednotkou, nezévislou na volbé soufadného systému.
Skalarnimi veli¢inami jsou napfiklad hmotnost télesa, hustota latky, objem, délka, energie,
elektricky naboj, teplota, Cas, tlak. Z hlediska matematiky "zachézime'"se skalarnimi veli-
¢inami jako s redlnymi Cisly pouze s tim rozdilem, Ze zpravidla maji jednotku. PouZivame
klasické matematické operace jako je s¢itani, nadsobeni, umocihovani apod.

Vektorova veli¢ina navic poskytuje informaci o sméru a orientaci. Vektorovymi veli¢inami jsou
napiiklad posunuti, polohovy vektor, rychlost, zrychleni, sila, moment sily, hybnost, intenzita
elektrického pole, spin. V jednorozmérném prostoru (na piimce) je vektorové veli¢ina uréena
jednim ¢islem s jednotkou, ve dvojrozmérném prostoru (v roving) dvéma ¢isly s jednotkou
a v prostoru tiemi ¢isly s jednotkou. Tato éisla jsou slozky vektorové velid¢iny a jsou zavisla
na volbé soufadného systému. Pomoc{ vektorovych veli¢in miizeme G¢inné a elegantné popsat
chovani nejslozitéjsich fyzikalnich soustav. Navic pouziti vektorovych veli¢in ve fyzikalnich z4-
konech zajistuje, ze vysledky, které takto z{skdme, nejsou zavislé na volbé sourfadného systému.
Vektory byly poprvé pouzity v matematice a do fyziky byly prevzaty v podobé vektorovych
veli¢in, coz jsou vektory doplnéné o jednotku ptislusné velic¢iny. Vektorové veli¢iny byly nepo-
stradatelnym néastrojem rozvoje napifklad klasické mechaniky a teorie elektromagnetického
pole.

V psaném textu jsou vektorové veli¢iny respektive vektory znaceny sipkou nad pifsmenem,
které pojmenovava vektor nebo vektorovou veli¢inu, nap¥. F. V tisténém textu se znadi zpra-
vidla tu¢nou kurzivou (F'). Skalarni veli¢iny se v tigténém textu znaci kurzivou.

V tomto studijnim materialu jsou piedlozeny étenaii zédklady vektorového poctu, které se ve
fyzice aplikuji na vektorové veli¢iny.



Kapitola 2

Vektory

2.1 Zakladni definice

Aritmetickym vektorem je uspofadana n-tice redlnych &isel, tzn. n-prvkovd mnozina realnych
Cisel, ve které zalezi na potadi prvkii. n je dimenze vektoru. Jestlize zavedeme velikost vektoru,
mizZeme definovat jeho geometrickou interpretaci pro dimenzi 1, 2 nebo 3, kterd je nezavisla
na volbé& soufadného systému. Véazany vektor w = AB pak chapeme jako uspofadanou dvojici
bodu [A,B], kde A je pocatecni bod vektoru a B je koncovy bod vektoru nebo jako oriento-
vanou usetku v euklidovském prostoru (obr. 2.1). Pfimka, kterd spojuje poc¢atecni a koncovy
bod vektoru (pocatecni a koncovy bod nejsou stejné), se nazyva vektorova pfimka tohoto
vektoru. Vektorova pfimka ur¢uje smér vektoru, orientace vektoru je ddna poradim bodid v
uspofadané dvojici [A,B]. Jestlize pofadi téchto bodii zménime, ziskdme opa¢né orientovany
vektor k ptivodnimu vektoru.

Umisténim soustavy vazanych vektorii ve spoletném bodé P nazyvame takova jejich rovno-
bé&zna posunuti (translace), Ze pocatetni body v8ech vazanych vektort soustavy splynou v
bodé P. Umistovani vektort se ve fyzice vyuziva napiiklad pii hledani vyslednice riznobéz-
nych sil. Dva vazané vektory se nazyvaji sobé rovné, pravé kdyz po umisténi v jednom bodé
splynou.

Volnym vektorem (geometrickym vektorem) nazyvame mnozinu vSech vzajemné rovnych va-
zanych vektord.

Velikosti (délkou, absolutni hodnotou, modulem, normou) vektoru | w |=| AB | nazyvame
délku asecky AB a znadime ji

w = w. (2.2.1)

Nulovym vektorem nazyvame vektor, ktery je reprezentovan orientovanou tseckou nulové
délky, tzn. jeji pocateéni bod splyva s koncovym bodem. Nulovy vektor se znaéi symbolem o
a plati | o |= 0.

Jednotkovym vektorem nazyvame kazdy vektor o velikosti rovné ¢fslu 1. Jednotkové vektory
oznac¢ujeme symboly w®, b° apod.

Jednotkové vektory se spoleénym pocatetnim bodem 0, ktery je pocatkem kartézské sourad-
nicové soustavy, jejichz sméry a orientace jsou dany soufadnicovymi osami kartézské sourad-



Obrazek 2.1: Vazany vektor w.
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Obréazek 2.2: Zakladn{ vektory kartézského soufadného systému v prostoru. Podobné se definuji zakladn{ vektory pro
dvojrozmérny prostor {vektory ¢ a j) a jednorozmérny prostor (vektor ).

nicové soustavy, se nazyvaji zakladni vektory a znadi se ¢, J, k (obr. 2.2).

Vektory u, v se nazyvaji rovnobézné, pravé kdyz po umisténi v spoleéném bodé maji spolec-
nou vektorovou p¥imku. Rovnobé&zné vektory u, v se nazyvaji souhlasné rovnobézné, jestlize
po umisténi do bodu A lezi v téze polopiimce s pocatetnim bodem A (znacime u 11 v).
Rovnobézné vektory w, v se nazyvaji nesouhlasné rovnobézné, jestlize po umisténi{ do bodu
A lezi ve vzajemné opa¢nych polopfimkach s poc¢ateénim bodem A (znaime u 1| v).
Vektory u, v, w se nazyvaji komplanarn{, pravé kdyz po umisténi ve spoleéném bodé leif
pravé v jedné roviné.

2.2 Vyjadreni vektoru pomoci jeho soutradnic

Je dan vektor w = E v jednorozmérném prostoru a soufadnice jeho pocateéniho bodu A,
a soufadnice jeho koncového bodu B,. Piseme A = [A,] a B = [B,]. Pak jedinou soufadnici
vektoru w je ¢islo (obr. 2.3)

Wy =By — A, (2.2.2)

PiSeme w = w,. Zékladni vektor je jeden a mutZeme jej vyjadfit pomoci sourfadnic takto:

i=1 (2.2.3)
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Obrazek 2.3: Vyjadfeni vektoru pomoci soufadnic v jednorozmérném prostoru.
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Pro velikost vektoru w = w,, plati:

w=|wy | . (2.2.4)
Je dén vektor w = ﬁ ve dvojrozmérném prostoru a soutfadnice jeho pocatecniho bodu

A,, A,, a soufadnice jeho koncového bodu B,, B,. Pifeme A = [A,, A)] a B = [B,, ByJ.
Pak soufadnicemi vektoru w jsou ¢isla

wy =By — Ay, wy =B, —Ay. (2.2.5)
Piseme w = (w,, wy). Zakladni vektory mizeme vyjadiit pomoci soufadnic takto:

i=(1,0), 5=, 1). (2.2.6)

Pro velikost vektoru w = (w,, w,) plati:

w = /w2 +w?. (2.2.7)
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Obrazek 2.4: Znaménka soufadnic vektoru souvisi s jeho smérem a orientaci vzhledem k sourfadnému systému.
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Je mozné volit v8echny pfipustné kombinace soufadnic podle toho, jaké osy k popisu polohy
bodt v daném prostoru pouzijeme. Napfiklad v jednorozmérném prostoru misto osy x po-
uzijeme osu y nebo osu z, ve dvojrozmérném prostoru zbyvajici kombinace os (x a z, y a

z).



Obr. 2.4 znazorfiuje souvislost mezi smérem a orientaci vektoru se znaménky jeho soufadnic
v roviné. I v trojrozmérném prostoru plati: Je-li vektor kolmy na soufadnou osu, souiadnice
této ose odpovidajici je rovna nule.

Je dén vektor w = E v trojrozmérném prostoru a soufadnice jeho pocatecniho bodu
Az, Ay, A, a soufadnice jeho koncového bodu B, By,B,. Piseme A = [A;, A, A.] a
B = [B,, By, B.]. Pak souradnicemi vektoru w jsou ¢isla

wy =By — Ay, wy =By — Ay, w, =B, —A,. (2.2.8)
Pigeme w = (w,, wy, w,). Zakladni vektory miizeme vyjadfit pomoci souradnic takto:

i=(1, 0, 0), 2=(0,1,0), k=(0,0,1) (2.2.9)
Pro velikost vektoru w = (w,, wy, w,) plati:

w = w2+ wi + w?. (2.2.10)

Analogicky vyjadfujeme vektory pomoci soufadnic v n-dimenzionalnich prostorech, kde n je
pfirozené &islo.



Kapitola 3

Vektorova algebra

3.1 Scitani a odcéitani vektora

Jestlize u = ﬁ av = ]ﬁ jsou dva vektory, pak sou¢tem u + v vektort w, v nazyvame
vektor w, jehoz umisténim do bodu A je vektor AC (obr. 3.1).

Jestlize umistime dva riznobézné vektory do téhoZ bodu, soucet obou vektori ziskime se-
strojenim vektoroveho rovnobé&zniku (obr. 3.2).

Vektory uw a v se nazyvaji vzajemné opacné, pravé kdyz plati

u+v=o. (3.3.1)

Odcitani vektort je ve skute¢nosti pfi¢teni opa¢ného vektoru (obr. 3.3):

b=u—v=u+(—v).

C

A

Obrazek 3.1: Soucet vektord w a v.
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Obrazek 3.2: Vektorovy rovnobéznik pro soufet dvou riznobéznych vektort se spole¢nym pocatkem.
Plati komutativni zakon pro s¢itani vektoru

ut+v=v+u (3.3.2)

a asociativni zadkon pro s¢itani vektori

u+ (v+w)=(u+v)+w. (3.3.3)

Jestlize u = (ug, uy, u.) a v = (vg, vy, vz), pak plati

w=u+v=(Uy+ Vg, Uy+Vy, Uy + V). (3.34)

3.2 Nasobeni vektoru redlnym c¢islem

Necht k € R (k # 0) a u je nenulovy vektor, pak k-nasobkem vektoru w = (u,, uy, u;) je
vektor w, pro ktery plati:

w = ku = k(ug, uy, u.) = (kug, kuy, kuy) (3.3.5)



a ma velikost | w |=| k | u. Rovnéz plati w 11 u, je-li k£ >0 a w 1] u, je -li k < 0. Jestlize je
vektor u nulovy nebo k = 0, pak k-nasobkem vektoru w je nulovy vektor.

Vektor u = (ug, uy, u;) lze vyjadiit pomoci zdkladnich vektort <, j, k takto:

U = Uzt + uyj + uk, (3.3.6)
protoze
U = gt + uyj + uk = uy(1, 0, 0) +uy(0, 1, 0) +u;(0, 0, 1) =
= (u:m 07 0)+ (07 Uya O>+(Oa Oa UZ) = (urm uy7 uz)'
Priklad
Urcete soucet dvou vektortt w = (1, 0, 2), v = (0, 1, 1) a jeho velikost.
Resent
ut+v=(1,0,2)4+(0, 1, 1)=(1, 1, 3)
lu+v|=vIti+9=11
Priklad

Vyjadiete rozdil vektort uw — v pomoci zékladnich vektoru 2, j, k, kde v = (1, 0, 2) a
v=(0, 1, 1).

Resent

Odectenim odpovidajicich si soufadnic dostaneme:

u—v=(1, -1, ) =i—j5+ k.

Priklad

Helikoptéra stoupé ve svislém sméru 100 m, pak se pohybuje vodorovné 500 m na vychod a
nakonec 1000 m vodorovné na sever. Jak daleko bude v kone¢né poloze od druhé helikoptéry,
ktera startovala ze stejného mista a pohybovala se nejprve 200 m vzharu, 100 m na zapad a
500 m na sever?

Reseni

Osu x zorientujme svisle vzhiru, osu y na vychod a osu z na sever. Po¢atkem soufadného
systému je misto startu obou helikoptér. Pak konecéna poloha obou helikoptér je popséana
vektory r1 a re s pocatkem v bodé O [0, 0, 0] soufadného systému a s koncovym bo-
dem, ktery odpovidd konecné poloze obou helikoptér. Pak ry = (100, 500, 1000) m a

re = (200, —100, 500) m. Kdyz si nakreslite obrazek s témito vektory, snadno dojdete k
zaveéru, ze vzdalenost mezi koneénymi polohami helikoptér je:

| 71 — 72 | =| ((100 — 200), (500 4 100), (1000 — 500)) | m =
= /1002 + 6002 + 5002 m = 787,4 m




Obrazek 3.4: Odchylka vektord u a v.
3.3 Skalarni souc¢in vektoru

Odchylkou dvou nenulovych vektori u = ﬁ av= E nazyvame velikost konvexniho thlu
sevieného polopfimkami AB a AC (obr. 3.4): ¢ =| L(AB, AC) |=| £(u, v) |. Jeho pfipustné
hodnoty jsou z intervalu od 0° do 180°.

Skalarnim souc¢inem vektort w = (ug, Uy, uz) a v = (Vz, vy, v;) je redlné cislo

UV = Uy Uy + UyUy + UV, (3.3.7)

Skalarni soucin je komutativni operace:

uv = vu, (3.3.8)

protoze u,v, = vzu, atd. Rovnéz plati distributivni zadkon pro skaldrni nésobeni vektori
vzhledem k s¢itdni vektori:

u(v + w) = uv + vw, (3.3.9)

protoze

u(v +w) = uz(vy + wy) + uy(vy + wy) +uz(v, +w,) =
= UgVz + UyVy + UV + Up Wy + UyWy + U W, =

= uv + uw.

Skalarni soucin je mozné pouzit k vypoctu odchylky dvou vektorti. Necht jsou dany dva vek-
tory w a v (obr. 3.5), které spolu sviraji thel ¢. Protoze je skalarni soucin redlnym ¢islem (ve
fyzice skalarem), jeho hodnota nezavisi na volbé soufadného systému. Proto miZeme rotovat
souradnym systémem O(a2/, ¢, 2’) tak, Ze dostaneme novy soufadny systém O(z, y, z),
aniz bychom ovlivnili hodnotu skalarniho sou¢inu. Osa z je rovnobézna s vektorem u a osa
z je kolmé& na rovinu, ve které lezi oba vektory. V novém soufadném systému je snazsi vy-
jadrit skaldrni soudin, protoze nékteré souradnice vektoru jsou nulové: w = (ug, 0, 0) and
v = (v, vy, 0) = (vcosyp, vsing, 0). Proto

UV = UgUy = UV COS . (3.3.10)
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Obrazek 3.5: Transformace soufadnic neovliviiuje hodnotu skaldrniho sou¢inu vektord v a v.

Vyraz v cos ¢ predstavuje primét vektoru v na vektorovou piimku vektoru u, tedy skalérnf
soufin je souinem tohoto primétu a velikosti vektoru u. Jestlize by byla osa x rovnobézna
tentokrat s vektorem v, geometrickou interpretaci skalarntho souc¢inu by tentokrat byl soucin
prumétu vektoru uw na vektorovou piimku vektoru v a velikosti vektoru v. Porovname-li
rovnice [3.3] a [3.3.10], dostaneme vztah, ktery se pouziva pro vypocet odchylky dvou vektori:

cost) = 22 (3.3.11)

uv

Rovnice [3.3.11] je alternativni definici skaldrniho soucinu. Jestlize je skalarni soucin dvou
nenulovych vektort roven nule, jsou tyto vektory na sebe kolmé. Jestlize alespoil jeden z
vektori w a v je nulovy, definujeme uv = 0. Pro skaldrni sou¢in plati komutativni zakon, tzn.
uv = vu. PouZijeme-li skalarni soucin na zékladni vektory, dostaneme:

ii=jj=kk=1

e (3.3.12)
1) =tk =3k =0.
Pro skalarni nasobeni vektort vzhledem k séitani vektord plati distributivni zakon:
u(v + w) = uv + vw. (3.3.13)
Pro nasobenf skalarniho soucinu skalarem plati asociativni zakon:
k(uv) = (ku)v = u(kv). (3.3.14)
Pro skalarni sou¢in vektort asociativni zakon neplati, tj. obecné (uv)w # u(vw).
3.4 Vyjadreni vektoru pomoci jednotkového vektoru
Necht je dan vektor
U = Uyl + uyJ + uk. (3.3.15)

Pravou stranu rovnice [3.3.15] vynasobme a vydé&lme velikosti vektoru w:
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u u u
u:u(—zi+—yj+—zk). (3.3.16)

u u u
Nyni definujme tzv. smérové kosiny vektoru u: cosa = %=, cosf3 = %, cosy = %=, Uhly a, B

a -y se nazyvaji smérové uhly vektoru w. Nyni snadno piepiSeme vztah [3.3.16] do tvaru:

u = u(icosa+ jcos S+ kcosy) = u(cosa, cosf, cosv) (3.3.17)

nebo

U = un, (3.3.18)
kde n je jednotkovy vektor, ktery mé stejny smér a orientaci jako vektor w. Jeho soufadnice
jsou soucasné cos a, cos 8 a cos-y.

Dokazme, Ze vektor n ma opravdu velikost 1. Podle vztahu [3.3.16] plati n = (Y&, 2z tz)
Proto velikost vektoru n je:

2 2 2
_ ua: uy uz _
"= u2+u2+u2+u2+u2+u2+u2+u2+u2 N
T y z T y z T y z

uZ +u2 + u?
- 2 ik
uz + uy +uz
Méjme vektor v. Primét tohoto vektoru na vektorovou p¥imku vektoru u je

veosh = 22 = un, (3.3.19)
u

kde @ je uhel sevieny vektory w a v a n je jednotkovy vektor, ktery ma stejny smér a orientaci
jako vektor w.
Priklad:

Urcete odchylku vektorti w = (1, —3, 4) a v = (=3, 2, 2). Vysledek vyjadiete ve stupnich a
v radidnech.

Resent:
Ze vztahu [3.3.11] dostaneme:

9 = arccos —2 — 93° = 1,62 rad.
uv

Priklad:
Vektor a,t + 7 — k je kolmy k vektoru ¢ + 25 — 3k. Urcete a,.
Resent:

Protoze jsou oba vektory na sebe kolmé, jejich skalarni soucin je nulovy (cos90° = 0):

(azi+j—k)(i+2j—3k)=a, +2+3=ua,+5=0.
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Proto

a; = —5.
Priklad:
Vypotitejte (2u + 3v)v, je-li dano: uw = (=2, 3, 4), v = (5, 2, —1).

Resent:

u+3v)v=(2-(-2, 3, 4)+3-(5, 2, =1))-(5, 2, —1) =
((—4, 6, 8) + (15, 6, —3)) - (5, 2, —1) =

(11, 12, 5)- (5, 2, —1) =55+24 —5 =74

3.5 Vektorovy soucin

Necht jsou dany dva vektory w a v v pravotofivém soufadném systému (obr. 3.6a). Jejich
vektorovy soudin je vektor w = u X v, jehoZ soufadnice jsou dany vztahem:

W=uUX V= (UyV; — UzVy, UyVp — Ugls, Ugly — Uyly). (3.3.20)

Vektor w mé tyto vlastnosti:

1. Velikost vektoru w je rovna obsahu rovnobé&zniku sestrojeného z vektort w a u (viz obr.
3.7), tzn. w = wvsin p, kde ¢ je odchylka vektorti u a v.

2. Vektor w je kolmy k nenulovym a rtiznobéznym vektorim u a v.

3. Vektory u, v a w tvoii pravotocivou soustavu vektorit (obr. 3.7), tj. pozorujeme-li
rovnobéznik sestrojeny z vektorii w a v z koncového bodu vektoru w, pak piechod (pfes
mensi thel otoceni) od vektoru w k vektoru v se déje proti smyslu otaceni hodinovych
ruc¢i¢ek. Také se pouziva pravidlo pravé ruky: palec pravé ruky orientujeme souhlasné s
vektorem u, ukazovacek s vektorem v a vztyceny prostiednik ukazuje orientaci vektoru

w.
V4 Z A
y X
X y
(a) Pravotocivy kartézsky sou- (b) Levotoc¢ivy kartézsky sou-
fadny systém. fadny systém.

Obrézek 3.6: Spravnou orientaci levoto¢ivého nebo pravotocivého kartézského souradného systému urcime nejsnadnéji
pravidlem pravé resp. levé ruky.
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Jsou-li vektory u a v rovnobézné nebo je-li alespon jeden z nich nulovy, klademe u x u = o.

Komutativni zakon pro vektorovy soudin neplati, ale plati antikomutativni zakon:

UXV=—0Xu. (3.3.21)

Asociativni zakon pro nésobeni vektoru skalarem vzhledem k vektorovému néasobeni je:
k(u x v) = (ku) x v = u x (kv). (3.3.22)
Distributivni zédkon pro vektorové nasobeni vzhledem k s¢itani vektori:

(utv)Xw=uXw+vXxXw

(3.3.23)
uX (V+w)=uxXv+uxw.
Pro zékladni vektory plati pravotocivého soufadného systému plati:
txt=3xg3=kxk=o0
Jxk=1t=—-kxyg (3.3.24)
ixj=k=—jx1 s
kxi=53=-1xk
Vyjadieme vektorovy soucin pomoci zdkladnich vektori:
u X U = t(uyv; — uvy) + J(uvp — ugvy) + k(ugvy — uyvy). (3.3.25)
Kazdy vyraz v zavorce je roven determinantu matice fadu 2 x 2:
uxv=74|¥ Y4t Yol gt Y| (3.3.26)
Uy U, Uy Vg Vg Uy
A W
v
u

Obrazek 3.7: Vektorovy soudin w = uw X v. Pro urceni orientace vektoru w miizeme pouzit pravidlo pravé ruky.
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Po upravé nakonec dostaneme:

i § ok
UXV= Uy Uy Usl. (3.3.27)
Vp Uy Uy

Dokazme vztah pro velikost vektorového soucinu. Vyraz

| ux v 2= (uyvs — uavy)? 4 (U0, — upv,)? + (upvy — uyvy)?

upravime

lux v P= (vl + uf/ +u?) (v2 + vg +02) — (UpVp + Uyvy + U0, )?
a pomoci skalarniho soucinu dostaneme:
|u x v 2= u?0? — (uv)?. (3.3.28)

Odmocnime rovnici [3.3.28] a souCasné pouzijeme vztah [3.3.10], abychom dostali velikost
vektorového soucinu:

| u x v |=uvy/1— cos? ¢ = uwvsin g, (3.3.29)

kde ¢ je odchylka vektori u a v.

Nyni dokazme, ze vektor w = uw X v za pFedpokladu, Ze vektory w a v nejsou rovnobézné a
oba jsou nenulové, je kolmy na tyto vektory. Vyjadifeme nejprve skaldrni soucin vektori uw a
w:

UW = Up Wy + UyWy + U Wy =
= Uy (UyVy — Uz Vy) + Uy (Uz Vg — UzV2) + Uz (UgUy — UyVy) = 0,
coz znamenad, ze vektory w a w jsou na sebe kolmé. Podobné snadno dokadzeme, Ze jsou na
sebe kolmé vektory v a w.

Vektorovy sou€in muzeme také vyjadfit vztahem:

u X v = (uvsinp)n, (3.3.30)

kde n je jednotkovy vektor kolmy na vektory w a v, jehoZ orientace je ddna vySe zminé-
nym pravidlem pravé ruky. Rovnice [3.3.30] je alternativni definici vektorového souéinu pro
pravotoéivy soufadny systém.

Priklad:
Necht jsou dany dva vektory uw =2t + 5 — k, v =4 — j + 2k. Urcete u x v.
Resent:

Pouzijeme vektorovy soucin ve tvaru determinantu:
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v 3 k
uxv=12 1 —1|=12—55—3k.
1 -1 2

Priklad:

Najdéte jednotkovy vektor, ktery je kolmy na rovinu, ve které se nachazeji vektory
u=2i+j—kav=1—j+ 2k.

Resent:
Pouzijme vztah [3.3.18], ve kterém vektor w nahradime vektorovym soudinem u X v:

" — uxv  1—=55—-3k ¢ 55 3k
|ux v | 12 + 52 + 32 V35 V35 V35
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