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STUDIJNÍ OPORY S P�EVAŽUJÍCÍMI DISTAN�NÍMI PRVKY PRO P�EDM�TY 

TEORETICKÉHO ZÁKLADU STUDIA 

je název projektu, který usp�l v rámci první výzvy Opera�ního programu Rozvoj lidských 

zdroj�. Projekt je spolufinancován státním rozpo�tem �R a Evropským sociálním fondem. 

Partnery projektu jsou Regionální st�edisko výchovy a vzd�lávání, s.r.o. v Most�, Univerzita 

obrany v Brn� a Technická univerzita v Liberci. Projekt byl zahájen 5.1.2006 a bude ukon�en 

4.1.2008. 

Cílem projektu je zpracování studijních materiál� z matematiky, deskriptivní geometrie, 

fyziky a chemie tak, aby umožnily p�edevším samostatné studium a tím minimalizovaly po�et 

kontaktních hodin s u�itelem. Je z�ejmé, že vytvo�ené texty jsou ur�eny student�m všech 

forem studia. Studenti kombinované a distan�ní formy studia je využijí k samostudiu, studenti 

v prezen�ní form� si mohou doplnit získané v�domosti. Všem student�m texty pomohou p�i 

procvi�ení a ov��ení získaných v�domostí. Nezanedbatelným cílem projektu je umožnit 

zvýšení kvalifikace širokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké škole 

z r�zných d�vod� (sociálních, rodinných, politických) pokra�ovat bezprost�edn� po maturit�. 

V rámci projektu jsou vytvo�eny jednak standardní u�ební texty v tišt�né podob�, 

koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijní materiály, p�ístupné 

prost�ednictvím internetu. Sou�ástí výstup� je rovn�ž banka testových úloh pro jednotlivé 

p�edm�ty, na níž si studenti ov��í, do jaké míry zvládli prostudované u�ivo.  

Bližší informace o projektu m�žete najít na adrese http://www.studopory.vsb.cz/. 

P�ejeme vám mnoho úsp�ch� p�i studiu a budeme mít radost, pokud vám p�edložený text 

pom�že p�i studiu a bude se vám líbit. Protože nikdo není neomylný, mohou se i v tomto 

textu objevit nejasnosti a chyby. P�edem se za n� omlouváme a budeme vám vd��ni, pokud 

nás na n� upozorníte. 

 

ESF – ROVNÉ P�ÍLEŽITOSTI PRO VŠECHNY 
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POKYNY KE STUDIU 

V úvodu si vysv�tlíme jednotnou pevnou strukturu každé kapitoly textu, která by vám 

m�la pomoci k rychlejší orientaci p�i studiu. Pro zvýrazn�ní jednotlivých �ástí textu jsou 

používány ikony a barevné odlišení, jejichž význam nyní objasníme.  

 

Pr�vodce studiem 

vás stru�n� seznámí s obsahem dané kapitoly a s její motivací. Slouží také k instrukci, jak 

pokra�ovat dál po vy�ešení kontrolních otázek nebo kontrolních text�. 

 

Cíle 

vás seznámí s u�ivem, které v dané kapitole poznáte a které byste po jejím prostudování 

m�li um�t. 

 

P�edpokládané znalosti 

shrnují stru�n� u�ivo, které byste m�li znát ješt� d�íve než kapitolu za�nete studovat. Jsou 

nezbytným p�edpokladem pro úsp�šné zvládnutí následující kapitoly. 

 

Výklad 

ozna�uje samotný výklad u�iva dané kapitoly, který je �len�n zp�sobem obvyklým 

v matematice na definice, v�ty, p�ípadn� d�kazy. 

 

Definice 1.1.1. 

Zavádí základní pojmy v dané kapitole. 

 

V�ta 1.1.1. 

Uvádí základní vlastnosti pojm� zavedených v dané kapitole. 

 

D�kaz:  Vychází z p�edpoklad� v�ty a dokazuje tvrzení uvedené ve v�t�. 
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Poznámka 

neformáln� komentuje vykládanou látku.. 

 

�ešené úlohy 

ozna�ují vzorové p�íklady, které ilustrují probrané u�ivo. 

P�íklad  Uvádí zadání p�íkladu. 

�ešení:  Uvádí podrobné �ešení zadaného p�íkladu. 

 

Úlohy k samostatnému �ešení 

obsahují zadání p�íklad� k procvi�ení probraného u�iva. Úlohy ozna�ené � pat�í 

k obtížn�jším a jsou ur�eny zájemc�m o hlubší pochopení tématu.  

 

Výsledky úloh k samostatnému �ešení 

obsahují správné výsledky p�edchozích p�íklad�, slouží ke kontrole správnosti �ešení. 

 

Kontrolní otázky 

obsahují soubor otázek k probranému u�ivu v�etn� n�kolika odpov�dí, z nichž je vždy 

alespo� jedna správná. 

 

Odpov�di na kontrolní otázky 

uvád�jí správné odpov�di na kontrolní otázky. 

 

Kontrolní test 

obsahuje soubor p�íklad� k probranému u�ivu. 

 

Výsledky testu 

uvád�jí správné odpov�di na p�íklady kontrolního testu. 
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Shrnutí lekce 

obsahuje stru�ný p�ehled u�iva, které by m�l student po prostudování p�íslušné kapitoly 

zvládnout. 

 

Literatura 

obsahuje seznam knih, které byly použity p�i tvorb� p�íslušného textu a na které byly 

p�ípadn� uvedeny odkazy k hlubšímu prostudování tématu. 

 

Piktogram, který upozor�uje na d�ležité vztahy nebo vlastnosti, které je nezbytné si 

zapamatovat. 
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4.2.1. Jacobiova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2.2. Gauss-Seidelova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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5.1.3. Interpolačńı chyba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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1. Numerické metody a chyby

1.1. Obsah předmětu

Pr̊uvodce studiem

Numerickou úlohou rozumı́me jasný a jednoznačný popis vztahu mezi ko-

nečným počtem vstupńıch a výstupńıch dat (reálných č́ısel). Podstatná je přitom

konečnost vstupńıho a výstupńıho souboru, která ve svém d̊usledku umožňuje při

řešeńı použ́ıt poč́ıtač. Postupy řešeńı numerických úloh se pak nazývaj́ı numerické

nebo poč́ıtačové metody.

Numerické úlohy patř́ı do skupiny úloh diskrétńıch. Matematické modely se

však často formuluj́ı jako úlohy spojité, u nichž se mezi vstupńımi nebo výstupńımi

daty vyskytuj́ı spojité funkce. Pokud chceme takové úlohy řešit numerickými

metodami, muśıme je nejdř́ıve na úlohy diskrétńı převést, tj. diskretizovat.

Ćıle

Na př́ıkladech ukážeme diskrétńı a spojité úlohy. Dále předvedeme diskretizaci

a vysvětĺıme pojmy diskretizačńı parametr a řád.

Předpokládané znalosti

Kvadratická rovnice, soustava lineárńıch rovnic, určitý integrál, počátečńı

úloha pro obyčejnou diferenciálńı rovnici.

Výklad

1) Úloha řešit kvadratickou rovnici ax2 + bx + c = 0, a �= 0, je úloha diskrétńı.

Vstupńı data jsou koeficienty a, b, c, výstupńı data jsou reálná č́ısla α1, β1, α2, β2,

která určuj́ı dva komplexńı kořeny xk = αk + iβk, k = 1, 2.

- 7 -
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2) Diskrétńı úlohou je také soustava lineárńıch rovnic

Ax = b,

kde A = (aij) je daná čtvercová matice řádu n, b = (bi) je daný sloupcový vektor

o n složkách a x = (xi) je sloupcový vektor neznámých také o n složkách. Pro

n = 3 můžeme tuto soustavu zapsat v maticovém tvaru⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

b1

b2

b3

⎞
⎟⎟⎟⎠

nebo po jednotlivých rovnićıch

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

Vstupńımi daty jsou zde prvky matice aij a vektoru pravé strany bi. Výstupńımi

daty jsou složky xi vektoru neznámých. Připomeňme ještě, že řešeńı může být

jediné, nemuśı existovat, nebo jich může být nekonečně mnoho.

3) Úloha vypoč́ıtat určitý integrál

I =

∫ b

a

f(x) dx

je spojitá úloha, protože jedńım ze vstup̊u je spojitá funkce f . Na tom př́ıkladě

ukážeme diskretizaci.

Integračńı interval 〈a, b〉 rozděĺıme na n úsek̊u o délce h pomoćı bod̊u xi,

i = 0, 1, . . . , n, tak, že xi − xi−1 = h, x0 = a a xn = b. Pak můžeme psát

I =

∫ x1

x0

f(x) dx +

∫ x2

x1

f(x) dx + . . . +

∫ xn

xn−1

f(x) dx.

Každý d́ılč́ı integrál nahrad́ıme jeho přibližnou hodnotou∫ xi

xi−1

f(x) dx ≈ hf

(
xi−1 + xi

2

)

- 8 -
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a mı́sto hodnoty I budeme poč́ıtat jej́ı aproximaci

Ih = hf

(
x0 + x1

2

)
+ hf

(
x1 + x2

2

)
+ . . . + hf

(
xn−1 + xn

2

)
. (1.1.1)

Výpočet podle posledńıho vzorce je již úloha diskrétńı. Vstupńımi daty jsou

funkčńı hodnoty f
(xi−1+xi

2

)
, i = 1, . . . , n a parametr h. Výstupńı data představuje

přibližná hodnota Ih.

Integrál I Aproximace Ih

Obrázek 1.1.1: Znázorněńı integrálu I a jeho aproximace Ih.

Smysl vzorce (1.1.1) ukazuje obrázek 1.1.1, kde jsou hodnoty I a Ih znázorněny

jako velikosti plochy př́ıslušného obrazce. Odtud můžeme usoudit, že při menš́ım

h bude Ih lépe aproximovat I, tj. plat́ı

lim
h→0+

Ih = I. (1.1.2)

Jinými slovy řešeńım diskretizované úlohy se může přibĺıžit libovolně přesně

k řešeńı p̊uvodńı úlohy spojité, pokud zvoĺıme dostatečně malý diskretizačńı pa-

rametr h.

Kladné č́ıslo p, pro něž plat́ı

|I − Ih| ≤ Chp, (1.1.3)

kde C > 0 je konstanta nezávislá na h, se nazývá řád diskretizace. Výraz na

levé straně nerovnosti (1.1.3) je velikost diskretizačńı chyby. Tato chyba bude při

- 9 -
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Tabulka 1.1.1: Odhady diskretizačńı chyby Chp pro C = 1.

h p = 1 p = 2 p = 3

0.1 0.1 0.01 0.001

0.01 0.01 0.0001 0.000001

0.001 0.001 0.000001 0.000000001

zmenšuj́ıćım se h klesat k nule t́ım rychleji, č́ım větš́ı bude hodnota p. Diskretizace

vysokého řádu je proto přesněǰśı nez diskretizace ńızkého řádu; viz tabulka 1.1.1.

Př́ıklad 1.1.1. Pomoćı vzorce (1.1.1) vypočtěte přibližnou hodnotu integrálu

I =

∫ 1

0

x2 dx

pro h = 0.5, 0.25 a 0.125. Z výsledk̊u odhadněte jaký je řád diskretizace.

Řešeńı: Přesná hodnota integrálu je I = 1
3
. Přibližné hodnoty vypoč́ıtáme takto:

I0.5 = 0.5(0.252 + 0.752) = 0.3125,

I0.25 = 0.25(0.1252 + 0.3752 + 0.6252 + 0.8752) = 0.328125,

I0.125 = 0.125(0.06252 + 0.18752 + . . . + 0.93752) = 0.33203125.

Diskretizačńı chyby maj́ı hodnotu:

E0.5 = |I − I0.5| = 0.02083333333333,

E0.25 = |I − I0.25| = 0.00520833333333,

E0.125 = |I − I0.125| = 0.00130208333333.

Při odhadu řádu diskretizace budeme pro jednoduchost předpokládat, že v (1.1.3)

nastane rovnost. Pro h = 0.5 pak dostáváme

E0.5

E0.25

=
Chp

C(h/2)p
= 2p =⇒ p = log2

E0.5

E0.25

.
= 2.00000000000069.

- 10 -
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Podobně pro h = 0.25 vypočteme p
.
= 2.00000000000277. Z těchto výsledk̊u

můžeme usoudit, že diskretizace podle vzorce (1.1.1) je druhého řádu. �

4) Úloha naj́ıt funkci y = y(x), která splňuje diferenciálńı rovnici

y′ = x2 − 0.2y (1.1.4)

a vyhovuje počátečńı podmı́nce y(−2) = −1, je spojitá úloha. Jak uvid́ıme

později, diskretizace této úlohy bude v mnohém podobná postupu, který jsme

použili při diskretizaci určitého integrálu.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jaký je rozd́ıl mezi diskrétńı a spojitou úlohou?

Otázka 2. Co je to diskretizace? Jaký je význam diskretizačńıho parametru?

Otázka 3. Je přesněǰśı diskretizace vysokého nebo ńızkého řádu?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Vyřešte rovnice: a) x2 + 3x + 1 = 0; b) x2 + 2x + 1 = 0; c) x2 + x + 1 = 0.

2. Řešte následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic:

a)

⎛
⎝ 1 3

2 −1

⎞
⎠
⎛
⎝ x1

x2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 6

5

⎞
⎠ , b)

⎛
⎝ 1 2

−1 −2

⎞
⎠
⎛
⎝ x1

x2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 3

−3

⎞
⎠ ,

c)

⎛
⎝ 1 2

−1 −2

⎞
⎠
⎛
⎝ x1

x2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1

1

⎞
⎠ .

Jak lze rozhodnout z hodnoty determinantu matice o existenci řešeńı?

3. Pomoćı vzorce (1.1.1) vypočtěte přibližnou hodnotu integrálu

I =

∫ 1

−1

x2 dx

pro h = 1, 0.5 a 0.25 a určete diskretizačńı chyby.

4. Vyřešte diferenciálńı rovnici (1.1.4) pomoćı známých analytických metod.

- 11 -
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Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. a) Dva kořeny x1
.
= −2.6180, x2

.
= −0.3820; b) jeden (dvojnásobný) kořen

x1 = x2 = −1; c) dva komplexně sdružené kořeny x1 = x2
.
= −0.5 ± i 0.8660.

2. a) x = (3, 1)�, detA = −7; b) nekonečne mnoho řešeńı x = (3 − 2t, 3 − 2t)�,

t ∈ R, detA = 0; c) řešeńı neexistuje.

3. I
.
= 0.6667, I1 = 0.5, |I − I1| .

= 0.1667, I0.5 = 0.625, |I − I0.5| .
= 0.0417,

I0.25
.
= 0.6563, |I − I0.25| .

= 0.0104.

4. Obecné řešeńı je y(x) = 5x2 −50x+250+Ce−0.2x, řešeńı vyhovuj́ıćı počátečńı

podmı́nce je určeno konstantou C = −248.688737.

Shrnut́ı lekce

Ukázali jsem rozděleńı matematických úloh na úlohy diskrétńı a spojité. Dis-

krétńı úlohy lze zpravidla okamžitě řešit pomoćı numerických metod. Spojité

úlohy je potřeba nejdř́ıve diskretizovat.
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1.2. Chyby v numerických výpočtech

Pr̊uvodce studiem

Chyby, kterými jsou ovlivněny výsledky numerických výpočt̊u, maj́ı r̊uznou

př́ıčinu. Chyba matematického modelu vzniká v d̊usledku toho, že mı́sto sku-

tečného technického nebo fyzikálńıho problému řeš́ıme jeho matematický model.

Je-li řešeńı tohoto modelu z nějaké př́ıčiny náročné nebo nemožné, pak se provád́ı

aproximace jednodušš́ı úlohou, č́ımž vznikne chyba aproximačńı. Jej́ım speciálńım

př́ıpadem je diskretizačńı chyba, kterou jsme zmı́nili v předchoźım odstavci.

Daľśım zdrojem chyb je poč́ıtáńı s
”
nepřesnými” č́ısly. Sem patř́ı chyby vstup-

ńıch dat a chyby zaokrouhlovaćı. Vstupńı data mohou být naměřené veličiny,

jejichž nepřesnost je dána rozlǐsovaćı schopnost́ı měř́ıćıch zař́ızeńı. K zaokrouh-

lováńı mezivýsledk̊u docháźı v pr̊uběhu celého výpočtu, protože pro ukládáńı č́ısel

je k dispozici pouze omezený pamět’ový prostor.

Konečně jsou výsledky ovlivněny také chybami lidského faktoru. Jedná se

o chyby v poč́ıtačových programech, špatná zadáńı vstupńıch dat, nevhodnou

volbu matematického modelu nebo nesprávný výběr metody řešeńı.

Ćıle

Budeme se zabývat chybami zaokrouhlovaćımi a ukážeme jejich vliv na sta-

bilitu numerického výpočtu.

Předpokládané znalosti

Základńı aritmetické operace, určitý integrál, rekurentńı výpočty.

- 13 -
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Výklad

Definice 1.2.1.

Necht’ x̄ je přesná hodnota reálného č́ısla a x je jeho aproximace. Rozd́ıl

e(x) = x̄ − x

se nazývá absolutńı chyba. Odhad absolutńı chyby je č́ıslo ε(x), pro které plat́ı

|x̄ − x| ≤ ε(x). (1.2.1)

Je-li x �= 0, pak č́ıslo

r(x) =
x̄ − x

x

se nazývá relativńı chyba. Odhad relativńı chyby je č́ıslo δ(x), pro které plat́ı∣∣∣∣ x̄ − x

x

∣∣∣∣ ≤ δ(x).

Relativńı chyba a jej́ı odhad se často udávaj́ı v procentech. Nerovnost (1.2.1)

znamená x̄ ∈ 〈x− ε(x), x+ ε(x)〉, což symbolicky zapisujeme x̄ = x± ε(x). Pokud

nebude hrozit nedorozumněńı, budeme psát e, r, ε a δ mı́sto e(x), r(x), ε(x) a

δ(x).

Př́ıklad 1.2.1. Č́ıslo x = 2.72 je aproximace Eulerova č́ısla x̄ = 2.7182818....

Absolutńı chyba je e = −0.001718... a jej́ı odhad je např́ıklad č́ıslo ε = 0.002,

protože |e| ≤ ε. Proto x̄ = 2.72 ± 0.002. Relativńı chyba je r = −0.00063168... a

za odhad relativńı chyby můžeme vźıt δ = 0.00064, protože |r| ≤ δ.

Nyńı ukážeme jak se š́ı̌ŕı chyby při prováděńı aritmetických operaćı. Budeme

přitom předpokládat, že vykonáváme přesné aritmetické operace s nepřesnými

č́ısly, tj. s aproximacemi, a že známe chyby, respektive jejich odhady.
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Necht’

x̄i = xi + e(xi), |e(xi)| ≤ ε(xi), |r(xi)| ≤ δ(xi), i = 1, 2.

(a) Je-li u = x1 + x2 aproximace součtu ū = x̄1 + x̄2, potom

ū = x1 + e(x1) + x2 + e(x2) = u + e(u),

kde

e(u) = e(x1) + e(x2)

a plat́ı

|e(u)| ≤ |e(x1)| + |e(x2)| ≤ ε(x1) + ε(x2).

(b) Je-li v = x1 − x2 aproximace rozd́ılu v̄ = x̄1 − x̄2, potom

e(v) = e(x1) − e(x2)

a plat́ı

|e(v)| ≤ |e(x1)| + |e(x2)| ≤ ε(x1) + ε(x2).

(c) Je-li w = x1x2 aproximace součinu w̄ = x̄1x̄2, potom

w̄ = (x1 + e(x1))(x2 + e(x2)) = w + x1e(x2) + x2e(x1) + e(x1)e(x2)

a klademe

e(w) ≈ x1e(x2) + x2e(x1).

Odtud

|e(w)| � |x1|ε(x2) + |x2|ε(x1).

(d) Je-li z = x1/x2 aproximace pod́ılu z̄ = x̄1/x̄2, potom

z̄ =
x1 + e(x1)

x2 + e(x2)
= z + e(z),

kde

e(z) =
x2e(x1) − x1e(x2)

x2(x2 + e(x2))
≈ x2e(x1) − x1e(x2)

x2
2
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a plat́ı

|e(z)| � |x2|ε(x1) + |x1|ε(x2)

|x2|2 .

Pro relativńı chyby můžeme z pravidel (a), (b), (c) a (d) odvodit:

(A) r(u) =
1

x1 + x2

(
x1

e(x1)

x1
+ x2

e(x2)

x2

)
=

1

x1 + x2
(x1r(x1) + x2r(x2)) ,

|r(u)| ≤ 1

|x1 + x2| (|x1|δ(x1) + |x2|δ(x2)) ,

(B) r(v) =
1

x1 − x2

(
x1

e(x1)

x1

− x2
e(x2)

x2

)
=

1

x1 − x2

(x1r(x1) − x2r(x2)) ,

|r(v)| ≤ 1

|x1 − x2| (|x1|δ(x1) + |x2|δ(x2)) ,

(C) r(w) ≈ x1e(x2) + x2e(x1)

x1x2
= r(x2) + r(x1),

|r(w)| � δ(x2) + δ(x1),

(D) r(z) ≈ x2e(x1) − x1e(x2)

x2
2

· x2

x1
= r(x1) − r(x2),

|r(z)| � δ(x1) + δ(x2).

Poznámka

Při odč́ıtáńı bĺızkých č́ısel (pravidlo (B)) má na velikost relativńı chyby rozhoduj́ıćı

vliv zlomek 1/|x1 − x2|, který ukazuje, že docháźı ke ztrátě relativńı přesnosti.

Př́ıklad 1.2.2. Necht’ x̄1 = 758 320, x1 = 758 330, x̄2 = 757 940 a x2 = 757 930.

Určete k jak velké ztrátě relativńı přesnosti dojde při odč́ıtáńı.

Řešeńı: Protože e(x1) = −10, e(x2) = 10, můžeme položit

∣∣∣∣ −10

758330

∣∣∣∣ .
= 1.32 · 10−5 = δ(x1),

∣∣∣∣ 10

757930

∣∣∣∣ .
= 1.32 · 10−5 = δ(x2).
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Dále je v̄ = x̄1 − x̄2 = 380 a v = x1 − x2 = 400, a proto∣∣∣∣ v̄ − v

v

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−20

400

∣∣∣∣ .
= 5 · 10−2 = δ(v).

Došlo ke ztrátě relativńı přesnosti zhruba o tři řády. Podle pravidla (B) totiž plat́ı

|r(v)| ≤ 758330

400
(δ(x1) + δ(x2)) ≈ 2000(δ(x1) + δ(x2)).

Výklad

Při prováděńı rozsáhleǰśıch výpočt̊u může nastat situace, kdy se zaokrouhlo-

vaćı chyby nekontrolovatelně hromad́ı a mohou znehodnotit výsledek. O takovém

výpočtu ř́ıkáme, že je numericky nestabilńı. Ukážeme to na př́ıkladu.

Předpokládejme, že je naš́ım úkolem vypoč́ıtat hodnoty integrál̊u

yi =

∫ 1

0

xi

x + 5
dx pro i = 0, 1, . . . , 8. (1.2.2)

Pomoćı úpravy

yi + 5yi−1 =

∫ 1

0

xi + 5xi−1

x + 5
dx =

∫ 1

0

xi−1x + 5

x + 5
dx =

∫ 1

0

xi−1 dx =
1

i

odvod́ıme rekurentńı vzorec

yi =
1

i
− 5yi−1 pro i = 1, 2, . . . , 8. (1.2.3)

Při výpočtu budeme zaokrouhlovat na tři desetinná mı́sta. Nejdř́ıve urč́ıme star-

tovaćı hodnotu

y0 =

∫ 1

0

1

x + 5
dx = [ln |x + 5|]10 = 0.18232...

.
= 0.182

a potom pomoćı (1.2.3) poč́ıtáme

y1 = 1 − 5y0 = 1 − 5 · 0.182 = 0.090,

y2 =
1

2
− 5y1 =

1

2
− 5 · 0.090 = 0.050,

y3 =
1

3
− 5y2 =

1

3
− 5 · 0.050

.
= 0.083,

y4 =
1

4
− 5y3 =

1

4
− 5 · 0.083 = −0.165.
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Posledńı hodnota y4 je zjevně nesmyslná, protože všechny integrály muśı být

kladné. Správná hodnota je y4 = 0.03427.... Výpočet podle vzorce (1.2.3) je tedy

numericky nestabilńı.

Nestability se zbav́ıme vhodněǰśı organizaćı výpočtu. Rekurentńı vzorec (1.2.3)

přeṕı̌seme pro výpočet v opačném směru, tj.

yi−1 =
1

5i
− 1

5
yi pro i = 9, 8, . . . , 1. (1.2.4)

Startovaćı hodnotu y9 urč́ıme z přibližné rovnosti y10
.
= y9, odkud y9

.
= 1

50
− 1

5
y9,

a proto y9
.
= 0.017. Pomoćı vzorce (1.2.4) dostaneme:

y8 =
1

45
− 1

5
y9 =

1

45
− 1

5
· 0.017

.
= 0.019,

y7 =
1

40
− 1

5
y8 =

1

40
− 1

5
· 0.019

.
= 0.021,

...

y0 =
1

5
− 1

5
y1 =

1

5
− 1

5
· 0.088

.
= 0.182.

Hodnota y0 je přesná (na tři desetinná mı́sta), takže výpočet podle vzorce (1.2.4)

je numericky stabilńı.

Definice 1.2.2.

Uvažujme úlohu ȳ = U(x̄). Necht’ x je porušená vsupńı hodnota a y je od-

pov́ıdaj́ıćı porušená hodnota výsledku. Čı́slem podmı́něnosti úlohy U nazýváme

č́ıslo CU , pro které plat́ı

|r(y)| = CU |r(x)|,

kde r(x) a r(y) jsou relativńı chyby.

Č́ıslo podmı́něnosti vyjadřuje citlivost úlohy na poruchu ve vstupńıch datech.

Je-li CU ≈ 1, ř́ıkáme, že úloha U je dobře podmı́něná. Je-li CU velké, ř́ıkáme, že

úloha U je špatně podmı́něná. Podle č́ısla podmı́něnosti můžeme posoudit také

citlivost úlohy na zaokrouhlovaćı chyby, protože je můžeme interpretovat jako
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d̊usledek (teoretické) počátečńı poruchy. Pokud umı́me určit jenom odhady rela-

tivńıch chyb, stanov́ıme č́ıslo pomı́něnosti přibližně, tj.

CU ≈ δ(y)

δ(x)
.

Př́ıklad 1.2.3. Určete č́ıslo podmı́něnosti úlohy U vypoč́ıtat hodnotu y4 podle

vzorc̊u (1.2.3) při zaokrouhlováńı na tři desetinná mı́sta.

Řešeńı: Dostáváme

r(y0) =
0.18232... − 0.182

0.182

.
= 0.001758,

r(y4) =
0.03427... + 0.165

−0.165
.
= −1.207,

CU =
|r(y4)|
|r(y0)|

.
= 686.6.

Všimněme si, že při výpočtu podle vzorc̊u (1.2.3) se hodnota yi−1 násob́ı pěti,

č́ımž dojde také k pětinásobnému zvětšeńı chyby. Vstupńı porucha se v hodnotě

y4 promı́tne násobená č́ıslem 54 = 625, což je zhruba č́ıslo podmı́něnosti CU .

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak se definuje absolutńı a relativńı chyba a jejich odhady?

Otázka 2. Jak se chovaj́ı chyby při prováděńı aritmetických operaćı?

Otázka 3. Jak se definuje č́ıslo podmı́něnosti úlohy?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro aproximaci x = 3.14 Ludolfova č́ısla x̄ = 3.1415926... určete absolutńı

a relativńı chybu a jejich odhady.

2. Pro data z př́ıkladu 1.2.2. určete relativńı chyby při sč́ıtáńı, odč́ıtáńı a děleńı.

3. Určete č́ıslo podmı́něnosti úlohy vypoč́ıtat y0 podle vzorc̊u (1.2.4).
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Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. e(x) = 0.0015926..., ε(x) = 0.0016, r(x) = 0.000507197, δ(x) = 0.00051.

2. Pro u = x1 +x2 je e(u) = 0, |e(u)| ≤ 20, r(u) = 0, |r(u)| ≤ 1.32 ·10−5; pro w =

x1x2 je e(w) = 3900, |e(w)| ≤ 15162600, r(w) = 6.79 · 10−9, |r(w)| ≤ 2.64 · 10−5;

pro z = x1/x2 je e(z) = −2.64 · 10−5, |e(z)| ≤ 2.64 · 10−5, r(z) = −2.64 · 10−5,

|r(z)| ≤ 2.64 · 10−5.

3. y9 = 0.0169264..., r(y9) = (y9 − 0.017)/0.017
.
= −0.004329, r(y0) = (0.18232−

0.1824)/0.1824
.
= −4.01758, CU = |r(y0)|/|r(y9)| .

= 0.4061.

Shrnut́ı lekce

Ukázali jsem, jak se š́ı̌ŕı chyby při prováděńı aritmetických operaćı. Dále

jsme ukázali jak posuzovat citlivost úloh na vstupńı a zaokrouhlovaćı chyby.
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2. Řešeńı nelineárńıch rovnic

Pr̊uvodce studiem

Budeme se zabývat výpočtem reálných kořen̊u nelineárńı rovnice

f(x) = 0, (2.0.1)

kde f je v jistém smyslu
”
rozumná” reálná funkce. Pro některé funkce (kvadra-

tické, goniometrické atp.) umı́me kořeny vypoč́ıtat pomoćı (uzavřených) vzorc̊u,

pro drtivou většinu funkćı však žádné takové vzorce neexistuj́ı.

Metody, s nimiž se seznámı́me v této kapitole, lze použ́ıt pro libovolnou

funkci f . Patř́ı do tř́ıdy metod iteračńıch, které poč́ıtaj́ı posloupnost {xk} kon-

verguj́ıćı pro k → ∞ ke kořenu x̄. Obecně plat́ı, že konvergence nastane, pokud

je počátečńı aproximace x0 zvolena dostatečně bĺızko u hledaného kořene. Jed-

notlivé iteračńı metody se pak lǐśı rychlost́ı konvergence.

2.1. Separace kořen̊u

Ćıle

Ukážeme několik možnost́ı jak provést rozbor rovnice f(x) = 0, jehož výsledkem

je separace kořen̊u v dostatečně krátkých intervalech.

Předpokládané znalosti

Spojitost funkce, grafy elementárńıch funkćı.

Výklad

a) Grafická separace 1. Z grafu funkce f najdeme polohu pr̊useč́ık̊u s x-ovou osou.

b) Grafická separace 2. Rovnici f(x) = 0 převedeme na ekvivalentńı rovnici

h(x) = g(x) a nakresĺıme grafy funkćı g a h. Pr̊useč́ıky těchto graf̊u promı́tneme
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do x-ové osy, č́ımž zjist́ıme polohu kořen̊u.

c) Separace tabelaćı. Sestav́ıme tabulku funkčńıch hodnot funkce f a podle zna-

ménkových změn urč́ıme intervaly obsahuj́ıćı kořeny. Využ́ıváme přitom následuj́ıćı

větu.

Věta 2.1.1.

Necht’ f je spojitá funkce na intervalu 〈a, b〉, pro niž plat́ı

f(a)f(b) < 0. (2.1.1)

Pak uvnitř intervalu (a, b) lež́ı aspoň jeden kořen rovnice f(x) = 0.

Jinými slovy věta ř́ıká, že ze znaménkové změny u funkčńıch hodnot v krajńıch

bodech intervalu 〈a, b〉 můžeme rozpoznat výskyt kořene uvnitř tohoto intervalu.

Př́ıklad 2.1.1. Pro rovnici

10 cos (x − 1) − x2 + 2x − 1 = 0

určete intervaly délky nejvýše 0.1 obsahuj́ıćı kořeny.

Řešeńı: Z grafu funkce f(x) = 10 cos (x − 1)−x2 +2x−1 na obrázku 2.1.1.a lze

usoudit, že existuj́ı dva kořeny x̄1 a x̄2, které lež́ı v v intervalu 〈−5, 5〉. Zadanou

rovnici přeṕı̌seme do tvaru

10 cos (x − 1) = x2 − 2x + 1.

Grafy funkćı g(x) = 10 cos (x − 1) a h(x) = x2 − 2x + 1 jsou znázorněny na ob-

rázku 2.1.1.b. Odtud plyne, že x̄1 ∈ 〈−1, 0〉 a x̄2 ∈ 〈2, 3〉. Daľśı zpřesněńı polohy

kořen̊u provedeme pomoćı tabelace. Z Tabulky 2.1.1 je patrné, že kořeny lež́ı

v intervalech x̄1 ∈ 〈−0.4,−0.3〉 a x̄2 ∈ 〈2.3, 2.4〉.
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Obrázek 2.1.1: a) Graf funkce f ; b) Grafy funkćı g a h.

Tabulka 2.1.1: Tabelace funkce f .

x f(x) x f(x)

. . . . . . . . . . . .

−0.5 −1.5426 2.2 2.1836

−0.4 −0.2603 2.3 0.9850

−0.3 0.9850 2.4 −0.2603

−0.2 2.1836 2.5 −1.5426

. . . . . . . . . . . .

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak se provád́ı separace kořen̊u rovnic?

Otázka 2. Jaký je grafický smysl věty 2.1.1.?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Proved’te separaci kořen̊u rovnice x2 − x − 6
7
ln x = 0.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Dva kořeny: x̄1 ∈ (0.9, 0.91), x̄2 = 1.
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2.2. Nejjednodušš́ı metody

Ćıle

Seznámı́me se s nejjednodušš́ımi iteračńımi metodami pro výpočet kořen̊u rov-

nice f(x) = 0. Jsou založeny na postupném zkracováńı intervalu, který obsahuje

kořen. Tato strategie zaručuje konvergenci pro každou spojitou funkci, výpočet

je však pomalý.

Předpokládané znalosti

Určeńı polohy kořene pomoćı znaménkových změn, věta 2.1.1. Rovnice př́ımky.

Výklad

Princip zkracováńı intervalu použijeme u dvou metod. Začneme proto nejdř́ıve

jeho obecným popisem.

Budeme předpokládat, že f je spojitá funkce na 〈a0, b0〉 a plat́ı f(a0)f(b0) < 0.

Interval rozděĺıme bodem x1 ∈ (a0, b0) na dvě části a jako nový interval 〈a1, b1〉
vezmeme tu část, v ńıž lež́ı kořen x̄. Rozhodujeme se takto:

• je-li f(x1) = 0, potom kořenem je x1;

• je-li f(a0)f(x1) < 0, polož́ıme 〈a1, b1〉 = 〈a0, x1〉;

• je-li f(x1)f(b0) < 0, polož́ıme 〈a1, b1〉 = 〈x1, b0〉.

Pokud x1 je kořenem, jsme hotovi. Pokud neńı, všechno zopakujeme na intervalu

〈a1, b1〉, tj. zvoĺıme bod x2 ∈ (a1, b1), který je bud’to kořenem, nebo s jeho pomoćı

urč́ıme daľśı interval 〈a2, b2〉 obsahuj́ıćı kořen atd..

Uvedeným postupem tedy vytvoř́ıme posloupnosti {ak}, {bk} a {xk} takové,

že kořen x̄ lež́ı uvnitř každého z interval̊u 〈ak, bk〉. Abychom byli schopni určit

č́ıselnou hodnotu kořene x̄, muśı k němu konvergovat posloupnost {xk}. To za-

jist́ıme vhodnou konkrétńı volbou bod̊u xk.
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2.2.1. Metoda p̊uleńı intervalu

Bod xk+1 urč́ıme jako střed intervalu 〈ak, bk〉 podle vzorce

xk+1 =
ak + bk

2
. (2.2.1)

Intervaly tedy postupně p̊uĺıme a jejich středy tvoř́ıćı posloupnost {xk} konverguj́ı

ke kořenu x̄. Výpočet ukonč́ıme při dosažeńı zadané přesnosti ε, tj. když plat́ı

|x̄ − xk+1| ≤ ε.

Otázkou je, jak takovou situaci rozpoznat, když x̄ neznáme. Muśı však platit

|x̄ − xk+1| ≤ bk − ak

2
,

protože kořen x̄ lež́ıćı v intervalu 〈ak, bk〉 se od středu xk+1 nemůže lǐsit v́ıc než

o polovinu délky intervalu. Pro ukončeńı výpočtu proto použijeme kritérium

bk − ak

2
≤ ε (2.2.2)

a posledńı střed xk+1 je pak aproximaćı kořene x̄ s přenost́ı ε.

Algoritmus (Metoda p̊uleńı intervalu)

Vstup: f , a0, b0, ε.

Pro k = 0, 1, . . . opakuj:

xk+1 := (ak + bk)/2;

je-li f(xk+1) = 0, potom jdi na Výstup;

je-li f(ak)f(xk+1) < 0, potom ak+1 := ak, bk+1 := xk+1;

je-li f(xk+1)f(bk) < 0, potom ak+1 := xk+1, bk+1 := bk;

dokud bk+1 − ak+1 > ε.

Výstup: posledńı hodnota xk+1.

Př́ıklad 2.2.1. Metodou p̊uleńı intervalu vypočtěte kořen rovnice

f(x) ≡ 10 cos (x − 1) − x2 + 2x − 1 = 0,

který lež́ı v intervalu 〈2.3, 2.4〉 s přesnost́ı ε = 10−3.
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2. ŘEŠENÍ NELINEÁRNÍCH ROVNIC Numerické metody

Řešeńı: Na začátku je a0 = 2.3, b0 = 2.4 a prvńı střed je x1 = 2.35. Ta-

bulka 2.2.1 ukazuje pr̊uběh výpočtu. Symbolem + nebo − za č́ıslem zazna-

menáváme znaménko funkčńı hodnoty funkce f v tomto bodě. Všimněme si, že

xk+1 nahrazuje ak nebo bk tak, aby byla zachována znaménková změna. Aproxi-

mace kořene s přesnost́ı ε je posledńı č́ıslo ve sloupci xk+1. Proto x̄ = 2.378±10−3.

Tabulka 2.2.1: Metoda p̊uleńı intervalu.

k ak bk xk+1 (bk − ak)/2

0 2.3+ 2.4− 2.35+ 0.05

1 2.35+ 2.4− 2.375+ 0.025

2 2.375+ 2.4− 2.3875− 0.0125

3 2.375+ 2.3875− 2.38125− 0.00625

4 2.375+ 2.38125− 2.378125+ 0.003125

5 2.378125+ 2.38125− 2.3796875− 0.0015625

6 2.378125+ 2.3796875− 2.37890625+ 0.00078125 < 10−3 = ε

2.2.2. Metoda regula falsi

V intervalu 〈ak, bk〉 zvoĺıme bod xk+1 jako kořen př́ımky p, která procháźı krajńımi

body grafu funkce f , viz obrázek 2.2.1.α. Uvažovaná př́ımka je dána předpisem

p(x) = f(ak) +
f(bk) − f(ak)

bk − ak
(x − ak)

a jej́ı kořen je určen rovnost́ı p(xk+1) = 0. Odtud lze snadno odvodit vzorec

xk+1 = ak − bk − ak

f(bk) − f(ak)
f(ak), (2.2.3)

který se použ́ıvá při výpočtu.

Geometrický smysl metody regula falsi je patrný z obrázku 2.2.1.β. Ukončeńı

iteraćı se provád́ı podle kritéria

|xk+1 − xk| ≤ ε, (2.2.4)
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ak bk

xk+1

x̄
a0 b0

x1 x2 x3

x̄

α β

Obrázek 2.2.1: Metoda regula falsi.

kde ε > 0 je dané malé č́ıslo.

Algoritmus (Metoda regula falsi)

Vstup: f , a0, b0, ε, x0 := a0.

Pro k = 0, 1, . . . opakuj:

xk+1 := ak − (bk − ak)/(f(bk) − f(ak))f(ak);

je-li f(xk+1) = 0, potom jdi na Výstup;

je-li f(ak)f(xk+1) < 0, potom ak+1 := ak, bk+1 := xk+1;

je-li f(xk+1)f(bk) < 0, potom ak+1 := xk+1, bk+1 := bk;

dokud |xk+1 − xk| > ε.

Výstup: posledńı hodnota xk+1.

Př́ıklad 2.2.2. Metodou regula falsi vypočtěte kořen rovnice z př́ıkladu 2.2.1.

Řešeńı: Na začátku je a0 = 2.3, b0 = 2.4 a polož́ıme ještě x0 = a0. V prvńı

iteraci vypoč́ıtáme

x1 := 2.3 − (2.4 − 2.3)f(2.3)/(f(2.4)− f(2.3))
.
= 2.379095,

|x1 − x0| = |2.379095− 2.3| = 0.079095.

Tabulka 2.2.2 zachycuje celý výpočet, který se ř́ıd́ı podobnými pravidly jako u me-
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tody p̊uleńı intervalu. Výsledná aproximace kořene je x̄ = 2.379 ± 10−3.

Tabulka 2.2.2: Metoda regula falsi.

k ak bk xk+1 |xk+1 − xk|
0 2.3+ 2.4− 2.379095+ 0.079095

1 2.379095+ 2.4− 2.379363+ 0.000268 < 10−3 = ε

Poznámka

Ukončovaćı kritérium (2.2.4) ř́ıká, že posledńı dvě aproximace kořene se lǐśı méně

než ε. M̊uže se ovšem stát, že obě jsou od skutečné hodnoty kořene vzdálené v́ıce

než ε. Poznáme to tak, že u funkčńıch hodnot f(xk − ε), f(xk), f(xk + ε) nedojde

ke znaménkové změně. V takovém př́ıpadě je možno provést doplňuj́ıćı výpočet

funkčńıch hodnot

. . . , f(xk − 2ε), f(xk − ε), f(xk), f(xk + ε), f(xk + 2ε), . . .

který zastav́ıme, když dojde ke znaménkové změně.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. V čem se shoduj́ı a v čem se lǐśı metoda p̊uleńı intervalu a metoda

regula falsi? Která z nich je rychleǰśı?

Otázka 2. Podrobně odvod’te vzorec (2.2.3).

Otázka 3. Proč nelze metodu regula falsi ukončovat podle kritéria (2.2.2)?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Vypočtěte kořeny rovnice x2−x−6
7
ln x = 0 metodou p̊uleńı intervalu, ε = 10−3.

2. Vypočtěte kořeny rovnice z předchoźı úlohy metodou regula falsi.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Začneme-li na intervalu (0.9, 0.91), bude ve čtvrté iteraci x̄ = 0.9019 ± 10−3.

2. Začneme-li na stejném intervalu, bude ve druhé iteraci x̄ = 0.9021 ± 10−3.
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2.3. Newtonova metoda

Ćıle

Odvod́ıme Newtonovu metodu, která kromě funkčńıch hodnot použ́ıvá také

hodnoty prvńı derivace. Důsledkem je vyšš́ı řád metody a rychleǰśı konvergence.

Nevýhodou je nutnost zvolit počátečńı aproximaci
”
bĺızko” kořene tak, aby byly

splněny předpoklady zaručuj́ıćı konvergenci.

Předpokládané znalosti

Spojitost funkce. Výpočty derivaćı. Taylor̊uv rozvoj.

Výklad

Budeme předpokládat, že známe aproximaci xk kořene x̄ rovnice f(x) = 0

a chceme určit daľśı (přesněǰśı) aproximaci xk+1. Zaṕı̌seme-li danou rovnici po-

moćı Taylorova polynomu prvńıho stupně v okoĺı bodu xk, dostaneme

f(xk) + (x − xk)f ′(xk) + (x − xk)2 f ′′(ξ)
2

= 0,

kde ξ je bĺıže neurčené č́ıslo mezi x a xk. V tomto tvaru rovnice provedeme linea-

rizaci, při ńıž vypust́ıme kvadratický člen na levé straně. Řešeńım linearizované

rovnice urč́ıme aproximaci xk+1, tj.

f(xk) + (xk+1 − xk)f ′(xk) = 0.

Odtud snadno vyjádř́ıme vzorec

xk+1 = xk − f(xk)

f ′(xk)
. (2.3.1)

Všimněme si ještě, že t(x) = f(xk) + (x − xk)f ′(xk) je rovnice tečny ke grafu

funkce f v bodě xk, jej́ıž kořen je aproximace xk+1, viz obrázek 2.3.1.α. Geome-

trický smysl Newtonovy metody je znázorněn na obrázku 2.3.1.β.
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Pro zahájeńı výpočtu podle vzorcem (2.3.1) muśıme zadat počátečńı apro-

ximaci x0. O ukončeńı iteraćı rozhodujeme pomoćı vhodného kritéria, budeme

použ́ıvat opět kritérium (2.2.4).

xkxk+1

x̄

x0x1x2x3

x̄

α β

Obrázek 2.3.1: Newtonova metoda.

Algoritmus (Newtonova metoda)

Vstup: f , f ′, x0, ε.

Pro k = 0, 1, . . . opakuj:

xk+1 := xk − f(xk)/f ′(xk);

dokud |xk+1 − xk| > ε.

Výstup: posledńı hodnota xk+1.

Př́ıklad 2.3.1. Newtonovou metodou vypočtěte kořen rovnice z př́ıkladu 2.2.1.

s přesnost́ı ε = 10−6.

Řešeńı: Derivace funkce f(x) = 10 cos (x − 1) − x2 + 2x − 1 má tvar f ′(x) =

−10 sin (x − 1) − 2x + 2. Newtonova metoda je proto dána vzorcem

xk+1 = xk − 10 cos (xk − 1) − (xk)2 + 2xk − 1

−10 sin (xk − 1) − 2xk + 2
.

Počátečńı aproximaci zvoĺıme např́ıklad x0 = 2.4 a dostaneme

x1 = 2.4 − 10 cos (2.4 − 1) − 2.42 + 2 · 2.4 − 1

−10 sin (2.4 − 1) − 2 · 2.4 + 2
= 2.37942798004.
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Celý pr̊uběh výpočtu je zachycen v tabulce 2.3.1. Výsledná aproximace kořene je

x̄ = 2.379364± 10−6. �

Tabulka 2.3.1: Newtonova metoda.

k xk |xk − xk−1|
1 2.37942798004 0.02057201996

2 2.37936459485 0.00006338519

3 2.37936459422 0.00000000062

V př́ıkladu jsme viděli velice rychlou konvergenci Newtonovy metody. Násle-

duj́ıćı analýza konvergence ukazuje, že se nejednalo o náhodu.

Věta 2.3.1.

Necht’ f ′′ je spojitá, f ′ nenulová na 〈a, b〉 a necht’ {xk} je posloupnost na 〈a, b〉
poč́ıtaná podle vzorce (2.3.1), která konverguje k č́ıslu x̄. Potom x̄ je kořenem

rovnice f(x) = 0 a plat́ı

|x̄ − xk+1| ≤ C|x̄ − xk|2 pro k = 0, 1, 2, . . . , (2.3.2)

kde konstanta C ≥ 0 nezáviśı na k.

Důkaz: Limitńım přechodem ve vzorci (2.3.1) dostaneme f(x̄) = 0, takže x̄ je

kořen. Protože f ′′ je spojitá funkce, můžeme rovnost f(x̄) = 0 zapsat pomoćı

Taylorova rozvoje ve tvaru

f(xk) + (x̄ − xk)f ′(xk) + (x̄ − xk)2 f ′′(ξ)
2

= 0.

Tuto rovnost vyděĺıme derivaćı f ′(xk) a dosad́ıme ze vzorce (2.3.1), č́ımž dosta-

neme

x̄ − xk+1 + (x̄ − xk)2 f ′′(ξ)
2f ′(xk)

= 0.

Označ́ıme-li C = maxξ,x∈〈a,b〉 |f ′′(ξ)/2f ′(x)|, můžeme psát

|x̄ − xk+1| =

∣∣∣∣ f ′′(ξ)
2f ′(xk)

∣∣∣∣ |x̄ − xk|2 ≤ C |x̄ − xk|2.

�
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Poznámka

Nerovnost (2.3.2) dokazuje, že Newtonova metoda je druhého řádu. D̊usledkem

tohoto faktu je velmi rychlá konvergence, při ńı̌z se počet správných č́ıslic za de-

setinnou tečkou v každé iteraci
”
přiblǐzně” zdvojnásob́ı.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, za jakých předpoklad̊u konvergence nastane.

Věta 2.3.2.

Necht’ jsou splněny následuj́ıćı předpoklady:

a) f ′ je nenulová na intervalu 〈a, b〉;
b) f ′′ neměńı znaménko v intervalu (a, b);

c) plat́ı f(a)f(b) < 0;

d) plat́ı |f(a)/f ′(a)| < b − a a |f(b)/f ′(b)| < b − a.

Potom posloupnost {xk} poč́ıtaná podle vzorce (2.3.1) konverguje pro libovolnou

počátečńı aproximaci x0 ∈ 〈a, b〉.

Př́ıklad 2.3.2. Ukažte, že pro rovnici z př́ıkladu 2.3.1. jsou na intervalu

〈2.3, 2.4〉 splněny předpoklady věty 2.3.2.

Řešeńı: Rovnice je zadaná funkćı f(x) = 10 cos (x − 1) − x2 + 2x − 1, jejiž

prvńı a druhá derivace maj́ı tvar f ′(x) = −10 sin (x − 1) − 2x + 2 a f ′′(x) =

−10 cos (x − 1)−2. V tabulce 2.3.2 jsou vypočteny hodnoty f ′, f ′′, z nichž můžeme

usoudit, že jsou splněny předpoklady a) a b).

Výpočtem dostáváme f(2.3)f(2.4)
.
= −0.2564 < 0, |f(2.3)/f ′(2.3)| .

= 0.0805 <

0.1 a |f(2.4)/f ′(2.4)| .
= 0.0206 < 0.1, což znamená, že jsou splněny také předpo-

klady c) a d). Počátečńı aproximaci x0 je proto možné zvolit libovolně na 〈2.3, 2.4〉.
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Tabulka 2.3.2: Tabelace prvńı a druhé derivace.

x f ′(x) f ′′(x)

2.30 −12.2356 −4.6750

2.31 −12.2818 −4.5785

2.32 −12.3272 −4.4818

2.33 −12.3715 −4.3848

2.34 −12.4148 −4.2875

2.35 −12.4572 −4.1901

2.36 −12.4986 −4.0924

2.37 −12.5391 −3.9945

2.38 −12.5785 −3.8964

2.39 −12.6170 −3.7981

3.00 −12.6545 −3.6997

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak se odvozuje vzorec (2.3.1)? Jaký je jeho grafický smysl?

Otázka 2. Zkuste nakreslit situace, kdy Newtonova metoda diverguje.

Otázka 3. Jakého řádu je Newtonova metoda a jak se to projev́ı při výpočtu?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Ověřte, že pro rovnici x2 −x− 6
7
ln x = 0 jsou na intervalu 〈0.9, 0.91〉 splněny

předpoklady a)–d) z věty 2.3.2.

2. Vypočtěte kořen z předchoźı úlohy pomoćı Newtonovy metody, ε = 10−6.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Z tabelace f ′(x) = 2x − 1 − 6
7x

a f ′′(x) = 2 + 6
7x2 zjist́ıme, že na uvedeném

intervalu je prvńı derivace záporná a druhá derivace kladná. Př́ımým výpočtem

dostaneme f(0.9)f(0.91)
.
= −3.28 · 10−7 < 0, |f(0.9)/f ′(0.9)| .

= 2.03 · 10−3 < 0.01

a |f(0.91)/f ′(0.91)| .
= 8.71 · 10−3 < 0.01.

2. Začneme-li z x0 = 0.9, dostaneme ve třet́ı iteraci x̄ = 0.9020709 ± 10−6.
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2.4. Metoda prosté iterace

Ćıle

Seznámı́me se s obecnou metodu pro výpočet pevného bodu funkce. Me-

tody z předchoźıch odstavc̊u můžeme chápat jako jej́ı speciálńı varianty. Pojem

pevného bodu hraje d̊uležitou roli v r̊uzných oblastech matematického mode-

lováńı.

Předpokládané znalosti

Spojitost funkce. Výpočty derivaćı. Věta o středńı hodnotě diferenciálńıho

počtu.

Výklad

Rovnici f(x) = 0 převedeme na ekvivalentńı rovnici x − g(x) = 0, kde g je

vhodná spojitá funkce. Mı́sto p̊uvodńı rovnice budeme řešit rovnici v iteračńım

tvaru:

x = g(x). (2.4.1)

Č́ıslo x̄, které je řešeńım rovnice (2.4.1), se nazývá pevný bod funkce g.

Věta 2.4.1.

(Brouwerova věta o pevném bodu) Necht’ g je spojitá funkce na intervalu

〈a, b〉, pro niž plat́ı

g(x) ∈ 〈a, b〉 ∀x ∈ 〈a, b〉. (2.4.2)

Pak na intervalu 〈a, b〉 existuje pevný bod funkce g.

Důkaz: Položme f(x) = x − g(x). Pokud f(a) = 0 resp. f(b) = 0, pak je

bevným bodem a, resp. b. Necht’ f(a) �= 0 a f(b) �= 0. Protože g(a) ∈ 〈a, b〉,
plat́ı f(a) = a − g(a) < 0. Podobně lze ukázat f(b) > 0. Dohromady dostáváme
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f(a)f(b) < 0, takže existence pevného bodu plyne z věty 2.1.1. �

O funkci g, která splňuje (2.4.2), ř́ıkáme, že zobrazuje interval 〈a, b〉 do sebe.

Necht’ x0 ∈ 〈a, b〉 je počátečńı aproximace. Metodou prostých iteraćı nazýváme

výpočet podle předpisu:

xk+1 = g(xk), k = 0, 1, 2, . . . . (2.4.3)

Jestliže posloupnost {xk} poč́ıtaná t́ımto postupem konverguje k č́ıslu x̄, pak

limitńım přechodem v (2.4.3) dostaneme, že x̄ je pevným bodem funkce g.

Výchoźı rovnici f(x) = 0 můžeme převést na iteračńı tvar r̊uznými zp̊usoby,

ale jen některé vedou ke konvergentńımu výpočtu.

Př́ıklad 2.4.1. Rovnici

f(x) ≡ ex − x2 + 1 = 0, (2.4.4)

převed’te na iteračńı tvar a poč́ıtejte kořen, který lež́ı v intervalu 〈−1.2,−1.1〉.

Řešeńı: Navrhneme tři iteračńı tvary:

x = −√
ex + 1 ≡ ga(x);

x = x + (ex − x2 + 1) ≡ gb(x);

x = x − ex − x2 + 1

ex − 2x
≡ gc(x).

Pr̊uběh výpočt̊u pro x0 = −1.1 ukazuje tabulka 2.4.1. Pro ga výpočet konverguje

pomalu, pro gb výpočet diverguje a pro gc výpočet konverguje rychle. �
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Tabulka 2.4.1: Metoda prosté iterace.

k xk+1 = ga(x
k) xk+1 = gb(x

k) xk+1 = gc(x
k)

0 −1.1 −1.1 −1.1

1 −1.1545003 −0.9771289 −1.1485105

2 −1.1468282 −0.5555196 −1.1477578

3 −1.1478861 +0.7096523 −1.1477576

4 −1.1477398 +3.2393301 −1.1477576

5 −1.1477600 +19.262693

6 −1.1477572 ∞
7 −1.1477576

8 −1.1477576

Při studiu konvergence metody prostých iteraćı se použ́ıvá pojem kontrakce.

Definice 2.4.1.

Funkce g se nazývá kontrakce na intervalu 〈a, b〉, jestliže existuje konstanta L,

0 < L < 1, taková, že

|g(x) − g(y)| ≤ L|x − y| ∀x, y ∈ 〈a, b〉. (2.4.5)

Věta 2.4.2.

Necht’ g je spojitá kontrakce na 〈a, b〉, která zobrazuje tento interval do sebe.

Pak na intervalu 〈a, b〉 existuje jediný pevný bod x̄ funkce g. Nav́ıc posloupnost

{xk} vypoč́ıtaná podle předpisu (2.4.3) konverguje k x̄ pro každou počátečńı

aproximaci x0 ∈ 〈a, b〉.

Důkaz: Existence pevného bodu plyne z věty 2.4.1. Jednoznačnost dokážeme

sporem. Necht’ x̃ je daľśı pevný bod g. Pomoćı (2.4.5) dostaneme

|x̄ − x̃| = |g(x̄) − g(x̃)| ≤ L|x̄ − x̃|,

odkud (1 − L)|x̄ − x̃| ≤ 0. Protože 1 − L > 0, dostáváme x̄ = x̃.

Zbývá dokázat, že posloupnost {xk} vypoč́ıtaná podle předpisu (2.4.3) konverguje
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k x̄. Podle (2.4.5) je

|xk − x̄| = |g(xk−1) − g(x̄)| ≤ L|xk−1 − x̄|,

odkud plyne

|xk − x̄| ≤ Lk|x0 − x̄|. (2.4.6)

Protože L ∈ (0, 1), je limk→∞ Lk = 0, a proto limk→∞ |xk − x̄| = 0. �

V konkrétńıch situaćıch je zpravidla nesnadné dokázat, že daná funkce g je

kontrakce. Jednodušš́ı je ověřovat následuj́ıćı silněǰśı předpoklad:

necht’ g má v (a, b) derivaci a

∃L ∈ (0, 1) tak, že |g′(η)| ≤ L ∀η ∈ (a, b).
(2.4.7)

Věta 2.4.3.

Necht’ g je spojitá funkce na 〈a, b〉, která zobrazuje tento interval do sebe a splňuje

(2.4.7). Pak plat́ı tvrzeńı věty 2.4.2..

Důkaz: Pomoćı věty o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu dostáváme

|g(x) − g(y)| = |g′(η)| |x − y| ≤ L|x − y|,

kde η ∈ (x, y). Funkce g je proto kontrakce na intervalu 〈a, b〉 a věta 2.4.3. je tak

d̊usledkem věty 2.4.2. �

Následuj́ıćı poznámka dává návod, jak rozhodnout o konvergenci metody

prostých iteraćı.

Poznámka

Je-li č́ıslo

Mg = max
x∈(a,b)

|g′(x)|

menš́ı než jedna, pak m̊užeme položit L = Mg a funkce g bude kontrakce na in-

tervalu 〈a, b〉. Rychlost konvergence lze posoudit podle velikosti L. Vztah (2.4.6)

totǐz ukazuje, že výpočet bude konvergovat rychleji pro menš́ı hodnoty L.
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Př́ıklad 2.4.2. Rozhodněte o konvergenci metody prostých iteraćı u iteračńıch

tvar̊u z př́ıkladu 2.4.1.

Řešeńı: Derivováńım ga, gb a gc dostaneme

g′
a(x) = − ex

2
√

ex + 1
,

g′
b(x) = 1 + ex − 2x,

g′
c(x) =

(ex − x2 + 1)(ex − 2)

(ex − 2x)2
.

Tabulka 2.4.2 obsahuje absolutńı hodnoty těchto derivaćı na intervalu 〈−1.2,−1.1〉.
Odtud Mga

.
= 0.1442, Mgb

.
= 3.7012 a Mgc

.
= 0.0323. Protože Mgb

> 1 iteračńı

tvar b) diverguje. Pro iteračńı tvary a) resp. c) můžeme položit Lga = Mga resp.

Lgc = Mgc , takže funkce ga a gb jsou kontrakce a metoda prostých iteraćı konver-

guje. Protože Lgc < Lga , je konvergence rychleǰśı u iteračńıho tvaru c).

Tabulka 2.4.2: Posouzeńı rychlosti konvergence metody prosté iterace.

x |g′
a(x)| |g′

b(x)| |g′
c(x)|

−1.2000 0.1320 3.7012 0.0323

−1.1875 0.1335 3.6800 0.0248

−1.1750 0.1350 3.6588 0.0172

−1.1625 0.1365 3.6377 0.0094

−1.1500 0.1380 3.6166 0.0014

−1.1375 0.1395 3.5956 0.0067

−1.1250 0.1410 3.5747 0.0149

−1.1125 0.1426 3.5537 0.0233

−1.1000 0.1442 3.5329 0.0319

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Co nazýváme pevným bodem funkce? Jak se pevný bod poč́ıtá?

Otázka 2. Č́ım je zaručena konvergence metody prostých iteraćı?

Otázka 3. Jaký je vztah mezi metodou prosté iterace a Newtonovou metodou?
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Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro rovnici x2 − x− 6
7
ln x = 0 uvažujte iteračńı tvar x = x2 − 6

7
log x ≡ g(x).

Vypoč́ıtejte hodnotu konstanty Mg na intervalu 〈0.9, 0.91〉.
2. U iteračńıho tvaru z předchoźı úlohy vypoč́ıtejte pevný bod s přesnost́ı ε =

10−6.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Z tabelace g′(x) = 2x − 6
7x

zjist́ıme, že Mg = L
.
= 0.8781.

2. Začneme-li z x0 = 0.9, dostaneme ve 38-mé iteraci x38 .
= 0.9020659 a plat́ı

|x38 − x37| .
= 0.00000086 < ε.

Shrnut́ı lekce

Probrali jsem základńı metody pro řešeńı nelineárńıch rovnic a ukázali jsme

jak tyto metody souviśı s vlastnostmi funkce, která rovnici popisuje. Metoda

p̊uleńı intervalu a metoda regula falsi konverguj́ı pro každou spojitou funkci.

Rychleǰśı Newtonova metoda vyžaduje spojitost druhé derivace a splněńı daľśıch

předpoklad̊u. Metoda prosté iterace zahrnuje ostatńı iteračńı metody jako speci-

álńı př́ıpad.
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3. SLR – př́ımé metody

Pr̊uvodce studiem

Př́ımé metody řešeńı soustav lineárńıch rovnic (SLR) jsou založeny na elimi-

naci neznámých. Výchoźı myšlenka spoč́ıvá v tom, že z některé rovnice vyjádř́ıme

jednu neznámou a dosad́ıme ji do ostatńıch rovnic tak, aby soustava po elimi-

naci byla snáze řešitelná než soustava p̊uvodńı. Základńı algoritmus tohoto typu je

Gaussova eliminačńı metoda. V maticovém zápisu j́ı odpov́ıdá LU-rozklad matice.

Charakteristickým rysem př́ımých metod je výpočet (přesného) řešeńı po koneč-

ném počtu eliminaćı, tj. po konečném počtu aritmetických operaćı.

3.1. Formulace úlohy

Ćıle

Připomeneme základńı poznatky o soustavách lineárńıch rovnic.

Předpokládané znalosti

Operace s maticemi. Determinant. Matice jednotková a inverzńı.

Výklad

V předchoźıch odstavćıch jsme řešili rovnici f(x) = 0. Nejjednodušš́ım př́ı-

kladem je lineárńı rovnice ax = b. Je–li a �= 0, můžeme řešeńı zapsat ve tvaru

x = a−1b. Nyńı se budeme zabývat zobecněńım této úlohy:

Necht’ A = (aij) je daná čtvercová matice řádu n s prvky aij a necht’

b = (bi) je daný sloupcový vektor s n prvky bi, i = 1, . . . , n, j =

1, . . . , n; hledáme sloupcový vektor x takový, že

Ax = b. (3.1.1)
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Označ́ıme–li xi prvky vektoru x, pak můžeme rovnici (3.1.1) zapsat jako sou-

stavu lineárńıch rovnic:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Pro existenci jediného řešeńı rovnice ax = b muśı být a �= 0. Analogický

přepoklad je potřeba i při řešeńı rovnice (3.1.1). T́ımto předpokladem je ne-

nulovost determinantu matice A, tj. detA �= 0. Matice A, která má nenulový

determinant se nazývá regulárńı, v opačném př́ıpadě se nazývá singulárńı.

Ke každé regulárńı matici A existuje jediná inverzńı matice A−1, pro niž plat́ı

AA−1 = A−1A = I, kde I je matice jednotková.

Je-li matice A regulárńı, pak můžeme obě strany rovnice (3.1.1) vynásobit

inverzńı matićı A−1, tj. A−1(Ax) = A−1b. Protože A−1(Ax) = (A−1A)x =

Ix = x, dostáváme

x = A−1b. (3.1.2)

Tento vzorec dává návod jak vypoč́ıtat řešeńı.

Př́ıklad 3.1.1. Pomoćı vzorce (3.1.2) vyřešte soustavu lineárńıch rovnic:

x1 + x2 + x3 = 6,

2x1 + 4x2 + 2x3 = 16,

−x1 + 5x2 − 4x3 = −3.

(3.1.3)

Řešeńı: Protože

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 4 2

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , A−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

13
3

−3
2

1
3

−1 1
2

0

−7
3

1 −1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
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(stač́ı ověřit A−1A = I), dostáváme řešeńı

x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

13
3

−3
2

1
3

−1 1
2

0

−7
3

1 −1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6

16

−3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

2

3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Poznámka

U rozsáhleǰśıch soustav lineárńıch rovnic je použit́ı vzorce (3.1.2) neekonomické,

protože nalezeńı inverzńı matice vyžaduje velké množstv́ı výpočt̊u.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Kdy je matice regulárńı a kdy je singulárńı?

Otázka 2. Připomeňte si metody výpočtu determinatu a inverzńı matice.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic

−x1 − 3x2 + 2x3 = −9,

−6x1 − 19x2 + 10x3 = −59,

3x1 + 9x2 − 5x3 = 28.

Vypočtěte inverzńı matici a soustavu vyřešte pomoćı vzorce (3.1.2).

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1.

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −3 2

−6 −19 10

3 9 −5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , A−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

5 3 8

0 −1 −2

3 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2

3

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .
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3.2. Gaussova eliminačńı metoda (GEM)

Ćıle

Připomeneme GEM a posoud́ıme výpočetńı náročnost jejich část́ı. Pro jedno-

duchost budeme uvažovat soustavy s regulárńı matićı.

Předpokládané znalosti

Prováděńı eliminaćı u soustav lineárńıch rovnic.

Výklad

Nejdř́ıve ukážeme GEM na př́ıkladu. Soustavu lineárńıch rovnic (3.1.3) můžeme

zapsat ve tvaru:

Ax = b, tj.

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 4 2

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6

16

−3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.2.1)

V prvńı fázi eliminujeme v prvńım sloupci. Prvńı rovnici vynásob́ıme č́ıslem

m21 = −2 resp. m31 = 1 a přičteme ke druhé resp. třet́ı rovnici. Dostaneme:

A1x = b1, tj.

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 2 0

0 6 −3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6

4

3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Ve druhé fázi eliminujeme ve druhém sloupci. Druhou rovnici vynásob́ıme č́ıslem

m32 = −3 a přičteme ke třet́ı rovnici. Dostaneme:

A2x = b2, tj.

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 2 0

0 0 −3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6

4

−9

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

Posledńı soustavu s horńı trojúhelńıkovou matićı budeme zapisovat jako Ux = y,

tj. U = A2, y = b2. Pro lepš́ı názornost použijeme zápis po rovnićıch:
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.
x1 + x2 + x3 = 6,

2x2 = 4,

−3x3 = −9.

(3.2.2)

Odtud x3 = 3, x2 = 2 a x1 = 1.

Na př́ıkladu jsme viděli,že GEM má dvě části:

• dopředný chod je úprava výchoźı soustavy Ax = b na soustavu Ux = y

s horńı trojúhelńıkovou matićı U;

• zpětný chod je výpočet řešeńı ze soustavy Ux = y.

3.2.1. Zpětný chod GEM

Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic Ux = y s horńı trojúhelńıkovou matićı

U = (uij), uij = 0, i > j, a vektorem pravé strany y = (yi). Zaṕı̌seme-li tuto

soustavu po jednotlivých rovnićıch, dostaneme

u11x1 + u12x2 + . . . + u1nxn = y1,

u22x2 + . . . + u2nxn = y2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

unnxn = yn.

Výpočet řešeńı x = (xi) se provád́ı postupným dosazováńım
”
od konce”.

Algoritmus (Zpětný chod GEM)

Vstup: U = (uij), y = (yi).

xn := yn/unn.

Pro i = n − 1, . . . , 1 poč́ıtej i-tou neznámou:

xi := (yi − uinxn − . . . − uii+1xi+1)/uii.

Výstup: x = (xi).

Všimněme si počtu operaćı. Při výpočtu i-té neznámé potřebujeme provést
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jedno děleńı a n − i odč́ıtáńı a násobeńı. Celkový počet operaćı je

1∑
i=n

[1 + 2(n − i)] = n2 = O(n2).

3.2.2. Dopředný chod GEM

Dopředný chod GEM se děĺı na fáze. V k-té fázi, 1 ≤ k ≤ n − 1, se provád́ı

eliminace v k-tém sloupci matice. Pro jednoduchost budeme předpokládat, že

neńı potřeba měnit pořad́ı řádk̊u tak, jak tomu bylo v našem úvodńım př́ıkladu.

Na tomto př́ıkladu by si měl čtenář také ilustrovat všechny ńıže uvedené pojmy.

Prvky matice na začátku k–té fáze označ́ıme a
(k)
ij a prvky vektoru pravé strany

a
(k)
in+1 (na začátku 1. fáze je a

(1)
ij = aij a a

(1)
in+1 = bi). Eliminace provád́ıme v k-tém

sloupci matice pod jej́ım diagonálńım prvkem a
(k)
kk , kterému ř́ıkáme hlavńı prvek

k-té fáze. Nejdř́ıve poč́ıtáme multiplikátory k-té fáze

mik = −a
(k)
ik

a
(k)
kk

, i = k + 1, . . . , n (3.2.3)

a pak přičteme mik-násobek k-tého řádku k řádku i-tému, tj.

a
(k+1)
ij := a

(k)
ij + mik a

(k)
kj , j = k + 1, . . . , n + 1,

pro i = k + 1, . . . , n + 1.

Algoritmus (Dopředný chod GEM)

Vstup: A = (aij), b = (bi).

a
(1)
ij := aij , a

(1)
in+1 := bi, i, j = 1, . . . , n.

Pro k = 1, . . . , n − 1 proved’ k-tou fázi:

Pro i = k + 1, . . . , n přičti mik-násobek k-tého řádku k i-tému řádku:

mik := − a
(k)
ik /a

(k)
kk ;

Pro j = k + 1, . . . , n + 1 proved’ přič́ıtáńı v j-tém sloupci:

a
(k+1)
ij := a

(k)
ij + mik a

(k)
kj .

Polož uij := a
(n)
ij pro i ≤ j, uij := 0 pro i > j, yi := a

(n)
in+1, i, j = 1, . . . , n.

Výstup: U = (uij), y = (yi).
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Ze vzorce (3.2.3) je vidět, že hlavńı prvek muśı být nenulový. Pokud neńı,

provedeme na začátku k-té fáze výběr hlavńıho prvku, viz př́ı̌st́ı odstavec.

Všimněme si ještě počtu operaćı. V k-té fázi muśıme provést n− k děleńı při

výpočtu multiplikátor̊u a kromě toho poč́ıtáme (n − k)(n − k + 1) prvk̊u a
(k+1)
ij

pomoćı dvou operaćı (násobeńı a sč́ıtáńı). Celkový počet operaćı je proto

n−1∑
k=1

[(n − k) + 2(n − k)(n − k + 1)] =
2

3
n3 − 1

2
n2 +

1

3
n.

Pro velká n převažuje v posledńım výrazu člen 2
3
n3. Ř́ıkáme, že dopředný chod

GEM vyžaduje O(2
3
n3) operaćı.

3.2.3. Výběr hlavńıho prvku

Ćılem je vybrat hlavńı prvek tak, aby byl co největš́ı v absolutńı hodnotě.

V prvńı fázi dopředného chodu GEM se za hlavńı prvek vybere v absolutńı

hodnotě největš́ı č́ıslo z prvńıho sloupce matice a eliminace se provedou ve všech

řádćıch neobsahuj́ıćıch hlavńı prvek. V k-té fázi se celý výpočet omeźı na řádky,

v nichž dosud hlavńı prvek nebyl vybrán. Nejprve se jako hlavńı prvek vybere

v absolutńı hodnotě největš́ı z č́ısel lež́ıćıch v k-tém sloupci a př́ıslušných řádćıch

a pak se provedou eliminace ve zbývaj́ıćıch řádćıch.

Tento postup lze snadno realizovat přehazováńım řádk̊u. Do algoritmu do-

předného chodu GEM stač́ı na začátek k-té fáze vsunout následuj́ıćı doplněk:⎧⎨
⎩ Najdi p, p ≥ k, takové, že |a(k)

pk | = max{|a(k)
ik |, i ≥ k};

Prohod’ p-tý a k-tý řadek matice v k-té fázi.

Algoritmus dopředného chodu GEM s výběrem hlavńıho prvku je použitelný

pro každou regulárńı matici.

Př́ıklad 3.2.1. Soustavu lineárńıch rovnic (3.2.1) řešte pomoćı GEM s výběrem

hlavńıho prvku.
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Řešeńı: Výběr hlavńıho prvku a eliminace v prvńı fázi:⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

1 1 1

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

16

6

−3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 −1 0

0 7 −3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

16

−2

5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Výběr hlavńıho prvku a eliminace ve druhé fázi:⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 7 −3

0 −1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

16

5

−2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 7 −3

0 0 −3
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

16

5

−9
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

Zpětným chodem GEM vypoč́ıtáme x3 = 3, x2 = 2 a x1 = 1.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Z jakých část́ı se skládá algoritmus GEM a jak jsou výpočetně náročné?

Otázka 2. Proč se provád́ı výběr hlavńıho prvku?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Soustavu lineárńıch rovnic

−x1 − 3x2 + 2x3 = −9,

−6x1 − 19x2 + 10x3 = −59,

3x1 + 9x2 − 5x3 = 28

řešte pomoćı GEM bez výběru a s výběrem hlavńıho prvku.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Řešeńım je v vektor x = (2, 3, 1)�.
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3.3. LU–rozklad

Ćıle

Z Gaussovy eliminačńı metody odvod́ıme LU-rozklad matice.

Předpokládané znalosti

Dopředný a zpětný chod GEM. Výběr hlavńıho prvku. Permutačńı matice.

Výklad

K regulárńı čtvercové matici A budeme hledat dolńı trojúhelńıkovou matici

L a horńı trojúhelńıkovou matici U tak, aby platilo

A = LU.

Začneme př́ıkladem s matićı soustavy (3.2.1). Navážeme přitom na př́ıklad

ze začátku odstavce 3.2, kdy jsme pomoćı dopředného GEM vytvořili z A v prv-

ńı fázi A1 a ve druhé fázi A2:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 4 2

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , A1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 2 0

0 6 −3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , A2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 2 0

0 0 −3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Protože A2 je horńı trojúhelńıková matice, polož́ıme U = A2. Zbývá ukázat, jak

vypadá dolńı trojúhelńıková matice L.

Prvńı fázi zaṕı̌seme jako násobeńı matićı M1, kterou sestav́ıme z multiplikátor̊u

m21 = −2 a m31 = 1:

A1 = M1A, kde M1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

m21 1 0

m31 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−2 1 0

1 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .
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Podobně druhou fázi zaṕı̌seme jako násobeńı matićı M2, která je určena mul-

tiplikátorem m32 = −3:

A2 = M2A1, kde M2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 m32 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 −3 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Dosazeńım dostaneme

U = A2 = M2M1A

a odtud

A = M−1
1 M−1

2 U.

Zdá se, že matice L by mohl být součin M−1
1 M−1

2 . Muśıme však ještě prověřit,

zda je to opravdu dolńı trojúhelńıková matice. Nejdř́ıve si všimněme, že inverzńı

matice M−1
1 a M−1

2 maj́ı tvar

M−1
1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−m21 1 0

−m31 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

2 1 0

−1 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

M−1
2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 −m32 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 3 1

⎞
⎟⎟⎟⎠

(stač́ı ověřit, že plat́ı M−1
1 M1 = I a M−1

2 M2 = I ). Vynásobeńım dostaneme

M−1
1 M−1

2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−m21 1 0

−m31 −m32 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

2 1 0

−1 3 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Proto můžeme položit L = M−1
1 M−1

2 a plat́ı

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

2 1 0

−1 3 1

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎝

1 1 1

0 2 0

0 0 −3

⎞
⎟⎟⎟⎠ .
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Uvedený postup lze zobecnit pro matici libovolného řádu n.

Věta 3.3.1.

Necht’ A je matice řádu n, kterou lze dopředným chodem GEM bez výběru

hlavńıho prvku upravit na horńı trojúhelńıkovou matici U. Necht’ mik, k =

1, . . . , n − 1, i = k + 1, . . . , n jsou multiplikátory k-té fáze, z nichž vytvoř́ıme

dolńı trojúhelńıkovou matici L = (lik) tak, že lik = −mik, i > k, lii = 1 a lik = 0,

i < k. Potom plat́ı

A = LU.

Z předchoźıho odstavce v́ıme, že dopředný chod GEM bez výběru hlavńıho

prvku nelze provést pro každou matici A. Obecný tvar LU-rozkladu proto obsa-

huje ještě permutačńı matici, která popisuje přehazováńı řádk̊u, k nimž docháźı

při výběru hlavńıho prvku.

Věta 3.3.2.

Necht’ A je regulárńı matice řádu n. Pak existuje dolńı trojúhelńıková matice L,

horńı trojúhelńıková matice U a permutačńı matice P řádu n takové, že

PA = LU. (3.3.1)

Důkaz: Princip d̊ukazu je následuj́ıćı. Přehazováńı řádk̊u v pr̊uběhu dopředného

chodu GEM se zaznamená v permutačńı matici P. Jestliže se vrát́ıme na začátek

a vytvoř́ıme PA (tj. přehod́ıme řádky matice A tak, jak to vyžaduje pr̊uběh

výpočtu), pak můžeme pro tuto matici naj́ıt LU-rozklad podle věty 3.3.1. �

Při praktickém výpočtu LU-rozkladu (3.3.1) postupujem např́ıklad takto:

• vytvoř́ıme pomocné matice Ũ = A, P̃ = I a L̃ = I;

• v matici Ũ provád́ıme dopředný chod GEM s výběrem hlavńıho prvku;

• v matici P̃ přehazujeme řádky stejně jako v matici Ũ;

• do matice L̃ zaṕı̌seme v každé fázi multiplikátory (s opačnými znaménky)

a při přehozeńı řádk̊u v Ũ přehod́ıme v L̃ řádky i sloupce;

• nakonec dostáváme P = P̃, L = L̃ a U = Ũ.
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Př́ıklad 3.3.1. Vypočtěte LU-rozklad (3.3.1) pro matici

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 4 2

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Řešeńı:

Ũ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 4 2

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , P̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Výběr hlavńıho prvku v prvńı fázi:

Ũ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

1 1 1

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , P̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0

1 0 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Eliminace v prvńı fázi s multiplikátory m21 = −1
2

a m31 = 1
2
:

Ũ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 −1 0

0 7 −3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , P̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0

1 0 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

1
2

1 0

−1
2

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Výběr hlavńıho prvku ve druhé fázi:

Ũ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 7 −3

0 −1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , P̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0

0 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−1
2

1 0

1
2

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Eliminace ve druhé fázi s multiplikátorem m32 = 1
7
:

Ũ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 7 −3

0 0 −3
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , P̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0

0 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−1
2

1 0

1
2

−1
7

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Výsledek je P = P̃, L = L̃ a U = Ũ.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak souviśı LU-rozklad s GEM?

Otázka 2. Jak se provád́ı výpočet LU-rozkladu?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro matici

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −3 2

−6 −19 10

3 9 −5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

vypočtěte LU-rozklad A = LU.

2. Pro matici z předchoźı úlohy vypočtěte LU-rozklad PA = LU.

3. Jaká je výpočetńı náročnost LU-rozkladu?

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1.

L =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

6 1 0

−3 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , U =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −3 2

0 −1 −2

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .
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2.

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0

0 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , L =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−1
2

1 0

1
6

−1
3

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , U =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−6 −19 10

0 −1
2

0

0 0 1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

3. Výpočetńı náročnost je zhruba stejná jako u dopředného chodu GEM. Objem

výpočtu se zmenšil o úpravu vektoru pravé strany, což představuje O(n2) operaćı.

Plat́ı O(2
3
n3) −O(n2) = O(2

3
n3).
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3.4. Použit́ı LU-rozkladu

Ćıle

LU-rozklad použijeme pro řešeńı základńıch úloh lineárńı algebry.

Předpokládané znalosti

Výpočet LU-rozkladu.

Výklad

3.4.1. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic

Ax = b

s regulárńı čtvercovou matićı řádu n a předpokládejme, že P, L a U jsou matice,

které tvoř́ı LU-rozklad PA = LU. Plat́ı následuj́ıćı ekvivalence:

Ax = b ⇔ PAx = Pb ⇔ LUx = Pb.

Posledńı rovnici rozlož́ıme s využit́ım pomocné proměnné y na dvě rovnice

Ly = Pb, Ux = y

a dostáváme následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus

Vstup: A, b.

Krok 1: Vypočti matice P, L a U, které tvoř́ı LU-rozklad PA = LU.

Krok 2: Vyřeš soustavu lineárńıch rovnic Ly = Pb.

Krok 3: Vyřeš soustavu lineárńıch rovnic Ux = y.

Výstup: x.
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Protože matice L a U jsou trojúhelńıkové, stač́ı k provedeńı krok̊u 2 a 3 zhruba

2O(n2) operaćı. Krok 1 je podstatně pracněǰśı, vyžaduje totiž O(2
3
n3) operaćı.

Podrobným rozborem se dá ukázat, že pracnost celého algoritmu je naprosto

stejná jako pracnost Gaussovy eliminačńı metody.

Př́ıklad 3.4.1. Pomoćı LU-rozkladu PA = LU řešte soustavu⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 4 2

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6

16

−3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Řešeńı: LU-rozklad pro matici této soustavy jsme vypoč́ıtali v Př́ıkladu 3.3.1.:

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0

0 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , L =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−1
2

1 0

1
2

−1
7

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , U =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 7 −3

0 0 −3
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.4.1)

Pro druhý krok algoritmu potřebujeme nachystat pravou stranu

Pb =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0

0 0 1

1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6

16

−3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

16

−3

6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Máme tedy řešit soustavu

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−1
2

1 0

1
2

−1
7

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

y3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

16

−3

6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Odtud postupně vypoč́ıtáme y1 = 16, y2 = 5 a y3 = −9
7
. Soustava ve třet́ım
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kroku algoritmu má tvar⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 7 −3

0 0 −3
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

16

5

−9
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Z ńı postupně vypoč́ıtáme řešeńı x3 = 3, x2 = 2 a x1 = 1.

3.4.2. Výpočet inverzńı matice

Připomeňme, že pro inverzńı matici plat́ı AA−1 = I. Označ́ıme-li a(i) i–tý slou-

pec matice inverzńı A−1 a e(i) i–tý sloupec matice jednotkové I, pak můžeme

uvedenou rovnost zapsat jako A(a(1), . . . , a(n)) = (e(1), . . . , e(n)) a po roznásobeńı

jako

(Aa(1), . . . ,Aa(n)) = (e(1), . . . , e(n)).

Odtud je zřejmé, že muśı být splněny soustavy lineárńıch rovnic

Aa(i) = e(i), i = 1, . . . , n.

Protože matice je u všech soustav stejná, stač́ı při jejich řešeńı vypoč́ıtat LU-

rozklad jenom jednou.

Algoritmus

Vstup: A.

Krok 1: Vypočti matice P, L a U, které tvoř́ı LU-rozklad PA = LU.

Pro i = 1, . . . , n vypočti i–tý sloupec inverzńı matice:

Krok 2: Vyřeš soustavu lineárńıch rovnic Ly = Pb, kde b = e(i);

Krok 3: Vyřeš soustavu lineárńıch rovnic Ux = y a polož a(i) = x.

Výstup: A−1 = (a(1), . . . , a(n)).

Výpočetńı náročnost je O(2
3
n3) v kroku 1 a n-krát 2O(n2) v kroćıch 2 a 3.

Celkem tedy vyžaduje algoritmus O(8
3
n3) operaćı, což je zhruba čtyřikrát v́ıc než

při řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.
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Př́ıklad 3.4.2. Vypočtěte inverzńı matici A−1 k matici

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 4 2

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Řešeńı: LU-rozklad tvoř́ı matice (3.4.1). Podle algoritmu dále poč́ıtáme po-

stupně jednotlivé sloupce inverzńı matice.

Pro i = 1 v kroku druhém řeš́ıme Ly = P

(
1
0
0

)
:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−1
2

1 0

1
2

−1
7

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

y3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =⇒ y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Pro i = 1 v kroku třet́ım řeš́ıme Ux = y:⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 7 −3

0 0 −3
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =⇒ x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

13
3

−1

−7
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = a(1).

Pro i = 2 v kroku druhém řeš́ıme Ly = P

(
0
1
0

)
:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−1
2

1 0

1
2

−1
7

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

y3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =⇒ y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

1
2

−3
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Pro i = 2 v kroku třet́ım řeš́ıme Ux = y:⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 7 −3

0 0 −3
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

1
2

−3
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =⇒ x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−3
2

1
2

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = a(2).
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Pro i = 3 v kroku druhém řeš́ıme Ly = P

(
0
0
1

)
:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−1
2

1 0

1
2

−1
7

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

y3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =⇒ y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Pro i = 3 v kroku třet́ım řeš́ıme Ux = y:⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 4 2

0 7 −3

0 0 −3
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

1
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =⇒ x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
3

0

−1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = a(3).

Vypoč́ıtali jsme inverzńı matici:

A−1 = (a(1), a(2), a(3)) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

13
3

−3
2

1
3

−1 1
2

0

−7
3

1 −1
3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

3.4.3. Výpočet determinantu

Použijeme jedno ze základńıch pravidel pro poč́ıtáńı s determinanty, které ř́ıká, že

determinant ze součinu (čtvercových) matic se rovná součinu jejich determinant̊u.

Jestliže matice P, L a U tvoř́ı LU-rozklad PA = LU, pak můžeme psát

detA = (detP)−1 · detL · detU.

Determinanty trojúhelńıkových matic vypoč́ıtáme snadno jako součiny jejich dia-

gonálńıch prvk̊u. Determinant permutačńı matice je +1, resp. −1 podle toho,

jestli vznikla z jednotkové matice sudým, resp. lichým počtem přehozeńı řádk̊u.

- 58 -
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Př́ıklad 3.4.3. Vypoč́ıtejte determinat matice A z př́ıkladu 3.3.1.

Řešeńı: Pomoćı výsledku př́ıkladu 3.3.1. dostáváme

detL = 1 · 1 · 1 = 1,

detU = 2 · 7 · −3

7
= −6.

Protože při výpočtu LU-rozkladu došlo ke dvěma záměnám řádk̊u, bude detP =

1. Celkem je detA = 1 · 1 · (−6) = −6.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak se pomoćı LU-rozkladu řeš́ı soustava lineárńıch rovnic?

Otázka 2. Jak se pomoćı LU-rozkladu poč́ıtá inverzńı matice?

Otázka 3. Jak se pomoćı LU-rozkladu poč́ıtá determinant?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Soustavu lineárńıch rovnic

−x1 − 3x2 + 2x3 = −9,

−6x1 − 19x2 + 10x3 = −59,

3x1 + 9x2 − 5x3 = 28

řešte pomoćı LU-rozkladu A = LU.

2. Soustavu lineárńıch rovnic z prvńı úlohy řešte pomoćı LU-rozkladu PA = LU.

3. Pro matici

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −3 2

−6 −19 10

3 9 −5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

vypočtěte inverzńı matici pomoćı LU-rozkladu A = LU.

4. K předchoźı matici vypočtěte inverzńı matici pomoćı LU-rozkladu PA = LU.
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5. Vypočtěte determinant matice z 3. úlohy pomoćı LU-rozkladu A = LU.

6. Vypočtěte determinant matice z 3. úlohy pomoćı LU-rozkladu PA = LU.

7. Kolik operaćı je potřeba při výpočtu determinantu matice pomoćı LU-rozkladu?

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Dostaneme y = (−9,−5, 1)� a x = (2, 3, 1)�.

2. Dostaneme y = (−59,−3
2
, 1

3
)� a x = (2, 3, 1)�.

3. Pro i = 1 je y = (1, 6,−3)�, pro i = 2 je y = (0, 1, 0)� a pro i = 3 je

y = (0, 0, 1)�. Inverzńı matice má tvar

A−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

5 3 8

0 −1 −2

3 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

4. Pro i = 1 je y = (0, 0, 1)�, pro i = 2 je y = (1, 1
2
, 0)� a pro i = 3 je

y = (0, 1, 1
3
)�. Inverzńı matice je stejná jako v předchoźı úloze.

5. detL = 1, detU = 1 a detA = 1.

6. detP = 1, detL = 1, detU = 1 a detA = 1.

7. Zhruba O(2
3
n3) operaćı.
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3.5. Maticové normy a podmı́něnost matic

Ćıle

V prvńı kapitole jsme v definici 1.2.2. zavedli č́ıslo podmı́něnosti úlohy, které

vyjadřuje citlivost na r̊uzné typy poruch. Stejný smysl má č́ıslo podmı́něnosti

matice.

Předpokládané znalosti

Maticové operace. Absolutńı hodnota.

Výklad

Při posuzováńı poruch u maticových výpočt̊u je potřeba nějakým zp̊usobem

měřit
”
velikost” matic a vektor̊u. Pro tyto účely se zavád́ı norma matice, která

je zobecněńım funkce absolutńı hodnota pro reálná č́ısla.

Definice 3.5.1.

Norma matice je zobrazeńı, které každé matici A = (aij) typu m × n přǐrad́ı

č́ıslo ‖A‖ tak, že plat́ı:

(i) ‖A‖ ≥ 0 a přitom ‖A‖ = 0, právě když A je matice nulová;

(ii) ‖αA‖ = |α| · ‖A‖ pro každé reálné č́ıslo α;

(iii) ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+‖B‖ pro každou matici B stejného typu jako je matice A.

Základńı maticové normy jsou:

• řádková norma: ‖A‖R = max
i=1,...,m

n∑
j=1

|aij|;

• sloupcová norma: ‖A‖S = max
j=1,...,n

m∑
i=1

|aij|;
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• Frobeniova norma: ‖A‖F =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij.

Př́ıklad 3.5.1. Vypoč́ıtejte řádkovou, sloupcovou a Frobeniovu normu pro matici

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1

2 4 2

−1 5 −4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

a pro matici inverzńı A−1.

Řešeńı: Dostáváme

‖A‖R = max{1 + 1 + 1, 2 + 4 + 2, 1 + 5 + 4} = 10,

‖A‖S = max{1 + 2 + 1, 1 + 4 + 5, 1 + 2 + 4} = 10,

‖A‖F =
√

1 + 1 + 1 + 4 + 16 + 4 + 1 + 25 + 16 =
√

69
.
= 8.3066.

Matici inverzńı A−1 jsem vypoč́ıtali v př́ıkladu 3.4.2. Pomoćı tohoto výsledku

dostaneme

‖A−1‖R =
37

6
, ‖A−1‖S =

23

3
, ‖A−1‖F

.
= 5.38.

Věta 3.5.1.

Necht’ A je matice typu m×n a B je matice typu n×p. Pro řádkovou, sloupcovou

a Frobeniovu normu plat́ı:

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖. (3.5.1)

Důkaz: Platnost tvrzeńı ukážeme pouze pro řádkovou normu, ostatńı př́ıpady

ponecháme jako cvičeńı. Prvky matice součinu C = AB jsou určeny předpisem

cij =
∑n

k=1 aikbkj . Proto

‖AB‖R = max
i=1,...,m

p∑
j=1

|cij| = max
i=1,...,m

p∑
j=1

|
n∑

k=1

aikbkj| ≤
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≤ max
i=1,...,m

p∑
j=1

n∑
k=1

|aik||bkj| = max
i=1,...,m

n∑
k=1

|aik|
p∑

j=1

|bkj|

≤ max
i=1,...,m

n∑
k=1

|aik| max
l=1,...,n

p∑
j=1

|blj | = ‖A‖R‖B‖R.

�

Definice 3.5.2.

Č́ıslo podmı́něnosti regulárńı čtvercové matice A je definováno předpisem

κ(A) = ‖A‖‖A−1‖.

Př́ıklad 3.5.2. Vypočtěte č́ıslo podmı́něnosti matice z př́ıkladu 3.5.1. pomoćı

řádkové, sloupcové a Frobeniovy normy.

Řešeńı: S využit́ım výsledk̊u př́ıkladu 3.5.1. dostaneme:

κR(A)
.
= 61.67, κS(A)

.
= 76.67, κF (A)

.
= 44.69.

Věta 3.5.2.

Necht’ A je regulárńı čtvercová matice řádu n a necht’ b a x jsou nenulové n-

složkové vektory takové, že plat́ı:

Ax = b.

Dále necht’ b̃ a x̃ jsou n-složkové vektory takové, že plat́ı

Ax̃ = b̃.

Potom
‖x − x̃‖
‖x‖ ≤ κ(A)

‖b− b̃‖
‖b‖ . (3.5.2)

Důkaz: Zřejmě plat́ı

b = Ax resp. x − x̃ = A−1(b − b̃)
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a pomoćı (3.5.1) odtud dostaneme

‖x‖−1 ≤ ‖A‖‖b‖−1 resp. ‖x − x̃‖ ≤ ‖A−1‖‖b− b̃‖.

Vynásobeńım těchto nerovnost́ı vznikne tvrzeńı (3.5.2). �

Nerovnost (3.5.2) ř́ıká, že při velké hodnotě κ(A) může malá porucha ve vek-

toru b vyvolat velkou změnu v řešeńı. Výpočty s matićı, která má velké č́ıslo

podmı́něnosti, jsou zpravidla znehodnoceny kumulaćı zaokrouhlovaćıch chyb, jak

ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 3.5.3. Vypočteme č́ısla podmı́něnosti Hilbertovy matice

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1/2 1/3 . . .

1/2 1/3 1/4 . . .

1/3 1/4 1/5 . . .

...
...

...
. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

řád̊u n = 5, 10, 15, 20, 25 a pokuśıme se vypoč́ıtat inverzńı matici.

Řešeńı: Č́ısla podmı́něnosti jsou zaznamenána v tabulce 3.5.1. Posledńı sloupec

Tabulka 3.5.1: Podmı́něnost Hilbertovy matici A.

n κ(A) ‖AA−1 − I‖
5 4.8 × 105 1.4 × 10−11

10 1.6 × 1013 3.3 × 10−3

15 1.1 × 1018 2.8 × 103

20 2.5 × 1028 2.6 × 1011

25 1.0 × 1036 1.3 × 1019

tabulky ukazuje, jak se (na poč́ıtači) podařilo vypoč́ıtat inverzńı matice. Je vidět,

že pro řád n = 15 a vyš́ı jsou výsledky naprosto nesmyslné.
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Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak se definuje norma matice?

Otázka 2. Co vyjadřuje č́ıslo podmı́něnosti matice?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro matici

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1 −3 2

−6 −19 10

3 9 −5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

vypočtěte č́ıslo podmı́něnosti pomoćı řádkové, sloupcové a Frobeniovy normy.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. ‖A‖R = 35, ‖A−1‖R = 16, κR(A) = 560; ‖A‖S = 31, ‖A−1‖S = 11,

κS(A) = 341; ‖A‖F = 25.02, ‖A−1‖F = 10.63, κF (A) = 265.96.

Shrnut́ı lekce

V kapitole jsme se zabývali Gaussovou eliminačńı metodou vyjádřenou na ma-

ticové úrovni jako LU-rozklad. Dále jsme ukázali, že výpočty mohou být pod-

statně ovlivněny nahromaděńım zaokrouhlovaćıch chyb, což lze rozpoznat pomoćı

č́ısla podmı́něnosti.
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4. SLR – iteračńı metody

Pr̊uvodce studiem

Iteračńı metody umožňuj́ı řešit soustavy lineárńıch rovnic pomoćı postupného

přibližováńı k přesnému řešeńı. Poč́ıtá se posloupnost vektor̊u aproximaćı {x(k)}
taková, že

lim
k→∞

x(k) = x, kde x je řešeńım Ax = b.

Přesné řešeńı tedy dostaneme v limitě, tj. formálně po nekonečném počtu krok̊u.Vý-

hody iteračńıch metod jsou tyto:

• V každé iteraci známe aproximaci řešeńı x(k). Pokud je tato aproximace

dostatečně přesná, pak výpočet ukonč́ıme.

• V každé iteraci je nejpracněǰśı operaćı násobeńı matice a vektoru. Jedná

se o operaci, která je algoritmicky podstatně jednodušš́ı než GEM a lze ji

snadno provést i pro rozsáhlé ř́ıdké matice, tj. pro matice s velkým počtem

(neuložených) nulových prvk̊u.

• Iteračńı metody jsou méně citlivé na zaokrouhlovaćı chyby než metody př́ımé.

Na každou iteraci můžeme nahĺıžet jako na počátečńı. Zaokrouhlovaćı chyby

z předchoźıch iteraćı proto vymiźı, pokud v daľśım výpočtu dojde ke kon-

vergenci. Některé speciálńı iteračńı metody byly navrženy pro zpřesněńı

výsledk̊u vypoč́ıtaných pomoćı př́ımých metod.

Zhruba plat́ı následuj́ıćı děleńı: př́ımé metody se použ́ıvaj́ı, je-li matice sou-

stavy malá (1 ≤ n ≤ 10000), plná a dobře podmı́něná; iteračńı metody se

použ́ıvaj́ı pro velké soustavy (n > 10000) s ř́ıdkou matićı.
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Numerické metody 4. SLR – ITERAČNÍ METODY

4.1. Př́ıklad iteračńıho výpočtu

Ćıle

Uvedeme př́ıklady iteračńıho řešeńı soustav lineárńıch rovnic a ukážeme na

nich, že výpočet může konvergovat, ale i divergovat.

Předpokládané znalosti

Řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Prováděńı rekurentńıch výpočt̊u.

Výklad

Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic

11x1 + 2x2 + x3 = 15,

x1 + 10x2 + 2x3 = 16,

2x1 + 3x2 − 8x3 = 1,

resp.

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

11 2 1

1 10 2

2 3 −8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

15

16

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

(4.1.1)

Soustavu nejdř́ıve převedeme na tvar vhodný pro výpočet iteraćı, tzv. iteračńı

tvar. Provád́ı se to tak, že z každé rovnice vyjádř́ıme jednu neznámou. Např́ıklad:

x1 = 1
11

(15 − 2x2 − x3),

x2 = 1
10

(16 − x1 − 2x3),

x3 = 1
8
(−1 + 2x1 + 3x2),

(4.1.2)

tj. ⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 − 2
11

− 1
11

− 1
10

0 −1
5

1
4

3
8

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
CJ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

15
11

8
5

−1
8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
dJ

.
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Jiná možnost:

x1 = 15 − 10x1 − 2x2 − x3,

x2 = 16 − x1 − 9x2 − 2x3,

x3 = −1 + 2x1 + 3x2 − 7x3,

(4.1.3)

tj. ⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−10 −2 −1

−1 −9 −2

2 3 −7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
CB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

15

16

−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
dB

.

Takových převod̊u existuje zřejmě nekonečně mnoho, ale jenom některé povedou

ke konvergentńımu výpočtu.

Z rovnic (4.1.2) a (4.1.3) dostaneme rekurentńı vzorce připsáńım iteračńıho

indexu k + 1 k neznámým na levé straně a k k neznámým na pravé straně.

Dostáváme

x
(k+1)
1 = 1

11
(15 − 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 = 1

10
(16 − x

(k)
1 − 2x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

8
(−1 + 2x

(k)
1 + 3x

(k)
2 ),

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

tj. x(k+1) = CJx
(k) + dJ , (4.1.4)

a

x
(k+1)
1 = 15 − 10x

(k)
1 − 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ,

x
(k+1)
2 = 16 − x

(k)
1 − 9x

(k)
2 − 2x

(k)
3 ,

x
(k+1)
3 = −1 + 2x

(k)
1 + 3x

(k)
2 − 7x

(k)
3 ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

tj. x(k+1) = CBx(k)+dB. (4.1.5)

Nyńı zvoĺıme počátečńı aproximaci x(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 )�, např. x(0) = (0, 0, 0)�.

Tyto hodnoty dosad́ıme do pravé strany rekurentńıch vzorc̊u (4.1.4) a dostaneme

x(1) = ( 15
11

, 16
10

, −1
8

)�.
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Jestliže takto pokračujeme dále, dostáváme

x(2) = (1.0841, 1.4886, 0.81591)�,

x(3) = (1.0188, 1.3284, 0.70426)�,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Provedeme-li několik daľśıch iteraćı, zjist́ıme, že se č́ıslice na prvńıch desetinných

mı́stech začnou po chv́ıli opakovat. Dostaneme přitom vektor

x = (1.0564, 1.3642, 0.65069)�,

o němž se můžeme domńıvat, že je aproximaćı přesného řešeńı soustavy (4.1.1).

Jestliže analogicky poč́ıtáme podle rekurentńıch vzorc̊u (4.1.5), dostaneme

x(1) = (15, 16,−1)�,

x(2) = (−166,−141, 84)�,

x(3) = (1873, 1283,−1344)�,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Zde žádnou tendenci ke konvergenci nevid́ıme a je proto pravděpodobné, že po-

sloupnost iteraćı diverguje.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. V čem spoč́ıvá základńı rozd́ıl mezi př́ımými a iteračńımi metodami?

Otázka 2. Jaké jsou výhody a nevýhody př́ımých a iteračńıch metod?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro soustavu lineárńıch rovnic

−x1 − 3x2 + 2x3 = −9,

−6x1 − 19x2 + 10x3 = −59,

3x1 + 9x2 − 5x3 = 28
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navrhněte dva iteračńı tvary pomoćı postup̊u z odstavce 4.1.

2. U kterého z navržených iteračńıch tvar̊u výpočet konverguje?

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Rekurentńı vzorce pro prvńı iteračńı tvar:

x
(k+1)
1 = 9 − 3x

(k)
2 + 2x

(k)
3 ,

x
(k+1)
2 = 1

19
(59 − 6x

(k)
1 + 10x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

5
(−28 + 3x

(k)
1 + 9x

(k)
2 );

rekurentńı vzorce pro druhý iteračńı tvar:

x
(k+1)
1 = 9 − 3x

(k)
2 + 2x

(k)
3 ,

x
(k+1)
2 = 59 − 6x

(k)
1 − 18x

(k)
2 + 10x

(k)
3 ,

x
(k+1)
3 = −28 + 3x

(k)
1 + 9x

(k)
2 − 4x

(k)
3 .

2. Jestliže zkuśıme výpočet provést, zjist́ıme, že docháźı k divergenci v obou

př́ıpadech. Rozpoznáńım konvergentńıho výpočtu z vlastnost́ı matice soustavy se

budeme zabývat v daľśıch odstavćıch.
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4.2. Obecné iteračńı metody

Ćıle

Ukážeme obecný postup pro iteračńı řešeńı soustav lineárńıch rovnic a uve-

deme jeho dvě základńı varianty.

Předpokládané znalosti

Př́ıklady iteračńıho řešeńı soustav lineárńıch rovnic.

Výklad

Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic

Ax = b (4.2.1)

s regulárńı čtvercovou matićı A = (aij) řádu n, vektorem pravé strany b =

(bi) a vektorem neznámých x = (xi). Soustavu (4.2.1) přepǐsme na ekvivalentńı

soustavu v iteračńım tvaru

x = Cx + d, (4.2.2)

kde C je iteračńı matice řádu n a d je sloupcový vektor. Muśı přitom platit, že

rovnice (4.2.1) a (4.2.2) maj́ı stejné řešeńı.

Necht’ x(0) je daná počátečńı aproximace. Iteračńı výpočet provád́ıme podle

rekurentńıho vzorce

x(k+1) = Cx(k) + d, k = 0, 1, 2, . . . . (4.2.3)

Jestliže posloupnost vektor̊u {xk} konverguje k vektoru x, pak limitńım přechodem

v (4.2.3) dostaneme, že x je řešeńım rovnice (4.2.2) a také (4.2.1).

Jak uvid́ıme později, volba počátečńı aproximace neovlivńı konvergenci, takže

vektor x(0) můžeme zvolit libovolně. Výpočet ukonč́ıme, jestliže dvě posledńı
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aproximace se od sebe lǐśı ne v́ıce, než kolik je požadovaná přesnost, tj. jestliže

je splněno ukončovaćı kritérium

‖x(k+1) − x(k)‖ ≤ ε, (4.2.4)

kde ε > 0 je dané malé č́ıslo a ‖·‖ je vhodná norma. V našich př́ıkladech použijeme

ukončovaćı kritérium s řádkovou normou.

Algoritmus (Iteračńı řešeńı SLR)

Vstup: C, d, x(0), ε.

Opakuj

x(k+1) := Cx(k) + d;

dokud ‖x(k+1) − x(k)‖ > ε.

Výstup: x(k).

4.2.1. Jacobiova metoda

Jacobiovu metodu jsme si již ukázali při řešeńı soustavy (4.1.1) v odstavci 4.1.

Jsou to rekurentńı vzorce (4.1.4). Nyńı si ji probereme obecně.

Budeme předpokládat, že diagonálńı prvky matice soustavy (4.2.1) jsou ne-

nulové, tj. aii �= 0. Z i-té rovnice

ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn = bi, i = 1, . . . , n,

vyjádř́ıme i-tou neznámou

xi =
1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijxj −
n∑

j=i+1

aijxj

)
, i = 1, . . . , n.

Jacobiova metoda je určena rekurentńımi vzorci

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, . . . , n, (4.2.5)

pro k = 0, 1, 2, . . ..
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Všimněme si ještě, že vzorce (4.2.5) můžeme zapsat v obecném maticovém

tvaru (4.2.3), jestliže polož́ıme C = CJ a d = dJ , kde

CJ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −a12

a11
−a13

a11
. . . −a1n

a11

−a21

a22
0 −a23

a22
. . . −a2n

a22

−a31

a33
−a32

a33
0 . . . −a3n

a33

...
...

...
. . .

...

− an1

ann
− an2

ann
− an3

ann
. . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, dJ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1
a11

b2
a22

b3
a33

...

bn

ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (4.2.6)

Pomoćı aditivńıho rozkladu matice A = (aij),

A = L + D + U, (4.2.7)

kde L = (lij), lij = aij , i > j, lij = 0, i ≤ j, je dolńı trojúhelńıková část,

D = (dij), dii = aii, dij = 0, i �= j, je diagonálńı část a U = (uij), uij = 0, i ≥ j,

uij = aij , i < j, je horńı trojúhelńıková část, můžeme stručně psát

CJ = −D−1(L + U), dJ = D−1b.

Př́ıklad 4.2.1. Soustavu lineárńıch rovnic (4.1.1) řešte pomoćı Jacobiovy me-

tody s přesnost́ı ε = 10−4.

Řešeńı: Výpočet se provád́ı podle rekurentńıch vzorc̊u (4.1.4). Začátek výpočtu

jsme naznačili v odstavci 4.1. Nyńı vše shrneme v tabulce 4.2.1, kde kromě aproxi-

maćı x(k) uvád́ıme řádkové normy ‖x(k−1)−x(k)‖. Naznačme ještě výpočet prvńıch

dvou norem:

‖x(1) − x(0)‖R = max{|15
11

− 0|, |16
10

− 0|, | − 1
8
− 0|} = 1.6,

‖x(2) − x(1)‖R = max{|1.0841− 15
11
|, |1.4886− 16

10
|, |0.8159 + 1

8
|} = 0.9409,

atd.

Výpočet jsme ukončili po desáté iteraci, protože ‖x(10)−x(9)‖R = 0.00005 ≤ 10−4,

a výsledek je x1 = 1.0564 ± 10−4, x2 = 1.3642 ± 10−4, x3 = 0.6507 ± 10−4.
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Tabulka 4.2.1: Iterace Jacobiovy metody.

k x
(k)
1 x

(k)
2 x

(k)
3 ‖x(k) − x(k−1)‖R

0 0 0 0 —

1 1.3636 1.6000 −0.1250 1.60000

2 1.0841 1.4886 0.8159 0.94091

3 1.0188 1.3284 0.7043 0.16023

4 1.0581 1.3573 0.6279 0.07641

5 1.0598 1.3686 0.6485 0.02064

6 1.0558 1.3643 0.6532 0.00468

7 1.0562 1.3638 0.6506 0.00260

8 1.0565 1.3643 0.6505 0.00048

9 1.0565 1.3643 0.6507 0.00027

10 1.0564 1.3642 0.6507 0.00005

4.2.2. Gauss-Seidelova metoda

Začneme př́ıkladem. Pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic (4.1.1) jsme použili Ja-

cobiovu metodu, která je určena rekurentńımi vzorci (4.1.4). Podle těchto vzorc̊u

se poč́ıtaj́ı v k-té iteraci složky nové aproximace x(k+1) postupně, tj. nejdř́ıve

x
(k+1)
1 pak x

(k+1)
2 a nakonec x

(k+1)
3 . Přitom se stále použ́ıvaj́ı složky z předchoźı

aproximace, tj. x
(k)
1 , x

(k)
2 a x

(k)
3 . Tento postup můžeme snadno vylepšit. Stač́ı

si uvědomit, že při výpočtu x
(k+1)
2 můžeme použ́ıt přesněǰśı aproximaci x

(k+1)
1

namı́sto méně přesné x
(k)
1 . Podobně můžme při výpočtu x

(k+1)
3 použ́ıt přesněǰśı

aproximace x
(k+1)
1 a x

(k+1)
2 namı́sto méně přesných x

(k)
1 a x

(k)
2 . Původńı rekurentńı

vzorce (4.1.1) se tak změńı na tvar

x
(k+1)
1 = 1

11
(15 − 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 = 1

10
(16 − x

(k+1)
1 − 2x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

8
(−1 + 2x

(k+1)
1 + 3x

(k+1)
2 ),

(4.2.8)

což je Gauss-Seidelova metoda.
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Př́ıklad 4.2.2. Soustavu lineárńıch rovnic (4.1.1) řešte pomoćı Gauss-Seidelovy

metody s přesnost́ı ε = 10−4.

Řešeńı: Výpočet podle vzorc̊u (4.2.8) je zaznamenán v tabulce 4.2.2.

Tabulka 4.2.2: Iterace Gauss-Seidelovy metody.

k x
(k)
1 x

(k)
2 x

(k)
3 ‖x(k) − x(k−1)‖R

0 0 0 0 —

1 1.3636 1.4636 0.7648 1.46364

2 1.0280 1.3442 0.6361 0.33564

3 1.0614 1.3666 0.6528 0.03341

4 1.0558 1.3639 0.6504 0.00559

5 1.0565 1.3643 0.6507 0.00073

6 1.0564 1.3642 0.6507 0.00011

7 1.0564 1.3642 0.6507 0.00001

Výpočet jsme ukončili už po sedmé iteraci, protože ‖x(7) − x(6)‖R = 0.00001 ≤
10−4, a výsledek je x1 = 1.0564± 10−4, x2 = 1.3642± 10−4, x3 = 0.6507± 10−4.

Poznámka

Z př́ıklad̊u 4.2.1. a 4.2.2. je vidět, že Gauss-Seidelova metoda je rychleǰśı než me-

toda Jacobiova. Existuj́ı ale př́ıklady, kdy Jacobiova metoda konverguje, zat́ımco

Gauss-Seidelova metoda diverguje.

Pro obecnou soustavu (4.2.1), kde aii �= 0, je Gauss-Seidelova metoda určena

rekurentńımi vzorci

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, . . . , n (4.2.9)

pro k = 0, 1, 2, . . ..

Nyńı neńı na prvńı pohled jasné, jak tyto vzorce zapsat v maticovém tvaru

(4.2.3). Pod́ıvejme se proto ještě na náš př́ıklad. Jestliže v (4.2.8) převedeme na
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levou stranu všechny členy obsahuj́ıćı složky nové aproximace, dostaneme

11x
(k+1)
1 = 15 − 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ,

x
(k+1)
1 + 10x

(k+1)
2 = 16 − 2x

(k)
3 ,

−2x
(k+1)
1 − 3x

(k+1)
2 + 8x

(k+1)
3 = −1.

Odtud je vidět, že výpočet nové aproximace x(k+1) z aproximace předchoźı x(k)

můžeme interpretovat také jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s dolńı troj-

úhelńıkovou matićı. Pomoćı aditivńıho rozkladu (4.2.7) matice A to zaṕı̌seme

jako

(L + D)x(k+1) = −Ux(k) + b

a po úpravě

x(k+1) = −(L + D)−1Ux(k) + (L + D)−1b.

Obecné rekurentńı vzorce (4.2.3) proto popisuj́ı Gauss-Seidelovu metodu,

když v nich polož́ıme C = CGS a d = dGS, kde

CGS = −(L + D)−1U, dGS = (L + D)−1b.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak vypadá obecné schéma iteračńıho řešeńı soustav lineárńıch rovnic?

Otázka 2. Jak se provád́ı výpočet u Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody? Která

z nich je rychleǰśı?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Soustavu lineárńıch rovnic

4x1 − x2 + 2x3 = −12,

2x1 + 5x2 + x3 = 5,

x1 + x2 − 3x3 = −4
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řešte pomoćı Jacobiovy metody s přesnost́ı ε = 10−2.

2. V předchoźı úloze použijte při řešeńı Gauss-Seidelovu metodu.

3. Upravte obecný algoritmus pro iteračńı řešeńı soustav lineárńıch rovnic tak,

aby vyjadřoval Jacobiovu resp. Gauss-Seidelovu metodu.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Rekurentńı vzorce pro Jacobiovu metodu maj́ı tvar

x
(k+1)
1 = 1

4
(−12 + x

(k)
2 − 2x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 = 1

5
(5 − 2x

(k)
1 − x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

3
(4 + x

(k)
1 + x

(k)
2 ).

Při nulové počátečńı aproximaci dojdeme na požadovanou přesnost v jedenácté

iteraci; x1 = −2.9955 ± 10−2, x2 = 2.0019 ± 10−2, x3 = 1.0011 ± 10−2.

2. Rekurentńı vzorce pro Gauss-Seidelovu metodu maj́ı tvar

x
(k+1)
1 = 1

4
(−12 + x

(k)
2 − 2x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 = 1

5
(5 − 2x

(k+1)
1 − x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

3
(4 + x

(k+1)
1 + x

(k+1)
2 ).

Při nulové počátečńı aproximaci dojdeme na požadovanou přesnost ve čtvrté

iteraci; x1 = −2.9991 ± 10−2, x2 = 1.9998 ± 10−2, x3 = 1.0002 ± 10−2.

3. Vstupńı parametry C a d u p̊uvodńıho algoritmu nahrad́ıme za A = (aij)

a b = (bi). Maticový výpočet nové iterace x(k+1) zaṕı̌seme rekurentńımi vzorci

(4.2.5) resp. (4.2.9).
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4.3. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic

Ćıle

Připomeneme, jak se definuj́ı a poč́ıtaj́ı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic.

Poznatky z tohoto odstavce jsou základem při posuzováńı konvergence iteračńıch

metod.

Předpokládané znalosti

Výpočty determinant̊u, řešeńı algebraických rovnic, řešeńı soustav lineárńıch

rovnic se singulárńı matićı, lineárńı závislost a nezávislost vektor̊u, ortogonalita

vektor̊u, báze.

Výklad

Úlohu na vlastńı č́ısla připomeneme na př́ıkladu.

Př́ıklad 4.3.1. Uvažujme matici

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0

2 2 1

1 1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.3.1)

Určete taková č́ısla λ, pro která má soustava lineárńıch rovnic Av = λv nenulové

řešeńı a toto řešeńı vypočtěte.

Řešeńı: Soustavu přeṕı̌seme do tvaru:

(A− λI)v =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 − λ 0 0

2 2 − λ 1

1 1 2 − λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1

v2

v3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Odtud je vidět, že jedńım řešeńım je vždy nulový vektor. Nás však zaj́ımaj́ı
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situace, kdy existuje ještě daľśı řešeńı nenulové. V takovém př́ıpadě ale muśı být

nulový determinant matice soustavy, takže pro č́ıslo λ plat́ı

det(A − λI) = −λ3 + 6λ2 − 11λ + 6 = 0.

Dostali jsme algebraickou rovnici třet́ıho stupně a pouze pro jej́ı tři kořeny λ1 = 3,

λ2 = 2 a λ3 = 1 bude mı́t uvažovaná soustava nenulová řešeńı. Najdeme je ze tř́ı

soustav lineárńıch rovnic

(A − 3I)v = 0, (A − 2I)v = 0, (A − 1I)v = 0,

tj.

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0

2 −1 1

1 1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1

v2

v3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0

2 0 1

1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1

v2

v3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

2 1 1

1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1

v2

v3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Vyřešeńım těchto soustav dostaneme

v1 = (0, r, r)�, v2 = (s,−s,−2s)�, v3 = (0, t,−t)�,

kde r, s a t jsou libovolná nenulová č́ısla. Vid́ıme, že každá soustava má nekonečně

mnoho řešeńı. Konkrétńı volbou r, s a t dostaneme např́ıklad

v1 = (0, 1, 1)�, v2 = (1,−1,−2)�, v3 = (0, 1,−1)�.

Všimněme si ještě, že č́ısla λ1, λ2 a λ3 jsou vzájemně r̊uzná a že vektory v1, v2

a v3 jsou lineárně nezávislé.
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Definice 4.3.1.

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Č́ıslo λ (obecně komplexńı), pro které má

soustava

Av = λv, resp. (A − λI)v = 0

nenulové řešeńı, se nazývá vlastńı č́ıslo matice A a jemu odpov́ıdaj́ıćı nenulové

řešeńı v = (v1, v2, . . . , vn)� se nazývá vlastńı vektor matice A.

Je zřejmé, že č́ıslo λ je vlastńım č́ıslem matice A právě tehdy, když je kořenem

charakteristického polynomu

pA(λ) = det(A − λI) = (−1)nλn + c1λ
n−1 + . . . + cn−1λ + cn.

Odtud plyne, že každá čtvercová matice řádu n má právě n vlastńıch č́ısel, pokud

každé vlastńı č́ıslo poč́ıtáme tolikrát, kolik je násobnost kořene.

Poznámka

Vlastńı č́ısla m̊užeme hledat jako řešeńı rovnice pA(λ) = 0 metodami z kapitoly 2.

Tento postup je však obt́ı̌zný pro věťśı hodnoty n, protože je pracné vypoč́ıtat

koeficienty charakteristického polynomu ci.

Snadno lze určit vlastńı č́ısla u horńı trojúhelńıkové matice U = (uij), uij = 0

pro i > j. Jsou to všechny diagonálńı prvky uii, protože z definice determinantu

plyne, že charakteristický polynom má tvar

pU(λ) = (u11 − λ)(u22 − λ) . . . (unn − λ).

Stejné tvrzeńı plat́ı samozřejmě i pro dolńı trojúhelńıkovou matici.

Při vyšetřováńı konvergence iteračńıch metod budeme využ́ıvat následuj́ıćı

větu.
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Věta 4.3.1.

Necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice A, které odpov́ıdá vlastńımu vektoru v, c je dané

reálné č́ıslo a k je č́ıslo přirozené. Potom cλk je vlastńı č́ıslo matice cAk, které

odpov́ıdá vlastńımu vektoru v.

Důkaz: Jestliže Av = λv, potom cAkv = cλAk−1v = . . . = cλkv. �

Nyńı si všimneme vlastńıch vektor̊u. V úvodńım př́ıkladu jsme viděli, že

vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou lineárně nezávislé.

Toto tvrzeńı plat́ı obecně, takže matice řádu n, může mı́t (nejvýše) n lineárně

nezávislých vektor̊u. Tyto vektory pak tvoř́ı bázi v prostoru n-složkových arit-

metických vektor̊u. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že matice nemuśı mı́t vždy plný

počet lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u.

Př́ıklad 4.3.2. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory pro matice

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0

0 2 1

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0

0 2 1

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Řešeńı: Všechny matice jsou trojúhelńıkové a maj́ı stejný charakteristický po-

lynom

pA(λ) = pB(λ) = pC(λ) = pD(λ) = (2 − λ)3.

Č́ıslo λ = 2 je tedy (trojnásobným) vlastńım č́ıslem všech čtyř matic. Postupem

z př́ıkladu 4.3.1. zjist́ıme, že matice A má tři lineárně nezávislé vlastńı vektory

v1 = (1, 0, 0)�, v2 = (0, 1, 0)�, v3 = (0, 0, 1)�
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(každá nenulová lineárńı kombinace těchto vektor̊u je také vlastńım vektorem

matice A). Pro matici B se podař́ı naj́ıt pouze dva lineárně nezávislé vlastńı

vektory v1 a v3. Matice C má opět dva vlastńı vektory, nyńı to jsou vektory v1

a v2. Konečně matice D má jediný vlastńı vektor v1. �

V aplikaćıch se často vyskytuj́ı symetrické matice, pro něž plat́ı následuj́ıćı

tvrzeńı.

Věta 4.3.2.

Necht’ A je symetrická čtvercová matice, tj. A = A�. Potom plat́ı:

(i) všechna vlastńı č́ısla jsou reálná;

(ii) vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı;

(iii) k-násobnému vlastńımu č́ıslu odpov́ıdá k lineárně nezávislých vlastńıch

vektor̊u, které lze zvolit tak, aby byly ortogonálńı.

Poznámka

Z věty plyne, že pro symetrickou matici řádu n m̊užeme vždy naj́ıt n orto-

gonálńıch vlastńıch vektor̊u. Protože ortogonálńı vektory jsou lineárně nezávislé,

budou tvořit bázi v prostoru n-složkových aritmetických vektr̊u.

4.3.1. Výpočet vlastńıch č́ısel metodou LU-rozkladu

Ukážeme iteračńı metodu výpočtu vlastńıch č́ısel, která se v literatuře nazývá

LR-algoritmus. Jej́ım základem jsou vlastnosti podobných matic.

Definice 4.3.2.

Dvě čtvercové matice A a B řádu n se nazývaj́ı podobné, jestliže existuje re-

gulárńı čtvercová matice C taková, že plat́ı A = C−1BC.

Věta 4.3.3.

Podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla.
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Důkaz: Necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice A odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu vektoru v, tj.

plat́ı Av = λv. Potom

C−1AC︸ ︷︷ ︸
B

C−1v︸ ︷︷ ︸
ṽ

= C−1Av = λC−1v︸ ︷︷ ︸
ṽ

.

Odtud plyne, že λ je vlastńı č́ıslo matice B odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu vektoru ṽ. �

Metoda LU-rozkladu je založena na následuj́ıćım pozorováńı. Necht’ L a U

tvoř́ı LU-rozklad matice A podle věty 3.3.1., tj. plat́ı A = LU. Definujme matici

A1 = UL. Protože

A1 = UL = L−1LUL = L−1AL,

vid́ıme, že matice A a A1 jsou podobné a maj́ı proto stejná vlastńı č́ısla. Ana-

logicky můžeme k matici A1 vytvořit podobnou matici A2 atd. Dostaneme po-

sloupnost podobných matic a budeme se zaj́ımat o vlastńı č́ısla limitńı matice.

Algoritmus (Metoda LU-rozkladu)

Polož́ıme A0 = A a pro k = 1, 2, . . . provedeme:

1) LU-rozklad matice Ak−1, tj. urč́ıme Lk a Uk tak, že Ak−1 = LkUk;

2) vypoč́ıtáme součin Ak := UkLk.

Všimněme si posloupnost́ı {Ak} a {Uk}. Lze dokázat, že za jistých předpo-

klad̊u konverguj́ı obě tyto posloupnosti ke stejné limitńı matici M; viz [1]. Tato

matice je nutně horńı trojúhelńıková a má stejná vlastńı č́ısla jako A. Hledaná

vlastńı č́ısla proto urč́ıme jako diagonálńı prvky matice M.

Př́ıklad 4.3.3. Pomoćı metody LU-rozkladu vypočtětě vlastńı č́ısla matice

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0

−1 2 −1

0 −1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (4.3.2)

s přesnost́ı na dvě desetinná mı́sta.
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Řešeńı: Pro A0 = A urč́ıme LU-rozklad

L0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−0.50 1 0

0 −0.67 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , U0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2.00 −1.00 0

0 1.50 −1.00

0 0 1.33

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

a vynásobeńım dostaneme

A1 = U0L0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2.50 −1.00 0

−0.75 2.17 −1.00

0 −0.89 1.33

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Podobně pro A1 vypoč́ıtáme LU-rozklad

L1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−0.30 1 0

0 −0.48 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , U1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2.50 −1.00 0

0 1.87 −1.00

0 0 0.86

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

a opět vynásobeńım dostaneme

A2 = U1L1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2.80 −1.00 0

−0.56 2.34 −1.00

0 −0.41 0.86

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Č́ısla pod diagonálou u matic Ak se zač́ınaj́ı přibližovat k nule, což ukazuje na ten-

denci ke konvergenci. Jestliže takto pokračujeme dále, dostaneme

A13 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3.41 −1.00 0

0.00 2.00 −1.00

0 0.00 0.58

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ≈ M

a v daľśıch iteraćıch se již č́ısla na diagonále (na prvńıch dvou desetinných

mı́stech) neměńı. Přibližné hodnoty vlastńıch č́ısel jsou λ1
.
= 3.41, λ2

.
= 2.00

a λ1
.
= 0.58.
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Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak se definuj́ı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic?

Otázka 2. Kolik vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u má matice řádu n?

Otázka 3. Na jaké vlastnosti je založena metoda LU-rozkladu?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pomoćı charakteristického polynomu vypočtěte vlastńı č́ısla matice (4.3.2).

Vypočtěte také vlastńı vektory.

2. Metodou LU-rozkladu vypočtětě vlastńı č́ısla matice

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

s přesnost́ı na čtyři desetinná mı́sta.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. pA(λ) = λ3−6λ2 +10λ−4, λ1 = 3.414214, λ2 = 2, λ3 = 0.585786. Vlastńı vek-

tory jsou např́ıklad v1 = (−1,
√

2,−1)�, v2 = (−√
2, 0,

√
2)�, v3 = (1,

√
2, 1)�.

2. Vlastńı č́ısla s požadovanou přesnost́ı jsou na diagonále matice A20; λ1
.
=

3.7320, λ2
.
= 2.0000, λ3

.
= 0.2679.
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4.4. Konvergence iteračńıch metod

Ćıle

Odvod́ıme podmı́nky, které zaručuj́ı konvergenci iteračńıch metod.

Předpokládané znalosti

Iteračńı řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory.

Výklad

Připomeňme, že při iteračńım řešeńı převád́ıme soustavu lineárńıch rovnic

Ax = b na (ekvivalentńı) soustavu v iteračńım tvaru

x = Cx + d. (4.4.1)

K řešeńı se potom přibližujeme pomoćı posloupnosti {x(k)}, kterou poč́ıtáme

podle rekurentńıho vzorce

x(k+1) = Cx(k) + d. (4.4.2)

Jestliže odečteme (4.4.1) a (4.4.2) a označ́ıme přitom e(k) = x(k) − x, dostaneme

e(k+1) = Ce(k).

T́ımto vzorcem se ř́ıd́ı iteračńı chyba e(k). Jeho opakovaným použit́ım dostaneme

e(k+1) = Ce(k) = C2e(k−1) = . . . = Ck+1e(0). Proto

e(k) = Cke(0), (4.4.3)

kde e(0) je počátečńı chyba, která je určena volbou počátečńı aproximace x(0).

Je zřejmé, že iteračńı výpočet bude konvergovat, jestliže limk→∞ e(k) = 0, tj.

když se iteračńı chyba bĺıž́ı k nulovému vektoru. Tuto limitu budeme vyšetřovat

pomoćı vzorce (4.4.3). Budeme přitom předpokládat, že iteračńı matice C má
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vlastńı č́ısla λ1, . . ., λn, kterým odpov́ıdaj́ı vlastńı vektory v1, . . ., vn, které

tvoř́ı bázi. Připomeňme, že taková situace nastane podle věty 4.3.2. a následné

poznámky např́ıklad v př́ıpadě, kdy je C symetrická matice. Vektor e(0) pak

můžeme zapsat jako lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u, tj. existuj́ı konstanty

c1, . . ., cn, pro něž plat́ı

e(0) = c1v1 + . . . + cnvn. (4.4.4)

Jestliže dosad́ıme (4.4.4) do (4.4.3) dostaneme s pomoćı věty 4.3.1. vztah

e(k) = c1C
kv1 + . . . + cnC

kvn

= c1λ
k
1v1 + . . . + cnλk

nvn. (4.4.5)

Odtud je vidět, že

lim
k→∞

e(k) = 0 ⇐⇒ lim
k→∞

λk
i = 0 pro i = 1, . . . , n.

Uvedené limity budou nulové, právě když |λi| < 1 pro i = 1, . . . , n. Dokázali jsme

následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 4.4.1.

Necht’ C je iteračńı matice, která má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u.

Iteračńı metoda daná vzorcem (4.4.2) konverguje pro každou počátečńı aproxi-

maci x(0), právě když všechna vlastńı č́ısla matice C jsou v absolutńı hodnotě

menš́ı než jedna.

Př́ıklad 4.4.1. Určete vlastńı č́ısla iteračńıch matic CJ a CB z odstavce 4.1.

a porovnejte pr̊uběhy iteračńıch výpočt̊u s tvrzeńım posledńı věty.

Řešeńı: Z charakteristického polynomu pCJ
(λ) = λ3 + 7

88
λ − 1

80
urč́ıme vlastńı

č́ısla matice CJ : λ1
.
= 0.1297, λ2

.
= −0.0649 + i0.3036, λ3

.
= −0.0649 − i0.3036.

Z absolutńıch hodnot |λ1| = λ1, |λ2| = |λ3| .
= 0.3104 vid́ıme, že iteračńı výpočet

muśı být konvergentńı, což je v souladu s naš́ım pozorováńım z odstavce 4.1.
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Podobně z charakteristického polynomu pCB
(λ) = λ3 +26λ2 +229λ+683 urč́ıme

vlastńı č́ısla matice CB. Stač́ı si povšimnout, že jedno z vlastńıch č́ısel je λ1
.
=

−8.7373. Protože |λ1| > 1, nemůže iteračńı výpočet (obecně) konvergovat, což je

rovněž v souladu s pozorováńım z odstavce 4.1.

Viděli jsme, že o konvergenci iteračńı metody lze rozhodnout na základě

vlastńıch č́ısel. Výpočet vlastńıch č́ısel je však zpravidla složitěǰśı než řešeńı sou-

stavy lineárńıch rovnic. V daľśı větě proto ukážeme jednodušš́ı, i když slabš́ı

konvergenčńı podmı́nku.

Věta 4.4.2.

Necht’ C je iteračńı matice, která má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u.

Iteračńı metoda daná vzorcem (4.4.2) konverguje pro každou počátečńı aproxi-

maci x(0), jestliže pro některou normu plat́ı ‖C‖ < 1.

Důkaz: Necht’ ‖C‖ < 1 a necht’ λ je libovolné vlastńı č́ıslo matice C odpov́ıdaj́ıćı

vlastńımu vektrou v, tj. Cv = λv. Protože |λ|‖v‖ = ‖λv‖ = ‖Cv‖ ≤ ‖C‖‖v‖,
plat́ı |λ| ≤ ‖C‖ < 1, takže všechna vlastńı č́ısla matice C jsou v absolutńı hodnotě

menš́ı než jedna. Iteračńı metoda proto konverguje podle věty 4.4.1. �

U Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody lze konvergenčńı podmı́nku z posledńı

věty formulovat pomoćı matice soustavy A. Použ́ıvá se přitom terminologie z ná-

sleduj́ıćı definice.

Definice 4.4.1.

Řekneme, že čtvercová matice A = (aij) řádu n je ostře diagonálně dominant́ı,

jestliže plat́ı

|ai1| + . . . + |aii−1| + |aii+1| + . . . + |ain| < |aii| pro i = 1, . . . , n. (4.4.6)
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Př́ıklad 4.4.2. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch matic je ostře diagonálně do-

minantńı:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

11 2 1

1 10 2

2 3 −8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−8 2 1

−2 1 −3

1 1 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Řešeńı: Matice A je ostře diagonálně dominantńı, protože plat́ı 2 + 1 < 11,

1 + 2 < 10 a 2 + 3 < 8. Matice B neńı ostře diagonálně dominantńı, protože ve

druhém řádku je 2 + 3 > 1.

Věta 4.4.3.

Necht’ Ax = b je daná soustava lineárńıch rovnic. Jacobiova iteračńı metoda

konverguje pro každou počátečńı aproximaci x(0), jestliže matice A je ostře dia-

gonálně dominant́ı.

Důkaz: Necht’ A je ostře diagonálně dominantńı. Podmı́mku (4.4.6) může přepsat

do tvaru

|ai1|
|aii| + . . . +

|aii−1|
|aii| +

|aii+1|
|aii| + . . . +

|ain|
|aii| < 1, pro i = 1, . . . , n.

Pro iteračńı matici Jacobiovy metody CJ (viz (4.2.6)) to znamená, že součet

absolutńıch hodnot prvk̊u v každém řádku je menš́ı než jedna. V řádkové normě

proto plat́ı ‖CJ‖R < 1 a konvergence Jacobiovy metody plyne z věty 4.4.2. �

Poznámka

Také Gauss-Seidelova metoda konverguje, je-li matice soustavy ostře diagonálně

dominant́ı. D̊ukaz je však o něco složitěǰśı; viz [1].
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Poznámka

Konvergenci Jacobiovy i Gauss-Seidelovy metody zajist́ıme tak, že řešenou sou-

stavu předem uprav́ıme na ekvivalentńı soustavu s ostře diagonálně dominantńı

matićı.

Př́ıklad 4.4.3. Soustavu lineárńıch rovnic

−8x1 + 2x2 + x3 = −1,

−2x1 + x2 − 3x3 = −9,

x1 + x2 + 3x3 = 12

upravte na tvar s ostře diagonálně dominantńı matićı.

Řešeńı: Úpravy, které neměńı řešeńı, jsou tři: záměna pořad́ı rovnic, vynásobeńı

rovnice nenulovým č́ıslem a přičteńı nenulového násobku rovnice k jiné rovnici.

V našem př́ıpadě stač́ı přič́ıst třet́ı rovnici k rovnici druhé:

−8x1 + 2x2 + x3 = −1,

−x1 + 2x2 = −3,

x1 + x2 + 3x3 = 12.

Provedeme-li výpočet Jacobiovy nebo Gauss-Seidelovy metody pro tuto soustavu,

budeme mı́t zaručenu konvergenci.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jaké podmı́nky zaručuj́ı konvergenci obecné iteračńı metody?

Otázka 2. Jak lze zajistit konvergenci u Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody?
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Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Soustavu lineárńıch rovnic

4x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + 4x2 + x3 = 6,

6x1 + 6x2 + 6x3 = 18

upravte na tvar s ostře diagonálně dominantńı matićı.

2. Napǐste iteračńı matici pro Jacobiovu metodu a vypočtěte jej́ı vlastńı č́ısla.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Od třet́ı rovnice odečteme rovnici prvńı i druhou. Dostaneme:

4x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + 4x2 + x3 = 6,

x1 + x2 + 4x3 = 6.

2. Iteračńı matice má tvar:

CJ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1/4 −1/4

−1/4 0 −1/4

−1/4 −1/4 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Z charakteristického polynomu pCJ
(λ) = λ3 − 3

16
λ + 1

32
urč́ıme kořeny λ1 = −1

2
,

λ2 = λ3 = 1
4
.

Shrnut́ı lekce

Ukázali jsme iteračńı zp̊usob řešeńı soustav lineárńıch rovnic a odvodili jsem

podmı́nky, které zaručuj́ı konvergenci.
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5. Interpolace a aproximace funkćı

Pr̊uvodce studiem

Často je potřeba
”
složitou” funkci f nahradit funkćı

”
jednodušš́ı”. V této

kapitole budeme předpokládat, že u funkce f známe jej́ı funkčńı hodnoty fi =

f(xi) v uzlech xi pro i = 0, . . . , n. Budeme rozlǐsovat dvě úlohy.

Interpolačńı úloha: Hledáme funkci ϕ, pro niž je

ϕ(xi) = fi, i = 0, . . . , n. (5.0.1)

Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u: Hledáme funkci ϕ, pro niž je

ϕ(xi) ≈ fi, i = 0, . . . , n, (5.0.2)

kde přibližná rovnost
”
≈” je určena tak, aby součet druchých mocnin odchylek

mezi předepsanými hodnotami fi a předpokládanými hodnotami ϕ(xi) byl mi-

nimálńı.

Jestliže tyto úlohy znázorńıme graficky, bude řešeńı interpolačńı úlohy pro-

cházet přes body (xi, fi), i = 0, . . . , n, kdežto řešeńı aproximačńı úlohy bude

(obecně) procházet jejich bĺızkým okoĺım.

Formulace obou úloh je zat́ım př́ılǐs obecná, protože jsme neřekli jakého typu

má být funkce ϕ. Ukážeme tři volby: polynom, splajn (spline-funkce) a lineárńı

kombinace obecných funkćı. Polynom je jednoduchý z hlediska matematických

operaćı (snadno se derivuje, integruje atp.), jeho graf však často osciluje. Lepš́ı

tvary grafu maj́ı splajny. Kombinace obecných funkćı se použ́ıvá zpravidla v

situaćıch, kdy je známo, jakou závislost daná data popisuj́ı (pro periodickou

závislost je dobré použ́ıt funkce goniometrické, pro strmě rostoućı data se hod́ı

funkce exponenciálńı atp.).
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5.1. Interpolačńı polynom

Ćıle

Ukážeme metody pro sestaveńı interpolačńıho polynomu a odvod́ıme vzorec

pro interpolačńı chybu.

Předpokládané znalosti

Polynomy. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Věta o středńı hodnotě dife-

renciálńıho počtu.

Výklad

Funkci ϕ v úloze (5.0.1) budeme hledat jako interpolačńı polynom stupně

nejvýše n, tj. polož́ıme ϕ = pn, kde

pn(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anxn. (5.1.1)

Začneme př́ıkladem.

Př́ıklad 5.1.1. Jsou dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Určete interpolačńı polynom p3.

Řešeńı: Hledaný polynom má obecný tvar

p3(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3.

Koeficienty a0, a1, a2, a3 urč́ıme tak, aby platilo (5.0.1). Každá interpolačńı rov-

nost určuje jednu rovnici:

p3(−2) = 10 ⇒ a0 − 2a1 + 4a2 − 8a3 = 10,

p3(−1) = 4 ⇒ a0 − a1 + a2 − a3 = 4,

p3(1) = 6 ⇒ a0 + a1 + a2 + a3 = 6,

p3(2) = 3 ⇒ a0 + 2a1 + 4a2 + 8a3 = 3.
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Dostali jsme soustavu lineárńıch rovnic⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −2 4 −8

1 −1 1 −1

1 1 1 1

1 2 4 8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0

a1

a2

a3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

10

4

6

3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

jej́ımž řešeńım (na tři desetinná mı́sta) jsou koeficienty a0 = 4.500, a1 = 1.917,

a2 = 0.500 a a3 = −0.917. Interpolačńı polynom má tvar

p3(x) = 4.500 + 1.917x + 0.500x2 − 0.917x3.

Jeho graf je na obrázku 5.1.1.

−2 −1 0 1 2

2

4

6

8

10

12

Obrázek 5.1.1: Graf interpolačńıho polynomu p3.

Rozborem postupu z př́ıkaldu dokážeme následuj́ıćı větu.

Věta 5.1.1.

Necht’ jsou dány vzájemně r̊uzné uzly xi a funkčńı hodnoty fi, i = 0, . . . , n.

Existuje právě jeden interpolačńı polynom stupně nejvýše n.

Důkaz: Dosazeńım obecného tvaru polynomu (5.1.1) do interpolačńıch rovnost́ı
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(5.0.1) dostaneme soustavu lineárńıch rovnic

pn(xi) = a0 + a1xi + a2x
2
i + . . . + anxn

i = fi, i = 0, . . . , n,

kterou lze zapsat maticově jako⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 x0 x2
0 . . . xn

0

1 x1 x2
1 . . . xn

1

1 x2 x2
2 . . . xn

2

...
...

...
. . .

...

1 xn x2
n . . . xn

n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0

a1

a2

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f0

f1

f2

...

fn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Matice této soustavy má nenulový determinant (Vandermod̊uv determinant).

Odtud plyne existence jediného řešeńı soustavy lineárńıch rovnic a také inter-

polačńıho polynomu. �

5.1.1. Lagrange̊uv tvar interpolačńıho polynomu

Ukážeme postup, při němž se obejdeme bez řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.

Interpolačńı polynom budeme hledat ve tvaru

pn(x) = f0ϕ0(x) + f1ϕ1(x) + . . . + fnϕn(x). (5.1.2)

Rovnosti pn(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n budou splněny, jestliže bude platit

ϕi(xj) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 pro i = j,

0 pro i �= j.

Z věty 5.1.1. v́ıme, že interpolačńı polonom je stupně nejvýše n, takže také

všechny funkce ϕi muśı být polynomy stupně nejvýše n. Uvedeným požadavk̊um

vyhovuje následuj́ıćı definice:

ϕi(x) =
(x − x0) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
(5.1.3)
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pro i = 0, 1, . . . , n. Čitatel je totiž polynom, který nabývá nulových hodnot

ve všech uzlech kromě xi. V uzlu xi pak nabývá nenulové hodnoty, která je

obsažena ve jmenovateli zlomku, takže plat́ı ϕi(xi) = 1.

Polynomům ϕi, i = 0, 1, . . . , n se ř́ıká Lagrangeova báze interpolačńı úlohy

a vzorec (5.1.2) se nazývá Lagrange̊uv tvar inteprolačńıho polynomu.

Př́ıklad 5.1.2. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Napǐste Lagrange̊uv tvar interpolačńıho

polynomu.

Řešeńı: Nejdř́ıve sestav́ıme Lagrangeovu bázi. Podle (5.1.3) je

ϕ0(x) =
(x + 1)(x − 1)(x − 2)

(−2 + 1)(−2 − 1)(−2 − 2)
= − 1

12
(x + 1)(x − 1)(x − 2),

ϕ1(x) =
(x + 2)(x − 1)(x − 2)

(−1 + 2)(−1 − 1)(−1 − 2)
=

1

6
(x + 2)(x − 1)(x − 2),

ϕ2(x) =
(x + 2)(x + 1)(x − 2)

(1 + 2)(1 + 1)(1 − 2)
= −1

6
(x + 2)(x + 1)(x − 2),

ϕ3(x) =
(x + 2)(x + 1)(x − 1)

(2 + 2)(2 + 1)(2 − 1)
=

1

12
(x + 2)(x + 1)(x − 1).

Dosazeńım do (5.1.2) dostaneme výsledek

p3(x) = −5

6
(x + 1)(x − 1)(x − 2) +

2

3
(x + 2)(x − 1)(x − 2) −

−(x + 2)(x + 1)(x − 2) +
1

4
(x + 2)(x + 1)(x − 1).

Poznámka

Interpolačńı polynom je podle věty 5.1.1. určen jednoznačně. Úpravou Lagran-

geova tvaru proto muśıme nutně doj́ıt k polynomu, který jsem vypoč́ıtali

v př́ıkladu 5.1.1. (ověřte).
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5.1.2. Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu

Uvažujme zápis polynomu ve tvaru:

pn(x) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+. . .+an(x−x0) . . . (x−xn−1). (5.1.4)

Jestliže dosad́ıme do interpolačńıch rovnost́ı pn(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n, dosta-

neme soustavu lineárńıch rovnic s dolńı trojúhelńıkovou matićı:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 . . . 0

1 (x1 − x0) 0 . . . 0

1 (x2 − x0) (x2 − x0)(x2 − x1) . . . 0

...
...

...
. . .

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0

a1

a2

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f0

f1

f2

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (5.1.5)

Odud můžeme postupně vyjádřit koeficienty ak:

a0 = f0, a1 =
f1 − a0

x1 − x0

=
f1 − f0

x1 − x0

,

a2 =
f2 − a1(x2 − x0) − a0

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

f2 − f1

x2 − x1
− f1 − f0

x1 − x0

x2 − x0
,

atd..

Výrazy na pravých stranách jsou poměrné diference, jejichž označeńı zavád́ıme

v následuj́ıćı definici.

Definice 5.1.1.

Necht’ jsou dány vzájemně r̊uzné uzly xi a funkčńı hodnoty fi, i = 0, . . . , n.

Poměrné diference k-tého řádu f [xi+k, . . . , xi], i = 0, 1, . . . , n − k definujeme

rekurentně:

• pro k = 0 : f [xi] = fi;

• pro k = 1 : f [xi+1, xi] =
fi+1 − fi

xi+1 − xi
;

• pro k ≤ n : f [xi+k, . . . , , xi] =
f [xi+k, . . . , xi+1] − f [xi+k−1, . . . , xi]

xi+k − xi
.
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Porovnáńım poměrných diferenćı s koeficienty ak vid́ıme, že

ak = f [xk, . . . , x0], k = 0, 1, . . . , n.

Dosazeńım do (5.1.4) dostaneme Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu:

pn(x) = f0 + f [x1, x0](x−x0)+ . . .+ f [xn, . . . , x0](x−x0) . . . (x−xn−1). (5.1.6)

Při jeho sestavováńı potřebujeme vypoč́ıtat poměrné diference. Vše ukážeme v ná-

sleduj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 5.1.3. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Napǐste Newton̊uv tvar interpolačńıho

polynomu.

Řešeńı: Potřebujeme vypoč́ıtat poměrné diference:

f [x1, x0], f [x2, x1, x0], f [x3, x2, x1, x0].

Podle definice je

f [x1, x0] =
4 − 10

−1 + 2
= −6,

f [x2, x1, x0] =
f [x2, x1] − f [x1, x0]

x2 − x0
=

6−4
1+1

+ 6

1 + 2
=

7

3
,

f [x3, x2, x1, x0] =
f [x3, x2, x1] − f [x2, x1, x0]

x3 − x0
=

3−6
2−1

− 6−4
1+1

2+1
− 7

3

2 + 2
= −11

12
.

Dosazeńım do (5.1.6) dostaneme výsledek

p3(x) = 10 − 6(x + 2) +
7

3
(x + 2)(x + 1) − 11

12
(x + 2)(x + 1)(x − 1).

Přehledně můžeme výpočet poměrných diferenćı provést v tabulce (tabulka 5.1.1),

kde do prvńıch dvou sloupc̊u zaṕı̌seme zadané uzly a funkčńı hodnoty a v každém

daľśım sloupci pak vypoč́ıtáme všechny (!) poměrné diference postupně se zvy-

šuj́ıćıch řád̊u. Pro napsáńı interpolačńıho polynomu potřebujeme z této tabulky

hodnoty diferenćı z prvńıho řádku.
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Tabulka 5.1.1: Výpočet poměrných diferenćı.

i xi fi f [xi+1, xi] f [xi+2, xi+1, xi] f [x3, x2, x1, x0]

0 −2 10 −6 7
3

−11
12

1 −1 4 1 −4
3

2 1 6 −3

3 2 3

5.1.3. Interpolačńı chyba

Předpokládejme, že hodnoty fi jsou funkčńımi hodnotami funkce f v uzlech xi,

tj. fi = f(xi). Bude nás zaj́ımat interpolačńı chyba

f(x) − pn(x).

V uzlech xi je interpolačńı chyba nulová, ale mimo uzly může být velká.

Věta 5.1.2.

Necht’ uzly xi, i = 0, 1, . . . , n, jsou vzájemně r̊uzné a lež́ı na intervalu 〈a, b〉. Necht’

funkce f má na tomto intervalu n+1 spojitých derivaćı. Pak pro každé x ∈ 〈a, b〉
existuje ξ = ξ(x) v (a, b) tak, že plat́ı

f(x) − pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
πn+1(x), (5.1.7)

kde πn+1(x) = (x − x0) . . . (x − xn).

Důkaz: Pro x = xi je rovnost (5.1.7) splněna, protože obě jej́ı strany jsou nulové.

Pro pevně zvolené x �= xi definujme funkci

g(t) = f(t) − pn(t) − πn+1(t)

πn+1(x)
(f(x) − pn(x)) , (5.1.8)

kde t je proměnná a x je parametr. Funkce g má zřejmě n+2 kořen̊u, kterými jsou

body x0, . . ., xn a x. Každá derivace funkce g má o jeden kořen méně, takže (n+1)-

ńı derivace má jediný kořen v nějakém bodě ξ ∈ (a, b). Derivujeme-li (n+1)-krát
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výraz (5.1.8) (podle t) a použijeme přitom p
(n+1)
n (t) = 0 a π

(n+1)
n+1 (t) = (n + 1)!,

dostaneme

0 = g(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) − (n + 1)!

πn+1(x)
(f(x) − pn(x)) .

Jestliže odtud vyjádř́ıme interpolačńı chybu, vznikne rovnost (5.1.7). �

Na pr̊uběh interpolačńı chyby v intervalu 〈a, b〉 má podstatný vliv tvar poly-

nomu πn+1, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 5.1.4. (Rungeho př́ıklad) Nakresĺıme graf funkce

f(x) =
1

1 + x2

a graf interpolačńıho polynomu odpov́ıdaj́ıćıho uzl̊um xi = −5+i, i = 0, 1, . . . , 10.

Výsledek porovnáme s grafem polynomu

π11(x) = (x + 5)(x + 4) . . . (x − 5).

Řešeńı: Obrázek 5.1.2.a ukazuje graf polynomu π11. Z jeho pr̊uběhu lze usou-

dit, že největš́ı interpolačńı chyby budou pobĺıž krajńıch uzl̊u x0 = −5 a x10 = 5.

Na obrázku 5.1.2.b vid́ıme, že graf interpolačńıho polynomu osciluje kolem grafu

funkce f a že oscilace jsou největš́ı právě na kraj́ıch intervalu 〈−5, 5〉. Pozna-

menejme ještě, že při zvětšeńı počtu interpolačńıch uzl̊u nedojde ke zmenšeńı

interpolačńı chyby, ale naopak k jej́ımu zvětšeńı.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jaké znáte metody pro sestaveńı interpolačńıho polynomu?

Otázka 2. Jakého stupně je interpolačńı polynom?

Otázka 3. Jak se chová interpolačńı chyba?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro uzly x0 = −1, x1 = 0, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 5 a funkčńı hodnoty f0 = −2,
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−5 0 5
−5

0

5
x 10

5

−5 0 5
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

a b

Obrázek 5.1.2: a) Graf π11; b) Grafy f (neosciluj́ıćı) a p10 (osciluj́ıćı).

f1 = 1, f2 = 0, f3 = 2, f4 = −1 vypočtěte interpolačńı polynom ve tvaru (5.1.1).

2. Pro předchoźı data vypočtěte Lagrange̊uv a Newton̊uv tvar interpolačńıho

polynomu.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. p4(x) = − 3
20

x4 + 11
10

x3 − 109
60

x2 + 1
15

x + 1.

2. Lagrange̊uv tvar: p4(x) = − 1
36

x(x− 2)(x− 3)(x− 5)− 1
30

(x + 1)(x− 2)(x− 3)

(x − 5) − 1
12

(x + 1)x(x − 2)(x − 5) − 1
180

(x + 1)x(x − 2)(x − 3);

Newton̊uv tvar: p4(x) = −2+3(x+1)− 35
30

(x+1)x− 1
2
(x+1)x(x−2)− 3

20
(x+1)

x(x − 2)(x − 3).
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5.2. Interpolačńı splajny

Ćıle

Viděli jsme, že graf interpolačńıho polynomu může nepř́ıjemně oscilovat. Tato

situace nastává při předepsáńı větš́ıho počtu dat, protože interpolačńı polynom je

pak vysokého stupně. Zdá se proto rozumné při řešeńı interpolačńı úlohy použ́ıt

funkci, která bude počástech polynomem ńızkého stupně, jej́ıž jednotlivé části

budou na sebe navazovat dostatečně hladce. Takovým funkćım se ř́ıká splajn

(z angl.
”
spline”). Ukážeme dva nejčastěji použ́ıvané splajny: lineárńı a kubický.

Předpokládané znalosti

Interpolačńı polynom. Spojitost derivace. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic.

Výklad

Abychom se vyhnuli komplikaćım při popisu, budeme předpokládat, že uzly

interpolace tvoř́ı rostoućı posloupnost, tzn. x0 < x1 < . . . < xn. Vzdálenost dvou

sousedńıch uzl̊u označ́ıme hi, tj. hi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n.

5.2.1. Lineárńı splajn

Definice 5.2.1.

Lineárńım splajnem nazýváme funkci s1, která je spojitá na intervalu 〈x0, xn〉
a na každém podintervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , n, je polynomem prvńıho stupně.

Lineárńı interpolačńı splajn je řešeńım úlohy (5.0.1), tzn. že pro něj plat́ı

s1(xi) = fi, i = 0, . . . , n. Můžeme ho zapsat po částech pro i = 1, . . . , n:

s1(x) = fi−1(1 − t) + fit, t = (x − xi−1)/hi, x ∈ 〈xi−1, xi〉. (5.2.1)

Grafem lineárńıho splajnu je lomená čára.
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Př́ıklad 5.2.1. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Napǐste lineárńı interpolačńı splajn.

Řešeńı: Zaṕı̌seme jej pomoćı předpisu (5.2.1):

s1(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

10ϕ1(t) + 4ϕ2(t), t = x + 2 pro x ∈ 〈−2,−1〉,

4ϕ1(t) + 6ϕ2(t), t = (x + 1)/2 pro x ∈ 〈−1, 1〉,

6ϕ1(t) + 3ϕ2(t), t = x − 1 pro x ∈ 〈1, 2〉,

kde ϕ1(t) = 1 − t, ϕ2(t) = t. Graf je znázorněn na obrázku 5.2.1.

5.2.2. Kubický splajn

Definice 5.2.2.

Kubickým splajnem nazýváme funkci s3, která má na intervalu 〈x0, xn〉 dvě

spojité derivace a na každém podintervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , n, je polynomem

třet́ıho stupně.

Kubický interpolačńı splajn, je řešeńı interpolačńı úlohy (5.0.1). Jeho kon-

strukce je složitěǰśı než u lineárńıho splajnu. Vyjdeme opět z vyjádřeńı po částech

pro i = 1, . . . , n:

s3(x) = fi−1(1 − 3t2 + 2t3) + fi(3t
2 − 2t3)

+mi−1hi(t − 2t2 + t3) + mihi(−t2 + t3), (5.2.2)

kde t = (x− xi−1)/hi a x ∈ 〈xi−1, xi〉. Tento předpis je navržen tak, aby parame-

try fi−1, fi a mi−1, mi měly význam funkčńıch hodnot a hodnot prvńı derivace

v krajńıch bodech intervalu 〈xi−1, xi〉, tj. plat́ı

s3(xi−1) = fi−1, s3(xi) = fi, (5.2.3)

s′3(xi−1) = mi−1, s′3(xi) = mi. (5.2.4)
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O splněńı rovnost́ı (5.2.3) a (5.2.4) se můžeme přesvědčit dosazeńım xi−1 a xi do

(5.2.2) a do prvńı derivace s′3, kterou vyjádř́ıme z (5.2.2) podle pravidla o deri-

vováńı složené funkce:

s′3(x) = fi−1(−6t + 6t2)/hi + fi(6t − 6t2)/hi

+mi−1(1 − 4t + 3t2) + mi(−2t + 3t2). (5.2.5)

Předpis (5.2.2) zaručuje spojitost prvńı derivace s′3 na celém intervalu 〈x0, xn〉
pro libovolné hodnoty mi. Spojitost druhé derivace vynut́ıme speciálńı volbou

mi. Budeme požadovat

lim
x→xi−

s′′3(x) = lim
x→xi+

s′′3(x) (5.2.6)

ve vnitřńıch uzlech xi, i = 1, . . . , n − 1. Potřebný výraz pro druhou derivaci

vypočteme z (5.2.5) opět podle pravidla o derivováńı složené funkce:

s′′3(x) = fi−1(−6 + 12t)/h2
i + fi(6 − 12t)/h2

i

+mi−1(−4 + 6t)/hi + mi(−2 + 6t)/hi. (5.2.7)

Levou stranu v (5.2.6) vyjádř́ıme z (5.2.7) pro t = 1:

lim
x→xi−

s′′3(x) = 6fi−1/h
2
i − 6fi/h

2
i + 2mi−1/hi + 4mi/hi. (5.2.8)

Pravou stranu v (5.2.6) vyjádř́ıme z (5.2.7) pro t = 0, když současně posuneme

indexováńı:

lim
x→xi+

s′′(x) = −6fi/h
2
i+1 + 6fi+1/h

2
i+1 − 4mi/hi+1 − 2mi+1/hi+1. (5.2.9)

Dosad́ıme-li (5.2.8) a (5.2.9) do (5.2.6), dostaneme po jednoduché úpravě

hi+1mi−1 + 2(hi+1 + hi)mi + himi+1 =

3

[
−hi+1

hi
fi−1 +

(
hi+1

hi
− hi

hi+1

)
fi +

hi

hi+1
fi+1

]
, i = 1, . . . , n − 1. (5.2.10)
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Tyto rovnosti tvoř́ı soustavu n−1 rovnic pro n+1 neznámých mi, i = 0, 1, . . . .n.

Abychom dostali jediné řešeńı, urč́ıme m0 a mn např́ıklad jako přibližné derivace:

m0 =
f1 − f0

h1
, mn =

fn − fn−1

hn
. (5.2.11)

Př́ıklad 5.2.2. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Napǐste kubický interpolačńı splajn.

Řešeńı: Nejdř́ıve vypoč́ıtáme parametry mi, i = 0, 1, 2, 3. Podle (5.2.11) je

m0 =
4 − 10

−1 + 2
= −6, m3 =

3 − 6

2 − 1
= −3.

Soustava (5.2.10) má dvě rovnice:

2(h2 + h1)m1 + h1m2 = 3

[
−h2

h1

f0 +

(
h2

h1

− h1

h2

)
f1 +

h1

h2

f2

]
− h2m0,

h3m1 + 2(h3 + h2)m2 = 3

[
−h3

h2
f1 +

(
h3

h2
− h2

h3

)
f2 +

h2

h3
f3

]
− h2m3,

které můžeme psát jako⎛
⎜⎝ 6 1

1 6

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝ m1

m2

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ −21

−9

⎞
⎟⎠ .

Vyřešeńım dostaneme m1 = −234
70

, m2 = −66
70

. Výsledný splajn zaṕı̌seme podle

(5.2.2) po částech:

s3(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

10ϕ1(t) + 4ϕ2(t) − 6ϕ3(t) − 117
35

ϕ4(t), t = x + 2 pro x ∈ 〈−2,−1〉,

4ϕ1(t) + 6ϕ2(t) − 234
35

ϕ3(t) − 66
35

ϕ4(t), t = (x + 1)/2 pro x ∈ 〈−1, 1〉,

6ϕ1(t) + 3ϕ2(t) − 33
35

ϕ3(t) − 3ϕ4(t), t = x − 1 pro x ∈ 〈1, 2〉,
kde ϕ1(t) = 1− 3t2 + 2t3, ϕ2(t) = 3t2 − 2t3, ϕ3(t) = t− 2t2 + t3, ϕ4(t) = −t2 + t3.

Graf je znázorněn na obrázku 5.2.1.

Př́ıklad 5.2.3. (Rungeho př́ıklad, pokračováńı) Nakresĺıme graf inter-

polačńıho kubického splajnu pro funkci f a uzly xi z př́ıkladu 5.1.4. a porovnáme

ho s grafem interpolačńıho polynomu.
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−2 −1 0 1 2
2

4

6

8

10

s1

s3

Obrázek 5.2.1: Graf lineárńıho (s1) a kubického interpolačńıho (s3) splajnu.

Řešeńı: Na obrázku 5.2.2 vid́ıme, že splajn s3 neosciluje a je proto mno-

hem lepš́ı aproximaćı interpolované funkce f než interpolačńı polynom p10, viz

obrázek 5.1.2.b.

−5 0 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−5 0 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

a b

Obrázek 5.2.2: a) Funkce f ; b) Kubický interpolačńı splajn s3.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Co je to splajn? Jak se definuje a poč́ıtá splajn lineárńı a kubický?

Otázka 2. Jak se chovaj́ı při interpolaci splajny v porovnáńı s polynomy?
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Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro uzly x0 = −1, x1 = 0, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 5 a funkčńı hodnoty f0 = −2,

f1 = 1, f2 = 0, f3 = 2, f4 = −1 sestavte lineárńı interpolačńı splajn.

2. Pro stejná data sestavte kubický interpolačńı splajn.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1.

s1(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2ϕ1(t) + ϕ2(t), t = x + 1 pro x ∈ 〈−1, 0〉,

ϕ1(t), t = x/2 pro x ∈ 〈0, 2〉,

2ϕ2(t), t = x − 2 pro x ∈ 〈2, 3〉,

2ϕ1(t) − 1ϕ2(t), t = (x − 3)/2 pro x ∈ 〈3, 5〉,
kde ϕ1(t) = 1 − t, ϕ2(t) = t.

2. Krajńı parametry jsou m0 = 3, m4 = −3
2
, ostatńı dostaneme ze soustavy

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

6 1 0

1 6 2

0 2 6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

m1

m2

m3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

21
2

21
2

9

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

takže m1 = 97
62

, m2 = 69
62

, m3 = 35
31

a konečně

s3(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2ϕ1(t) + ϕ2(t) + 3ϕ3(t) + 97
62

ϕ4(t), t = x + 1 pro x ∈ 〈−1, 0〉,

ϕ1(t) + 97
31

ϕ3(t) + 69
31

ϕ4(t), t = x/2 pro x ∈ 〈0, 2〉,

2ϕ2(t) + 69
62

ϕ3(t) + 35
31

3ϕ4(t), t = x − 2 pro x ∈ 〈2, 3〉,

2ϕ1(t) − ϕ2(t) + 70
31

ϕ3(t) − 3ϕ4(t), t = (x − 3)/2 pro x ∈ 〈3, 5〉,

kde ϕ1(t) = 1−3t2 +2t3, ϕ2(t) = 3t2−2t3, ϕ3(t) = t−2t2 + t3, ϕ4(t) = −t2 + t3.
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5.3. Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Ćıle

V mnoha situaćıch, v nichž je potřeba danou funkci f nahradit funkćı
”
jed-

nodušš́ı”, je nevhodné nebo v̊ubec nelze použ́ıt interpolaci. Jsou-li např́ıklad v uz-

lech zadány nepřesné hodnoty, přenáš́ı se tato nepřesnost i na interpolant. Inter-

polace je nepoužitelná, jestliže je požadován jistý charakter aproximuj́ıćı funkce

a přitom žádná funkce tohoto charakteru neńı interpolantem. V těchto př́ıpadech

je rozumné použ́ıt metodu nejmenš́ıch čtverc̊u.

Předpokládané znalosti

Lineárńı závislost a nezávislost. Určeńı minima funkce pomoćı derivace. Řešeńı

soustav lineárńıch rovnic.

Výklad

Začneme př́ıkladem.

Př́ıklad 5.3.1. Mějme dány uzly x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2 a funkčńı

hodnoty f0 = 10, f1 = 4, f2 = 6, f3 = 3. Najděte př́ımku

ϕ(x) = c1 + c2x, (5.3.1)

která je
”
bĺızko” předepsaným hodnotám.

Řešeńı: Nejdř́ıve se muśıme rozhodnout jak chápat slovo
”
bĺızko”. Už jsme

to vlastně řekli, když jsme popisovali smysl přibližných rovnost́ı v aproximačńı

úloze (5.0.2). Př́ımku ϕ urč́ıme tak, aby minimalizovala součet druhých moc-

nin odchylek
∑3

i=0(ϕ(xi) − fi)
2. Jestliže sem dosad́ıme (5.3.1), dostaneme úlohu

na minimalizaci funkce dvou pro měnných Ψ(c1, c2) =
∑3

i=0(c1 + c2xi − fi)
2.
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Minimum c∗1, c∗2 vyhovuje rovnićım

∂Ψ

∂c1
(c∗1, c

∗
2) = 0,

∂Ψ

∂c2
(c∗1, c

∗
2) = 0.

Po vyjádřeńı parciálńıch derivaćı dostáváme

2
3∑

i=0

(c∗1 + c∗2xi − fi) = 0, 2
3∑

i=0

(c∗1 + c∗2xi − fi)xi = 0,

což je soustava lineárńıch rovnic⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3∑
i=0

1

3∑
i=0

xi

3∑
i=0

xi

3∑
i=0

x2
i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
⎛
⎝ c∗1

c∗2

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3∑
i=0

fi

3∑
i=0

fixi

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , tj.

⎛
⎝ 4 0

0 10

⎞
⎠
⎛
⎝ c∗1

c∗2

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 23

−12

⎞
⎠ .

Tato soustava má jediné řešeńı c∗1 = 23
4
, c∗2 = −6

5
, takže hledaná př́ımka ϕ∗ = ϕ

je určena předpisem

ϕ∗(x) =
23

4
− 6

5
x. (5.3.2)

Jej́ı graf je znázorněn na obrázku 5.3.1. �

−2 −1 0 1 2

2

4

6

8

10

Obrázek 5.3.1: Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u; př́ımka (5.3.2) plně;

funkce (5.3.8) čárkovaně.
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Postup z př́ıkladu zobecńıme. Budeme předpokládat, že je dán systém funkćı

ϕj = ϕj(x), j = 1, . . . , m a budeme uvažovat všechny funkce ve tvaru

ϕ(x) = c1ϕ1(x) + . . . + cmϕm(x) =
m∑

j=1

cjϕj(x), (5.3.3)

kde koeficienty c1, . . . , cm jsou libovolná č́ısla. Funkci ϕ∗, pro niž plat́ı

n∑
i=1

(ϕ∗(xi) − fi)
2 ≤

n∑
i=1

(ϕ(xi) − fi)
2 ∀ϕ (5.3.4)

nazýváme aproximaćı podle metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Jej́ı koeficienty c∗1, . . . , c
∗
m

urč́ıme jako minimum funkce

Ψ(c1, . . . , cm) =

n∑
i=1

(

m∑
j=1

cjϕj(xi) − fi)
2, (5.3.5)

které vyhovuje rovnićım

∂Ψ

∂ck

(c∗1, . . . , c
∗
m) = 0, k = 1, . . . , m. (5.3.6)

Vyjádř́ıme-li parciálńı derivace

∂Ψ

∂ck

= 2
n∑

i=1

(
m∑

j=1

cjϕj(xi) − fi)ϕk(xi)

a dosad́ıme je do (5.3.6), dostaneme po jednoduché úpravě soustavu lineárńıch

rovnic

m∑
j=1

(
n∑

i=1

ϕj(xi)ϕk(xi)

)
c∗j =

n∑
i=1

fiϕk(xi), k = 1, . . . , m. (5.3.7)

Soustava (5.3.7) se nazývá normálńı.

Věta 5.3.1.

Necht’ jsou dány vzájemně r̊uzné uzly xi a funkčńı hodnoty fi, i = 0, . . . , n.

Necht’ je dán systém funkćı ϕj , j = 1, . . . , m, které jsou lineárně nezávislé. Potom

existuje jediná funkce ϕ∗, která splňuje (5.3.4) a jej́ı koeficienty c∗1, . . . , c
∗
m jsou

řešeńım normálńı soustavy lineárńıch rovnic (5.3.7).
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Důkaz: V bodě c∗1, . . . , c
∗
m, který vyhovuje rovnićım (5.3.6), nabývá funkce Ψ

minima, jestliže matice druhých derivaćı je symmetrická a pozitivně definitńı

(kladná). Druhé derivace jsou určeny vzorcem

∂2Ψ

∂ck∂cl
= 2

n∑
i=1

ϕl(xi)ϕk(xi),

odkud je symetrie zřejmá na prvńı pohled (prohozeńım index̊u k a l se nic

nezměńı). Necht’ d1, . . . , dm jsou č́ısla ne všechny současně nulová. Potom

m∑
k=1

m∑
l=1

dkdl
∂2Ψ

∂ck∂cl
= 2

n∑
i=1

( m∑
l=1

dlϕl(xi)
)( m∑

k=1

dkϕk(xi)
)

= 2

n∑
i=1

ϕ̃(xi)
2 > 0,

kde ϕ̃(x) =
∑m

k=1 dkϕk(x), takže matice druhých derivaćı je pozitivně definitńı.

Odtud také plyne, že matice normálńı soustavy je regulárńı, což znamená, že

existuje jej́ı jediné řešeńı c∗1, . . . , c
∗
m, které určuje jedinou funkci ϕ∗. �

Při aproximaci metodou nejmenš́ıch čtverc̊u se muśıme nejdř́ıve rozhodnout

pro nějaký lineárně nezávislý systém funkćı ϕj , j = 1, . . . , m a pak stač́ı sestavit

a vyřešit soustavu normálńıch rovnic (5.3.7).

Př́ıklad 5.3.2. Napǐste normálńı soustavu lineárńıch rovnic odpov́ıdaj́ıćı

systému funkćı

ϕ1(x) = e−x, ϕ2(x) = sin x.

Aproximujte data z př́ıkladu 5.3.1.

Řešeńı: Obecně má normálńı soustava tvar⎛
⎜⎜⎜⎝

n∑
i=0

e−2xi

n∑
i=0

e−xi sin xi

n∑
i=0

e−xi sin xi

n∑
i=0

sin2 xi

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎝ c∗1

c∗2

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

n∑
i=0

fie
−xi

n∑
i=0

fi sin xi

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Po dosazeńı dostaneme⎛
⎜⎝ 62.1409 −8.5736

−8.5736 3.0698

⎞
⎟⎠
⎛
⎝ c∗1

c∗2

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎝ 87.3770

−4.6821

⎞
⎟⎠
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a odtud vypoč́ıtáme c∗1 = 1.9452, c∗2 = 3.9076, tj.

ϕ∗(x) = 1.9452e−x + 3.9076 sinx. (5.3.8)

Graf je znázorněn na obrázku 5.3.1.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Kdy je vhodné použ́ıt metodu nejmenš́ıch čtverc̊u?

Otázka 2. Graficky znázorněte smysl výrazu pro součet druhých mocnin odchylek?

Otázka 3. Co je to normálńı soustava lineárńıch rovnic a jak vznikne?

Otázka 4. Co se stane, když v (5.3.3) a (5.3.4) bude m = n + 1?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Napǐste soustavu normálńıch lineárńıch rovnic pro systém funkćı ϕ1(x) = 1,

ϕ2(x) = x, ϕ3(x) = x2.

2. Data x0 = −1, x1 = 0, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 5 a f0 = −2, f1 = 1, f2 = 0,

f3 = 2, f4 = −1 aproximujte metodou nejmenč́ıch čtverc̊u pomoćı systému funkćı

z předchoźı úlohy.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Normálńı soustava má tvar:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
i=0

1

n∑
i=0

xi

n∑
i=0

x2
i

n∑
i=0

xi

n∑
i=0

x2
i

n∑
i=0

x3
i

n∑
i=0

x2
i

n∑
i=0

x3
i

n∑
i=0

x4
i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎝

c∗1

c∗2

c∗3

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
i=0

fi

n∑
i=0

fixi

n∑
i=0

fix
2
i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

2. ϕ∗(x) = −0.2835x2 + 1.2359x − 0.0130.

Shrnut́ı lekce

Ukázali jsme základńı postupy pro aproximaci funkćı (dat) pomoćı interpolace

a metody nejmenš́ıch čtverc̊u.
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6. Numerické integrováńı a derivováńı

Pr̊uvodce studiem

Při řešeńı r̊uzných úloh je potřeba nalézt hodnotu určitého integrálu. Některé

integrály lze vypoč́ıtat snadno pomoćı tabulek a klasických integračńıch metod

jako je per partes nebo substituce. Tak např́ıklad integrály∫ 1

0

ex dx a

∫ π

0

cos x dx

maj́ı hodnotu e− 1 a 0. Často však stač́ı malá změna v integrované funkci a kla-

sický výpočet se stane složitým nebo dokonce nemožným. Pokuste se vypoč́ıtat

integrály ∫ 1

0

ex2

dx a

∫ π

0

cos x2 dx

a uvid́ıte jak daleko se vám podař́ı doj́ıt! Klasické integračńı metody nelze použ́ıt

v̊ubec, jestliže integrovaná funkce je dána tabulkou (např. to může být výsledek

měřeńı nebo předchoźıho výpočtu).

V této kapitole se budeme zabývat metodami numerickými pro obecně zada-

nou úlohu: předpokládáme, že je dána spojitá funkce f na intervalu 〈a, b〉 a máme

vypoč́ıtat hodnotu určitého integrálu

I =

∫ b

a

f(x) dx. (6.0.1)

Z geometrického pohledu představuje č́ıslo I velikost plochy obrazce, který je

vymezen grafem funkce f . Numerické metody jsou navrhovány tak, že poč́ıtaj́ı

velikost plochy přibližného obrazce pomoćı několika funkčńıch hodnot. Lze je

tedy použ́ıt pro jakoukoliv funkci f , dokonce i pro funkci danou tabulkou, a jejich

pracnost je relativně malá.

Při numerickém výpočtu derivace je situace podobná.
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6.1. Newton-Cotesovy vzorce

Ćıle

Odvod́ıme Newton-Cotesovy vzorce a ukážeme jejich použit́ı.

Předpokládané znalosti

Interpolačńı polynom. Interpolačńı chyba.

Výklad

Naš́ım ćılem je navrhnout vzorce pro přibližný výpočet integrálu (6.0.1). Ze

základńıho kurzu integrálńıho počtu v́ıme, že snadno lze integrovat polynomy.

Budeme proto postupovat tak, že k funkci f sestav́ıme interpolačńı polynom pn

a ten integrujeme mı́sto f , tj.

I =

∫ b

a

f(x) dx ≈
∫ b

a

pn(x) dx. (6.1.1)

Pro jednoduchost uvažujme na intervalu 〈a, b〉 ekvidistantńı uzly

xi = a + iτ, i = 0, 1, . . . , n,

kde τ = (b−a)/n. Interpolačńı polynom k funkci f můžeme zapsat v Lagrangeově

tvaru (viz odstavec 5.1.1), tj.

pn(x) =
n∑

i=0

f(xi)ϕi(x), kde ϕi(x) =
n∏

j=0
j 	=i

x − xj

xi − xj

.

Dosazeńım výrazu pro pn do pravé strany přibližné rovnosti (6.1.1) dostaneme

Newton-Cotesovy vzorce: ∫ b

a

f(x) dx ≈
n∑

i=0

wif(xi), (6.1.2)

kde

wi =

∫ b

a

ϕi(x) dx, i = 0, 1, . . . , n (6.1.3)
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jsou integračńı váhy. Abychom lépe ilustrovali tento postup, odvod́ıme základńı

integračńı pravidla.

a) Obdélńıkové pravidlo. V tomto př́ıpadě polož́ıme n = 0, x0 = a+b
2

a za

interpolačńı polynom vezmeme konstantńı funkci p0(x) = f(a+b
2

). Proto∫ b

a

f(x) dx ≈ (b − a)f

(
a + b

2

)
= IObd. (6.1.4)

b) Lichoběžńıkové pravidlo dostaneme pro n = 1 a x0 = a, x1 = b.

Interpolačńı polynom je př́ımka

p1(x) =
x − b

a − b
f(a) +

x − a

b − a
f(b).

Po jej́ı integraci je ∫ b

a

f(x) dx ≈ b − a

2
[f(a) + f(b)] = ILich. (6.1.5)

c) Simpsonovo pravidlo vznikne pro n = 2 a x0 = a, x1 = a+b
2

, x2 = b, kdy

je interpolačńı polynom kvadratická funkce. Vypočtěme integračńı váhy w0, w1

a w2. Dostáváme

w0 =

∫ b

a

ϕ0(x) dx =

∫ b

a

(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
dx

=

∫ 1

−1

t(t − 1)

2

b − a

2
dt =

b − a

6

s použit́ım substituce x = b−a
2

t+ a+b
2

. Podobně vypoč́ıtáme w1 = 4
6
(b− a) a w2 =

1
6
(b − a), takže∫ b

a

f(x) dx ≈ b − a

6
[f(a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f(b)] = ISimps. (6.1.6)

Př́ıklad 6.1.1. Pomoćı Newton-Cotesových vzorc̊u (6.1.4), (6.1.5) a (6.1.6)

vypočtětě přibližnou hodnotu integrálu

I =

∫ 1

−1

ex dx.
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Řešeńı: Máme a = −1, b = 1 a f(x) = ex. Podle obdélńıkového pravidla (6.1.4)

je

IObd = 2e0 = 2.

Lichoběžńıkové pravidlo (6.1.5) dává

ILich =
2

2
[e−1 + e1] = 3.086161

a konečně pomoćı Simpsonova pravidla (6.1.6) vypočteme

ISimps =
2

6
[e−1 + 4e0 + e1] = 2.362054.

Poznamenejme ještě, že přesná hodnota integrálu je I = e1 − e−1 = 2.350402.

Poznámka

Nejpřesněǰśı hodnoty jsme dosáhli pomoćı Simpsonova pravidla. To nás m̊uže

vést k domněnce, že ještě přesněǰśıch hodnot dosáhneme, použijeme-li Newton-

Cotesovy vzorce odvozené z interpolačńıch polynom̊u vyšš́ıch stupn̊u. Obecně to

však neńı pravda. V Rungeho př́ıkladu (př́ıklad 5.1.4.) jsme viděli,̌ze interpolačńı

polynom vysokého stupně m̊uže být velice špatnou aproximaćı. Newton-Cotesovy

vzorce dávaj́ı v takovém př́ıpadě nesmyslné výsledky.

Následuj́ıćı věta ukazuje vyjádřeńı integračńı chyby.

Věta 6.1.1.

(i) Necht’ funkce f má na intervalu 〈a, b〉 spojitou druhou derivaci. Pak plat́ı:

I − IObd =
f ′′(ξ)
24

(b − a)3,

I − ILich = −f ′′(ξ)
12

(b − a)3. (6.1.7)

(ii) Necht’ funkce f má na intervalu 〈a, b〉 spojitou čtvrtou derivaci. Pak plat́ı:

I − ISimps = −f (4)(ξ)

90
(b − a)3.

Ve všech př́ıpadech je ξ bĺıže neurčený bod z intervalu (a, b).
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Důkaz: Důkaz provedeme pouze pro lichoběžńıkové pravidlo. Vyjádřeńı inter-

polačńı chyby z věty 5.1.2. má pro interpolačńı polynom p1 s uzly x0 = a a x1 = b

tvar:

f(x) − p1(x) =
f ′′(ξ̃)

2
(x − a)(x − b).

Integraćı (a užit́ım věty o středńı hodnotě integrálńıho počtu) dostaneme

I − ILich =
f ′′(ξ)

2

∫ b

a

(x − a)(x − b) dx

=
f ′′(ξ)

2

∫ b−a

0

t(t + a − b) dx = −f ′′(ξ)
12

(b − a)3.

Použili jsme substituci t = x − a. �

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak vzniknou Newton-Cotesovy vzorce?

Otázka 2. Jaké jsou základńı pravidla pro numerický výpočet integrálu?

Otázka 3. Znázorněte graficky smysl obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla.

Otázka 4. Proč neńı rozumné použ́ıvat Newton-Cotesovy vzorce odvozené z in-

terpolačńıch polynomů vysokého stupně?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pomoćı obdélńıkového, lichoběžńıkového a Simpsonova pravidla vypočtěte

přibližné hodnoty integrál̊u

a)

∫ 1

0

ex2

dx; b)

∫ π

0

cos x2 dx.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. a) IObd = 1.284025, ILich = 1.859141, ISimps = 1.475731; b) IObd = 1.961189,

ILich = −0.675916, ISimps = 1.082154.
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6.2. Složené vzorce

Ćıle

V předchoźım odstavci jsme odvodili vzorce pro přibližný výpočet interálu in-

tegraćı interpolačńıho polynomu. Zároveň jsme upozornili na to, že vzorce odvo-

zené z polynomů vysokého stupně mohou dávat nesmyslné výsledky. Pro přesněǰśı

výpočty integrál̊u se proto použ́ıvaj́ı složené vzorce, které dostaneme
”
slepeńım”

základńıch integračńı pravidel.

Předpokládané znalosti

Obdélńıkové, lichoběžńıkové a Simpsonovo pravidlo. Chyby těchto pravidel.

Výklad

Interval 〈a, b〉 rozděĺıme na m stejně dlouhých d́ılk̊u s krokem h = (b− a)/m,

m ≥ 2, tj. použijeme uzly

xi = a + ih = a +
i

m
(b − a), i = 0, 1, . . .m.

Integrál rozlož́ıme následovně:

I =

∫ b

a

f(x) dx =
m∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x) dx. (6.2.1)

Jestliže každý d́ılč́ı integrál nahrad́ıme pomoćı obdélńıkového nebo lichoběžńıkového

pravidla, dostaneme odpov́ıdaj́ıćı pravidlo složené.

a) Složené obdélńıkové pravidlo jsme již odvodili v odstavci 1.1. Má tvar

ISO = h

[
f

(
x0 + x1

2

)
+ f

(
x1 + x2

2

)
+ . . . + f

(
xm−1 + xm

2

)]

= h
m∑

i=1

f

(
xi−1 + xi

2

)
. (6.2.2)
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b) Složené lichoběžńıkové pravidlo. V (6.2.1) provedeme náhradu podle

vzorce (6.1.5), tj. ∫ xi

xi−1

f(x) dx ≈ h

2
[f(xi−1) + f(xi)],

a dostaneme

ISL = h

[
1

2
f(x0) + f(x1) + . . . + f(xm−1) +

1

2
f(xm)

]

=
1

2
h

[
f(x0) + 2

m−1∑
i=1

f(xi) + f(xm)

]
. (6.2.3)

c) Složené Simpsonovo pravidlo. V tomto př́ıpadě rozděĺıme interval 〈a, b〉
na 2m stejně dlouhých d́ılk̊u, m ≥ 2, s krokem h = (b − a)/(2m), takže budeme

mı́t lichý počet uzl̊u xi = a + ih, i = 0, 1, . . . 2m. Simpsonovo pravidlo (6.1.6)

použijeme na každém intervalu 〈x2i−2, x2i〉, což dává

I =

∫ b

a

f(x) dx =

m∑
i=1

∫ x2i

x2i−2

f(x) dx ≈
m∑

i=1

2h

6
[f(x2i−2) + 4f(x2i−1) + f(x2i)].

Výraz na pravé straně přeṕı̌seme do přehledněǰśıho tvaru:

ISS =
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(x4) + . . . + f(x2m)]

=
h

3

[
f(x0) + 4

m∑
i=1

f(x2i−1) + 2
m−1∑
i=1

f(x2i) + f(x2m)

]
. (6.2.4)

Př́ıklad 6.2.1. Pomoćı pravidel (6.2.2), (6.2.3) a (6.2.4) vypočtětě přibližnou

hodnotu integrálu

I =

∫ 1

−1

ex dx.

Interval 〈−1, 1〉 přitom rozdělte na čtyři části.

Řešeńı: (a) Polož́ıme m = 4, takže krok bude h = 0.5 a dostaneme uzly

x0 = −1, x1 = −0.5, x2 = 0, x3 = 0.5 a x4 = 1. Složené obdélńıkového pravidlo

(6.2.2) má tvar

ISO = 0.5[e−0.75 + e−0.25 + e0.25 + e0.75]
.
= 2.326096.
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(b) Složené lichoběžńıkového pravidlo (6.2.3) vypoč́ıtáme pro stejné uzly, tj.

ISL =
1

2
· 0.5[e−1 + 2e−0.5 + 2e0 + 2e0.5 + e1]

.
= 2.399166.

(c) U složeného Simpsonova pravidla (6.2.4) vezmeme m = 2, což znamená,

že použijeme stejné děleńı intevalu jako v předchoźıch př́ıpadech (protože h =

2/(2m) = 0.5). Dostaneme

ISS =
0.5

3
[e−1 + 4e−0.5 + 2e0 + 4e0.5 + e1]

.
= 2.351195.

V následuj́ıćı větě popisujeme řád jednotlivých integračńıch pravidel.

Věta 6.2.1.

(i) Necht’ má funkce f na intervalu 〈a, b〉 spojitou druhou derivaci. Složené

obdélńıkové a složené lichoběžńıkové pravidlo jsou druhého řádu, tj. plat́ı:

|I − ISO| ≤ C1h
2,

|I − ISL| ≤ C2h
2.

(ii) Necht’ funkce f má na intervalu 〈a, b〉 spojitou čtvrtou derivaci. Složené Simp-

sonovo pravidlo je čtvrtého řádu, tj. plat́ı:

|I − ISS| ≤ C3h
4.

Konstanty C1, C2 a C3 jsou bĺıže neurčená nezáporná č́ısla, která nezáviśı na kro-

ku h.

Důkaz: Omeźıme se na lichoběžńıkové pravidlo. Stač́ı si uvědomit,že jednoduché

lichoběžńıkové pravidlo je ve složeném lichoběžńıkovém pravidle obsaženo m-

krát. Jestliže tedy chceme vyjádřit chybu, sečteme m-krát výraz pro chybu jed-

noduchého pravidla (6.1.7). Dostaneme

|I − ISL| = |
m∑

i=1

−f ′′(ξi)

12
h3| ≤

m∑
i=1

|f
′′(ξi)

12
h3| ≤ M

12
h2

m∑
i=1

h =
M(b − a)

12
h2,

kde jsme použili M = maxζ∈〈a,b〉 |f ′′(ζ)|. Vid́ıme, že C2 = M(b − a)/12. �
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Př́ıklad 6.2.2. Pomoćı složených integračńıch pravidel (6.2.2), (6.2.3) a (6.2.4)

vypočtěte přibližné hodnoty integrálu

I =

∫ 1

−1

ex dx

s krokem h = 0.5, h = 0.25, h = 0.125 a h = 0.0625 a porovnejte je s přesnou

hodnotou.

Řešeńı: Přesná hodnota je I = 2.350402387. Přibližné hodnoty a jejich po-

rovnáńı s přesnou hodnotou uvád́ıme v tabulce 6.2.1. Odtud je vidět, že složené

obdélńıkové a složené lichoběžńıkové pravidlo se chovaj́ı podobně, zat́ımco složené

Simpsonovo pravidlo dává výsledky, které jsou přesněǰśı o několik řád̊u.

Tabulka 6.2.1: Složené integračńı vzorce.

h ISO |I − ISO| ISL |I − ISL| ISS |I − ISS|
0.5 2.326096 0.024306 2.399166 0.048764 2.351195 0.000792

0.25 2.344293 0.006110 2.362631 0.012229 2.350453 0.000051

0.125 2.348873 0.001530 2.353462 0.003060 2.350406 0.000003

0.0625 2.350020 0.000383 2.351167 0.000765 2.350402 0.000000

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak se odvozuj́ı složené integračńı vzorce?

Otázka 2. Jakého řádu jsou základńı složená integračńı pravidla?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pomoćı obdélńıkového, lichoběžńıkového a Simpsonova pravidla vypočtěte

přibližné hodnotu integrál̊u

a)

∫ 1

0

ex2

dx pro h = 0.1; b)

∫ π

0

cos x2 dx pro h = π/10.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. a) ISO = 1.460393, ISL = 1.467175, ISS = 1.462681; b) ISO = 0.799181,

ISL = 0.722381, ISS = 0.795031.
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6.3. Výpočet integrálu se zadanou přesnost́ı

Ćıle

U integračńıch pravidel z předchoźıho odstavce neńı jasné jak dosáhnout za-

dané přesnosti. Pro tyto účely použijeme dvojný přepočet, který lze kombinovat

s extrapolačńımi vzorci.

Předpokládané znalosti

Složená integračńı pravidla a jejich řád. Taylor̊uv rozvoj.

Výklad

Ve větě 6.2.1. jsme uvedli vzorce pro odhad chyby složených integračńıch

pravidel. Jejich použit́ım lze určit krok h, který zajist́ı, aby chyba vypočtené

hodnoty integrálu byla menš́ı než je zadaná tolerance. Tento postup má však

dva háčky. Předevš́ım (jak je patrné z d̊ukazu zmı́něné věty) výraz pro odhad

chyby záviśı na derivaćıch integrované funkce, které se odhaduj́ı pracně. Druhý

problém spoč́ıvá v tom, že výsledné odhady jsou pesimistické, takže integrály

jsou poč́ıtány mnohem přesněji než je požadováno, což vyžaduje zbytečně velký

objem výpočt̊u. Obvykle se proto postupuje tak, že hledaný integrál vyčislujeme

opakovaně, stále přesněji a ze shody výsledk̊u se usuzuje, zda již byla dosažena

požadovaná přesnost. Pro tyto účely se osvědčilo postupné zdvojnásobováńı počtu

d́ılk̊u, na něž rozdělujeme integračńı interval 〈a, b〉. Hovoř́ıme pak o dvojném

přepočtu.

Celý postup zaṕı̌seme v podobě algoritmu, kde I(h) označuje přibližnou hod-

notu integrálu vypočtenou s krokem h pomoćı některého složeného integračńıho

pravidla. Na začátku předpokládáme, že integračńı interval 〈a, b〉 se rozděĺı na m

úsek̊u. Symbolem ε označujeme zadanou přesnost.
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Algoritmus (Dvojný přepočet)

Vstup: f , a, b, m, ε.

Vypočti h := (b − a)/m a I(h).

Opakuj:

polož h := h/2,

vypočti I(h),

dokud |I(2h) − I(h)| > ε.

Výstup: I(h).

Př́ıklad 6.3.1. Pomoćı dvojného přepočtu vypočtěte přibližnou hodnotu in-

tegrálu

I =

∫ 1

−1

ex dx

s přesnost́ı ε = 0.0001. Použijte složené lichoběžńıkové pravidlo a začněte s

rozděleńım integračńıho intervalu na m = 4 d́ılk̊u.

Řešeńı: Výpočet je zaznamenán v tabulce 6.3.1. Jako výsledek dostáváme I =

2.3504 ± 0.0001. �

Tabulka 6.3.1: Dvojný přepočet.

m h I(h) |I(2h) − I(h)|
4 0.5000000 2.3991662 —

8 0.2500000 2.3626313 0.0365349

16 0.1250000 2.3534620 0.0091693

32 0.0625000 2.3511674 0.0022945

64 0.0312500 2.3505936 0.0005737

128 0.0156250 2.3504502 0.0001434

256 0.0078125 2.3504143 0.0000358

V daľśım ukážeme efektivněǰśı variantu dvojného přepočtu s extrapolačńımi

vzorci, které nejdř́ıve odvod́ıme. Na hodnotu I(h) můžeme pohĺıžet jako na funkci

proměnné h, takže pro ni můžeme psát Taylor̊uv rozvoj. Odhady pro chybu

podle věty 6.2.1. ukazuj́ı, že se v tomto rozvoji budou vyskytovat mocniny h
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odpov́ıdaj́ıćı řádu př́ıslušného integračńıho pravidla a vyšš́ı, tj.

I(h) = I + Chp + O(hr), (6.3.1)

kde p je řád a r > p. Jestliže vzorec (6.3.1) naṕı̌seme pro 2h dostaneme

I(2h) = I + 2pChp + O(hr), (6.3.2)

protože O((2h)r) = O(hr). Vylouč́ıme-li z rovnost́ı (6.3.1) a (6.3.2) výraz Chp

dostáváme

I = I(h) +
I(h) − I(2h)

2p − 1
+ O(hr). (6.3.3)

Odtud vid́ıme následuj́ıćı:

1) Veličina

I1(h) = I(h) +
I(h) − I(2h)

2p − 1
(6.3.4)

je lepš́ı aproximaćı I než I(h) (je vyšš́ıho řádu r).

2) Výraz

E(h) =
I(h) − I(2h)

2p − 1
(6.3.5)

je aproximace chyby přibližné hodnoty integrálu I(h), kterou můžeme vzhledem

k bodu 1) použ́ıt také pro odhad chyby aproximace I1(h).

Postup pro zvyšováńı přesnosti výsledk̊u źıskaných numerickou metodou podle

vzorce (6.3.3) se nazývá Richardsonova extrapolace. Pomoćı extrapolačńıch vzorc̊u

(6.3.3) a (6.3.4) uprav́ıme algoritmus dvojného přepočtu.

Algoritmus (Dvojný přepočet s extrapolaćı)

Vstup: f , a, b, m, ε.

Vypočti h := (b − a)/m a I(h).

Opakuj:

polož h := h/2,

vypočti I(h),

dokud |E(h)| > ε.

Výstup: I1(h).
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Poznámka

V algoritmu potřebujeme znát řád p použ́ıvaného integračńıho vzorce. Podle

věty 6.2.1. je p = 2 pro složené obdélńıkové a lichoběžńıkové pravidlo a p = 4

pro složené Simpsonovo pravidlo.

Př́ıklad 6.3.2. Pomoćı dvojného přepočtu s extrapolaćı vypočtěte přibližnou

hodnotu integrálu

I =

∫ 1

−1

ex dx

s přesnost́ı ε = 10−4. Použijete složené lichoběžńıkové pravidlo a začněte pro

m = 4.

Řešeńı: Protože p = 2, budou mı́t extrapolačńı vzorce tvar

I1(h) = I(h) +
I(h) − I(2h)

3
a E(h) =

I(h) − I(2h)

3
.

Pr̊uběh výpočtu je zaznamenán v tabulce 6.3.2.

Tabulka 6.3.2: Dvojný přepočet s extrapolaćı, lichoběžńıkové pravidlo.

m h I(h) |E(h)|
4 0.5000000 2.3991662 —

8 0.2500000 2.3626313 0.0121783

16 0.1250000 2.3534620 0.0030564

32 0.0625000 2.3511674 0.0007649

64 0.0312500 2.3505936 0.0001913

128 0.0156250 2.3504502 0.0000478

Z posledńıch dvou hodnot ve sloupci I(h) vypoč́ıtáme zpřesněnou aproximaci

I1(h) = 2.3504502 +
2.3504502− 2.3505936

3
= 2.3504024.

Jako výsledek dostáváme I = 2.3504024± 0.0001. Porovnáńım s přesnou hodno-

tou integrálu I = 2.350402387... vid́ıme, že dosažená přesnost je velmi vysoká.

Př́ıklad 6.3.3. V předchoźım př́ıkladu použijte složené Simpsonovo pravidlo.
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Řešeńı: Použijeme extrapolačńı vzorce

I1(h) = I(h) +
I(h) − I(2h)

15
a E(h) =

I(h) − I(2h)

15
.

Pr̊uběh výpočtu je zaznamenán v tabulce 6.3.3.

Tabulka 6.3.3: Dvojný přepočet s extrapolaćı, Simpsonovo pravidlo.

m h I(h) |E(h)|
4 0.5000000 2.3511948 —

8 0.2500000 2.3504530 0.000049

Pomoćı extrapolace vypoč́ıtáme zpřesněnou aproximaci

I1(h) = 2.3504530 +
2.3504530− 2.3511948

15
= 2.350403.

Porovnáńım s výpočtem v předchoźım př́ıkladu vid́ıme, že požadované přesnosti

jsme dosáhli mnohem dř́ıve.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Vysvětlete princip dvojného přepočtu.

Otázka 2. Jak vzniknou extrapolačńı vzorce a jakou informaci poskytuj́ı?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pomoćı dvojného přepočtu vypočtěte hodnoty integrál̊u

a)

∫ 1

0

ex2

dx pro h = 0.1; b)

∫ π

0

cos x2 dx pro h = π/10

s přesnost́ı ε = 0.0001. Použijte složené lichoběžńıkové pravidlo.

2. V předchoźı úloze použijte složené Simpsonovo pravidlo a extrapolaci.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Přesnost dosáhneme v obou př́ıpadech pro m = 128: a) I(h) = 1.462679;

b) I(h) = 0.828085.

2. Přesnost dosáhneme pro m = 8: a) I1(h) = 1.462658; b) I1(h) = 0.828189.
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6.4. Numerické derivováńı

Ćıle

Ukážeme jak přibližně vypoč́ıtat hodnoty derivaćı f ′(x) a f ′′(x) ze známých

funkčńıch hodnot f(x − h), f(x) a f(x + h).

Předpokládané znalosti

Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu. Taylor̊uv rozvoj.

Výklad

Budeme postupovat podobně jako při odvozeńı Newton-Cotesových vzorc̊u

v odstavci 6.1. K funkci f sestav́ıme interpolačńı polynom pn a ten pak derivujeme

mı́sto f . Použijeme přitom Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu (5.1.6).

1) Pro uzly x0 = x a x1 = x + h sestav́ıme lineárńı interpolačńı polynom

a vyjádř́ıme jeho prvńı derivaci:

p1(t) = f(x) + f [x + h, x](t − x) ⇒ p′1(t) = f [x + h, x].

Z definice poměrných diferenćı dostaneme

p′1(x) =
f(x + h) − f(x)

h
≈ f ′(x). (6.4.1)

2) Pro uzly x0 = x−h, x1 = x a x2 = x+h sestav́ıme kvadratický interpolačńı

polynom:

p2(t) = f(x − h) + f [x, x − h](t − x + h) + f [x + h, x, x − h](t − x + h)(t − x).

Prvńı a druhá derivace maj́ı tvar

p′2(t) = f [x, x − h] + f [x + h, x, x − h](2t − 2x + h),

p′′2(t) = 2f [x + h, x, x − h].
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Dosazeńım t = x a úpravou dostáváme

p′2(x) =
f(x) − f(x − h)

h
+

f(x + h) − 2f(x) + f(x − h)

2h2
h

=
f(x + h) − f(x − h)

2h
≈ f ′(x) (6.4.2)

a

p′′2(x) =
f(x + h) − 2f(x) + f(x − h)

h2
≈ f ′′(x). (6.4.3)

Př́ıklad 6.4.1. Vypočtěte přibližné hodnoty prvńı a druhé derivace pro funkci

f(x) = sin x v bodě x = 1 s krokem h = 0.01 pomoćı vzorc̊u (6.4.1), (6.4.2)

a (6.4.3). Porovnejte je s přesnými hodnotami.

Řešeńı: Budeme potřebovat funkčńı hodnoty sin 1 = 0.841471, sin 1.01 =

0.846832 a sin 0.99 = 0.836026. Podle vzorec (6.4.1), resp. (6.4.2) dostaneme

f ′(1) ≈ p′1(1) =
0.846832 − 0.841471

0.01
= 0.536100,

resp.

f ′(1) ≈ p′2(1) =
0.846832 − 0.836026

2 · 0.01
= 0.540300.

Přesná hodnota je f ′(1) = cos 1 = 0.540302, takže druhá přibližná hodnota je

podstatně přesněǰśı. Podle vzorce (6.4.3) vypoč́ıtáme druhou derivaci

f ′′(1) ≈ p′′2(1) =
0.846832− 2 · 0.841471 + 0.836026

0.012
= −0.840000.

Nyńı je přesná hodnota f ′′(1) = − sin 1 = −0.841471.

Následuj́ıćı věta ukazuje jaký je řád jednotlivých vzorc̊u.
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Věta 6.4.1.

Necht’ je funkce f dostatečně hladká (má v okoĺı bodu x spojitou druhou, třet́ı,

resp. čtvrtou derivaci). Pak plat́ı:

p′1(x) − f ′(x) = h
f ′′(ξ)

2
, (6.4.4)

p′2(x) − f ′(x) = h2f (3)(ξ)

3
,

p′′2(x) − f ′′(x) = h2f (4)(ξ)

12
.

Ve všech př́ıpadech je ξ bĺıže neurčený bod z okoĺı x.

Důkaz: Nejjednodušš́ı zp̊usob jak źıskat tato tvrzeńı je použ́ıt Taylor̊uv rozvoj.

Např́ıklad pro odvozeńı (6.4.4) stač́ı vyjádřit prvńı derivaci z

f(x + h) = f(x) + hf ′(x) + h2 f ′′(ξ)
2

.

�

Výpočet přibližných hodnot derivaćı mohou podstatně ovlivnit zaokrouhlo-

vaćı chyby. Jmenovatele vzorc̊u totiž obsahuj́ı parametr h, který muśı být malý,

abychom dostali dostatečně přesnou aproximaci derivace. Současně ovšem malá

hodnota jmenovatele zlomku zvětšuje zaokrouhlovaćı chyby v čitateli. Největš́ı

dosažitelná přesnost proto muśı být jistým kompromisem mezi chybou apro-

ximace a chybou zaokrouhleńı. Na př́ıkladu vzorce (6.4.1) si ukážeme analýzu

tohoto problému.

Označme Ecelk(h) horńı odhad celkové chyby, který vznikne jako součet od-

hadu chyby aproximace e(h) a chyby zaokrouhleńı z(h), tj.

Ecelk(h) = e(h) + z(h).

Podle (6.4.4) je e(h) = Ch. Dále budeme předpokládat, že při výpočtu f(x) do-

staneme vlivem zaokrouhleńı porušenou hodnotu f ∗(x), přičemž velikost poruchy

je nejvýše κ, tj. |f ∗(x)− f(x)| ≤ κ. Pro vzorec (6.4.1) dostáváme následuj́ıćı od-

had:
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∣∣∣∣f(x + h) − f(x)

h
− f ∗(x + h) − f ∗(x)

h

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

h
(|f ∗(x) − f(x)| + |f ∗(x + h) − f(x + h)|) ≤ 2κ

h
= z(h).

Odhad celkové chyby má proto tvar Ecelk(h) = Ch+ 2κ
h

, viz obrázek 6.4.1. Funkce

Ecelk(h) má jediné minimum v bodě

hopt =

√
2κ

C
(6.4.5)

a odpov́ıdaj́ıćı hodnota Ecelk(hopt) představuje nejmenš́ı horńı odhad celkové

chyby. Při výpočtu derivace podle (6.4.1) tedy dojde pro h menš́ı než hopt pa-

radoxně ke ztrátě přesnosti.

h

Ecelk(h)
e(h)

z(h)

hopt

Obrázek 6.4.1: Odhad celkové chyby Ecelk(h).

Př́ıklad 6.4.2. Vypočtěte přibližnou hodnotu prvńı derivace funkce f(x) =

sin x v bodě x = 1 s krokem h = 0.01 a h = 0.001 pomoćı vzorce (6.4.1).

Zaokrouhlujte přitom na čtyři desetinná mı́sta. Výsledky porovnejte s optimálńım

krokem hopt.
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Řešeńı: V našem př́ıpadě je κ = 5 · 10−5 a∣∣∣∣f ′′(ξ)
2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− sin ξ

2

∣∣∣∣ ≤ 0.5 = C.

Dosazeńım do vzorce (6.4.5) vypoč́ıtáme hopt = 0.014142, takže výsledek pro

h = 0.01 by měl být přesněǰśı. Přibližné derivace maj́ı hodnotu:

f ′(1) ≈ sin(1.01) − sin(1)

0.01
.
=

0.8468 − 0.8415

0.01
= 0.53,

f ′(1) ≈ sin(1.001) − sin(1)

0.001
.
=

0.8420 − 0.8415

0.001
= 0.50.

Jejich porovnáńı s hodnotou f ′(1) = cos 1 = 0.540302 potvrzuje předchoźı závěr.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak se odvozuj́ı vzorce pro přibližný výpočet derivace?

Otázka 2. Znázorněte graficky smysl vzorc̊u pro výpočet prvńı derivace.

Otázka 3. Jak ovlivňuj́ı výpočet derivaćı zaokrouhlovaćı chyby?

Otázka 4. Odvod’te podrobně vztah (6.4.5).

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Vypočtěte přibližně prvńı a druhou derivaci funkce f(x) = cos x v bodě

x = 1.5 s krokem h = 0.01.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. f ′(1.5) ≈ −0.997832 podle vzorce (6.4.1); f ′(1.5) ≈ −0.997478 podle vzorce

(6.4.2); f ′′(1.5) ≈ −0.070737 podle vzorce (6.4.3).

Shrnut́ı lekce

Ukázali jsme použit́ı základńıch integračńıch pravidel a vzorc̊u numerického

derivováńı. Viděli jsme, že numerické výpočty integrál̊u jsou stabilńı vzhledem

k zaokrouhlovaćım chybám. Zat́ımco přibližné výpočty derivaćı jsou na zaokrouh-

lovaćı chyby poměrně citlivé.
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7. ODR – počátečńı úlohy

Pr̊uvodce studiem

Jen velmi málo diferenciálńıch rovnic, které se vyskytuj́ı při popisu prak-

tických úloh, se dá řešit exaktně, a i když dokážeme naj́ıt vzorce popisuj́ıćı ana-

lytické řešeńı, bývaj́ı natolik složité, že je obt́ıžné s nimi dále pracovat. Numerické

metody jsou proto často jedinou možnost́ı jak danou diferenciálńı rovnici vyřešit.

V této kapitole představ́ıme základńı numerické metody pro řešeńı počátečńıch

úloh pro obyčejné diferenciálńı rovnice (ODR). Nejdř́ıve si na př́ıkladu připomene-

me některé analytické postupy a nachystáme si modelovou úlohu. Pak stručně od-

vod́ıme nejjednodušš́ı Eulerovu metodu, na ńıž ukážeme podstatné rysy společné

všem numerickým metodám. U ostatńıch metod pak uvedeme pouze vzorce a na

př́ıkladech předvedeme jejich použit́ı a vlastnosti.

7.1. Formulace úlohy

Ćıle

Zavedeme obecnou formulaci počátečńı úlohy pro ODR prvńıho řádu a zmı́ńıme

předpoklady, které zajǐst’uj́ı existenci a jednoznačnost řešeńı. Na př́ıkladu připo-

meneme exaktńı metody pro výpočet analytického řešeńı.

Předpokládané znalosti

Exaktńı metody řešeńı počátečńıch úloh pro ODR.
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Výklad

Budeme se zabývat numerickým výpočtem funkce y = y(x), která na intervalu

〈a, b〉 vyhovuje rovnici

y′(x) = f(x, y(x)), (7.1.1)

kde f = f(x, y) je daná pravá strana. Rovnice (7.1.1) je obyčejná diferenciálńı

rovnice prvńıho řádu a z teorie je o ńı známo, že řešeńı (pokud existuje) je určeno

až na jeden volitelný parametr. Aby bylo řešeńı určeno jednoznačně, budeme

požadovat splněńı počátečńı podmı́nky ve tvaru

y(a) = c. (7.1.2)

Úloha (7.1.1), (7.1.2) je počátečńı úloha pro obyčejnou diferenciálńı rovnici.

Ovšem ani tato úloha nemuśı mı́t jediné řešeńı. Vše záviśı na vlastnostech pravé

strany f . O této funkci budeme v celé kapitole předpokládat, že je spojitá v prvńı

proměnné a splňuje Lipschitzovu podmı́nku ve druhé proměnné, tj. existuje kon-

stanta L (nezávislá na x a y) taková, že

|f(x, y) − f(x, z)| ≤ L|y − z| ∀x ∈ 〈a, b〉 ∀y, z ∈ R. (7.1.3)

Za těchto předpoklad̊u má počátečńı úloha jediné řešeńı.

Př́ıklad 7.1.1. Počátečńı úloha

y′ = y2, y(0) = 1

nemá jediné řešeńı na ntervalu 〈0, 2〉, protože pravá strana na uvedeném intervalu

nesplňuje Lipschitzovu podmı́nku.

V následuj́ıćım př́ıkladu si připomeneme klasické postupy pro řešeńı počátečńıch

úloh. Bude se jednat o úlohu, kterou v daľśım textu použijeme jako modelový

př́ıklad při testováńı numerických metod.
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Př́ıklad 7.1.2. Ověřte, že počátečńı úloha

y′ = x2 − 0.2y, y(−2) = −1 (7.1.4)

má jediné řešeńı. Toto řešeńı vypočtěte exaktně pomoćı známých analytických

metod.

Řešeńı: Ověřeńı Lipschitzovy podmı́nky pro f(x, y) = x2 − 0.2y provedeme

dosazeńım do

f(x, y) − f(x, z)

y − z
=

x2 − 0.2y − x2 + 0.2z

y − z
= −0.2,

odkud vid́ıme, že (7.1.3) je splněno např́ıklad pro konstantu L = 0.2. Řešeńı

zadané počátečńı úlohy je proto jediné. Při jeho výpočtu nejdř́ıve vyřeš́ıme ho-

mogenńı diferenciálńı rovnici u′ = −0.2u pomoćı separace proměnných. Postup

je následuj́ıćı:

du

dx
= −0.2u ⇒ du

u
= −0.2 dx ⇒

∫
du

u
=

∫
−0.2 dx ⇒

ln |u| = −0.2x + c ⇒ |u| = e−0.2x+c ⇒

u(x) = Ce−0.2x, C > 0.

Pro výpočet (partikulárńıho) řešeńı yp rovnice (7.1.4) použijeme metodu variace

konstant, kdy předem předpokládáme, že řešeńı bude ve tvaru yp(x) = C(x)e−0.2x.

Dosazeńım do diferenciálńı rovnice (7.1.4) dostaneme

C ′(x)e−0.2x + C(x)(−0.2)e−0.2x = x2 − 0.2C(x)e−0.2x ⇒ C ′(x) = x2e0.2x

a odtud integraćı per partes vypočteme

C(x) =

∫
x2e0.2x dx = e0.2x(5x2 − 50x + 250),

takže yp(x) = 5x2−50x+250. Obecné řešeńı dané diferenciálńı rovnice lze zapsat

ve tvaru y(x) = yp(x) + u(x), tj. y(x) = 5x2 − 50x + 250 + Ce−0.2x. Konečně
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Numerické metody 7. ODR – POČÁTEČNÍ ÚLOHY

z počátečńı podmı́nky urč́ıme konstantu C

−1 = y(−2) = 20 + 100 + 250 + Ce0.4 ⇒ C = −248.688737

a t́ım i řešeńı naš́ı výchoźı úlohy:

y(x) = 5x2 − 50x + 250 − 248.018417e−0.2x. (7.1.5)

Poznámka

Úlohu (7.1.1), (7.1.2) m̊užeme chápat vektorově: hledáme vektorovou funkci

y(x) = (y1(x), . . . , yn(x))� vyhovuj́ıćı rovnici (7.1.1), kde pravá strana je re-

prezentována vektorovu funkćı f(x, y) = (f1(x, y), . . . , fn(x, y))�, a splňuj́ıćı

počátečńı podmı́nku (7.1.2) zadanou vektorem c = (c1, . . . , cn)
�. Všechny mu-

merické metody, s nimǐz se v daľśım seznámı́me, lze proto použ́ıt i pro soustavy

obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.

Poznámka

Skutečnost, že se omezujeme pouze na rovnice prvńıho řádu, neńı žádné podstatné

omezeńı. Z teorie diferenciálńıch rovnic je totǐz známo, že počátečńı úlohu pro

rovnici vyšš́ıho řádu než 1 lze jednoduchou substitućı převést na soustavu rovnic

prvńıho řádu.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak vypadá obecná formulace počátečńı úlohy pro obyčejnou dife-

renciálńı rovnici prvńıho řádu?

Otázka 2. Zopakujte si exaktńı metody pro výpočet přesného (analytického)

řešeńı.
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7.2. Eulerova metoda

Ćıle

Odvod́ıme rekurentńı vzorce pro Eulerovu metodu a ukážeme jejich použit́ı.

Předpokládané znalosti

Prováděńı rekurentńıch výpočt̊u, analytické řešeńı počátečńıch úloh pro ODR.

Výklad

Základem, z něhož vycházej́ı numerické metody je diskretizace proměnných.

Přibližné řešeńı se nekonstruuje jako spojitá funkce, ale postupně se generuje po-

sloupnost uzl̊u x0 = a, x1, x2, . . . a pro ně se stanov́ı č́ısla y0 = c, y1, y2, . . ., která

aproximuj́ı hodnoty přesného řešeńı y(x0), y(x1), y(x2), . . .. Pro jednoduchost bu-

deme předpokládat, že uzly jsou ekvidistantńı s krokem h a plat́ı xn = b, tj.

h = (b − a)/n a xi = a + ih, i = 0, 1, . . . , n.

Při odvozováńı vzorc̊u pro přibližné řešeńı počátečńıch úloh můžeme postupo-

vat např́ıklad tak, že v diferenciálńı rovnici (7.1.1) zapsané v uzlu xi nahrad́ıme

přesnou hodnotu y(xi) jej́ı aproximaćı yi a derivaci na levé straně vyjádř́ıme

numerickým vzorcem (6.4.1), tj.

y′(xi) = f(xi, y(xi)) ≈ yi+1 − yi

h
= f(xi, yi).

Odtud jsme schopni při známých hodnotách xi a yi vypoč́ıtat yi+1. Po přepisu do

explicitńıho tvaru dostáváme rekurentńı vzorce Eulerovy metody :

y0 = c,

yi+1 = yi + hf(xi, yi), i = 0, 1, . . . , n − 1.

⎫⎬
⎭ (7.2.1)

Př́ıklad 7.2.1. Počátečńı úlohu (7.1.4) řešte na intervalu 〈−2, 3〉 pomoćı Eule-

rovy metody s krokem h = 1 a 0.5. Výsledky porovnejte s přesným řešeńım.
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Řešeńı: V našem př́ıpadě je x0 = −2, y(−2) = y0 = −1 a f(x, y) = x2 − 0.2y.

Pro h = 1 dostáváme:

y1 = −1 + 1 · ((−2)2 − 0.2 · (−1)) = 3.2,

y2 = 3.2 + 1 · ((−1)2 − 0.2 · 3.2) = 3.56,

y3 = 2.848, y4 = 3.2784, y5 = 6.6227.

Podobně pro h = 0.5 vypočteme:

y1 = −1 + 0.5 · ((−2)2 − 0.2 · (−1)) = 1.1,

y2 = 1.1 + 0.5 · ((−1.5)2 − 0.2 · 1.1) = 2.115,

y3 = 2.4035, . . . , y10 = 7.4988.

Pro lepš́ı názornost zapǐsmě obě přibližná řešeńı do tabulky 7.2.1, v ńıž provedeme

také porovnáńı s přesným řešeńım y(x) určeným vzorcem (7.1.5). Z tabulky je

Tabulka 7.2.1: Eulerova metoda.

h = 1 h = 0.5

i xi yi |yi − y(xi)| i xi yi |yi − y(xi)|
0 −2 −1 0 0 −2 −1 0

1 −1.5 1.1 0.5447

1 −1 3.2 1.9491 2 −1 2.1150 0.8641

3 −0.5 2.4035 0.9971

2 0 3.56 2.2487 4 0 2.2882 0.9769

5 0.5 2.0593 0.8322

3 1 2.848 1.4571 6 1 1.9784 0.5875

7 1.5 2.2806 0.2637

4 2 3.2784 0.0206 8 2 3.1775 0.1214

9 2.5 4.8598 0.5529

5 3 6.6227 1.8940 10 3 7.4988 1.0179

vidět, že řešeńı vypočtené s menš́ım krokem h je přesněǰśı. Tento závěr potvrzuje

také obrázek 7.2.1, kde jsou přibližná řešeńı znázorněna jako lomené čáry.
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y(x)

Obrázek 7.2.1: Přibližná řešeńı vypoč́ıtaná Eulerovou metodou (plně); přesné

řešeńı (tečkovaně).

Poznámka

Eulerova metoda je metodou prvńıho řádu, přestože jsme ji odvodili ze vzorec

(6.4.1), který je řádu druhého. Při výpočtu podle Eulerovy metody docháźı ke

kumuluaci (diskretizačńı) chyby, což má za d̊usledek sńı̌zeńı řádu.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Odvod’te Eulerovu metodu. Jakého je řádu a proč?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Eulerovou metodou řešte diferenciálńı rovnici y′ = 1/(x2+1)−0.1y s počátečńı

podmı́nkou y(−2) = −1 na intervalu 〈−2, 3〉 s krokem h = 0.5.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Viz Numerické metody – Testy, př́ıklad 6.1., str.143.
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7.3. Metody vyšš́ıho řádu

Ćıle

Ukážeme použit́ı rekurentńıch vzorc̊u Heunovy metody a klasické Rungeovy-

Kuttovy metody.

Předpokládané znalosti

Eulerova metoda, analytické řešeńı počátečńıch úloh pro ODR.

Výklad

Následuj́ıćı vzorce popisuj́ı metody vyšš́ıho řádu. Při jejich použit́ı dosáhneme

srovnatelné přesnosti jako u Eulerovy metody při podstatně větš́ım kroku h, tedy

při výrazně menš́ım celkovém objemu výpočt̊u.

Heunova metoda, která je druhého řádu, je určena rekurentńımi vzorci:

y0 = c,

k1 = hf(xi, yi),

k2 = hf(xi + h, yi + k1),

yi+1 = yi + 1
2
(k1 + k2), i = 0, . . . , n − 1.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.1)

Rungeova-Kuttova metoda čtvrtého řádu (RK4) je určena rekurentńımi vzorci:

y0 = c,

k1 = hf(xi, yi),

k2 = hf(xi + 1
2
h, yi + 1

2
k1),

k3 = hf(xi + 1
2
h, yi + 1

2
k2),

k4 = hf(xi + h, yi + k3),

yi+1 = yi + 1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), i = 0, . . . , n − 1.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.2)
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Poznámka

Obě uvedené metody jsou jednokrokové, č́ımž máme namysli, že pro výpočet yi+1

stač́ı hodnota z jediného předchoźıho kroku yi.

Poznámka

Ze vzorc̊u (7.3.1), (7.3.2) je dále vidět,̌ze zvýšeńı řádu u jednokrokové metody je

spojeno s věťśım objemem výpočt̊u, zejména je v každém kroku potřeba poč́ıtat

hodnoty pravé strany f(x, y) ve v́ıce bodech.

Př́ıklad 7.3.1. Počátečńı úlohu (7.1.4) řešte na intervalu 〈−2, 3〉 pomoćı Heu-

novy metody a metody RK4 s krokem h = 1. Výsledky porovnejte s přesným

řešeńım a s řešeńım źıskaným Eulerovou metodou.

Řešeńı: Opět vyjdeme z x0 = −2, y(−2) = y0 = −1 a f(x, y) = x2 − 0.2y.

Naznač́ıme prvńı dva kroky Heunovy metody:

k1 = 1 · ((−2)2 − 0.2 · (−1)) = 4.2,

k2 = 1 · ((−2 + 1)2 − 0.2 · (−1 + 4.2)) = 0.36,

y1 = −1 + 1
2
(4.2 + 0.36) = 1.28,

k1 = 1 · ((−1)2 − 0.2 · 1.28) = 0.744,

k2 = 1 · ((−1 + 1)2 − 0.2 · (1.28 + 0.744)) = −0.4048,

y2 = 1.28 + 1
2
(0.744 + (−0.4048)) = 1.4496,

atd.

Obě přibližná řešeńı zaṕı̌seme do tabulky 7.3.1 a porovnáme je s přesným řešeńım

y(x) určeným vzorcem (7.1.5). Porovnáńım se sloupcem h = 1 v tabulce 7.2.1

vid́ıme, že dosažené výsledky jsou přesněǰśı než u Eulerovy metody, přičemž

nejpřesněǰśı výsledky dává metoda RK4, viz také obrázek 7.3.1.
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Tabulka 7.3.1: Metody vyšš́ıho řádu.

Heunova metoda Metoda RK4

i xi yi |yi − y(xi)| i xi yi |yi − y(xi)|
0 −2 −1 0 0 −2 −1 0

1 −1 1.2800 0.0291 2 −1 1.2508 0.0001

2 0 1.4496 0.1383 4 0 1.3112 0.0001

3 1 1.6887 0.2978 6 1 1.3910 0.0001

4 2 3.7847 0.4858 8 2 3.2994 0.0004

5 3 9.2035 0.6867 10 3 8.5175 0.0008

−2 −1 0 1 2 3
−2

0

2

4

6

8

10

y(x)

Obrázek 7.3.1: Přibližné řešeńı vypoč́ıtané metodou RK4 (plně), Heunovou me-

todou (čárkovaně) a přesné řešeńı (tečkovaně).
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Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jaké znáte metody vyšš́ıho řádu? Co je jejich výhodou oproti metodám

prvńıho řádu?

Otázka 2. Jaký je vztah mezi řádem metody a početńı náročnost́ı jednoho kroku?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Metodou RK4 řešte diferenciálńı rovnici y ′ = sin(x)y − x3 + y, y(1) = 0 na

intervalu 〈1, 2〉 s krokem h = 0.2.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Viz Numerické metody – Testy, př́ıklad 6.2., str.145.
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7.4. Vı́cekrokové metody

Ćıle

Ukážeme použit́ı v́ıcekrokových metod pro řešńı počátečńıch úloh pro ODR.

Pomoćı základńıch v́ıcekrokových vzorc̊u odvod́ıme algoritmus prediktor-korektor.

Předpokládané znalosti

Jednokrokové a analytické metody řešeńı počátečńıch úloh pro ODR.

Výklad

Definice 7.4.1.

Daná metoda se naývá k-kroková, jestliže při výpočtu yi+1 je potřeba do-

sadit do vzorce metody hodnoty řešeńı z k předchoźıh krok̊u, tj. hodnoty

yi, yi−1, . . . , yi−k+1.

Všechny dosud uvedené metody byly jednokrokové. Př́ıkladem dvoukrokové

metody je vzorec

yi+1 = yi−1 + 2hf(xi, yi), (7.4.1)

který lze odvodit podobně jako Eulerovu metodu (7.2.1) pomoćı numerického de-

rivováńı. Vzorci (7.4.1) se ř́ıká metoda skákaj́ıćı žáby, protože hodnoty přibližného

řešeńı většinou oscilij́ı kolem řešeńı přesného.

Definice 7.4.2.

Daná metoda se naývá l-bodová, jestliže při výpočtu yi+1 vyžaduje vzorec me-

tody vypoč́ıtat hodnoty pravé strany f v l bodech.

Eulerova metoda (7.2.1) je jednobodová, Heunova metoda (7.3.1) je dvou-

bodová a Runge-Kuttova metoda (7.3.2) je čtyřbodová. Vid́ıme, že u jednokro-
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kových metod je pro dosažeńı vyšš́ıho řádu poč́ıtat hodnoty pravé strany ve v́ıce

bodech, č́ımž se ovšem zvětšuje pracnost výpočtu. Tuto nepř́ıjemnou vlastnost

odstraňuj́ı v́ıcekrokové metody. Hodnoty přibližného řešeńı z předchoźıch krok̊u

totiž představuj́ı v daný okamžik již napočtenou informaci, kterou lze využ́ıt pro

dosažeńı vyšš́ıho řádu. Všimněme si, že metoda (7.4.1) je jednobodová, dvoukro-

ková a druhého řádu (jej́ı odvozeńı je založeno na použit́ı vzorce numerického

derivováńı (6.4.2) druhého řádu).

Jistou komplikaćı u k-krokové metody je skutečnost, že při zahájeńı výpočtu

potřebujeme znát hodnoty y0, y1, . . . , yk−1, tzv. počátečńı úsek. Jeho výpočet se

zpravidla provád́ı vhodnou jednokrokovou metodou (stejného nebo vyšš́ıho řádu).

Všechny dosud uvedené metody byly explicitńı, tzn. že v jejich vzorci se yi+1

vyskytovalo pouze na levé straně. U v́ıcekrokových metod se často použ́ıvaj́ı

vzorce implicitńı, u nichž se yi+1 vyskytuje i na straně pravé. Použit́ı takovéhoto

vzorce představuje v každém kroku rovnici (zpravidla nelineárńı), jej́ımž řešeńım

je yi+1. Při řešeńı této rovnice lze použ́ıt několik krok̊u vhodné iteračńı metody,

což je podstata algoritmů typu prediktor-korektor.

Adamsovy-Bashforthovy vzorce

Pod názvem Adamsovy-Bashforthovy vzorce rozummı́me explicitńı v́ıcekrokové

metody, které lze odvodit integraćı interpolačńıho polynomu sestaveného pro de-

rivaci řešeńı diferenciálńı rovnice. Ukažme odvozeńı tř́ıkrokového vzorce.

Necht’ y(x) je řešeńı úlohy (7.1.1) a označme y ′
i = y′(xi). Derivaci y′(x)

můžeme vyjádřit ve tvaru

y′(x) = p2(x) + e(x), (7.4.2)

kde p2(x) je Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu v uzlech xi, xi−1, xi−2 a e(x)

je interpolačńı chyba:

p2(x) = y′
i + y′[xi−1, xi](x − xi) + y′[xi−2, xi−1, xi](x − xi)(x − xi−1),
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e(x) =
y(4)(ξ̃)

3!
(x − xi)(x − xi−1)(x − xi−2).

V (7.4.2) provedeme integraci na intervalu 〈xi, xi+1〉:
∫ xi+1

xi

y′(x) dx = y(xi+1) − y(xi),

∫ xi+1

xi

p2(x) dx = y′
i · h + y′[xi−1, xi] ·

h2

2
+ y′[xi−2, xi−1, xi] ·

5h3

6

= y′
i · h +

y′
i − y′

i−1

h
· h2

2
+

y′
i − 2y′

i−1 + y′
i−2

2h2
· 5h3

6

=
h

12
(23y′

i − 16y′
i−1 + 5y′

i−2),

∫ xi+1

xi

e(x) dx =
y(4)(ξ)

3!
· 9

4
· h4 =

3

8
· h4 · y(4)(ξ),

takže dohromady dostáváme

y(xi+1) − y(xi) =
h

12
(23y′

i − 16y′
i−1 + 5y′

i−2) +
3

8
h4y(4)(ξ).

Vynecháńım posledńıho členu vznikne rekurentńı vzorec, který lze použ́ıt pro

přibližný výpočet y(xi+1). Stač́ı si uvědomit, že (přibližné) hodnoty derivaćı

y′
i, y

′
i−1, y

′
i−2 lze snadno vypoč́ıtat dosazeńım do pravé strany f naš́ı diferenciálńı

rovnice (7.1.1). Označ́ıme-li yi ≈ y(xi) a fi = f(xi, yi) ≈ y′
i, obdrž́ıme následuj́ıćı

tvar vzorce:

yi+1 = yi +
h

12
(23fi − 16fi−1 + 5fi−2).

Jedná se zřejmě o tř́ıkrokovou metodu třet́ıho řádu (srovnej s poznámkou u Eu-

lerovy metody). Současně je to metoda jednobodová! Stač́ı si totiž uvědomit, že

při výpočtu yi+1 neńı potřeba vyč́ıslit hodnoty fi−1 a fi−2 , protože k tomu již

došlo v předchoźıch kroćıch.

Analogickým postupem lze odvodit daľśı Adamsovy-Bashforthovy vzorce lǐśıćı

se počtem krok̊u. Obvykle použ́ıvané vzorce jsou nejvýše čtyřkrokové. Zde je jejich

přehled:

yi+1 = yi + hfi, (7.4.3)
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yi+1 = yi +
h

2
(3fi − fi−1), (7.4.4)

yi+1 = yi +
h

12
(23fi − 16fi−1 + 5fi−2), (7.4.5)

yi+1 = yi +
h

24
(55fi − 59fi−1 + 37fi−2 − 9fi−3). (7.4.6)

Př́ıklad 7.4.1. Počátečńı úlohu (7.1.4) řešte na intervalu 〈−2, 3〉 pomoćı

tř́ıkrokové Adamsovy-Bashforthovy metody s krokem h = 1. Výsledky porov-

nejte s přesným řešeńım.

Řešeńı: Počátečńı úsek vypoč́ıtáme metodou RK4. Jsou to prvńı tři hodnoty

xi a yi z druhé části tabulky 7.3.1, tj. x0 = −2, x1 = −1, x2 = 0 a y0 = −1,

y1 = 1.2508, y2 = 1.3112. Protože f(x, y) = x2 − 0.2y, vypoč́ıtáme f0 = (−2)2 −
0.2 · (−1) = 4.2000, f1 = (−1)2 − 0.2 · 1.2508 = 0.7498 a f2 = (0)2 − 0.2 · 1.3112 =

−0.2622. Pomoćı vzorce (7.4.5) pak provedeme všechny daľśı výpočty:

y3 = −1.3112 + h
12

(23f2 − 16f1 + 5f0) = 1.5588,

f3 = 12 − 0.2 · 1.5588 = 0.6882,

y4 = 1.5588 + h
12

(23f3 − 16f2 + 5f1) = 3.5400,

f4 = 22 − 0.2 · 3.5400 = 3.2920,

y5 = 3.5400 + h
12

(23f4 − 16f3 + 5f2) = 8.8227.

Výsledky jsou shrnuty v tabulce 7.4.1.

Adamsovy-Moultonovvy vzorce

Adamsovy-Moultonovy vzorce jsou implicitńı v́ıcekrokové metody, které lze od-

vodit podobným postupem jako Adamsovy-Bashforthovy vzorce, tj. provede se

integrace interpolačńıho polynomu sestaveného pro derivaci řešeńı diferenciálńı

rovnice. Nyńı se integruje na intervalu 〈xi−1, xi〉 a pak se posune indexováńı.

Uved’me pouze přehled vzorc̊u:

yi+1 = yi + hfi+1, (7.4.7)
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yi+1 = yi +
h

2
(fi+1 + fi), (7.4.8)

yi+1 = yi +
h

12
(5fi+1 + 8fi − fi−1), (7.4.9)

yi+1 = yi +
h

24
(9fi+1 + 19fi − 5fi−1 + fi−2). (7.4.10)

Např́ıklad (7.4.9) předsatvuje dvoukrokovou, jednobodouvou metodu třet́ıho řádu.

Použit́ı uvedených vzorc̊u vyžaduje v každém kroku řešit rovnici pro neznámou

yi+1. Iteračńı zp̊usob řešeńı, který jsme zmı́nili v úvodu, rozebereme až v daľśım

odstavci. Zde si ukažme jednodužš́ı postup, kdy se do zvoleného vzorce dosad́ı

pravá strana diferenciálńı rovnice f a pak se vyjádřeńım yi+1 vzorec převede na

explicitńı tvar. Takto můžeme ovšem postupovat pouze v př́ıpadech, kdy pravá

strana f neńı
”
př́ılǐs složitá funkce”.

Tabulka 7.4.1: Adamsova-Bashforthova a Adamsova-Moultonova metoda.

Ad.-Bash. 3. řádu Ad.-Moul. 3. řádu

i xi yi |yi − y(xi)| i xi yi |yi − y(xi)|
0 −2 −1 0 0 −2 −1 0

1 −1 1.2508 0.0001 1 −1 1.2508 0.0001

2 0 1.3112 0.0001 2 0 1.2929 0.0183

3 1 1.5588 0.1679 3 1 1.3613 0.0296

4 2 3.5400 0.2411 4 2 3.2628 0.0362

5 3 8.8227 0.3060 5 3 8.4773 0.0394

Př́ıklad 7.4.2. Počátečńı úlohu (7.1.4) řešte na intervalu 〈−2, 3〉 pomoćı dvou-

krokové Adamsova-Moultonovy metody pro h = 1. Výsledky porovnejte s

přesným řešeńım.

Řešeńı: Do pravé strany vzorce (7.4.9) dosad́ıme fi+1 = f(xi+1, yi+1) = x2
i+1 −

0.2yi+1:

yi+1 = yi +
h

12
(5(x2

i+1 − 0.2yi+1) + 8fi − fi−1).
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Vyjadř́ıme yi+1:

yi+1 = 12(yi +
h

12
(5x2

i+1 + 8fi − fi−1))/(12 + h).

Tento přepis Adamsova-Moultonova vzorce použijeme ve výpočtech. Jako počátečńı

úsek vezmeme hodnotu vypoč́ıtanou metodou RK4, tj. použijeme xi a yi z prvńıch

dvou řádk̊u tabulky 7.3.1. Výsledky jsou shrnuty v tabulce 7.4.1.

Algoritmus prediktor-korektor

Princip odvozeńı algoritmu ukážeme na dvoukrokovém Adamsově-Moultonově

vzorci:

yi+1 = yi +
h

12
(5f(xi+1, yi+1) + 8fi − fi−1).

Předpokládejme, že známe hodnoty yi, yi−1, yi−2 a chceme vypoč́ıtat yi+1. Na

uvedený vzorec můžeme pohĺıžet jako na rovnici v iteračńım tvaru (2.4.1), pro

jej́ıž vyřešeńı je přirozené použ́ıt metodu prostých iteraćı (2.4.3). Tato úvaha vede

na následuj́ıćı výpočetńı postup:

Pro i = 1, . . . , n − 1 vypočti yi+1 takto:

(a) urči počátečńı odhad y0
i+1,

(b) počátečńı odhad zpřesňuj pomoćı iteraćı:

yk+1
i+1 = yi + h

12
(5f(xi+1, y

k
i+1) + 8fi − fi−1), k = 0, 1, 2, . . . .

Krok (a) se nazývá prediktor, krok (b) je korektor. Varianta algoritmu prediktor-

korektor uvedená ńıže použ́ıvá explicitńı Adams̊uv-Bashforth̊uv vzorec třet́ıho

řádu (7.4.5) jako prediktor. V korektoru se pak vykonává jediné iteračńı zpřesněńı.

S ohledem na stručný zápisu algoritmu použijeme symbol přǐrazeńı
”
:=” pro

změnu hodnoty proměnné, což umožňuje vynechat iteračńı index k. Dostáváme

následuj́ıćı algoritmus:
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y0 = c;

y1, y2 vypočti pomoćı jednokrokové metody;

Pro i = 2, . . . , n − 1 vypočti yi+1 takto:

(P ) yi+1 := yi + h
12

(23fi − 16fi−1 + 5fi−2),

(E) fi+1 := f(xi+1, yi+1),

(C) yi+1 := yi + h
12

(5fi+1 + 8fi − fi−1),

(E) fi+1 := f(xi+1, yi+1).







(7.4.11)

Uvedený algoritmus je metoda tř́ıkroková, dvoubodová a třet́ıho řádu, pro pro

niž se použ́ıvá označeńı PECE. Podobně se použ́ıvá označeńı PE(CE)k, P(EC)k

nebo P(EC)kE, pro varianty algoritmu prediktor-korektor s k vnitřńımi kroky a

s r̊uznou organizaćı daľśıch výpočt̊u.

Př́ıklad 7.4.3. Počátečńı úlohu (7.1.4) řešte na intervalu 〈−2, 3〉 pomoćı PECE

metody (7.4.11) s krokem h = 1. Výsledky porovnejte s přesným řešeńım.

Řešeńı: Počátečńı úsek vypoč́ıtáme metodou RK4. Jsou to prvńı tři hodnoty

xi a yi z druhé části tabulky 7.3.1, tj. x0 = −2, x1 = −1, x2 = 0 a y0 = −1, y1 =

1.2508, y2 = 1.3112. Pomoćı těchto hodnot vypoč́ıtáme f0 = 4.2000, f1 = 0.7498

a f2 = −0.2622. U daľśıch výpočt̊u podle (7.4.11) uvád́ıme pouze pořad́ı v jakém

vznikaj́ı jednotlivé hodnoty:

y3 := 1.5588, f3 := 0.6882, y3 := 1.3607, f3 := 0.7279,

y4 := 3.4178, f4 := 3.3164, y4 := 3.2496, f4 := 3.3501,

y5 := 8.5908, f5 := 7.2818, y5 := 8.4564, f5 := 7.3087.

Výsledky jsou v tabulce 7.4.2.
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Tabulka 7.4.2: Algoritmus prediktor-korektor.

i xi yi |yi − y(xi)|
0 −2 −1 0.0000

1 −1 1.2508 0.0001

2 0 1.3112 0.0001

3 1 1.3607 0.0302

4 2 3.2496 0.0493

5 3 8.4564 0.0603

Poznámka

Z porovnáńım výsledk̊u v tabulkách 7.4.1 a 7.4.2 je vidět, že implicitńı metoda

je podstatně přesněǰśı než explicitńı metoda stejného řádu. Algoritmus prediktor-

korektor představuje
”
nepřesnou” implicitńı metodu, takže také dosažená přesnost

je o něco menš́ı.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. V čem spoč́ıvá hlavńı př́ınos v́ıcekrokových metod oproti metodám

jednokrokovým?

Otázka 2. Jak se odvozuj́ı Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy vzorce?

Otázka 3. Na čem je založena konstrukce algoritmu prediktor-korektor?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Diferenciálńı rovnici y′ = sin(x)y − x3 + y, y(1) = 0 řešte na intervalu 〈1, 2〉 s

krokem h = 0.2 pomoćı vzorce Adamsovy-Bashforthovy metody čtvrtého řádu.

2. Vzorec Adamsovy-Moultonovvy metody čtvrtého řádu přepǐste na explicitńı

tvar pro diferenciálńı rovnici z předchoźı úlohy a proved’te výpočet.

3. Sestavte algoritmy prediktor korektor PECE a PECEC založené na Adam-

sových-Bashforthových a Adamsových-Moultonových vzorćıch čtvrtého řádu a

vyřešte difeenciálńı rovnici z prvńı úlohy.
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Numerické metody 7. ODR – POČÁTEČNÍ ÚLOHY

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Viz Numerické metody – Testy.

Shrnut́ı lekce

Ukázali jsme princip numerického řešeńı počátečńıch úloh pro obyčejné dife-

renciálńı rovnice (prvńıho řádu). Metody tohoto typu lze nalézt ve standardńıch

knihovnách poč́ıtačových programů. Popisovaná problematika je poměrně obsáhlá

a zahrnuje např́ıklad ř́ızeńı dosažené přesnosti nebo speciálńı metody pro dife-

renciálńı rovnice, jejichž řešeńı je citlivé na zaokrouhlovaćı chyby.

Úlohy zapsané pomoćı diferenciálńıch rovnic (r̊uzných typ̊u nejen ODR) se

vyskytuj́ı velice často při modelováńı fyzikálńıch nebo technických úloh. Jejich

řešeńı na poč́ıtači je atraktivńı oblast́ı výzkumu, který v posledńıch desetilet́ıch

procháźı bouřlivým vývojem.
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