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Numerické metody

STUDIJNi OPORY S PREVAZUJICiMI DISTANCNIMI PRVKY PRO PREDMETY
TEORETICKEHO ZAKLADU STUDIA

je nazev projektu, ktery uspél v ramci prvni vyzvy Operacniho programu Rozvoj lidskych
zdrojti. Projekt je spolufinancovan stitnim rozpodtem CR a Evropskym socidlnim fondem.
Partnery projektu jsou Regiondlni stfedisko vychovy a vzdé€lavéni, s.r.o. v Mosté, Univerzita
obrany v Brn¢ a Technicka univerzita v Liberci. Projekt byl zahdjen 5.1.2006 a bude ukoncen

4.1.2008.

Cilem projektu je zpracovani studijnich materidlli z matematiky, deskriptivni geometrie,
fyziky a chemie tak, aby umoZnily pfedevSim samostatné studium a tifm minimalizovaly pocet
kontaktnich hodin s ucitelem. Je ziejmé, Ze vytvorené texty jsou ureny studentim vsech
forem studia. Studenti kombinované a distan¢ni formy studia je vyuziji k samostudiu, studenti
v prezen¢ni formé si mohou doplnit ziskané védomosti. VSem studentlim texty pomohou pii
procviceni a ovéfeni ziskanych védomosti. Nezanedbatelnym cilem projektu je umozZnit
zvySeni kvalifikace Sirokému spektru osob, které nemohly ve studiu na vysoké Skole

z raznych divodi (socidlnich, rodinnych, politickych) pokra¢ovat bezprostiedné po maturit¢.

V ramci projektu jsou vytvoreny jednak standardni ucebni texty v tiSt€éné podobé,
koncipované pro samostatné studium, jednak e-learningové studijni materidly, piistupné
prostfednictvim internetu. Soucdsti vystupi je rovnéZ banka testovych dloh pro jednotlivé
pfedméty, na niZ si studenti ovéii, do jaké miry zvladli prostudované ucivo.

Vv

Blizs{ informace o projektu mliZete najit na adrese http://www.studopory.vsb.cz/.

Pfejeme vdm mnoho dspéchtl pii studiu a budeme mit radost, pokud vam piedloZeny text
pomiZe pii studiu a bude se vam libit. ProtoZe nikdo neni neomylny, mohou se i v tomto
textu objevit nejasnosti a chyby. Pfedem se za né¢ omlouvdme a budeme vdm vdécni, pokud

nds na n¢ upozornite.
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POKYNY KE STUDIU

V uvodu si vysvétlime jednotnou pevnou strukturu kazdé kapitoly textu, kterd by vam
méla pomoci k rychlejsi orientaci pfi studiu. Pro zvyraznéni jednotlivych Casti textu jsou

pouZzivdny ikony a barevné odliSeni, jejichZ vyznam nyni objasnime.

Privodce studiem

vds struéné sezndmi s obsahem dané kapitoly a s jeji motivaci. SlouZi také k instrukci, jak

pokracovat dal po vyfeseni kontrolnich otdzek nebo kontrolnich texti.

Cile

vas sezndmi s u¢ivem, které v dané kapitole poznéte a které byste po jejim prostudovani

meéli umet.

Predpokladané znalosti

shrnuji struéné ucivo, které byste méli znat jesté diive nez kapitolu zacnete studovat. Jsou

nezbytnym piedpokladem pro tspésné zvladnuti nasledujici kapitoly.

Vyklad

oznaCuje samotny vyklad uciva dané kapitoly, ktery je ¢lenén zpisobem obvyklym

v matematice na definice, véty, ptipadné¢ dikazy.

Definice 1.1.1.

Zavadi zdkladni pojmy v dané kapitole.

Véta 1.1.1.

Uvadi zékladni vlastnosti pojmt zavedenych v dané kapitole.

Diikaz: Vychazi z ptedpokladl véty a dokazuje tvrzeni uvedené ve véEte.

* X %
* * -2 -
* *
el
*
4




Numerické metody Pokyny ke studiu

Poznamka

neformdlné komentuje vykldadanou ldtku..

\\ ! l/
Resené ulohy 3@:
oznacuji vzorové piiklady, které ilustruji probrané ucivo.
Priklad Uvadi zadani ptikladu.
Reseni: Uvadi podrobné feseni zadaného piikladu.
: , . N
Ulohy k samostatnému reseni 7|‘|\
obsahuji zadani piikladti k procvi¢eni probraného uéiva. Ulohy oznalené % patii
k obtiZzng&jSim a jsou urceny zdjemctim o hlubsi pochopeni tématu.
Vysledky uloh k samostatnému reseni f
obsahuji spravné vysledky predchozich piikladi, slouzi ke kontrole spravnosti feSeni.
Kontrolni otazky ‘)
°

obsahuji soubor otdzek k probranému ucivu vcetné nckolika odpovédi, z nichZ je vzdy

alespon jedna spravna.

Odpovédi na kontrolni otazky

uvadéji spravné odpoveédi na kontrolni otazky.

Kontrolni test

obsahuje soubor piikladl k probranému ucivu.

Vysledky testu

ey R

uvadeéji spravné odpoveédi na piiklady kontrolniho testu.

* K
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Shrnuti lekce

obsahuje stru¢ny piehled uciva, které by mél student po prostudovani piislusné kapitoly

zvladnout.

Literatura

obsahuje seznam knih, které byly pouZzity pfi tvorbé ptislusného textu a na které byly

pfipadné uvedeny odkazy k hlub§Simu prostudovéni tématu.

Piktogram, ktery upozornuje na dulezité vztahy nebo vlastnosti, které je nezbytné si

zapamatovat.
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1. Numerické metody a chyby

1.1. Obsah predmétu

Pruvodce studiem

Numerickou tlohou rozumime jasny a jednoznacény popis vztahu mezi ko-
necnym poctem vstupnich a vystupnich dat (redlnych ¢isel). Podstatnd je pritom
konecnost vstupniho a vystupniho souboru, ktera ve svém dusledku umoznuje pii
feSeni pouzit pocitac. Postupy feseni numerickych tloh se pak nazyvaji numerické
nebo pocitacové metody.

Numerické tlohy patii do skupiny tloh diskrétnich. Matematické modely se
vSak casto formuluji jako wlohy spojité, u nichz se mezi vstupnimi nebo vystupnimi
daty vyskytuji spojité funkce. Pokud chceme takové tlohy fesit numerickymi

metodami, musime je nejdiive na tlohy diskrétni prevést, tj. diskretizovat.

Cile

Na prikladech ukazeme diskrétni a spojité ilohy. Dale predvedeme diskretizaci

a vysvétlime pojmy diskretiza¢ni parametr a tad.

Predpokladané znalosti

Kvadraticka rovnice, soustava linedrnich rovnic, uréity integral, pocatecni

uloha pro obyc¢ejnou diferencidlni rovnici.

Vyklad

1) Uloha fesit kvadratickou rovnici az? + bx + ¢ = 0, a # 0, je tloha diskrétni.
Vstupni data jsou koeficienty a, b, ¢, vystupni data jsou realna cisla aq, 31, as, Ba,

kterd urcuji dva komplexni koteny x, = ay + i0,, k=1, 2.

*****
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1. NUMERICKE METODY A CHYBY Numerické metody

2) Diskrétni ilohou je také soustava linedrnich rovnic
Ax = Db,

kde A = (a;;) je dana ctvercova matice fadu n, b = (b;) je dany sloupcovy vektor
o n slozkdch a x = (z;) je sloupcovy vektor neznamych také o n slozkach. Pro

n = 3 muzeme tuto soustavu zapsat v maticovém tvaru

11 Aaiz2 13 €y by
Q21 Q22 A23 T2 = by
31 A3z (33 €3 b3

nebo po jednotlivych rovnicich

a1171 + aj2xe + a13r3 = by,
2171 + Q22%9 + Ag3T3 = b,
as1 T + a32T9 + as3ry = bg.

Vstupnimi daty jsou zde prvky matice a;; a vektoru pravé strany b;. Vystupnimi
daty jsou slozky x; vektoru neznamych. Pripomenme jesté, ze feSeni muze byt
jediné, nemusi existovat, nebo jich muze byt nekonecné mnoho.

3) Uloha vypocitat urcity integrél

[:/abf(:z:)da:

je spojita uloha, protoze jednim ze vstupu je spojitd funkce f. Na tom prikladé
ukazeme diskretizaci.
Integracni interval (a,b) rozdélime na n tseku o délce h pomoci bodu w;,

i=0,1,...,n, tak, ze x; — r;_1 = h, xo = a a x,, = b. Pak muzeme psat

]:/:lf(m)dx—l—/;f(x)dx—i-...—i-/:i f(z) d.

Kazdy diléi integral nahradime jeho pribliznou hodnotou

/ F(a)de ~ hf <7xi‘12+ x)
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a misto hodnoty I budeme pocitat jeji aproximaci

Iy =hf <x°;x1)+hf <x1;x2)+...+hf (%‘12&) (1.1.1)

Vypocet podle posledniho vzorce je jiz tloha diskrétni. Vstupnimi daty jsou
funkéni hodnoty f (%), i =1,...,naparametr h. Vystupni data predstavuje

priblizna hodnota Ij,.

Integral 1 Aproximace Iy

Obrazek 1.1.1: Znazornéni integralu I a jeho aproximace Ij,.

Smysl vzorce (1.1.1) ukazuje obrazek 1.1.1, kde jsou hodnoty I a I; znédzornény
jako velikosti plochy ptislusného obrazce. Odtud muzeme usoudit, ze pii mensim
h bude I, lépe aproximovat I, tj. plati

lim I, = 1. (1.1.2)

h—0+
Jinymi slovy feSsenim diskretizované tlohy se muze priblizit libovolné presné
k feSeni puvodni tlohy spojité, pokud zvolime dostatecné maly diskretizacni pa-
rametr h.

Kladné cislo p, pro néz plati
|I — Ip| < Ch?, (1.1.3)

kde C' > 0 je konstanta nezavisla na h, se nazyva rdd diskretizace. Vyraz na

levé strané nerovnosti (1.1.3) je velikost diskretizacni chyby. Tato chyba bude pfi
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Tabulka 1.1.1: Odhady diskretiza¢ni chyby C'h? pro C' = 1.

hip=1 p=2 p=3

0.1 0.1 0.01 0.001
0.01] 0.01 0.0001 0.000001
0.001 | 0.001 0.000001 0.000000001

zmensujicim se h klesat k nule tim rychleji, ¢im vétsi bude hodnota p. Diskretizace

vysokého tadu je proto presnéjsi nez diskretizace nizkého radu; viz tabulka 1.1.1.

Piiklad 1.1.1. Pomoci vzorce (1.1.1) vypoététe pribliznou hodnotu integralu

1
[:/ 2% dx
0

pro h = 0.5,0.25 a 0.125. Z vysledku odhadnéte jaky je tad diskretizace.

Reseni: Presnd hodnota integralu je I = % Ptiblizné hodnoty vypocitame takto:

Iys = 0.5(0.25% +0.75%) = 0.3125,
0.25(0.125% + 0.375% + 0.625% 4 0.875%) = 0.328125,

Ip.25

To1es = 0.125(0.0625% + 0.1875% 4 ... 4 0.9375%) = 0.33203125.

Diskretizacni chyby maji hodnotu:

Eos = |I —1Iy5] = 0.02083333333333,
Eoos = |I— Ioas| = 0.00520833333333,
FEoias = |I —Ipi195] = 0.00130208333333.

Pii odhadu Féadu diskretizace budeme pro jednoduchost predpokladat, ze v (1.1.3)

nastane rovnost. Pro h = 0.5 pak dostavame

Eys Ch? Eys
= = — =lo
Eoos  C(h/2)p b &2 Eop .25

*****
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Podobné pro h = 0.25 vypocteme p = 2.00000000000277. Z téchto vysledku
muzeme usoudit, ze diskretizace podle vzorce (1.1.1) je druhého tadu. O

4) Uloha najit funkci y = y(z), kterd spliuje diferencidlni rovnici
y =a2*—02y (1.1.4)

a vyhovuje pocédtecni podmince y(—2) = —1, je spojitd uloha. Jak uvidime
pozdéji, diskretizace této tlohy bude v mnohém podobna postupu, ktery jsme

pouzili pii diskretizaci urcitého integralu.

Kontrolni otazky

Otéazka 1. Jaky je rozdil mezi diskrétni a spojitou tlohou?
Otazka 2. Co je to diskretizace? Jaky je vyznam diskretizacniho parametru?

Otéazka 3. Je presnéjsi diskretizace vysokého nebo nizkého radu?

l]lohy k samostatnému FeSeni
1. Vyteste rovnice: a) 22 +3x+1=0;b) 22 + 2z +1=0;¢) 2> + 2z + 1 = 0.

2. Reste nasledujici soustavy linedrnich rovnic:

a) = , b = ;

-1 -2 X9 1
Jak lze rozhodnout z hodnoty determinantu matice o existenci feseni?

3. Pomoci vzorce (1.1.1) vypoctéte piibliznou hodnotu integralu

1
[:/ 2% dx
-1

pro h =1,0.5 a 0.25 a urcete diskretizacni chyby.

4. Vyfteste diferencidlni rovnici (1.1.4) pomoci zndmych analytickych metod.

S 11 -

N
°
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/(Q

Vysledky udloh k samostatnému feseni
1. a) Dva kofeny x; = —2.6180, x5 = —0.3820; b) jeden (dvojndsobny) kofen
1 = w9 = —1; ¢) dva komplexné sdruzené koteny z; = x5 = —0.5 £ 7 0.8660.
2.a)x=(3,1)T, det A = —7; b) nekonecne mnoho feseni x = (3 — 2¢,3 — 2t) ",
t € R, det A = 0; c) TeSeni neexistuje.
3.1 = 0.6667, I, = 05, [ — I,| = 0.1667, Ios = 0.625, |I — Ios| = 0.0417,
To.2s = 0.6563, |T — Ips| = 0.0104.
4. Obecné fesen{ je y(x) = 5x? — 50z + 250 + C'e %% feSeni vyhovujici pocatecni

podmince je ur¢eno konstantou C' = —248.688737.

Shrnuti lekce
Ukazali jsem rozdéleni matematickych tloh na tlohy diskrétni a spojité. Dis-
krétni ulohy lze zpravidla okamzité fesit pomoci numerickych metod. Spojité

ulohy je potieba nejdiive diskretizovat.

*****
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1.2. Chyby v numerickych vypoctech

Pravodce studiem

Chyby, kterymi jsou ovlivnény vysledky numerickych vypocti, maji riuznou
pricinu. Chyba matematického modelu vznika v dusledku toho, ze misto sku-
tecného technického nebo fyzikalniho problému fesime jeho matematicky model.
Je-li feseni tohoto modelu z néjaké priciny narocné nebo nemozné, pak se provadi
aproximace jednodussi ulohou, ¢imz vznikne chyba aproximacni. Jejim specialnim
piipadem je diskretizacni chyba, kterou jsme zminili v pfedchozim odstavci.

Dalsim zdrojem chyb je pocitani s ,,nepiesnymi” ¢isly. Sem patii chyby vstup-
nich dat a chyby zaokrouhlovaci. Vstupni data mohou byt namétené veliciny,
jejichz neptesnost je dana rozlisovaci schopnosti méricich zarizeni. K zaokrouh-
lovani mezivysledku dochazi v prubéhu celého vypoctu, protoze pro ukladani ¢isel
je k dispozici pouze omezeny pamétovy prostor.

Konecné jsou vysledky ovlivnény také chybami lidského faktoru. Jedna se
o chyby v pocitacovych programech, Spatna zadani vstupnich dat, nevhodnou

volbu matematického modelu nebo nespravny vybér metody feseni.

Cile

Budeme se zabyvat chybami zaokrouhlovacimi a ukazeme jejich vliv na sta-

bilitu numerického vypoctu.

Ptedpokladané znalosti

Zakladni aritmetické operace, urcity integral, rekurentni vypocty.

~ 13-
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1. NUMERICKE METODY A CHYBY Numerické metody

Vyklad

Definice 1.2.1.

Necht 7 je piesnd hodnota redlného ¢isla a x je jeho aproximace. Rozdil
e(z) =T —x

se nazyva absolutni chyba. Odhad absolutni chyby je ¢islo €(z), pro které plati
1z — z| < e(z). (1.2.1)

Je-li z # 0, pak ¢islo

se nazyva relativni chyba. Odhad relativni chyby je ¢islo d(z), pro které plati

T —x

< d(x).

X

Relativni chyba a jeji odhad se ¢asto udavaji v procentech. Nerovnost (1.2.1)
znamend T € (x —e(x), z+€(x)), coz symbolicky zapisujeme T = =+ ¢(z). Pokud
nebude hrozit nedorozumnéni, budeme psét e, r, € a § misto e(x), r(z), e(x) a

d(z).

Piiklad 1.2.1. Cislo = 2.72 je aproximace Eulerova ¢isla 7 = 2.7182818....
Absolutni chyba je e = —0.001718... a jeji odhad je naptiklad ¢islo € = 0.002,
protoze |e| < €. Proto & = 2.72 £ 0.002. Relativni chyba je r = —0.00063168... a

za odhad relativni chyby muzeme vzit § = 0.00064, protoze |r| < 4.

Nyni ukazeme jak se $iti chyby pii provadéni aritmetickych operaci. Budeme
pritom predpokladat, ze vykonavame presné aritmetické operace s nepresnymi

¢isly, tj. s aproximacemi, a ze zname chyby, respektive jejich odhady.

*‘(***
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Necht
T =x; +e(x), le(xy)| <elzy), |r(x)] <d(x), i=1,2.
(a) Je-li u = &1 + x9 aprozimace souctu u = Ty + To, potom
u =1z +e(x1) + 2+ e(x2) = u+e(u),

kde

a plati
le(u)] < [e(z1)] + [e(z2)] < €(21) + €(2).

(b) Je-li v = &y — x9 aproximace rozdilu v = Ty — Ty, potom
e(v) = e(xy) — e(x2)
a plati
le(v)] < [e(@1)] + |e(z2)] < €(z1) + €(z2).

(c) Je-li w = x1x9 aprozimace soucinu w = T1Zy, potom
W = (x1 + e(z1))(x2 + e(x2)) = w + z1e(xa) + x22(21) + €(x71)e(22)

a klademe

e(w) = xre(xe) + xoe(xy).

Odtud

le(w)] S [w1e(x2) + [w2]e(z1).
(d) Je-li z = x/xy aproximace podilu z = &1 /Ty, potom

x1 + e(z)

P =z+e(z),

z =

kde

_ xe(x1) — z10(22) - xoe(x1) — wre(xs)
To(xa + e(x2)) 3

_ 15 -




1. NUMERICKE METODY A CHYBY Numerické metody

a plati

|[zale(z1) + |71 [€(2)

e(z)] <
e(2) e

Pro relativni chyby muzeme z pravidel (a), (b), (¢) a (d) odvodit:

(A) r(u) = o j_ - (mle(;ll) + 3;2‘3(;22)) _ - i - (217 (1) + 2o (22))
r(u)| < [ (|z1]6(21) + [22]0(22)) |

B) )= — (%euﬁ_$f@g>: L (@) — zor(32))

€y €2 €Ty — T2

S P (Jz1]0(z1) + [22|d(22))
x1e(xa) + woe(xq)

T1T2

(©) r(w) ~

= r(xg) + r(xy),

[r(w)| < 0(w2) + 6(x1),

(D) r(z) ~ zae(21) —Qxle(xg) 2 r(zy) — (),

Poznamka
Pri odéitand blizkijch ¢isel (pravidlo (B)) ma na velikost relationi chyby rozhodugici

vliv zlomek 1/|xq — xs|, ktery ukazuje, Ze dochdzi ke ztrdté relativni presnosti.

Priklad 1.2.2. Necht 7; = 758 320, 21 = 758330, Ty = 757940 a 25 = 757 930.

Urcete k jak velké ztrate relativni presnosti dojde pri odéitani.

Reseni: Protoze e(x;) = —10, e(25) = 10, mizeme polozit
~10 10
=132-10°=4 =1.32-107° = §(x2).
‘758330‘ 5210 (1), ‘757930‘ 5210 (2)

* X x

* *
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Déle je v = 21 — T3 = 380 a v = 21 — x5 = 400, a proto

|20
1400

v—v

‘ =5-107% = §(v).

v
Doslo ke ztrété relativni presnosti zhruba o tii tady. Podle pravidla (B) totiz plati

Ir(v)] < 758330
400

(0(z1) + () = 2000(5(x1) + 0(22)).

Vyklad

Pti provadéni rozsdhlejsich vypocti muze nastat situace, kdy se zaokrouhlo-
vaci chyby nekontrolovatelné hromadi a mohou znehodnotit vysledek. O takovém
vypoctu fikame, ze je numericky nestabilni. Ukdzeme to na prikladu.

Predpokladejme, ze je nasim tkolem vypocitat hodnoty integralu

1
yi:/o xi5dx pro ¢=0,1,...,8. (1.2.2)

Pomoci tpravy

1. i—1 1 1

5 . 5 , 1

y¢+5yi_1:/ udx:/ x’_lidx:/ 2 rdr = =
0 T+ 0 r+95 0 1

odvodime rekurentni vzorec

1
yi=-—5y_1 pro i=12,...,8. (1.2.3)
(4

P1i vypoctu budeme zaokrouhlovat na tii desetinnd mista. Nejdrive uréime star-

tovaci hodnotu

1
1 .
- /O —do = (o455 = 018232, = 0.182

a potom pomoci (1.2.3) pocitdme

yo= 1—5yy = 1—5-0.182 = 0.090,

1 1
Yo = = —0y1 = = —5-0.090 = 0.050,
2 2
1 1 .
Ys = 37 dYs = 37 5-0.050 = 0.083,
1 1
Ya = 1 oys = 1 5-0.083 = —0.165.

- 17 -
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Posledni hodnota y4 je zjevné nesmyslna, protoze vSechny integraly musi byt
kladné. Spravna hodnota je y, = 0.03427.... Vypocet podle vzorce (1.2.3) je tedy
numericky nestabilni.

Nestability se zbavime vhodnéjsi organizaci vypoctu. Rekurentni vzorec (1.2.3)

prepiSeme pro vypocet v opacném smeéru, tj.

1 1 .
Y-l = o~ pYi PO 0= 9,8,...,1. (1.2.4)

Startovaci hodnotu yg urc¢ime z ptiblizné rovnosti y19 = y9, odkud yg = % — %yg,

a proto yg = 0.017. Pomoci vzorce (1.2.4) dostaneme:

11 11
gy = — 0017 = 0.01
s = g5 5% = g5 5 00T = 0019,
11 11
Ty = — — 0019 = 0.021
a0 5 T w0 s ’
11 11
iy = - -.0.088 = 0.182.
o= Fogh o= £ —z0088 = 018

Hodnota yg je presnd (na tii desetinnd mista), takze vypocet podle vzorce (1.2.4)

je numericky stabilni.

Definice 1.2.2.
Uvazujme tlohu y = U(Z). Necht x je poruSend vsupni hodnota a y je od-
povidajici porusend hodnota vysledku. Cislem podminénosti ilohy U nazjvame

¢islo Cy, pro které plati
Ir(y)| = Cylr(z)l,

kde r(z) a r(y) jsou relativni chyby.

Cislo podminénosti vyjadiuje citlivost ilohy na poruchu ve vstupnich datech.
Je-li Cy =~ 1, tikdme, ze tloha U je dobre podminénd. Je-li Cy velké, tikame, ze
uloha U je sSpatné podminénd. Podle ¢isla podminénosti muzeme posoudit také

citlivost 1ulohy na zaokrouhlovaci chyby, protoze je muzeme interpretovat jako

*****
L - 18 -
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Numerické metody 1. NUMERICKE METODY A CHYBY

dusledek (teoretické) pocateéni poruchy. Pokud umime uréit jenom odhady rela-

tivnich chyb, stanovime ¢islo pominénosti ptiblizné, tj.

Priklad 1.2.3. Urcete cislo podminénosti ulohy U vypocitat hodnotu y, podle

vzorcu (1.2.3) pii zaokrouhlovéni na tfi desetinnd mista.

ResSeni: Dostdvame

0.18232... — 0.182

- = 0.001
(Yo) 0180 0.001758,
0.03427... + 0.165
- = 1.9
r(y) —0.165 07,
Cy = r@al - 6g6.6.
‘T(yo)’

Vsimnéme si, ze pii vypoctu podle vzorcu (1.2.3) se hodnota y; 1 ndsobi péti,
¢imz dojde také k pétinasobnému zvétseni chyby. Vstupni porucha se v hodnoté

y, promitne nasobend ¢islem 5* = 625, coz je zhruba éislo podminénosti Cy;.

Kontrolni otazky
Otézka 1. Jak se definuje absolutni a relativni chyba a jejich odhady?

Otéazka 2. Jak se chovaji chyby pfi provadéni aritmetickych operaci?

Otéazka 3. Jak se definuje ¢islo podminénosti tlohy?

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Pro aproximaci x = 3.14 Ludolfova ¢isla z = 3.1415926... urcete absolutni
a relativni chybu a jejich odhady.
2. Pro data z ptikladu 1.2.2. urcete relativni chyby pfi scitdni, od¢itani a déleni.

3. Urcete ¢islo podminénosti tlohy vypocitat yo podle vzorcu (1.2.4).

~19 -
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1. NUMERICKE METODY A CHYBY Numerické metody

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. e(z) = 0.0015926..., e(x) = 0.0016, r(z) = 0.000507197, §(z) = 0.00051.

2. Prou = x4 x5 je e(u) =0, |e(u)] < 20, r(u) =0, |r(u)| < 1.32-107% pro w =
T179 je e(w) = 3900, |e(w)| < 15162600, r(w) = 6.79 - 1077, |r(w)| < 2.64 - 107;
pro z = x1/xy je e(z) = —2.64 - 1077, |e(2)| < 2.64- 1077, r(2) = —2.64 - 1077,
[r(2)] <2.64-107°.

3. yo = 0.0169264..., 7(ys) = (yo — 0.017)/0.017 = —0.004329, r(yo) = (0.18232 —
0.1824)/0.1824 = —4.01758, Cyy = |r(yo)|/Ir(ys)| = 0.4061.

Shrnuti lekce

Ukazali jsem, jak se §iii chyby pri provadéni aritmetickych operaci. Dale

jsme ukézali jak posuzovat citlivost 1loh na vstupni a zaokrouhlovaci chyby.

* X x

* *
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2. ResSeni nelinearnich rovnic

Pruvodce studiem

Budeme se zabyvat vypoctem realnych korenu nelinearni rovnice

flz) =0, (2.0.1)

kde f je v jistém smyslu ,rozumna” redlna funkce. Pro nékteré funkce (kvadra-
tické, goniometrické atp.) umime kofeny vypocitat pomoci (uzavienych) vzorceu,
pro drtivou vétsinu funkei vSak zddné takové vzorce neexistuji.

Metody, s nimiz se seznamime v této kapitole, 1ze pouzit pro libovolnou
funkci f. Pati{ do tiidy metod iteracnich, které pocitaji posloupnost {z*} kon-
vergujici pro k — oo ke kotenu z. Obecné plati, ze konvergence nastane, pokud
je pocdtecni aproximace 2 zvolena dostateéné blizko u hledaného kotene. Jed-

notlivé iteracni metody se pak lisi rychlosti konvergence.

2.1. Separace korenu

Cile @

Ukéazeme néekolik moznosti jak provést rozbor rovnice f(x) = 0, jehoz vysledkem

je separace kotenu v dostatecné kratkych intervalech.

Ptedpokladané znalosti

0=

Spojitost funkce, grafy elementarnich funkei.

Vyklad E——”

a) Grafickd separace 1. 7 grafu funkce f najdeme polohu pruseciku s x-ovou osou.

b) Grafickd separace 2. Rovnici f(z) = 0 prevedeme na ekvivalentni rovnici

h(z) = g(z) a nakreslime grafy funkci g a h. Pruseciky téchto grafu promitneme

* X x

* *
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do x-ové osy, ¢imz zjistime polohu kofenu.
c¢) Separace tabelaci. Sestavime tabulku funkénich hodnot funkce f a podle zna-
ménkovych zmén uréime intervaly obsahujici koreny. Vyuzivame piitom nasledujici

vetu.

Véta 2.1.1.

Necht f je spojitd funkce na intervalu {a, b), pro niz plati

F(@)f(b) <0, (2.1.1)

Pak uvnitt intervalu (a, b) lezi aspon jeden kotfen rovnice f(z) = 0.

Jinymi slovy véta tika, ze ze znaménkové zmény u funkénich hodnot v krajnich

bodech intervalu (a, b) muzeme rozpoznat vyskyt kofene uvniti tohoto intervalu.

Priklad 2.1.1. Pro rovnici
10cos(x —1)—2*+2x—1=0
urcete intervaly délky nejvyse 0.1 obsahujici kofeny.

Reseni: 7 grafu funkce f(z) = 10cos (v — 1) —2?+22 — 1 na obrazku 2.1.1.a 1ze
usoudit, ze existuji dva kofeny z; a T, které lezi v v intervalu (—5,5). Zadanou

rovnici prepiSeme do tvaru
10cos (z — 1) = 2* — 2z + 1.

Grafy funkef g(z) = 10cos (z — 1) a h(z) = 2* — 22 + 1 jsou zndzornény na ob-
razku 2.1.1.b. Odtud plyne, ze z; € (—1,0) a Ty € (2,3). Dalsi zpfesnéni polohy
kotenu provedeme pomoci tabelace. Z Tabulky 2.1.1 je patrné, ze koteny lezi

v intervalech z; € (—0.4,—0.3) a To € (2.3,2.4).

* X x

* *
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Op N 30
-20
20
40
-60 Sl 10
-80
0
-100
-120 -10 /
-10 -5 0 5 10 -5 0 5
a b

Obrazek 2.1.1: a) Graf funkce f; b) Grafy funkei g a h.

Tabulka 2.1.1: Tabelace funkce f.

Kontrolni otazky

Otéazka 1. Jak se provadi separace kotrenu rovnic?

Otéazka 2. Jaky je graficky smysl véty 2.1.1.7

Ulohy k samostatnému feseni

1. Proved'te separaci kofenti rovnice 22 — x — glnx = 0.

Vysledky dloh k samostatnému fesSeni

1. Dva kofeny: z; € (0.9,0.91), zo = 1.

~23.
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2.2. Nejjednodussi metody

Cile

Seznamime se s nejjednodussimi itera¢nimi metodami pro vypocet kofenu rov-
nice f(z) = 0. Jsou zaloZeny na postupném zkracovéani intervalu, ktery obsahuje
koren. Tato strategie zarucuje konvergenci pro kazdou spojitou funkci, vypocet

je vSak pomaly.

Ptedpokladané znalosti

Urceni polohy kotene pomoci znaménkovych zmén, véta 2.1.1. Rovnice primky.

Vyklad

Princip zkracovani intervalu pouzijeme u dvou metod. Za¢neme proto nejdrive
jeho obecnym popisem.

Budeme ptedpoklddat, Ze f je spojita funkce na (a®, 0°) a plati f(a®)f(°) < 0.
Interval rozdélime bodem ' € (a” ") na dvé ¢ésti a jako novy interval (a',b')

vezmeme tu ¢ast, v niz lezi koten z. Rozhodujeme se takto:

e je-li f(z') =0, potom koienem je z';

e je-li f(a®)f(x') <0, polozime (a',b') = (a°, z');

o je-li f(z)f(b°) <0, polozime (a',b') = (z!,b").
Pokud 2! je kofenem, jsme hotovi. Pokud neni, viechno zopakujeme na intervalu
{a*,b'), tj. zvolime bod z? € (a',b'), ktery je bud'to kofenem, nebo s jeho pomoci
uréime dalsf interval (a?,b?) obsahujici kofen atd..

Uvedenym postupem tedy vytvoiime posloupnosti {a*}, {b*} a {2*} takové,
7e koten Z lezf uvniti kazdého z intervali (a®,b*). Abychom byli schopni uré¢it
¢iselnou hodnotu kofene 7, musi k nému konvergovat posloupnost {z*}. To za-

jistime vhodnou konkrétni volbou bodu z*.

*****
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2.2.1. Metoda ptleni intervalu

Bod 2+ uréfme jako stied intervalu (a*, v*) podle vzorce
k bk
gt =2 ;r . (2.2.1)

Intervaly tedy postupné ptilime a jejich stiedy tvotici posloupnost {z*} konverguji

ke kotenu . Vypocet ukoncéime pii dosazeni zadané ptesnosti €, tj. kdyz plati
|z — 2" < e
Otazkou je, jak takovou situaci rozpoznat, kdyz T nezname. Musi vSak platit
b — a¥
2 ?

protoze kofen T lezici v intervalu (a”,b*) se od stiedu z*+

|z — 2" <

I nemuze lisit vic nez

o polovinu délky intervalu. Pro ukonceni vypoctu proto pouzijeme kritérium

bk — aF

<e (2.2.2)

a posledni stied 2**! je pak aproximaci kofene Z s pienosti e.

Algoritmus (Metoda pileni intervalu)
Vstup: f, a’, t°, e.
Pro k=0,1,... opaku;j:
oFt = (a4 bF) /2;
je-li f(z**1) =0, potom jdi na Vystup;
je-li f(a®)f(z*1) <0, potom a* = @k, BFTL = P
je-li f(z) f(VF) <0, potom aFT = gFTL pEFL = pF;
dokud b*1 — gl > e

Vystup: posledni hodnota z*+1.

Priklad 2.2.1. Metodou puleni intervalu vypoctéte kotren rovnice
f(x) =10cos(zx — 1) — 2> + 22— 1 =0,

ktery lezi v intervalu (2.3,2.4) s piesnosti ¢ = 1073,

_ 25 -
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Reseni: Na zacitku je a® = 2.3, ° = 2.4 a prvnf stied je 2! = 2.35. Ta-
bulka 2.2.1 ukazuje prubéh vypoc¢tu. Symbolem + nebo — za ¢Cislem zazna-
menavame znaménko funkéni hodnoty funkce f v tomto bodé. Vsimnéme si, ze
"1 nahrazuje a® nebo b* tak, aby byla zachovdna znaménkova zména. Aproxi-

mace kofene s pfesnosti € je posledni ¢islo ve sloupci 257!, Proto z = 2.378+1072.

Tabulka 2.2.1: Metoda puleni intervalu.

ok b okl (b — a¥)/2
2.3F 24~ 2.35% 0.05

2.35% 24~ 2.375% 0.025
2.375% 247 2.3875~ 0.0125
2.375F 2.3875~ 2.38125~ 0.00625

2.375" 2.38125™ 2.378125% 0.003125
2.378125%  2.38125~ 23796875~  0.0015625
2.3781257  2.3796875~ 2.37890625T 0.00078125 < 1073 = ¢

S Ot = W NN = O

2.2.2. Metoda regula falsi

k+1

V intervalu (a®, b*) zvolime bod x**! jako kofen pifmky p, ktera prochdz{ krajnimi

body grafu funkce f, viz obrazek 2.2.1.ce. Uvazovana piimka je dana predpisem

(@) = f(a) + LI =IO

a jejf koten je urcen rovnosti p(zF1) = 0. Odtud lze snadno odvodit vzorec

Rl _ gk b —a” ok
S - 229

ktery se pouziva pii vypoctu.
Geometricky smysl metody regula falsi je patrny z obrazku 2.2.1.3. Ukonceni

iteraci se provadi podle kritéria

2" — 2F| <, (2.2.4)

* X x
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Obrazek 2.2.1: Metoda regula falsi.

kde € > 0 je dané malé ¢islo.
Algoritmus (Metoda regula falsi)
Vstup: f, a®, %, €, 2° := a’.
Pro k=0,1,... opaku;j:
gt thi=a — (0" —d®)/(f (V") — f(a")) f(ab);
je-li f(2*T1) =0, potom jdi na Vystup;
je-li f(a®)f(z**1) <0, potom aF*1 = gk, bFH1 = FFL;
je-li f(xFH1) f(V¥) < 0, potom @+t := g+t p+l = pF;
dokud |2F 1 — 2| > €.

Vystup: posledni hodnota z**!.

Priklad 2.2.2. Metodou regula falsi vypoctéte koten rovnice z ptikladu 2.2.1.

Reseni: Na zacitku je a® = 2.3, 1° = 2.4 a polozime jesté 2° = a°. V prvni

iteraci vypocitame

ot =23 — (24 —2.3)f(2.3)/(f(2.4) — £(2.3)) = 2.379095,

|zt — 2% = [2.379095 — 2.3| = 0.079095.

Tabulka 2.2.2 zachycuje cely vypocet, ktery se fidi podobnymi pravidly jako u me-

_ 07 -
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N
7N

tody pileni intervalu. Vysledna aproximace koiene je 7 = 2.379 4 1073,

Tabulka 2.2.2: Metoda regula falsi.

k ak bk .Cl?k+1 ’.Cl?k—H _ ka‘
0 2.3F 2.4=  2.379095T 0.079095
1 2.379095% 2.4~ 23793637 0.000268 < 1073 =€

Poznamka

Ukoncovaci kritérium (2.2.4) rikd, Ze posledni dvé aproximace korene se lisi méné
nez €. Muze se ovSem stdt, Ze obé jsou od skutecéné hodnoty kotene vzddlené vice
neZ e. Pozndme to tak, Ze u funkénich hodnot f(z* —€), f(a®), f(z* + €) nedojde
ke znaménkové zmené. V takovém pripadé je mozno provést doplnugjici vypocet

funkcnich hodnot

o (& = 2€), f(2F —€), F(=F), F(&F +€), f(zF + 2¢), ...

ktery zastavime, kdyZ dojde ke znaménkové zmeéné.

Kontrolni otazky
Otézka 1. V ¢éem se shoduji a v ¢em se lisi metoda puleni intervalu a metoda
regula falsi? Ktera z nich je rychlejsi?
Otdzka 2. Podrobné odvod'te vzorec (2.2.3).

Otézka 3. Pro¢ nelze metodu regula falsi ukoncovat podle kritéria (2.2.2)?

l]lohy k samostatnému feSeni
1. Vypoctéte koreny rovnice 332—33—2 In z = 0 metodou puleni intervalu, e = 1073,

2. Vypoctéte koreny rovnice z predchozi tlohy metodou regula falsi.

Vysledky udloh k samostatnému feseni

1. Za¢éneme-li na intervalu (0.9,0.91), bude ve ¢tvrté iteraci = 0.9019 4+ 1073,

2. Zaéneme-li na stejném intervalu, bude ve druhé iteraci Z = 0.9021 £ 10~3.

* X x
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2.3. Newtonova metoda

Cile

Odvodime Newtonovu metodu, kterd kromé funkénich hodnot pouziva také
hodnoty prvni derivace. Dusledkem je vyssi fad metody a rychlejsi konvergence.
Nevyhodou je nutnost zvolit pocatecni aproximaci ,,blizko” kotene tak, aby byly

splnény predpoklady zarucujici konvergenci.

Ptedpokladané znalosti

Spojitost funkce. Vypocty derivaci. Tayloruv rozvoj.

Vyklad

Budeme ptedpoklddat, Ze zname aproximaci z* kofene T rovnice f(x) = 0

k+1

a chceme urcit dalsi (presnéjsi) aproximaci x"*'. Zapiseme-li danou rovnici po-

moci Taylorova polynomu prvniho stupné v okoli bodu z*, dostaneme

PR+ =) ) + -2 D

kde ¢ je blize neuréené éislo mezi x a 2*. V tomto tvaru rovnice provedeme linea-
rizaci, pri niz vypustime kvadraticky c¢len na levé strané. Resenim linearizované

rovnice uréime aproximaci z**1, tj.
f@®) + (@ = a?) f'(a*) = 0.

Odtud snadno vyjadiime vzorec

R f(a*)
T = Pk (2.3.1)

Vsimnéme si jests, ze t(z) = f(z¥) + (v — 2%) f/(2*) je rovnice tecny ke grafu

k+1

funkce f v bodé 2%, jejiz kofen je aproximace z¥*!, viz obrézek 2.3.1.a. Geome-

tricky smysl Newtonovy metody je znazornén na obrazku 2.3.1.05.
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Pro zahéjeni vypoctu podle vzorcem (2.3.1) musime zadat pocatecni apro-
ximaci 2°. O ukonéeni iteraci rozhodujeme pomoci vhodného kritéria, budeme

pouzivat opét kritérium (2.2.4).

Obrazek 2.3.1: Newtonova metoda.

Algoritmus (Newtonova metoda)
Vstup: f, f/, 2°, e.
Pro k=0,1,... opakuj:

PR = (a8 (0
dokud |2F 1 — 2%| > €.

Vystup: posledni hodnota z*+1!.

Priklad 2.3.1. Newtonovou metodou vypoctéte kofen rovnice z prikladu 2.2.1.

s presnosti € = 1076,

Reseni: Derivace funkce f(z) = 10cos (z — 1) — 2® + 22 — 1 ma tvar f'(z) =
—10sin (x — 1) — 2z 4 2. Newtonova metoda je proto ddna vzorcem

Rl _ ok 10cos (z% — 1) — (z%)? 4+ 22% — 1
—10sin (zF — 1) — 22k + 2

X

Pocatecni aproximaci zvolime napiiklad 2° = 2.4 a dostaneme

10cos (24 —1)—242+2-24—1
108 (24 —1)—2-24 12

* X x

* *
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Cely prubéh vypoctu je zachycen v tabulce 2.3.1. Vysledna aproximace kofene je

7 = 2.379364 4+ 107S. O
Tabulka 2.3.1: Newtonova metoda.

k xk |2k — 2P

1 2.37942798004 0.02057201996
2 2.37936459485 0.00006338519
3 2.37936459422  0.00000000062

V prikladu jsme vidéli velice rychlou konvergenci Newtonovy metody. Nésle-

dujici analyza konvergence ukazuje, ze se nejednalo o nahodu.

Véta 2.3.1.
Necht f” je spojitd, f’ nenulova na (a,b) a necht {2*} je posloupnost na (a,b)
pocitand podle vzorce (2.3.1), kterd konverguje k ¢islu z. Potom z je kofenem

rovnice f(z) =0 a plati
|z — 2" <Clz —2*]® prok=0,1,2,..., (2.3.2)

kde konstanta C' > 0 nezavisi na k.

Diukaz: Limitnim ptrechodem ve vzorci (2.3.1) dostaneme f(z) = 0, takze 7 je
kofen. Protoze f” je spojitd funkce, muzeme rovnost f(Z) = 0 zapsat pomoci

Taylorova rozvoje ve tvaru

f(@®) 4+ (7 — 2F) f'(2F) + (z — 2F)? %(é) = 0.

Tuto rovnost vydélime derivaci f'(z*) a dosadime ze vzorce (2.3.1), ¢imz dosta-

neme
= o k+1 = k)2 f//<§) _
T—a"" (T —a") 2 (%)
Oznacime-li C' = max¢ ze(ap | f7(§)/2f(2)], miuzeme psat
@—xﬂwzzgg%|f—ﬁﬁgcm—xw.
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Poznamka

Nerovnost (2.3.2) dokazuje, Ze Newtonova metoda je druhého 7ddu. Disledkem
tohoto faktu je velmi rychlda konvergence, pri nizZ se pocet sprdavnych cislic za de-

setinnou teckou v kazdé iteract ,priblizneé” zdvojndsobi.

Nasledujici veta tikd, za jakych predpokladu konvergence nastane.

Véta 2.3.2.

Necht jsou splnény nésledujici predpoklady:

a) f' je nenulova na intervalu (a, b);

b) f” neméni znaménko v intervalu (a, b);

o) platt f(a)f(b) < 0;

d) platt |f(a)/f(a)] <b—aa[f(b)/f(b)] <b—a.

Potom posloupnost {z*} poéitana podle vzorce (2.3.1) konverguje pro libovolnou

pocéatecni aproximaci 2° € (a, b).

Priklad 2.3.2. Ukazte, ze pro rovnici z piikladu 2.3.1. jsou na intervalu

(2.3,2.4) splnény predpoklady véty 2.3.2.

Reseni: Rovnice je zadand funkei f(z) = 10cos(z — 1) — 2% + 2z — 1, jejiz
prvni a druhd derivace maji tvar f'(z) = —10sin(z — 1) — 2z + 2 a f"(z) =
—10cos (z — 1)—2. V tabulce 2.3.2 jsou vypocteny hodnoty f’, f”, z nichz muzeme
usoudit, ze jsou splnény predpoklady a) a b).

Vypoctem dostdvime f(2.3)f(2.4) = —0.2564 < 0, | £(2.3)/f(2.3)] = 0.0805 <
0.1alf(2.4)/f(2.4)] =0.0206 < 0.1, coz znamend, Ze jsou splnény také predpo-

klady c) a d). Po¢dtecni aproximaci z° je proto mozné zvolit libovolné na (2.3, 2.4).

* X x
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Tabulka 2.3.2: Tabelace prvni a druhé derivace.

r f'lx) =)
230 | —12.2356 —4.6750
231 | —12.2818 —4.5785
232 | —12.3272 —4.4818
233 | —12.3715 —4.3848
234 | —12.4148 —4.2875
235 | —12.4572 —4.1901
236 | —12.4986 —4.0924
237 | —12.5391 —3.9945
2.38 | —12.5785 —3.8964
239 | —12.6170 —3.7981
3.00 | —12.6545 —3.6997

Kontrolni otazky
Otédzka 1. Jak se odvozuje vzorec (2.3.1)? Jaky je jeho graficky smysl?

Otéazka 2. Zkuste nakreslit situace, kdy Newtonova metoda diverguje.

Otéazka 3. Jakého tadu je Newtonova metoda a jak se to projevi pii vypoctu?

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Ovéite, ze pro rovnici 22 —x — %lnx = 0 jsou na intervalu (0.9,0.91) splnény
predpoklady a)-d) z véty 2.3.2.

2. Vypoctéte kofen z predchozi tlohy pomoci Newtonovy metody, e = 1076,

Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. Z tabelace f'(z) = 2z — 1 — = a f"(z) = 2+ =25 zjistime, Ze na uvedeném
intervalu je prvni derivace zaporna a druhd derivace kladna. P¥imym vypoctem
dostaneme f(0.9)f(0.91) = —3.28-107" < 0, |£(0.9)/f'(0.9)| = 2.03-1072 < 0.01
a|f(0.91)/f(0.91)] =8.71- 1073 < 0.01.
2. Zacneme-li z 2° = 0.9, dostaneme ve tiet{ iteraci Z = 0.9020709 4= 1075,

* X x
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2.4. Metoda prosté iterace

Cile

Seznamime se s obecnou metodu pro vypocet pevného bodu funkce. Me-
tody z predchozich odstavcu muzeme chapat jako jeji specidlni varianty. Pojem
pevného bodu hraje dulezitou roli v ruznych oblastech matematického mode-

lovani.

Predpokladané znalosti

Spojitost funkce. Vypocty derivaci. Véta o stfedni hodnoté diferencidlniho

poctu.

Vyklad

Rovnici f(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentni rovnici  — g(z) = 0, kde g je
vhodnd spojitd funkce. Misto puvodni rovnice budeme fesit rovnici v iteracnim

tvaru:

z = g(x). (2.4.1)

Cislo z, které je feSenfm rovnice (2.4.1), se nazyva pevnyj bod funkce g.

Véta 2.4.1.
(Brouwerova véta o pevném bodu) Necht ¢ je spojitd funkce na intervalu
(a,b), pro niz plati

g(x) € {a,b) Yz € (a,b). (2.4.2)

Pak na intervalu (a,b) existuje pevny bod funkce g.

Dukaz: Polozme f(z) = x — g(x). Pokud f(a) = 0 resp. f(b) = 0, pak je
bevnym bodem a, resp. b. Necht f(a) # 0 a f(b) # 0. Protoze g(a) € {(a,b),
plati f(a) = a — g(a) < 0. Podobné lze ukazat f(b) > 0. Dohromady dostdvame

*****
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f(a)f(b) <0, takze existence pevného bodu plyne z véty 2.1.1. O

O funkci g, kterd splnuje (2.4.2), fikdme, ze zobrazuje interval (a,b) do sebe.
Necht z° € (a, b) je pocatetni aproximace. Metodou prostych iteraci nazyvame

vypocet podle predpisu:
"= g(2¥), k=0,1,2,.... (2.4.3)

Jestlize posloupnost {z*} pocitand timto postupem konverguje k ¢islu Z, pak
limitnim prechodem v (2.4.3) dostaneme, Ze Z je pevnym bodem funkce g.
Vychozi rovnici f(x) = 0 muzeme pievést na iteraéni tvar ruznymi zpusoby,

ale jen nékteré vedou ke konvergentnimu vypoctu.
Priklad 2.4.1. Rovnici
flz)=e*—2°+1=0, (2.4.4)

preved'te na iteracn{ tvar a pocitejte kofen, ktery lez{ v intervalu (—1.2, —1.1).

ResSeni: Navrhneme tfi iteracni tvary:

v o= —Ver+1 = gal(2);

r = z+(e"—2*+1) = gla);

e —2?+1

r = x
er — 2x

Pribéh vypocétt pro 2° = —1.1 ukazuje tabulka 2.4.1. Pro g, vypocet konverguje

pomalu, pro g, vypocet diverguje a pro g. vypocet konverguje rychle. a
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Tabulka 2.4.1: Metoda prosté iterace.

kooatth =g, (ab) 2ttt =gy(af) 2 = g (o)
0 —1.1 ~11 1.1

1 —1.1545003  —0.9771280  —1.1485105
2 —1.1468282  —0.5555196  —1.1477578
3 —1.1478861  +0.7096523  —1.1477576
4 —1.1477398  +3.2393301  —1.1477576
5 —1.1477600  +19.262693

6 —1.1477572 oo

7 —1.1477576

8 —1.1477576

Pti studiu konvergence metody prostych iteraci se pouziva pojem kontrakce.

Definice 2.4.1.
Funkce g se nazyva kontrakce na intervalu (a,b), jestlize existuje konstanta L,

0 < L < 1, takova, ze

l9(z) — g(y)| < Llz —y| Vr,y € (a,b). (2.4.5)

Véta 2.4.2.

Necht ¢ je spojitd kontrakce na (a,b), kterd zobrazuje tento interval do sebe.
Pak na intervalu (a, b) existuje jediny pevny bod Z funkce g. Navic posloupnost
{2*} vypocitand podle ptedpisu (2.4.3) konverguje k z pro kazdou pocdtecni

aproximaci z° € (a, b).

Dikaz: Existence pevného bodu plyne z véty 2.4.1. Jednoznacnost dokazeme

sporem. Necht 7 je dalsi pevny bod g. Pomoci (2.4.5) dostaneme
[z — 2| =[9(z) —g(2)| < L|z — 2],

odkud (1 — L)|z — z| < 0. Protoze 1 — L > 0, dostavame & = 7.

Zbyvé dokézat, Ze posloupnost {z*} vypocitand podle predpisu (2.4.3) konverguje

* X x
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k z. Podle (2.4.5) je
" — 2| =g(a""") — g(@)| < Ll2"" - 7],
odkud plyne
2% — 7| < LF|2° — 7. (2.4.6)

Protoze L € (0, 1), je limy_., L* = 0, a proto limy_., |2* — Z| = 0. O

V konkrétnich situacich je zpravidla nesnadné dokazat, ze dand funkce g je

kontrakce. Jednodussi je ovérovat nasledujici silnéjsi predpoklad:

necht g md v (a,b) derivaci a
(2.4.7)
L € (0,1) tak, ze |¢'(n)| < L Vn € (a,b).

Véta 2.4.3.
Necht g je spojita funkce na (a, b), kterd zobrazuje tento interval do sebe a spliiuje

(2.4.7). Pak plati tvrzeni véty 2.4.2..

Dikaz: Pomoci véty o stiedni hodnoté diferencidlniho poctu dostavame

l9(x) —g(y) =g’ M| |z —y| < Llz -y,

kde n € (z,y). Funkce g je proto kontrakce na intervalu (a,b) a véta 2.4.3. je tak
dusledkem véty 2.4.2. O

Néasledujici poznamka dava navod, jak rozhodnout o konvergenci metody

prostych iteraci.

Poznamka
Je-li ¢islo

M, = max |g'(z)|

z€(a,b)
mensi nez jedna, pak mizeme poloZit L = M, a funkce g bude kontrakce na in-

tervalu {(a,b). Rychlost konvergence lze posoudit podle velikosti L. Vztah (2.4.6)

totiz ukazuje, Ze vipocet bude konvergovat rychleji pro mensi hodnoty L.
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Priiklad 2.4.2. Rozhodnéte o konvergenci metody prostych iteraci u iteracnich

tvaru z prikladu 2.4.1.

Reseni: Derivovanim g,, g, a g. dostaneme

e:l‘

/
r) = ———
9a(2) NCES
gp(r) = 1+4e" =2,
(" —x* +1)(e" —2)
(e® — 2x)?
Tabulka 2.4.2 obsahuje absolutni hodnoty téchto derivaci na intervalu (—1.2, —1.1).

Odtud M, = 0.1442, M, = 3.7012 a M, = 0.0323. Protoze M,, > 1 iteracni

ge(T)

tvar b) diverguje. Pro itera¢ni tvary a) resp. ¢) muzeme polozit L,, = M,, resp.
L, = M, takze funkce g, a g, jsou kontrakce a metoda prostych iteraci konver-

guje. Protoze L, < L,,, je konvergence rychlejsi u iteracniho tvaru c).
Tabulka 2.4.2: Posouzeni rychlosti konvergence metody prosté iterace.

v g g @) lgi)]
—1.2000 0.1320 3.7012 0.0323
—1.1875 0.1335 3.6800 0.0248
—1.1750 0.1350 3.6588 0.0172
—1.1625 0.1365 3.6377 0.0094
—1.1500 0.1380 3.6166 0.0014
—1.1375 0.1395 3.5956 0.0067
—1.1250 0.1410 3.5747 0.0149
—1.1125 0.1426 3.5537 0.0233
—1.1000 0.1442 3.5329 0.0319

Kontrolni otazky

Otézka 1. Co nazyvame pevnym bodem funkce? Jak se pevny bod pocita?
Otézka 2. Cfm je zarucena konvergence metody prostych iteraci?

Otazka 3. Jaky je vztah mezi metodou prosté iterace a Newtonovou metodou?

* X x
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l]lohy k samostatnému FeSeni
1. Pro rovnici 2% —z — 2Inx = 0 uvazujte iteracnf tvar 2 = z* — Slogx = g(x).
Vypocitejte hodnotu konstanty M, na intervalu (0.9,0.91).
2. U itera¢niho tvaru z predchozi ulohy vypocitejte pevny bod s presnosti € =

10-S.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni
1. Z tabelace ¢'(z) = 2z — 2 zjistime, ze My = L = 0.8781.
2. Zacneme-li z 2° = 0.9, dostaneme ve 38-mé iteraci 2® = 0.9020659 a plati

|38 — 237 = 0.00000086 < e.

Shrnuti lekce

Probrali jsem zékladni metody pro feseni nelinearnich rovnic a ukazali jsme
jak tyto metody souvisi s vlastnostmi funkce, kterda rovnici popisuje. Metoda
puleni intervalu a metoda regula falsi konverguji pro kazdou spojitou funkci.
Rychlejsi Newtonova metoda vyzaduje spojitost druhé derivace a splnéni dalsich

predpokladu. Metoda prosté iterace zahrnuje ostatni itera¢ni metody jako speci-

alni piipad.
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3. SLR — primé metody

Pruvodce studiem

Primé metody teSeni soustav linedrnich rovnic (SLR) jsou zaloZeny na elimi-
naci neznamych. Vychozi myslenka spociva v tom, ze z nékteré rovnice vyjadiime
jednu neznamou a dosadime ji do ostatnich rovnic tak, aby soustava po elimi-
naci byla snéze tesitelna nez soustava puvodni. Zakladni algoritmus tohoto typu je
Gaussova eliminacni metoda. V maticovém zapisu ji odpovida L U-rozklad matice.
Charakteristickym rysem piimych metod je vypocet (piresného) feseni po konec-

ném poctu eliminaci, tj. po koneéném poctu aritmetickych operaci.

3.1. Formulace ulohy

Cile

Ptipomeneme zakladni poznatky o soustavach linearnich rovnic.

Ptedpokladané znalosti

Operace s maticemi. Determinant. Matice jednotkova a inverzni.

Vyklad
V predchozich odstavcich jsme tesili rovnici f(z) = 0. Nejjednodussim pii-
kladem je linedrni rovnice ax = b. Je-li a # 0, muzeme feSeni zapsat ve tvaru

x = a~'b. Nyni se budeme zabyvat zobecnénim této tilohy:

Necht A = (a;;) je dand ¢tvercovd matice fédu n s prvky a;; a necht
b = (b;) je dany sloupcovy vektor s n prvky b, i = 1,...,n, j =

1,...,n; hledame sloupcovy vektor x takovy, ze

Ax =b. (3.1.1)
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Oznac¢ime-li z; prvky vektoru x, pak muzeme rovnici (3.1.1) zapsat jako sou-

stavu linearnich rovnic:

3\
a11T1 + 129 + ...+ a1pTy = bl,

211 + 29T 9 + ...+ aA9n Ty — bg,

Ap1T1 + Qoo + ...+ AppXy = by

Pro existenci jediného feSeni rovnice ax = b musi byt a # 0. Analogicky
prepoklad je potieba i pii FeSeni rovnice (3.1.1). Timto predpokladem je ne-
nulovost determinantu matice A, tj. det A # 0. Matice A, kterd ma nenulovy
determinant se nazyva requldrni, v opacném piipadé se nazyva singuldrni.

Ke kazdé regularni matici A existuje jeding inverzni matice A~', pro niz plati
AA'=A"'A =1, kde I je matice jednotkova.

Je-li matice A reguldrni, pak muzeme obé strany rovnice (3.1.1) vyndsobit
inverzni matici A", tj. A"'(Ax) = A~'b. Protoze A™'(Ax) = (A'A)x =
Ix = x, dostavame

x=A""b. (3.1.2)

Tento vzorec dava navod jak vypocitat feSeni.

Piiklad 3.1.1. Pomoci vzorce (3.1.2) vyfeste soustavu linedrnich rovnic:

.T1+l’2+$3 = 6,

271 + 4x9 + 2z3 = 16, (3.1.3)
—x1 + 5% —4x3 = 3.
Reseni: Protoze
L1 by
A= 2 4 2|, A'=| -1 L o
-1 5 —4 - 1 —3
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°
AN

(staci ovefit A~tA = 1), dostavame fesent

13 3 1

3 T3 3 6 1
x=| -1 1 0 16 | =1 2

7 1

S -3 3

Poznamka

U rozsdhlejsich soustav linedrnich rovnic je pouZiti vzorce (3.1.2) neekonomickeé,

protoze nalezeni inverzni matice vyZaduje velké mnoZstvi vypocti.

Kontrolni otazky

Otézka 1. Kdy je matice regularni a kdy je singularni?

Otazka 2. Pripomente si metody vypoctu determinatu a inverzni matice.

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Uvazujme soustavu linedrnich rovnic
—x1 — 39 + 223 = -9,
—6x1 — 1929 + 1023 = —59,
3r1 4+ 919 —bry = 28.

Vypoctéte inverzni matici a soustavu vyteste pomoci vzorce (3.1.2).

Vysledky dloh k samostatnému fesSeni

1.
-1 -3 2 5 3 8 2

A= -6 -19 10|, A'=]0 -1 -2 |, x=| 3

3 9 -5 30 1 1
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3.2. Gaussova elimina¢ni metoda (GEM)

Cile
Ptripomeneme GEM a posoudime vypocetni narocnost jejich ¢asti. Pro jedno-

duchost budeme uvazovat soustavy s regularni matici.

Predpokladané znalosti

Provadeéni eliminaci u soustav linedrnich rovnic.

Vyklad

Nejdifve ukdzeme GEM na piikladu. Soustavu linedrnich rovnic (3.1.3) muzeme

zapsat ve tvaru:

11 1 7 6
Ax = b, tj. 2 4 2 w | =1 16 |- (3.2.1)

V prvni fazi eliminujeme v prvnim sloupci. Prvni rovnici vynasobime cislem

mo1 = —2 resp. maz; = 1 a pricteme ke druhé resp. tieti rovnici. Dostaneme:
11 1 1 6
Aix = by, tj. 0 2 0 T =1 4
0 6 =3 T3 3
Ve druhé fazi eliminujeme ve druhém sloupci. Druhou rovnici vynasobime cislem
mge = —3 a pricteme ke tieti rovnici. Dostaneme:
11 1 T 6
Asx = by, tj. 02 0 o | = 4
00 -3 x3 -9

Posledni soustavu s horni trojuhelnikovou matici budeme zapisovat jako Ux =y,

tj. U = Ag, y = by. Pro lepsi ndzornost pouzijeme zapis po rovnicich:
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r1+x9+x3 = 6,
229 = 4, (3.2.2)
—3z3 = —9.
Odtud 23 =3, 2o =2 ax; = 1.

Na prikladu jsme vidéli,ze GEM ma dvé césti:

e doptedny chod je uprava vychozi soustavy Ax = b na soustavu Ux =y

s horni trojihelnikovou matici Uj

e zpetny chod je vypocet feseni ze soustavy Ux =y.

3.2.1. Zpétny chod GEM

Uvazujme soustavu linedrnich rovnic Ux = y s horni trojihelnikovou matici
U = (u;), uij = 0, i > j, a vektorem pravé strany y = (y;). ZapiSeme-li tuto

soustavu po jednotlivych rovnicich, dostaneme

U111 + U12T2 + ...+ UinTn = Y1,
UgoT2 + . .. + U2n Ty = Y2,

Vypocet Feseni x = (z;) se provadi postupnym dosazovénim ,od konce”.

Algoritmus (Zpétny chod GEM)

Vstup: U = (u;5), y = ().

T 1= Yn/Unn-

Proi=mn—1,...,1 pocitej i-tou nezndmou:
= (Y — UinTp — o — U1 Tig1) /Ui

Vystup: x = (z;).

Vsimnéme si poc¢tu operaci. Pii vypoctu i-té neznamé potiebujeme provést

*‘(***
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jedno déleni a n — ¢ odcitani a nasobeni. Celkovy pocet operaci je

1

dL+2(n—i)] = n* = 0.

3.2.2. Dopredny chod GEM

Dopredny chod GEM se déli na faze. V k-té fazi, 1 < k < n — 1, se provadi
eliminace v k-tém sloupci matice. Pro jednoduchost budeme ptredpokladat, ze
neni potfeba ménit poradi radku tak, jak tomu bylo v nasem tvodnim ptikladu.

Na tomto prikladu by si mél c¢tenat také ilustrovat vSechny nize uvedené pojmy.
(k)

Prvky matice na zacatku k—té faze oznacime a;;” a prvky vektoru pravé strany

agsll (na zacatku 1. féze je ag-) =a;j a aggl = b;). Eliminace provadime v k-tém

sloupci matice pod jejim diagonalnim prvkem a,(;?, kterému tikame hlavni prvek
k-té faze. Nejdiive pocitame multiplikatory k-té faze
o
my, =——2% i=k+1,....n (3.2.3)

k )
al(ck)

a pak pricteme m;p-nasobek k-tého radku k radku ¢-tému, tj.

gkt . k) +mika§j?, j=k+1,...,n+1,

ij ij

proi=k+1,...,n+ 1.

Algoritmus (Dopiedny chod GEM)

Vstup: A = (a;5), b = (b;).

%) = Qig, al%l =0, 4,5=1,...,n.

a
Prok=1,...,n—1 proved k-tou fazi:
Prot=k+1,...,n pricti my,-nasobek k-tého radku k ¢-tému radku:
= —
Proj=k+1,...,n+ 1 proved piicitani v j-tém sloupci:
gﬁl) = az(»f) -+ My a,(;;).
()

ij

Qa

(n)

Poloz u;j := a;;” pro t < j, uij := 0 pro i > j, y; = ;4 q, 4,J = 1,...,n.

Vystup: U = (u45), y = (vi)-
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Ze vzorce (3.2.3) je vidét, ze hlavni prvek musi byt nenulovy. Pokud neni,
provedeme na zacatku k-té faze vybér hlavniho prvku, viz pristi odstavec.

Vsimnéme si jeSté poctu operaci. V k-té fazi musime provést n — k déleni pti

(k+1)

vypoctu multiplikdtori a kromé toho pocitdme (n — k)(n — k + 1) prvki a;;

pomoci dvou operaci (ndsobeni a séitani). Celkovy pocet operaci je proto

;[(n —k)+2n—k)(n—k+1)] = §n3 - %712 + %n

2

Pro velka n prevazuje v poslednim vyrazu ¢len 3n3. Rikéme, ze dopfedny chod

GEM vyzaduje O(2n?) operaci.

3.2.3. Vybér hlavniho prvku

Cilem je vybrat hlavni prvek tak, aby byl co nejvétsi v absolutni hodnoteé.

V prvni fazi dopredného chodu GEM se za hlavni prvek vybere v absolutni
hodnoté nejvétsi ¢islo z prvniho sloupce matice a eliminace se provedou ve vSech
fadcich neobsahujicich hlavni prvek. V k-té fazi se cely vypocet omezi na radky,
v nichz dosud hlavni prvek nebyl vybran. Nejprve se jako hlavni prvek vybere
v absolutni hodnoté nejveétsi z ¢isel lezicich v k-tém sloupci a prislusnych radcich
a pak se provedou eliminace ve zbyvajicich tadcich.

Tento postup lze snadno realizovat prehazovanim radku. Do algoritmu do-

predného chodu GEM staci na zacatek k-té faze vsunout nésledujici doplnék:

Najdi p, p > k, takové, ze |agz)| = max{|a§,’:)|, i >k},

Prohod p-ty a k-ty fadek matice v k-té fazi.

Algoritmus dopredného chodu GEM s vybérem hlavniho prvku je pouzitelny

pro kazdou regularni matici.

Piiklad 3.2.1. Soustavu linedrnich rovnic (3.2.1) feste pomoci GEM s vybérem

hlavniho prvku.

*****
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Reseni: Vybér hlavniho prvku a eliminace v prvni fazi:

2 4 2 1 16 2 4 2 T 16
1 1 1 To = 6 5 0 —1 0 To = —2
-1 5 -4 T3 —3 0 7 =3 T3 )

Vybér hlavniho prvku a eliminace ve druhé fazi:

2 4 2 1 16 2 4 2 1 16
0 7T =3 T - 5 ) 07 -3 T2 - 5
0 -1 0 3 —2 00 -2 3 —32

Zpétnym chodem GEM vypoéitame x5 = 3, xo =2 a 2y = 1.

Kontrolni otazky
Otazka 1. Z jakych ¢asti se sklada algoritmus GEM a jak jsou vypocetné naro¢né?

Otazka 2. Proc se provadi vybér hlavniho prvku?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Soustavu linedrnich rovnic
—x1 — 3x9 + 223 = -9,
—6x; — 1929 + 1023 = —59,
3r1+ 919 — bz = 28

feSte pomoci GEM bez vybéru a s vybérem hlavniho prvku.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1. Resenim je v vektor x = (2,3,1)".
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3.3. LU-rozklad

Cile

7 Gaussovy elimina¢ni metody odvodime LU-rozklad matice.

Predpokladané znalosti

Dopredny a zpétny chod GEM. Vybér hlavniho prvku. Permutacni matice.

Vyklad

K regularni ¢tvercové matici A budeme hledat dolni trojihelnikovou matici

L a horni trojuhelnikovou matici U tak, aby platilo
A =LU.

Zacneme piikladem s matici soustavy (3.2.1). Navazeme pritom na piiklad
ze zacatku odstavee 3.2, kdy jsme pomoci doptedného GEM vytvotili z A v prv-

ni fazi A; a ve druhé fazi A,:

-1 5 —4 06 -3 00 -3

Protoze A je horni trojihelnikova matice, polozime U = A,. Zbyva ukazat, jak
vypada dolni trojuhelnikova matice L.

Prvni fazi zapiseme jako nasobeni matici My, kterou sestavime z multiplikatoru

m21:—2am31:1:
1 00 100
A, = MA, kde My=| m,, 1 0 |=]| =21 0
msy 01 1 01
1 I
o * 5k
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Podobné druhou fazi zapiSeme jako nasobeni matici My, kterd je ur¢ena mul-

tiplikatorem mgy = —3:
1 0 0 1 0 0
A, = MyA,, kde M, = 0O 1 0 |= 0 1 0
0 32 1 0 -3 1

Dosazenim dostaneme
U - A2 - MQMlA
a odtud
A =M;'M;'U.
7d4 se, ze matice L by mohl byt soucin M; 'M,;"'. Musime vsak jesté proveéfit,
zda je to opravdu dolni trojuhelnikova matice. Nejdrive si vSimnéme, ze inverzni

matice M, a M; "' majf tvar

1 00 100

Mi'=] —my 1 0 |= 210 |,
—mg 0 1 -1 01
1 0 0 100

My'=]10 1 0|=]010
0 —mg 1 031

(staci ovéfit, ze plati M;'M; =T a M; "M, =1 ). Vyndsobenim dostaneme

1 0 0 1 00
MM '=1| —my, 1 0 |=] 2 10
—TM31 —M32 1 -1 3 1

Proto miizeme polozit L = M;'M, " a plati

I
Il o =
—_
W = (@)
— (@] @)
(@] (@) —
(@) [\ —
| —
oo o

_ 49 -




3. SLR - PRIME METODY Numerické metody

Uvedeny postup lze zobecnit pro matici libovolného radu n.

Véta 3.3.1.

Necht A je matice fddu n, kterou lze dopfednym chodem GEM bez vybéru
hlavniho prvku upravit na horni trojthelnikovou matici U. Necht mg,, k =
1,....n—1,4 =k +1,...,n jsou multiplikatory k-té faze, z nichz vytvoiime
dolni trojihelnikovou matici L = (I;) tak, ze Ly, = —my, ¢ > k, l;; =1 aly, =0,

t < k. Potom plati

A =LU.

7, predchoziho odstavce vime, ze doptedny chod GEM bez vybéru hlavniho
prvku nelze provést pro kazdou matici A. Obecny tvar LU-rozkladu proto obsa-
huje jesté permutacni matici, ktera popisuje prehazovani radku, k nimz dochéazi

pii vybéru hlavniho prvku.

Véta 3.3.2.
Necht A je reguldrni matice fddu n. Pak existuje dolni trojihelnikové matice L,

horni trojihelnikova matice U a permutac¢ni matice P tadu n takové, ze

PA = LU. (3.3.1)

Dikaz: Princip dukazu je nasledujici. Prehazovani fadku v prubéhu doptedného
chodu GEM se zaznamena v permutacni matici P. Jestlize se vratime na zacatek
a vytvoiime PA (tj. prehodime taddky matice A tak, jak to vyzaduje prubéh

vypoc¢tu), pak muzeme pro tuto matici najit LU-rozklad podle véty 3.3.1. O

Pii praktickém vypoctu LU-rozkladu (3.3.1) postupujem napiiklad takto:

e vytvoifme pomocné matice U=A, P=TaL =1,

v matici U provadime doptedny chod GEM s vybérem hlavniho prvku;

v matici P piehazujeme Fddky stejné jako v matici U;

do matice L zapiSeme v kazdé fazi multiplikdtory (s opacnymi znaménky)

a pii prehozeni fadka v U piehodime v L fadky i sloupce;

nakonec dostdvdme P =P, L=L a U = U.

* X x
* *
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Piiklad 3.3.1. Vypoctéte LU-rozklad (3.3.1) pro matici

1 1 1
A= 2 4 2
-1 5 —4
Reseni:
1 1 1 1 00 1 0 0
U=| 2 4 2 |, P=lo10], L=f010

-1 5 -4

(e
(e
—
(e
(@]
—

Vybér hlavniho prvku v prvni fazi:

2 4 2 010 100
U= 111 |, P=f100], L=f[010
-1 5 —4 0 01 0 01
Eliminace v prvni fazi s multiplikatory mo; = —% ams; = %:
2 4 2 010 100

ch
I
(@]
|
—_
o
=0:
|
—_
(@)
o
=
I

N |—=

0o 7 =3

e
]
—

N [—=

Vybér hlavniho prvku ve druhé fazi:

(@i
I
o
\]
|
w
=0
I
(@)
(@n)
—_
=
I

N[ =

[\
i~
[\
(e
—
@)
R Y
—
(e
(@)

o
|
—_
o
—_
ja=)
o

N [

*****
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Numerické metody

N
/N

Eliminace ve druhé fazi s multiplikatorem mgs = %:

2 4 2 010
U=|l07 3|, P=[oo01]|, L=
00 -2 100
Vysledek e P=P,L=LaU=TU

Kontrolni otazky

Otazka 1. Jak souvisi LU-rozklad s GEM?
Otazka 2. Jak se provadi vypocet LU-rozkladu?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Pro matici

-1 -3 2
A=| -6 —-19 10
3 9 -5

vypoctéte LU-rozklad A = LU.

N | — —_

N[ =

2. Pro matici z pfedchozi tlohy vypoctéte LU-rozklad PA = LU.

3. Jaka je vypocetni naro¢nost LU-rozkladu?

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1.
1 0 0 -1 -3
L= 6 1 0|, U= 0 —1
-3 0 1 0 0
-52-
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2.
010 1 00 -6 —19 10
P=1o0o01], L=~ 10|, U= 0 -1 0
100 : -3 1 0o 0 3

3. Vypocetni narocnost je zhruba stejna jako u doptedného chodu GEM. Objem
vipoctu se zmensil o tipravu vektoru pravé strany, coz predstavuje O(n?) operaci.

Platf O(2n?) — O(n?) = O(3n?).

_53-
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0=

3.4. Pouziti LU-rozkladu

Cile

LU-rozklad pouzijeme pro teseni zakladnich tloh linedrni algebry.

Ptedpokladané znalosti

Vypocet LU-rozkladu.
Vyklad

3.4.1. ReSeni soustav linearnich rovnic

Uvazujme soustavu linearnich rovnic
Ax =D

s regularni ¢tvercovou matici fadu n a predpokladejme, ze P, L a U jsou matice,

které tvoii LU-rozklad PA = LU. Plati nasledujici ekvivalence:
Ax=b - PAx=Pb <« LUx=Pb.
Posledni rovnici rozlozime s vyuzitim pomocné proménné y na dvé rovnice
Ly=Pb, Ux=y

a dostavame nasledujici algoritmus.

Algoritmus

Vstup: A, b.

Krok 1: Vypocti matice P, L a U, které tvoii LU-rozklad PA = LU.
Krok 2: Vytes soustavu linearnich rovnic Ly = Pb.

Krok 3: Vytes soustavu linearnich rovnic Ux =y.

Vystup: x.

*****
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Protoze matice L a U jsou trojuhelnikové, staci k provedeni kroku 2 a 3 zhruba
20(n?) operaci. Krok 1 je podstatné pracnéjsi, vyzaduje totiz O(%n?’) operaci.
Podrobnym rozborem se da ukéazat, ze pracnost celého algoritmu je naprosto

stejnd jako pracnost Gaussovy elimina¢ni metody.

Priklad 3.4.1. Pomoci LU-rozkladu PA = LU resSte soustavu

1 1 1 T 6
2 4 2 Ty | = 16
-1 5 —4 ZI3 -3

Reseni: LU-rozklad pro matici této soustavy jsme vypocitali v Pifkladu 3.3.1.:

010 100 2 4 2
P=]loo01]|, L=(-L 10|, U=]07 =3 (3.4.1)
100 5 —7 1 00 -2

010 6 16
Pb=| 0 0 1 6 | =1 -3
100 -3 6
Mame tedy tesit soustavu
1 00 U1 16
—% 10 Y2 = -3
y —7 L)\ 6
Odtud postupné vypocitame y; = 16, yo = 5 a y3 = —%. Soustava ve tietim
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kroku algoritmu ma tvar

2 4 2 T 16
07 -3 To = 5)
3 9

7 ni postupné vypocitame teseni x3 =3, 1o =2 a x; = 1.

3.4.2. Vypocet inverzni matice

Pfipomenime, ze pro inverzni matici plati AA™" = I. Oznaéime-li a® ity slou-
pec matice inverzni A™! a e ity sloupec matice jednotkové I, pak muzeme
uvedenou rovnost zapsat jako A(a®, ... a™) = (e, ... e() apo roznisobeni

jako

Protoze matice je u vSech soustav stejnd, staci pii jejich feseni vypocitat LU-

rozklad jenom jednou.

Algoritmus
Vstup: A.
Krok 1: Vypocti matice P, L a U, které tvoti LU-rozklad PA = LU.
Proi=1,...,n vypocti ity sloupec inverzni matice:
Krok 2: Vyfes soustavu linedrnich rovnic Ly = Pb, kde b = e(®;
Krok 3: Vyies soustavu linedrnich rovnic Ux =y a poloz a®) = x.

Vystup: A~ = (aM, ... a®).

Vypocetni ndrocnost je O(2n?®) v kroku 1 a n-krdt 20(n?) v krocich 2 a 3.
Celkem tedy vyzaduje algoritmus O(%n:”) operaci, coz je zhruba ¢tytikrat vic nez

pii TeSeni soustavy linearnich rovnic.

* X x

* *
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Piiklad 3.4.2. Vypoctéte inverzni matici A~! k matici

11 1
A= 2 4 2
-1 5 —4

Reseni: LU-rozklad tvoif matice (3.4.1). Podle algoritmu déle pocitdme po-

stupné jednotlivé sloupce inverzni matice.

Pro ¢+ =1 v kroku druhém ftesime Ly = P( é >:
0

1 00 " 0 0
L _1 g ¥s | |

Pro ¢ =1 v kroku tretim fesime Ux =

1 00 " 1 1
1 — — 1
1 1 -3
s 7 L Ys 0 52

Pro i = 2 v kroku tretim fesime Ux = y:

2 4 2 ) 1 —3

_ 1 _ 1 — o(2)
0O 7 -3 o == 3 - X = 3 =a
00 =2 3 = 1

* X x
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Pro i = 3 v kroku druhém fesime Ly = P( 8 ):

1

100 1 0 0
3 10 flw]|=1] = vy=|1
1 1 1
s 7 1 Ys 0 7
Pro i = 3 v kroku tretim fesime Ux = y:
2 4 2 T 0 %
3 1 1
Vypocitali jsme inverzni matici:
33 1
3 2 3
-1 _ @) 4(2) 403)y = 1
A - (a ,a,a ) - —1 b} 0
7 1
-5 1 =3

3.4.3. Vypocet determinantu

Pouzijeme jedno ze zakladnich pravidel pro poéitani s determinanty, které rika, ze
determinant ze soucinu (¢tvercovych) matic se rovnd soucinu jejich determinantu.

Jestlize matice P, L a U tvoii LU-rozklad PA = LU, pak muzeme psat

det A = (det P)™' - det L - det U.

Determinanty trojuhelnikovych matic vypocéitame snadno jako souc¢iny jejich dia-
gonalnich prvku. Determinant permutacni matice je +1, resp. —1 podle toho,

jestli vznikla z jednotkové matice sudym, resp. lichym poctem prehozeni radku.

* X x

* *
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Priklad 3.4.3. Vypocitejte determinat matice A z piikladu 3.3.1.

Reseni: Pomoci vysledku pifkladu 3.3.1. dostdvéme

detL = 1-1-1 = 1,

detU = 2.7-— = —06.

Protoze pti vypoctu LU-rozkladu doslo ke dvéema zaménam radku, bude det P =

1. Celkem je det A =1-1-(—6) = —6.

Kontrolni otazky

Otazka 1. Jak se pomoci LU-rozkladu fesi soustava linearnich rovnic?
Otéazka 2. Jak se pomoci LU-rozkladu pocitd inverzni matice?

Otéazka 3. Jak se pomoci LU-rozkladu pocita determinant?
l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Soustavu linedrnich rovnic
—X — 3$2 + 2ZE3 = —9,
—6x; — 1929 + 1023 = —59,
3r1+ 919 — bz = 28
feste pomoci LU-rozkladu A = LU.

2. Soustavu linearnich rovnic z prvni tlohy feste pomoci LU-rozkladu PA = LU.

3. Pro matici

-1 -3 2
A=1] -6 —19 10
3 9 -5

vypoctéte inverzni matici pomoci LU-rozkladu A = LU.

4. K predchozi matici vypoctéte inverzni matici pomoci LU-rozkladu PA = LU.

- 50 -
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5. Vypoctéte determinant matice z 3. tlohy pomoci LU-rozkladu A = LU.
6. Vypoctéte determinant matice z 3. tilohy pomoci LU-rozkladu PA = LU.

7. Kolik operaci je potfeba pii vypoctu determinantu matice pomoci LU-rozkladu?

Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. Dostaneme y = (=9, —-5,1)" ax = (2,3,1)".
2. Dostaneme y = (=59, -3, %) ax =(2,3,1)".

3.Proi=1ljey = (1,6,-3)", proi = 2jey = (0,1,0)" a proi = 3 je

y = (0,0,1)". Inverzni matice m4 tvar

A'=10 -1 =2

4. Proi=1jey = (0,0,1)", proi =2jey = (1,5,0)" aproi = 3 je
y = (0,1, %)T Inverzni matice je stejna jako v predchozi uloze.
5.detL=1,detU=1adetA = 1.

6.detP=1,detL=1,detU=1adetA = 1.

7. Zhruba O(3n?) operaci.

* X x
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3.5. Maticové normy a podminénost matic

Cile

V prvni kapitole jsme v definici 1.2.2. zavedli ¢islo podminénosti tlohy, které
vyjadiuje citlivost na ruzné typy poruch. Stejny smysl ma ¢islo podminénosti

matice.

Predpokladané znalosti

Maticové operace. Absolutni hodnota.

Vyklad

P1i posuzovani poruch u maticovych vypoctu je potieba néjakym zpusobem
merit ,,velikost” matic a vektoru. Pro tyto ucely se zavadi norma matice, ktera

je zobecnénim funkce absolutni hodnota pro realna cisla.

o=

Definice 3.5.1.
Norma matice je zobrazeni, které kazdé matici A = (a;;) typu m x n piitadi

c¢islo [|A tak, ze plati:
(i)  ||A|l > 0 a ptitom ||A|| = 0, pravé kdyz A je matice nulova,
(i) |leA|l = | - ||A| pro kazdé redlné éislo o

(iii) [|[A+BJ < ||A|+]|B|| pro kazdou matici B stejného typu jako je matice A.

Zakladni maticové normy jsou:
n
e 7ddkovd norma: ||Allr = max Z |ail;
i=1,....m el
m
e sloupcovd norma: ||Alls = max Z |aij;
j=1,...,n
i=1
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e Frobeniova norma: ||Allr =

11 1
A= 2 4 2
-1 5 —4

a pro matici inverzni A~'.
Reseni: Dostavame

|Allg = max{1+1+1,244+2,1+5+4} = 10,

IAlls = max{l1+2+1,1+4+51+2+4} = 10,

|Alp = VI+1+14+4+16+4+1+25+16 = V69 = 8.3066.

Matici inverzni A™' jsem vypoéitali v pifkladu 3.4.2. Pomoci tohoto vysledku

dostaneme

) 37 . 23 o
|A 1||R:€, A7 s = 3 |A7Y|F = 5.38.

Véta 3.5.1.
Necht A je matice typu m x n a B je matice typu n x p. Pro fddkovou, sloupcovou

a Frobeniovu normu plati:

IAB|| < [|A[lIBI| (3.5.1)

Diukaz: Platnost tvrzeni ukazeme pouze pro fadkovou normu, ostatni piipady
ponechame jako cviceni. Prvky matice sou¢inu C = AB jsou urceny predpisem

n
Cij = D _p—y Qikby;. Proto

p P n
IABllz = max eyl = max Y Y auby| <
T =1 S k=1

j=1 k=
*‘(***
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p n n p
<  max E E laix||br;] = max E |aik|§ by
i=1,....m i=1,....m -

k=1 7j=1

j=1 k=1

n p
< max Yy fay| max Y |byl = [|A]lg|Bllr.
i=1,....m = I=1,....n =

Definice 3.5.2.

Cislo podminénosti reguldrni ¢tvercové matice A je definovano predpisem

K(A) = [A[IATY].

Priklad 3.5.2. Vypoctéte cislo podminénosti matice z ptikladu 3.5.1. pomoci

radkové, sloupcové a Frobeniovy normy.

Reseni: S vyuzitim vysledku pifkladu 3.5.1. dostaneme:

kr(A) =61.67, rg(A)=T76.67, rp(A)=44.69.

Véta 3.5.2.
Necht A je reguldrni ¢tvercovd matice fadu n a necht b a x jsou nenulové n-

slozkové vektory takové, ze plati:
Ax =b.

Déle nechf b a x jsou n-slozkové vektory takové, ze plati
Ax =b.

Potom R
[x — x| b — b

K(A) (3.5.2)
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a pomoci (3.5.1) odtud dostaneme
x|~ < |AfIbl~" resp.  [lx —x[| < [[A7Y[|b —b].

Vynédsobenim téchto nerovnosti vznikne tvrzeni (3.5.2). O

Nerovnost (3.5.2) tikd, ze pii velké hodnoté x(A) muze mald porucha ve vek-
toru b vyvolat velkou zménu v feseni. Vypocty s matici, ktera ma velké cislo
podminénosti, jsou zpravidla znehodnoceny kumulaci zaokrouhlovacich chyb, jak

ukazuje nasledujici ptiklad.
Priklad 3.5.3. Vypocteme ¢isla podminénosti Hilbertovy matice
1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

radu n = 5, 10, 15, 20, 25 a pokusime se vypocitat inverzni matici.
Reseni: Cisla podminénosti jsou zaznamendna v tabulce 3.5.1. Posledni sloupec

Tabulka 3.5.1: Podminénost Hilbertovy matici A.

n | k@A) JAAT T
5 | 4.8 x10° 1.4 x 1071
10 1.6 x 10"  3.3x 1073
15 ] 1.1 x 108 2.8 x 103
20 | 2.5 x 10%8 2.6 x 10
25 | 1.0 x 1036 1.3 x 10¥

tabulky ukazuje, jak se (na pocitaci) podarilo vypocitat inverzni matice. Je videét,

ze pro fad n = 15 a vysi jsou vysledky naprosto nesmyslné.

*****
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Kontrolni otazky

Otéazka 1. Jak se definuje norma matice?

Otéazka 2. Co vyjadruje ¢islo podminénosti matice?

Ulohy k samostatnému feseni

1. Pro matici

-1 -3 2
A=| -6 —-19 10
3 9 -5

vypoctéte ¢islo podminénosti pomoci fadkové, sloupcové a Frobeniovy normy.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni
1. |A|lg = 35, |[A 7Yz = 16, kr(A) = 560; |Alls = 31, |[A7 ||s = 11,
ks(A) = 341; ||Al|F = 25.02, ||[A7 ||z = 10.63, kp(A) = 265.96.

Shrnuti lekce
V kapitole jsme se zabyvali Gaussovou elimina¢ni metodou vyjadrenou na ma-
ticové trovni jako LU-rozklad. Déle jsme ukazali, ze vypocty mohou byt pod-
statné ovlivnény nahromadénim zaokrouhlovacich chyb, coz lze rozpoznat pomoci

¢isla podminénosti.
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4. SLR — iteracni metody

Privodce studiem

Itera¢ni metody umoznuji fesit soustavy linearnich rovnic pomoci postupného
piiblizovani k presnému feseni. Pocité se posloupnost vektori aproximaci {x®*)}
takova, ze

lim x®) = x,  kde x je FeSenim Ax = b.

k—oo

Presné feseni tedy dostaneme v limité, tj. formalné po nekoneéném poctu kroku.Vy-

hody iteracnich metod jsou tyto:

o V kazdé iteraci zndme aprozimaci eieni *). Pokud je tato aproximace

dostatecné presnd, pak vypocet ukoncime.

o V kazZdé iteraci je nejpracnéjsi operaci ndsobeni matice a vektoru. Jedna
se o operaci, kterd je algoritmicky podstatné jednodussi nez GEM a lze ji
snadno provést i pro rozsahlé ridké matice, tj. pro matice s velkym poctem

(neulozenych) nulovych prvku.

e [teracni metody jsou méné citlivé na zaokrouhlovaci chyby nez metody primé.
Na kazdou iteraci muzeme nahlizet jako na pocatecéni. Zaokrouhlovaci chyby
z predchozich iteraci proto vymizi, pokud v dalsim vypoctu dojde ke kon-
vergenci. Nékteré specidlni iteracni metody byly navrzeny pro zpiresnéni

vysledku vypocitanych pomoci pfimych metod.

Zhruba plati néasledujici déleni: pfimé metody se pouzivaji, je-li matice sou-
stavy mald (1 < n < 10000), plnd a dobfe podminénd; iteraéni metody se

pouzivaji pro velké soustavy (n > 10000) s fidkou matici.

* X x
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4.1.

Cile

Priklad iteracniho vypoctu

Uvedeme piiklady itera¢niho feSeni soustav linedrnich rovnic a ukdzeme na

nich, ze vypocet muze konvergovat, ale i divergovat.

Predpokladané znalosti

Reseni soustav linedrnich rovnic. Provadéni rekurentnich vypocti.

Vyklad

Uvazujme soustavu linearnich rovnic

11z + 225 4+ 23
T+ 10[1)2 + 2ZL’3

21’1 + 3ZL’2 - 8ZL’3

Soustavu nejdiive prevedeme na tvar vhodny pro vypocet iteraci, tzv. iteracni

= 15, 1 2 1 7 15

— 16, resp. 110 2 o | =] 16

= 1, 2 3 -8 s 1
(4.1.1)

tvar. Provadi se to tak, ze z kazdé rovnice vyjadiime jednu neznamou. Naptiklad:

tj.

1o

X2

xs

rK =

Ty —

r3 =

£ (15 — 225 — x3),
(16 — 2y — 2a3), (4.1.2)

$(—1+ 2z + 3x,),

2 _ 1 15

0 11 11 ! 11

— _ 1 _1 8
10 0 5 ry |+ 5

1 3 1

1 ) 0 3 g

4 ——
-
CJ dJ
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Jind moznost:

vy = 15—10x1 — 229 — 23
Ty = 16—y — 9r9 — 213, (4.1.3)
xr3 = —1+2$1+3$2—7$3,
tj.

T —-10 -2 -1 T 15

Ty | = -1 -9 -2 Ty | t+ 16

T3 2 3 =7 T3 —1
~ ~ ~ ——

Cs d;

Takovych prevodu existuje ziejmé nekoneéné mnoho, ale jenom nékteré povedou
ke konvergentnimu vypoctu.
Z rovnic (4.1.2) a (4.1.3) dostaneme rekurentni vzorce pripsanim iteracniho

indexu k£ + 1 k nezndmym na levé strané a k k neznamym na pravé strané.

Dostavame
A = 15— 2 — ),
D 1(16— 2 2y, tj. x* D =C,x® +d;, (4.1.4)
xékﬂ) = i(- 14 22 + 327y,

a

xgk:—i—l) = 15— 1012,& 2I(k) i(’)k)7
A 16 P 08 L ) G idy, (415)

xékﬂ) = —1+2x1 +3x2 — Ty,

Nynf zvolime poc¢atecni aproximaci x(© = (:1:50), xg ), a::()) ))T, napi. x(¥ = (0,0,0)7.

Tyto hodnoty dosadime do pravé strany rekurentnich vzorcu (4.1.4) a dostaneme

xW= (1L 16 _1)7
117 10° 8

* X x

* *
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Jestlize takto pokracujeme dale, dostavame

x(®) = (1.0841,1.4886, 0.81591) ",

x® = (1.0188,1.3284, 0.70426) ",

Provedeme-li nékolik dalsich iteraci, zjistime, zZe se ¢islice na prvnich desetinnych

mistech za¢nou po chvili opakovat. Dostaneme pfitom vektor
x = (1.0564, 1.3642,0.65069) ',

o némz se muzeme domnivat, ze je aproximaci presného feseni soustavy (4.1.1).

Jestlize analogicky poc¢itame podle rekurentnich vzorcu (4.1.5), dostaneme

xV = (15,16, 1) 7,
x? = (=166, —141,84) ",

e

(1873,1283,—1344) ",

Zde zadnou tendenci ke konvergenci nevidime a je proto pravdépodobné, ze po-

sloupnost iteraci diverguje.

Kontrolni otazky

Otazka 1. V ¢em spociva zakladni rozdil mezi pfimymi a itera¢nimi metodami?

Otéazka 2. Jaké jsou vyhody a nevyhody piimych a iteracnich metod?

Ulohy k samostatnému feseni

1. Pro soustavu linedrnich rovnic
—x; — 3% + 213 = -9,
—6x7 — 1929 + 1023 = —59,

3r1+ 919 — bz = 28
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navrhnéte dva iteracni tvary pomoci postupu z odstavce 4.1.

2. U kterého z navrzenych iteracnich tvaru vypocet konverguje?

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1. Rekurentni vzorce pro prvni iteracni tvar:

2FD = 9 30 4 22V,

2 = 559 — 62 + 102",
:Eékﬂ) = %(—28 + 3:1:516) - 9:1:9);

rekurentni vzorce pro druhy iteracni tvar:
2 = 930l 422,
2 = 59 — 62" — 18287 + 1027,

argkﬂ) = —28+ 3:cgk) + Qxék) — 4:1::(;“).
2. Jestlize zkusime vypocet provést, zjistime, ze dochazi k divergenci v obou

pripadech. Rozpoznanim konvergentniho vypoctu z vlastnosti matice soustavy se

budeme zabyvat v dalsich odstavcich.

* X x
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4.2. Obecné iteracni metody

Cile

Ukazeme obecny postup pro iteracni feseni soustav linearnich rovnic a uve-

deme jeho dvé zakladni varianty.

Predpokladané znalosti

Priklady itera¢niho feseni soustav linedrnich rovnic.

Vyklad

Uvazujme soustavu linearnich rovnic
Ax=b (4.2.1)

s reguldrni ¢tvercovou matici A = (a;;) fadu n, vektorem pravé strany b =
(b;) a vektorem nezndmych x = (z;). Soustavu (4.2.1) pfepiSme na ekvivalentni

soustavu v iteracnim tvaru

x = Cx +d, (4.2.2)

kde C je iteracni matice Tadu n a d je sloupcovy vektor. Musi pritom platit, ze
rovnice (4.2.1) a (4.2.2) maji stejné fFeseni.
Necht x(© je dand pocateéni aproximace. Iteraéni vypocet provadime podle

rekurentniho vzorce
x*D) — cx® +d, k=0,1,2,.... (4.2.3)

Jestlize posloupnost vektort {x*} konverguje k vektoru x, pak limitnim piechodem
v (4.2.3) dostaneme, Ze x je FeSenim rovnice (4.2.2) a také (4.2.1).
Jak uvidime pozdéji, volba pocatecni aproximace neovlivni konvergenci, takze

vektor x(© muzeme zvolit libovolné. Vypocet ukonéime, jestlize dvé posledni

* X x

* *
A _71 -
* *

* 5k

o=




4. SLR - ITERACNI METODY Numerické metody

aproximace se od sebe lis{ ne vice, nez kolik je pozadovand presnost, tj. jestlize

je splnéno ukoncovaci kritérium
[x*HD — x| < ¢, (4.2.4)

kde € > 0 je dané malé ¢islo a ||-|| je vhodnd norma. V nasich piikladech pouzijeme

ukoncovaci kritérium s radkovou normou.

Algoritmus (Itera¢ni feseni SLR)
Vstup: C, d, x(©, .
Opakuj
xF+) = Cx® + q;
dokud [|x*+D) — x®)|| > ¢,

Vystup: x*),

4.2.1. Jacobiova metoda

Jacobiovu metodu jsme si jiz ukdzali pii feseni soustavy (4.1.1) v odstavci 4.1.
Jsou to rekurentni vzorce (4.1.4). Nyni si ji probereme obecné.
Budeme predpoklddat, ze diagondlni prvky matice soustavy (4.2.1) jsou ne-

nulové, tj. a; # 0. Z i-té rovnice
ailxl—i—aigxg—i—...—l—amxn:bi, izl,...,n,

vyjadiime ¢-tou nezndmou
1 i—1 n
xI; = a— bz— E Qijl5 — E Qg5 |, Z:L,n
v j=1 j=it1
Jacobiova metoda je uréena rekurentnimi vzorci
1 i—1 n
(k+1) _ (k) (k) L
x,; =— b; — g Ty — E aigry’ |, i=1,...,n, (4.2.5)
v j=1 j=i+1

prok=0,1,2,....

* X x
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Vsimnéme si jesté, ze vzorce (4.2.5) muzeme zapsat v obecném maticovém

tvaru (4.2.3), jestlize polozime C = C; a d = d, kde

0 _wm2  _as _Qin b1
all all aill a1l
a2 0 __as3 __a2n b
a22 a22 a22 a22
Cy=| —m —m o . o_m | od=| | (420
ass ass ass ass
_On1  __Gn2 __ Qn3 0 bn
ann Ann ann e Ann

Pomoci aditivntho rozkladu matice A = (a;;),
A=L+D+U, (4.2.7)

kde L = (lm‘), lij = U4y, T > j, lij = 0, 1 < j, je dolni trojﬁhelnikové éést,
D = (di]’), d“ = 5, dij = 0, 7 7é j, je diagonélni cast a U = (Uij), Ui = 0, 1> j,

wij = aij, © < j, je horni trojuhelnikova cast, muzeme struc¢né psat

C;,=-D(L+U), d;=D"b.

Piiklad 4.2.1. Soustavu linearnich rovnic (4.1.1) feste pomoci Jacobiovy me-

tody s presnosti e = 107

Reseni: Vypocet se provadi podle rekurentnich vzorct (4.1.4). Zacatek vipoctu

jsme naznacili v odstavci 4.1. Nyni vSe shrneme v tabulce 4.2.1, kde kromé aproxi-

k k—1)_

maci x*) uvadime fadkové normy ||x! x®)||. Nazna¢me jesté vypocet prvnich

dvou norem:

[ = x| = max{|} — 0], |5 — 0], | = § = 0]} = L6,
[x® — xW||p = max{|1.0841 — 22|, |1.4886 — 13|, |0.8159 + £|} = 0.9409,

atd.

Vypocet jsme ukoncili po desaté iteraci, protoze ||x1? —x® |z = 0.00005 < 1074,
a vysledek je z; = 1.0564 £ 107%, 25 = 1.3642 £ 107*, 253 = 0.6507 £ 10~%.
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Tabulka 4.2.1: Iterace Jacobiovy metody.

S S SO N e S
0 0 0 0 —

1 ] 1.3636 1.6000 —0.1250 1.60000
2 | 1.0841 1.4886  0.8159 0.94091
3 | 1.0188 1.3284  0.7043 0.16023
4 | 1.0581 1.3573  0.6279 0.07641
5 1 1.0598 1.3686  0.6485 0.02064
6 | 1.0558 1.3643  0.6532 0.00468
71 1.0562 1.3638  0.6506 0.00260
8 | 1.0565 1.3643  0.6505 0.00048
9 | 1.0565 1.3643  0.6507 0.00027
10 | 1.0564 1.3642  0.6507 0.00005

4.2.2. Gauss-Seidelova metoda

Zacneme piikladem. Pro feseni soustavy linearnich rovnic (4.1.1) jsme pouzili Ja-

cobiovu metodu, kterd je urcena rekurentnimi vzorci (4.1.4). Podle téchto vzorcu

se pocitaji v k-té iteraci slozky nové aproximace x**+Y postupné, tj. nejdifve
xgkﬂ) pak xékﬂ) a nakonec :Eék+1). Ptitom se stale pouzivaji slozky z predchozi

(k) .(K)

. . k
aproximace, tj. xy’, Ty a :1::(3)

. Tento postup muzeme snadno vylepsit. Staci

si uvédomit, ze pfi vypoctu xékﬂ) muzeme pouzit presnéjsi aproximaci xgkﬂ)
namisto méné presné xgk). Podobné muzme pii vypoctu xékﬂ) pouzit presnéjsi
aproximace azgkﬂ) a xékﬂ) namisto méné presnych azgk) a :cgk). Puvodni rekurentni
vzorce (4.1.1) se tak zméni na tvar
k+1 k k
azg ) = 1—11(15—2:cé)—a:g)),
k41 k k
g;é o 75(16 — xg o 23:§, N, (4.2.8)

coz je Gauss-Seidelova metoda.
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Piiklad 4.2.2. Soustavu linearnich rovnic (4.1.1) feste pomoci Gauss-Seidelovy

metody s presnosti € = 1074

Reseni: Vypocet podle vzorci (4.2.8) je zaznamendn v tabulce 4.2.2.

Tabulka 4.2.2: Iterace Gauss-Seidelovy metody.

B2 a e | - xE D),
0 0 0 0 —
111.3636 1.4636 0.7648 1.46364

2| 1.0280 1.3442 0.6361 0.33564

31 1.0614 1.3666 0.6528 0.03341

41 1.0558 1.3639 0.6504 0.00559

5 | 1.0565 1.3643 0.6507 0.00073

6 | 1.0564 1.3642 0.6507 0.00011

71 1.0564 1.3642 0.6507 0.00001

Vypocet jsme ukoncili uz po sedmé iteraci, protoze ||x(7 — x|z = 0.00001 <

1074, a vysledek je z; = 1.0564 4+ 107%, 25 = 1.3642 4 107*, 23 = 0.6507 4= 10~

Pozndmka
Z prikladi 4.2.1. a 4.2.2. je vidét, Ze Gauss-Seidelova metoda je rychlejsi nez me-
toda Jacobiova. Fxistuji ale priklady, kdy Jacobiova metoda konverguje, zatimco

Gauss-Seidelova metoda diverguje.

Pro obecnou soustavu (4.2.1), kde a;; # 0, je Gauss-Seidelova metoda uréena

rekurentnimi vzorci
1 i—1 n
k41 k+1 k ,
xg = — (bi —Zaijazg- T _ Z aijxg )> , i=1,....n (4.2.9)
i j=1 j=i+1
prok=0,1,2,....
Nyni neni na prvni pohled jasné, jak tyto vzorce zapsat v maticovém tvaru

(4.2.3). Podivejme se proto jesté na nas priklad. Jestlize v (4.2.8) prevedeme na
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levou stranu vsechny ¢leny obsahujici slozky nové aproximace, dostaneme

112+ = 15— 223" — a2l
oY 41025 = 16— 223",
—2x§k+l) — 3xék+l) + Sxékﬂ) = —1.

Odtud je vidét, ze vypocet nové aproximace x*+1) z aproximace predchozi x*)

muzeme interpretovat také jako Teseni soustavy linedrnich rovnic s dolni troj-
thelnikovou matici. Pomoci aditivntho rozkladu (4.2.7) matice A to zapiSeme
jako

(L4 D)x® = —uUx® 1+ b
a po uprave

x") = (L +D)"'Ux® + (L + D) 'b.

Obecné rekurentni vzorce (4.2.3) proto popisuji Gauss-Seidelovu metodu,

kdyz v nich polozime C = Cgg a d = dgg, kde

Cgs = —(L+D)'U, dgg=(L+D)'b.

Kontrolni otazky

Otéazka 1. Jak vypada obecné schéma iteracniho feseni soustav linearnich rovnic?
Otazka 2. Jak se provadi vypocet u Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody? Ktera

z nich je rychlejsi?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Soustavu linearnich rovnic
4.171 — X9 + 2.275 = —12,
2.271 + 5332 +x3 = 5,

$1+$2—3$3 = —4

* X x
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feste pomoci Jacobiovy metody s piesnosti € = 1072,
2. V predchozi tloze pouzijte pti feseni Gauss-Seidelovu metodu.
3. Upravte obecny algoritmus pro iterac¢ni feseni soustav linedrnich rovnic tak,

aby vyjadtroval Jacobiovu resp. Gauss-Seidelovu metodu.

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. Rekurentni vzorce pro Jacobiovu metodu maji tvar

A = L1z a2,

A 2 352l af)
:Eék+l) = %(4+x§k)+azgk)).

P1i nulové pocatecni aproximaci dojdeme na pozadovanou presnost v jedenacté
iteraci; r; = —2.9955 + 1072, 25 = 2.0019 £ 1072, 25 = 1.0011 + 1072

2. Rekurentni vzorce pro Gauss-Seidelovu metodu maji tvar

A L1242,
mgk'i‘l) _ %(5 _ 2335]{?"(‘1) _ mék))’
xgkﬂ) = 4+ 2FTD gy,

P1i nulové pocatecni aproximaci dojdeme na pozadovanou piesnost ve ctvrté
iteraci; z1 = —2.9991 + 1072, 25 = 1.9998 + 1072, 23 = 1.0002 + 1072,

3. Vstupni parametry C a d u puvodniho algoritmu nahradime za A = (a;)
a b = (b;). Maticovy vypocet nové iterace x**1) zapiseme rekurentnimi vzorci

(4.2.5) resp. (4.2.9).
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4.3. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

Cile
Pripomeneme, jak se definuji a pocitaji vlastni ¢isla a vlastni vektory matic.
Poznatky z tohoto odstavce jsou zakladem pri posuzovani konvergence iteracnich

metod.

Predpokladané znalosti
Vypocty determinantt, feSeni algebraickych rovnic, feseni soustav linearnich
rovnic se singularni matici, linedrni zavislost a nezavislost vektoru, ortogonalita

vektoru, baze.

Vyklad

Ulohu na vlastni ¢fsla pripomeneme na piikladu.

Priklad 4.3.1. Uvazujme matici

A=|2 21 [. (4.3.1)

Urcete takova cisla A, pro ktera ma soustava linearnich rovnic Av = Av nenulové

reSeni a toto TeSeni vypoctéte.

ResSeni: Soustavu piepiseme do tvaru:

2—X 0 0 U1 0
(A= A)v= 2 2—A 1 vp | =10
1 1 2—A U3 0

* X x
* *
* * - 78 -
* X
* %
4



Numerické metody 4. SLR - ITERACNI METODY

situace, kdy existuje jesté dalsi feseni nenulové. V takovém ptipadé ale musi byt

nulovy determinant matice soustavy, takze pro ¢islo A\ plati
det(A — AI) = =\* + 60 — 11\ +6 = 0.

Dostali jsme algebraickou rovnici tfetiho stupné a pouze pro jeji tii kofeny A\; = 3,
Ao = 2 a A3 = 1 bude mit uvazovana soustava nenulova reseni. Najdeme je ze tii

soustav linedarnich rovnic

(A-3)v=0, (A-2I)v=0, (A-1I)v=0,

tj.
-1 0 O U1 0 000 V1 0
2 -1 1 ve | = | 0 |, 2 01 v | =1 0 |,
1 1 -1 Vs 0 110 Vs 0
1 00 U1 0
2 1 1 vo | =10
1 11 U3 0

Vytesenim téchto soustav dostaneme
vi=(0,7,7)", vo={(s,—5,-25)", vs=(0,t,—t)",

kde r, s a t jsou libovolna nenulova ¢isla. Vidime, ze kazda soustava ma nekonecné

mnoho feseni. Konkrétni volbou 7, s a t dostaneme naprtiklad

vi=(0,1,1)", vo=(1,-1,-2)", wv3=(0,1,-1)".
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Definice 4.3.1.
Necht A je ¢tvercové matice fadu n. Cislo A (obecné komplexni), pro které ma

soustava

Av=2JXv, resp. (A—A)v=0

nenulové Teseni, se nazyva vlastni ¢islo matice A a jemu odpovidajici nenulové

feSenf v = (v1,vy,...,v,) " se nazyva vlastni vektor matice A.

Je zirejmé, ze cislo A je vlastnim ¢islem matice A pravé tehdy, kdyz je kofenem

charakteristického polynomu
pa(\) =det(A — M) = (=1)" X"+ A" P+ e )+ e

Odtud plyne, ze kazda ¢tvercova matice fadu n ma prave n vlastnich ¢isel, pokud

kazdé vlastni ¢islo pocitame tolikrat, kolik je nasobnost kotene.

Poznamka

Viastni ¢isla muzeme hledat jako resent rovnice pa(\) = 0 metodami z kapitoly 2.
Tento postup je vSak obtizny pro veétsi hodnoty n, protoZe je pracné vypocitat

koeficienty charakteristického polynomu c;.

Snadno lze ur¢it vlastni ¢isla u horni trojihelnikové matice U = (u;;), u;; = 0
pro ¢ > j. Jsou to vSechny diagondlni prvky w;;, protoze z definice determinantu

plyne, ze charakteristicky polynom ma tvar
pu<>\) = (ull — )\)(UQQ — )\) Ce (unn — )\)

Stejné tvrzeni plati samoziejmé i pro dolni trojihelnikovou matici.

P1i vySetfovani konvergence itera¢nich metod budeme vyuzivat nasledujici

vetu.

* X x
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Véta 4.3.1.
Necht ) je vlastni ¢fslo matice A, které odpovidéd vlastnimu vektoru v, ¢ je dané
redlné ¢islo a k je ¢islo piirozené. Potom eAF je vlastni ¢slo matice cA”, které

odpovida vlastnimu vektoru v.

Ditkaz: Jestlize Av = \v, potom cA*v = cAA* v = . = el O

Nyni si v8imneme vlastnich vektoru. V tvodnim piikladu jsme vidéli, ze
vlastni vektory odpovidajici ruznym vlastnim cislum jsou linedrné nezavislé.
Toto tvrzeni plati obecné, takze matice fadu n, muze mit (nejvyse) n linedrné
nezavislych vektoru. Tyto vektory pak tvori bazi v prostoru n-slozkovych arit-
metickych vektoru. Nasledujici priklad ukazuje, ze matice nemusi mit vzdy plny

pocet linearné nezavislych vlastnich vektoru.

Priiklad 4.3.2. Urcete vlastni cisla a vlastni vektory pro matice

200 210
A=o0o20], B=|lo020]|,

00 2 00 2

200 210
C=10211], D=0 21

0 0 2 00 2

ReSeni: Vsechny matice jsou trojihelnikové a majf stejny charakteristicky po-

lynom
pa(d) =ps(N) = pc(A) = pp(A) = (2= N)°.

Cislo A = 2 je tedy (trojnasobnym) vlastnim ¢islem véech Gty matic. Postupem

z piikladu 4.3.1. zjistime, Ze matice A ma tii linedrné nezavislé vlastni vektory

Vi = (L Oﬂo)Ta Vo = (Oa 170)T7 V3 = (O, 07 1)T
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(kazdd nenulova linedrni kombinace téchto vektoru je také vlastnim vektorem
matice A). Pro matici B se podafi najit pouze dva linedrné nezavislé vlastni
vektory vi a v3. Matice C ma opét dva vlastni vektory, nyni to jsou vektory vy

a vy. Konecné matice D ma jediny vlastni vektor vy. O

V aplikacich se casto vyskytuji symetrické matice, pro néz plati nasledujici

tvrzeni.

Véta 4.3.2.

Necht A je symetrickd ¢tvercovd matice, tj. A = A", Potom platf:

(i) vSechna vlastni ¢isla jsou redlné;

(ii) vlastni vektory odpovidajici ruznym vlastnim ¢islim jsou ortogonalni;
(iii) k-ndsobnému vlastnimu ¢islu odpovida k linedrné nezavislych vlastnich

vektoru, které lze zvolit tak, aby byly ortogondlni.

Poznamka
Z wvéty plyne, Ze pro symetrickou matici radu n miuZeme vidy najit n orto-
gondlnich vlastnich vektori. ProtoZe ortogondlni vektory jsou linedrné nezdvislé,

budou tvorit bdzi v prostoru n-slozkovich aritmetickych vektri.

4.3.1. Vypocet vlastnich ¢isel metodou LU-rozkladu

Ukazeme iteracni metodu vypoctu vlastnich ¢isel, kterda se v literature nazyva

LR-algoritmus. Jejim zakladem jsou vlastnosti podobnych matic.

Definice 4.3.2.
Dvé ¢tvercové matice A a B tadu n se nazyvaji podobné, jestlize existuje re-

guldrni ¢tvercova matice C takova, ze plati A = C™'BC.

Véta 4.3.3.

Podobné matice maji stejnd vlastni ¢isla.

* X x
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Dukaz: Necht A je vlastn{ ¢islo matice A odpovidajici vliastnimu vektoru v, tj.

plati Av = A\v. Potom

Odtud plyne, Ze A je vlastni ¢islo matice B odpovidajici vlastnimu vektoru v. O

Metoda LU-rozkladu je zaloZena na ndsledujicim pozorovéni. Necht L a U
tvori LU-rozklad matice A podle véty 3.3.1., tj. plati A = LU. Definujme matici
A, = UL. Protoze

A, =UL=L"'LUL=L"'AL,

vidime, ze matice A a A; jsou podobné a maji proto stejna vlastni ¢isla. Ana-
logicky muzeme k matici A; vytvorit podobnou matici Ay atd. Dostaneme po-
sloupnost podobnych matic a budeme se zajimat o vlastni ¢isla limitni matice.
Algoritmus (Metoda LU-rozkladu)
Polozime Ay = A a pro k=1,2,... provedeme:

1) LU-rozklad matice Ay_1, tj. uréime Ly a Uy tak, ze Ay = L, Uy;

2) vypocitame soucin Ay := UjLy.

Vsimnéme si posloupnosti {Ax} a {U}. Lze dokazat, ze za jistych predpo-
kladu konverguji obé tyto posloupnosti ke stejné limitni matici M; viz [1]. Tato
matice je nutné horni trojihelnikovd a ma stejna vlastni ¢isla jako A. Hledand

vlastni ¢isla proto uréime jako diagonalni prvky matice M.

Priklad 4.3.3. Pomoci metody LU-rozkladu vypoctété vlastni ¢isla matice

A= -1 2 -1 (4.3.2)
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Reseni: Pro Ay = A uréime LU-rozklad

1 00 2.00 —1.00 0
Lo=| —0.50 1 0|, Up= 0 150 —1.00
0 —0.67 1 0 0 1.33

a vynasobenim dostaneme
2.50 —1.00 0
A1 =UoLo=| -0.75 217 —1.00
0 —0.89 1.33

Podobné pro A; vypocitame LU-rozklad

1 0 0 2.50 —1.00 0
Ly =1 -0.30 1 0], U= 0 1.87 —1.00
0 —-048 1 0 0 0.86

a opét vynasobenim dostaneme
2.80 —1.00 0
A, =ULi =| -056 234 —1.00
0 —0.41 0.86

Cisla pod diagondlou u matic Ay, se zacinaji piiblizovat k nule, coz ukazuje na ten-

denci ke konvergenci. Jestlize takto pokracujeme dale, dostaneme
3.41 —1.00 0
A= 000 200 —-1.00 [~=M

0 0.00 0.58

vvvvv

mistech) neméni. Pfiblizné hodnoty vlastnich éisel jsou A\ = 3.41, Ay = 2.00

a A = 0.58.
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Kontrolni otazky
Otéazka 1. Jak se definuji vlastni ¢isla a vlastni vektory matic?
Otéazka 2. Kolik vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru ma matice radu n?

Otazka 3. Na jaké vlastnosti je zalozena metoda LU-rozkladu?

l]lohy k samostatnému FeSeni
1. Pomoci charakteristického polynomu vypoctéte vlastni ¢isla matice (4.3.2).
Vypoctéte také vlastni vektory.

2. Metodou LU-rozkladu vypoctété vlastni ¢isla matice

1 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 3

s presnosti na ¢tyti desetinna mista.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni
1.pa(N) = A3 =62 +10\—4, \; = 3.414214, Ay = 2, A3 = 0.585786. Vlastni vek-
tory jsou napiiklad vi = (—=1,v2,-1)T, vy = (=v/2,0,v2)7, v3 = (1,v/2,1)".
2. Vlastni ¢isla s pozadovanou presnosti jsou na diagondle matice Agg; A\ =

3.7320, Ay = 2.0000, A3 = 0.2679.
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4.4. Konvergence iteracnich metod

Cile

Odvodime podminky, které zarucuji konvergenci iteracnich metod.

Ptedpokladané znalosti

Iteracni feseni soustav linedrnich rovnic. Vlastni ¢isla a vlastni vektory.

Vyklad
Ptipomenme, ze pii iteraénim feSeni prevadime soustavu linearnich rovnic

Ax = b na (ekvivalentni) soustavu v itera¢nim tvaru
x =Cx+d. (4.4.1)

K feseni se potom piiblizujeme pomoci posloupnosti {x*}, kterou pocitdme

podle rekurentniho vzorce

xF+D = cx® 4+ d. (4.4.2)

k) k)

Jestlize odecteme (4.4.1) a (4.4.2) a oznacime pritom e®*) = x*) —x dostaneme

k+1) Ce

Timto vzorcem se tid{ iteracni chyba e®. Jeho opakovanym pouzitim dostaneme

ekt = Ceth) = C2e*-D = = C*1e® Proto

= Crel®), (4.4.3)

kde e je pocdtecni chyba, kterd je uréena volbou pocateéni aproximace x(@.

Je ziejmé, ze iteraéni vipocet bude konvergovat, jestlize limy_.. e = 0, tj.
kdyz se iteracni chyba blizi k nulovému vektoru. Tuto limitu budeme vysetiovat

pomoci vzorce (4.4.3). Budeme ptitom predpokladat, ze itera¢ni matice C ma

* X x
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vlastni cisla Ay, ..., A,, kterym odpovidaji vlastni vektory vy, ..., v,, které
tvori bazi. Ptipomenme, ze takova situace nastane podle véty 4.3.2. a nasledné
poznamky napifklad v pifpadé, kdy je C symetrickd matice. Vektor e(® pak
muzeme zapsat jako linearni kombinaci vlastnich vektoru, tj. existuji konstanty

Cl, ..., Cp, Pro néz plati
e =cvi+... +c,v,. (4.4.4)

Jestlize dosadime (4.4.4) do (4.4.3) dostaneme s pomoci véty 4.3.1. vztah

e = a1C*vy 4+ ... +¢,Cv,,
= cl)\’fvl +...+ an’van. (4.4.5)
Odtud je videét, ze
kli_)rgloe(k):0 = ’}LrgoAfzo pro i=1,...,n.
Uvedené limity budou nulové, prave kdyz |A\;| < 1 proi =1,...,n. Dokazali jsme

nasledujici tvrzeni:

Véta 4.4.1.

Necht C je iteracni matice, kterd méd n linedrné nezdvislych vlastnich vektoru.
Itera¢ni metoda dand vzorcem (4.4.2) konverguje pro kazdou pocédtecni aproxi-
maci x(©, pravé kdyz vsechna vlastni ¢isla matice C jsou v absolutni hodnoté

mensi nez jedna.

Priklad 4.4.1. Urcete vlastni cisla itera¢nich matic C; a Cp z odstavce 4.1.

a porovnejte prubéhy iteracnich vypoctu s tvrzenim posledni véty.

Reseni: Z charakteristického polynomu pc, () = A* + £X — & uréfme vlastnf
¢isla matice Cy: Ay = 0.1297, Ay = —0.0649 + 70.3036, A3 = —0.0649 — ¢0.3036.
Z absolutnich hodnot |Ai| = Ay, |Ae| = [A3] = 0.3104 vidime, Ze iteracni vypocet

musi byt konvergentni, coz je v souladu s nasim pozorovanim z odstavce 4.1.
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Podobné z charakteristického polynomu pc,, (A) = A\? + 262 4 229\ + 683 urcime
vlastni ¢isla matice Cp. Staci si povSimnout, ze jedno z vlastnich cisel je A; =
—8.7373. Protoze |A\1| > 1, nemuze iteracni vypocet (obecné) konvergovat, coz je

rovnéz v souladu s pozorovanim z odstavce 4.1.

Vidéli jsme, ze o konvergenci iteracni metody lze rozhodnout na zdklade

vvvvvv

stavy linearnich rovnic. V dalsi vété proto ukdzeme jednodussi, i kdyz slabsi

konvergenéni podminku.

Véta 4.4.2.
Necht C je iteracni matice, kterd méd n linedrné nezdvislych vlastnich vektoru.
Itera¢ni metoda dand vzorcem (4.4.2) konverguje pro kazdou pocédteéni aproxi-

maci x(*), jestlize pro nékterou normu plati ||C|| < 1.

Dukaz: Necht ||C|| < 1 anecht A je libovolné vlastni ¢islo matice C odpovidajici
vlastnimu vektrou v, tj. Cv = Av. Protoze |A|||v] = || Av|| = ||Cv] < ||C]|||v]l,
plati |A| < ||C|| < 1, takze vSechna vlastni ¢isla matice C jsou v absolutni hodnoté

mensi nez jedna. Itera¢ni metoda proto konverguje podle véty 4.4.1. O

U Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody 1ze konvergencni podminku z posledni
véty formulovat pomoci matice soustavy A. Pouziva se pritom terminologie z né-

sledujici definice.

Definice 4.4.1.
Rekneme, ze ¢tvercovd matice A = (a;j) tadu n je ostre diagondlné dominanti,

jestlize plati

|ai1|—|—...+|aii_1|—|—|aii+1|+...+|am| < |CL“| pro 1= 1,...,7’L. (446)
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Priiklad 4.4.2. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich matic je ostie diagonalné do-

minantni:
11 2 1 -8 2 1
A= 1 10 21, B= -2 1 -3
2 3 =8 11 3

Reseni: Matice A je ostfe diagondlné dominantni, protoze plati 2 + 1 < 11,
1+2 <10 a2+ 3 < 8 Matice B neni ostie diagonalné dominantni, protoze ve

druhém tadku je 2+ 3 > 1.

Véta 4.4.3.
Necht Ax = b je dand soustava linedrnich rovnic. Jacobiova iteracni metoda

konverguje pro kazdou pocateéni aproximaci x| jestlize matice A je ostie dia-

gonalné dominanti.

Dukaz: Necht A je ostie diagondlné dominantni. Podmi{mku (4.4.6) muze prepsat

do tvaru
01| L+ [@ia] | |l N [ <1, pro i=1,...,n.
|ail |ail |aiil |l

Pro iterac¢ni matici Jacobiovy metody C; (viz (4.2.6)) to znamend, Ze soucet
absolutnich hodnot prvku v kazdém tadku je mensi nez jedna. V fadkové normé

proto plati [|[C,||g < 1 a konvergence Jacobiovy metody plyne z véty 4.4.2. O

Poznamka

Také Gauss-Seidelova metoda konverguje, je-li matice soustavy ostre diagondlné

vvvvvv
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Poznamka

Konvergenci Jacobiovy i Gauss-Seidelovy metody zajistime tak, Ze TeSenou sou-
stavu predem upravime na ekvivalentni soustavu s ostre diagondlné dominantni

maticy.
Priklad 4.4.3. Soustavu linearnich rovnic
—8xy + 2w +23 = —1,
=iy o dty — Sk = =8k
1+ 29+ 33 = 12
upravte na tvar s ostie diagonalné dominantni matici.

ResSeni: Upravy, které nemeéni feseni, jsou tii: zaména poradi rovnic, vynasobeni
rovnice nenulovym ¢islem a pficteni nenulového nasobku rovnice k jiné rovnici.
V naSem piipadé staci pricist tteti rovnici k rovnici druhé:
—8r1 + 229 + 3 = —1,
- + 2ZE2 = —3,

T+ X9 —|—3.CE3 = 12.

Provedeme-li vypocet Jacobiovy nebo Gauss-Seidelovy metody pro tuto soustavu,

budeme mit zaruc¢enu konvergenci.

Kontrolni otazky

Otazka 1. Jaké podminky zarucuji konvergenci obecné iteracni metody?

Otazka 2. Jak lze zajistit konvergenci u Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody?

* X x
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Ulohy k samostatnému feseni

1. Soustavu linedrnich rovnic

4?[)1+JI2+[E3 = 6,
131+4J,’2+ZE3 = 6,

6x1 4+ 6z + 63 = 18

upravte na tvar s ostie diagonalné dominantni matici.

2. Napiste iteracni matici pro Jacobiovu metodu a vypoctéte jeji vlastni cisla.

Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. Od treti rovnice odec¢teme rovnici prvni i druhou. Dostaneme:
4$1+$2+$3 = 6,
131+4J,’2+ZE3 = 6,
131+ZE2+4ZE3 = 6.
2. Iteracni matice ma tvar:
0 —1/4 —1/4
C,=| -1/4 0 —1/4
~1/4 —1/4 0

Z charakteristického polynomu pc,(A) = A3 — %)\ + 3% uréime kofeny \; = —1

27
)\2 - )\3 - i
Shrnuti lekce

Uk&zali jsme iteracni zpusob reSeni soustav linearnich rovnic a odvodili jsem

podminky, které zarucuji konvergenci.

- 01 -

N
°
AN




5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

5. Interpolace a aproximace funkci

Pruvodce studiem

Casto je potfeba ,slozitou” funkei f nahradit funkei ,jednodussi”. V této
kapitole budeme predpokladat, ze u funkce f zname jeji funkéni hodnoty f; =

f(z;) v wzlech x; pro i =0,...,n. Budeme rozlisovat dvé tlohy.

Interpolacni tloha: Hledame funkci ¢, pro niz je

o(x;))=fi, i=0,...,n. (5.0.1)

Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu: Hledame funkci o, pro niz je

kde priblizna rovnost ,~” je urcena tak, aby soucet druchych mocnin odchylek
mezi predepsanymi hodnotami f; a predpokladanymi hodnotami ¢(z;) byl mi-

nimalni.

Jestlize tyto tlohy znazornime graficky, bude feseni interpolacni tlohy pro-
chazet ptres body (z;, f;), i = 0,...,n, kdezto feSeni aproximaé¢ni tlohy bude
(obecné) prochézet jejich blizkym okolim.

Formulace obou 1loh je zatim pftilis obecna, protoze jsme nefekli jakého typu
mé byt funkce ¢. Ukdzeme tii volby: polynom, splajn (spline-funkce) a linedrni
kombinace obecnych funkci. Polynom je jednoduchy z hlediska matematickych
operaci (snadno se derivuje, integruje atp.), jeho graf vsak casto osciluje. Lepsi
tvary grafu maji splajny. Kombinace obecnych funkei se pouziva zpravidla v
situacich, kdy je zndmo, jakou zavislost dand data popisuji (pro periodickou
zavislost je dobré pouzit funkce goniometrické, pro strmé rostouci data se hodi

funkce exponencidlni atp.).
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

5.1. Interpolac¢ni polynom

Cile

Ukazeme metody pro sestaveni interpolacniho polynomu a odvodime vzorec

pro interpolacni chybu.

Predpokladané znalosti

Polynomy. ReSen{ soustav linedrnich rovnic. Véta o stfedni hodnoté dife-

rencialniho poctu.

Vyklad

Funkci ¢ v tloze (5.0.1) budeme hledat jako interpolacni polynom stupné

nejvyse n, tj. polozime ¢ = p,, kde
Pu(T) = ag + a1z + axx® + ...+ apa”. (5.1.1)
Zacneme piikladem.

Priklad 5.1.1. Jsou dany uzly o = =2, 21 = —1, 25 = 1, 23 = 2 a funkéni
hodnoty fo =10, fi =4, fo =6, f3 = 3. Urcete interpolacni polynom ps.

Reseni: Hledany polynom mé obecny tvar

p3(z) = ap + a1z + agx® + asz’.

Koeficienty ag, a1, as, az uréime tak, aby platilo (5.0.1). Kazd4 interpolaéni rov-

nost urcuje jednu rovnici:

p3(=2) =10 = a9y — 2a1 + 4ay — 8az = 10,
ps(-1)=4 = a — a + a — a3 = 4,
ps(l) =6 = a + a + a + a3 = 6,
p3(2) =3 = a + 20 + 4az + 8az = 3.
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

Dostali jsme soustavu linedarnich rovnic

1 -2 4 -8 ao 10
1 -1 1 -1 a 4
1 11 1 w | | 6|
1 24 38 as 3

jejimz Fesenim (na tii desetinnd mista) jsou koeficienty ay = 4.500, a; = 1.917,

as = 0.500 a az = —0.917. Interpola¢ni polynom ma tvar
p3(r) = 4.500 + 1.917x + 0.5002% — 0.9172>.

Jeho graf je na obrazku 5.1.1.

12

10}

-2 -1 0 1 2
Obrazek 5.1.1: Graf interpola¢niho polynomu ps.

Rozborem postupu z piikaldu dokazeme néasledujici vétu.

Véta 5.1.1.
Necht jsou ddny vzdjemné ruzné uzly z; a funkéni hodnoty fi, ¢ = 0,...,n.

Existuje pravé jeden interpolacni polynom stupné nejvyse n.

Dikaz: Dosazenim obecného tvaru polynomu (5.1.1) do interpolac¢nich rovnosti

*****
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

(5.0.1) dostaneme soustavu linedrnich rovnic
(i) = ag + a1m; +agw? + ... dapa? = f;, i=0,...,n,

kterou lze zapsat maticové jako

2 n
1z x5 ... i ao fo
1 2 n f
ry Iy ... I aq 1
n J—
1 xy 235 xy as =1 fo
1 2 n f
[ T i an "

Matice této soustavy ma nenulovy determinant (Vandermoduv determinant).
Odtud plyne existence jediného feseni soustavy linedrnich rovnic a také inter-

pola¢niho polynomu. O

5.1.1. Lagrangeuv tvar interpola¢niho polynomu

Ukazeme postup, pfi némz se obejdeme bez Teseni soustavy linearnich rovnic.

Interpolaéni polynom budeme hledat ve tvaru

pa(2) = fopo(z) + fro1(z) + ... + fapn(z). (5.1.2)
Rovnosti p,(x;) = f;, i =0,1,...,n budou splnény, jestlize bude platit

1 pro i =y,
pi(z;) =
0 pro 7 # j.
7 veéty 5.1.1. vime, Ze interpolacni polonom je stupné nejvyse n, takze také
vsechny funkce ¢; musi byt polynomy stupné nejvyse n. Uvedenym pozadavkum
vyhovuje néasledujici definice:

(x —x0) ... (x —ziq)(x —xipq1) ... (x — xp)
Tr; — l’o) R (l’z — xi_l)(xi — xi—l—l) . (l’z — In)

oila) = (5.1.3)
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

pro i = 0,1,...,n. Citatel je totiz polynom, ktery nabyva nulovych hodnot
ve vSech uzlech kromé x;. V uzlu z; pak nabyva nenulové hodnoty, kterd je
obsazena ve jmenovateli zlomku, takze plati ;(z;) = 1.

Polynomum ¢;, ¢« = 0,1,...,n se fikd Lagrangeova bdze interpolacni tlohy

a vzorec (5.1.2) se nazyva Lagrangeiv tvar inteprolacniho polynomu.

Priklad 5.1.2. Mg¢jme dany uzly zop = —2, 1 = —1, x5 = 1, x3 = 2 a funkéni
hodnoty fy = 10, fi =4, fo = 6, f3 = 3. Napiste Lagrangeuv tvar interpolacniho

polynomu.

Reseni: Nejdifve sestavime Lagrangeovu bazi. Podle (5.1.3) je

polz) = (_(;:1;)((_:52__?)(?__22_)% - —1—12(a:+1)(:1:—1)(:1:—2),
pi(z) = (_(1:5:22))((_:51—_?)(9;_—12_)2) = - -2),
oalz) = &”iigigﬂ;g:i - —é(x+2)(x+1)(x—2),
oa(z) = gigigﬂ;g:i; = S+ 1)),

Dosazenim do (5.1.2) dostaneme vysledek

pa(z) = —g(x 1) — 1) —2) + §(x (- 1) —2) —

(@ +2)@+ D)z —2) + %(az +2)(z + 1)(z —1).

Poznamka

Interpolacni polynom je podle véty 5.1.1. urcen jednoznacneé. Upmvou Lagran-
geova tvaru proto musime nutné dojit k polynomu, ktery jsem wvypocitali

v prikladu 5.1.1. (ovérte).

* X x
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

5.1.2. Newtonuv tvar interpolaéniho polynomu
Uvazujme zapis polynomu ve tvaru:
Pn(z) = ap+ar(z—x0)+ag(x—x0)(x—21)+. . . Fa(x—z0) ... (r—2p_1). (5.1.4)

Jestlize dosadime do interpola¢nich rovnosti p,(z;) = fi, i = 0,1,...,n, dosta-

neme soustavu linearnich rovnic s dolni trojihelnikovou matict:

1 0 0 .0 ao fo
1 (21 — o) 0 .. 0 ay _ fi  (5.15)
1 (33'2 — .CE()) (372 — 270)(1'2 — .flfl) e O (05} f2

Odud muzeme postupné vyjadrit koeficienty ay:

_ _ J1—ao o J1—Jo
a = fo, a1 = = )
1 — X Tr1 — X
fo— f1 . J1—fo
a - f2—a1($2—$0)—ao _ T9— X1 xr1 — X
9 = =
(IQ—ZE())(ZBQ—Il) To — X ’
atd..

Vyrazy na pravych stranach jsou pomérné diference, jejichz oznaceni zavadime

v nasledujici definici.

Definice 5.1.1.
Necht jsou dény vzdjemné ruzné uzly z; a funkéni hodnoty f;, i = 0,...,n.
Pomérné diference k-tého tadu flziig,...,z;], i=0,1,...,n—k definujeme
rekurentné:

e pro k=0: flz] = f;

eprok=1: flziv,z] = M,

Tit1 — X4
Litky- -y Ty — J|Ti+k—1,y---,%;
.pI'OkSn: f[xi.t,_k;,---,,xi] _ f[ +k +1] f[ +k—1 ]
Titk — T4
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

Porovnanim pomérnych diferenci s koeficienty a; vidime, ze
ar = fleg, ..., xo], k=0,1,... n.
Dosazenim do (5.1.4) dostaneme Newtontiv tvar interpolaéniho polynomu:
po(x) = fo+ flrr, wol(x —20) +. ..+ flon, ..., xo)(x —x0) ... (T —25—1). (5.1.6)
Pti jeho sestavovani potiebujeme vypocitat pomérné diference. Vse ukazeme v na-

sledujicim prikladu.

Priklad 5.1.3. Mé¢jme dany uzly zop = —2, 1 = —1, x5 = 1, 3 = 2 a funkéni
hodnoty fo = 10, fi =4, fo = 6, f3 = 3. Napiste Newtonuv tvar interpolacniho

polynomu.
Reseni: Potiebujeme vypoéitat pomérné diference:

f[$17x0]7 f[$27x17$0]7 f[$3,$2,x1,330].

Podle definice je

4 —10
= = —6
f[xlax()] _1_|_2 )
~ flre, 1] = fle, xo] T+ T
f[l’Q,xl,xo] - To — X a ].+2 a 37
Bt
- f[$37$27$1]—f[$27$1,$0] - 72+1+ 3 11
f[l’g,l’g,xl,x()] - T3 — To - 2+2 - 12

Dosazenim do (5.1.6) dostaneme vysledek

p3(z) =10 — 6(x + 2) + g(az +2)(z+1)— %(az +2)(x+1)(z—1).

Prehledné muzeme vypocet pomérnych diferenci provést v tabulce (tabulka 5.1.1),
kde do prvnich dvou sloupcu zapiSeme zadané uzly a funkéni hodnoty a v kazdém
dalsim sloupci pak vypocitdme vsechny (!) pomeérné diference postupné se zvy-
Sujicich tadu. Pro napsani interpolac¢niho polynomu pottebujeme z této tabulky

hodnoty diferenci z prvniho tadku.

* X x
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

Tabulka 5.1.1: Vypocet pomérnych diferenci.

il w fi| flrisw] flriae, v w] o flas, xa, 21, 20
0|-2 10 —6 I -

1| -1 4 1 -3

2 1 6 -3

3 2 3

5.1.3. Interpolac¢ni chyba

Predpokladejme, ze hodnoty f; jsou funkénimi hodnotami funkce f v uzlech x;,

tj. fi = f(z;). Bude nés zajimat interpolacni chyba

f(z) = pn(z).

V wuzlech x; je interpolacni chyba nulova, ale mimo uzly muze byt velka.

Véta 5.1.2.

Necht uzly z;, i = 0,1,...,n, jsou vzidjemné ruzné a lez{ na intervalu (a, b). Necht
funkce f mé na tomto intervalu n+ 1 spojitych derivaci. Pak pro kazdé x € (a,b)
existuje £ = &(x) v (a,b) tak, ze plati

Fo ()

f(x) —pa(x) = 1)

Tny1(2), (5.1.7)

kde m,41(z) = (. — x0) ... (. — x,,).

Dukaz: Proz = z; je rovnost (5.1.7) splnéna, protoze obé jeji strany jsou nulové.

Pro pevné zvolené x # z; definujme funkci

i1 (t)
7rn+l($)

g(t) = f(t) — pult) — (f(z) = pa(z)), (5.1.8)

kde t je proménnd a x je parametr. Funkce g ma zrejmeé n+ 2 kotent, kterymi jsou
body z, . .., z, a z. Kazd4 derivace funkce g mé o jeden kofen méneé, takze (n+1)-

ni derivace méa jediny kofen v néjakém bodé € € (a,b). Derivujeme-li (n+ 1)-krat
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

vyraz (5.1.8) (podle t) a pouzijeme piitom pi" " (t) = 0 a 75 (t) = (n+ 1),

dostaneme
" n n+1)!
0= g+ 0() = o (e) - L 5y~ (a)
7rn+l($)
Jestlize odtud vyjadiime interpolacni chybu, vznikne rovnost (5.1.7). a

Na prubeéh interpolacni chyby v intervalu (a, b) ma podstatny vliv tvar poly-

nomu 7,1, jak ukazuje néasledujici priklad.

Piiklad 5.1.4. (Rungeho ptiklad) Nakreslime graf funkce

1
=1z
a graf interpolac¢niho polynomu odpovidajiciho uzlum x; = =5+, =0,1,.. ., 10.

Vysledek porovname s grafem polynomu
m1(x) =(x+5)(z+4)...(z—5).

Reseni: Obréazek 5.1.2.a ukazuje graf polynomu 71. Z jeho pribéhu lze usou-
dit, ze nejveétsi interpola¢éni chyby budou pobliz krajnich uzlu o = —5 a x19 = 5.
Na obrazku 5.1.2.b vidime, ze graf interpola¢niho polynomu osciluje kolem grafu
funkce f a ze oscilace jsou nejvétsi pravé na krajich intervalu (—5,5). Pozna-
menejme jesté, ze pri zvétSeni poctu interpolacnich uzli nedojde ke zmenseni

interpola¢ni chyby, ale naopak k jejimu zvétseni.

Kontrolni otazky

Otazka 1. Jaké znate metody pro sestaveni interpola¢niho polynomu?
Otéazka 2. Jakého stupné je interpolacni polynom?

Otéazka 3. Jak se chova interpolacni chyba?

Ulohy k samostatnému feseni

1. Prowzly 2o = -1, 21 =0, 29 = 2, x3 = 3, 4, = 5 a funkéni hodnoty fy = —2,

*****
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

Obrazek 5.1.2: a) Graf myq; b) Grafy f (neoscilujici) a pyo (oscilujici).

fi=1, =0, f3 =2, fy = —1 vypoctéte interpolacni polynom ve tvaru (5.1.1).
2. Pro predchozi data vypoctéte Lagrangeuv a Newtonuv tvar interpolacniho

polynomu.

Vysledky dloh k samostatnému fesSeni

1. py(z) = —Fa* + 1a* — Pa? + o+ 1.
2. Lagrangeuv tvar: py(z) = —gex(z — 2)(z —3)(z —5) — 55 (z + 1) (z — 2)(z — 3)
(x—5)— Hx+Da(x—2)(z —5) — 15(z + Da(z — 2)(z — 3);

Newtonuv tvar: ps(z) = =2+ 3(z+1) = 2(z+ 1)z — (v + Da(z —2) — & (z+1)

z(z —2)(z — 3).
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0=

5.2. Interpolacni splajny

Cile

Videéli jsme, ze graf interpolacniho polynomu muze nepiijemné oscilovat. Tato
situace nastava pri predepsani vétsiho poctu dat, protoze interpolacni polynom je
pak vysokého stupné. Zda se proto rozumné pii feSeni interpolac¢ni ulohy pouzit
funkci, ktera bude pocdstech polynomem nizkého stupné, jejiz jednotlivé casti
budou na sebe navazovat dostatecné hladce. Takovym funkcim se tika splajn

(z angl. ,spline”). Ukézeme dva nejcastéji pouzivané splajny: linedrni a kubicky.

Ptedpokladané znalosti

Interpolaéni polynom. Spojitost derivace. ResSeni soustav linearnich rovnic.

Vyklad

Abychom se vyhnuli komplikacim pti popisu, budeme predpokladat, ze uzly
interpolace tvori rostouci posloupnost, tzn. xqg < r; < ... < x,. Vzdalenost dvou

sousednich uzlu oznacime h;, tj. h; = x; —x,_1, i=1,...,n.

5.2.1. Linearni splajn

Definice 5.2.1.
Linedrnim splajnem nazyvame funkei s;, kterd je spojitd na intervalu (zg, x,)

a na kazdém podintervalu (x; 1, z;), 7 = 1,...,n, je polynomem prvniho stupné.

Linedrni interpolaéni splajn je feSenim ulohy (5.0.1), tzn. Ze pro néj plati

s1(x;) = fi, i =0,...,n. Muzeme ho zapsat po ¢astech proi=1,... ,n:
81(.17) = fi—l(l — t) + flt, t= (.CE - -:Ei—l)/hi; xr € <.flfi_1, $Z> (521)

Grafem linearniho splajnu je lomend cdra.

*****
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Priklad 5.2.1. Mg¢jme dany uzly zop = —2, 1 = —1, x5 = 1, 3 = 2 a funkéni
hodnoty fy = 10, f1 =4, fo =6, f3 = 3. Napiste linearni interpolacni splajn.

Reseni: Zapiseme jej pomoci piedpisu (5.2.1):

101 (t) + 4pa(t), t=ax+2 pro x € (—2,—1),
81<l‘) - 4901(t) + 6§02<t)7 t= ("B + 1)/2 pro x € <_17 1>7
6p1(t) + 3p2(t), t=x—1 pro x € (1,2),

kde ¢(t) =1 —t, @o(t) = t. Graf je zndzornén na obrazku 5.2.1.

5.2.2. Kubicky splajn

Definice 5.2.2.
Kubickym splajnem nazyvéame funkci sz, kterd mé na intervalu (zg,x,) dvé
spojité derivace a na kazdém podintervalu (z; 1, 2;),7 = 1,...,n, je polynomem

tfetitho stupne.

Kubicky interpolacni splajn, je feSeni interpola¢ni tlohy (5.0.1). Jeho kon-

vvvvvv

prot=1,...,n:
s3(x) = fiia(1 =382 +28%) + fi(32 — 2t%)

kde t = (z —x;_1)/h; a © € (x;_1, x;). Tento pFedpis je navrzen tak, aby parame-
try fi_1, fi a m;_1, m; mély vyznam funkcénich hodnot a hodnot prvni derivace

v krajnich bodech intervalu (z;_q,x;), tj. plati

83(131'_1) = fi—17 Sg(l’i) = fi; (523)

Sé(ﬂ?i_l) = M;—1, Sé(ﬂfz) = m,;. (524)
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O splnéni rovnosti (5.2.3) a (5.2.4) se muzeme presveédcit dosazenim z;_; a x; do
(5.2.2) a do prvni derivace s}, kterou vyjadiime z (5.2.2) podle pravidla o deri-

vovani slozené funkce:

sy(x) = fisi(=6t + 6t)/h; + fi(6t — 6t)/h;
+my_q (1 — 4t + 3t%) + m;(—2t + 3t%). (5.2.5)
Predpis (5.2.2) zarucuje spojitost prvni derivace sj na celém intervalu (xg,x,)

pro libovolné hodnoty m;. Spojitost druhé derivace vynutime specidlni volbou

m;. Budeme pozadovat

Igggn_ sy(x) = IEIQ}’l-i- ss(x) (5.2.6)
ve vnitfnich uzlech x;, i = 1,...,n — 1. Potfebny vyraz pro druhou derivaci

vypocteme z (5.2.5) opét podle pravidla o derivovani slozené funkce:
sa(x) = fio1(—=6+12t)/h; + f;(6 — 12t)/h?
+mi_1(—4 4 6t) /h; + m;(—2 + 6t) /hy. (5.2.7)
Levou stranu v (5.2.6) vyjadiime z (5.2.7) pro t = 1:

Pravou stranu v (5.2.6) vyjadiime z (5.2.7) pro t = 0, kdyz soucasné posuneme

indexovani:

lim 8//<33) = —6f1/h12+1 + 6fi+1/h12+1 — 4mi/hi+1 — 2mi+1/hi+1. (529)

Dosadime-li (5.2.8) a (5.2.9) do (5.2.6), dostaneme po jednoduché tupravée

hivimi—1 4 2(his1 + hi)m; + hymi =

hi1 it h; h; ,
——Ji- - it —fi , =1,...,n—1. (5.2.10
3[ h; f 1+( h; hi+1)f+hi+1f+l ' " ( )
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Tyto rovnosti tvoii soustavu n — 1 rovnic pro n+ 1 nezndmych m;, 1 = 0,1,....n.
Abychom dostali jediné fesSeni, uréime mg a m,, naptiklad jako ptiblizné derivace:

_fl_fO _fn_fn—l
= T = T (5.2.11)

mo

Priklad 5.2.2. Méjme dény uzly xg = =2, x1 = —1, x5 = 1, x3 = 2 a funkéni
hodnoty fy = 10, f1 =4, fo =6, f3 = 3. Napiste kubicky interpolacni splajn.

Reseni: Nejdifve vypocitdme parametry my, i = 0,1,2,3. Podle (5.2.11) je

4 —10 3—06
ST % Mgy =

mo
Soustava (5.2.10) mé dvé rovnice:

h h h h
2(hg + hi)my +hims = 3 ——2f0 + (=2 -2 fi+ el fal — hamg,
hy hi  hy ho

h h: h h
hsmy + 2(hs + hg)ma = 3 ——3f1+ =2 o+ 2 fs| — homs,
h2 hg h3 h3

které muzeme psat jako

6 1 my —21
1 6 o -9
Vyfesenim dostaneme m; = —%, me = —%. Vysledny splajn zapiSeme podle

(5.2.2) po castech:
101 (t) + 4a(t) — 6ip3(t) — Bpu(t), t=z+2proz € (=2,-1),
s3(x) = 4p1(t) + 6p2(t) — Zos(t) — Loy(t), t=(z+1)/2prox e (—1,1),
601(t) + 32 (t) — Bips(t) — 3pa(t), t=x—1proze(1,2),

kde o1 (t) = 1 —3t2 4213, po(t) = 312 — 263, p3(t) =t — 22 + 13, py(t) = —12 + 3.

Graf je zndzornén na obrazku 5.2.1.

Piiklad 5.2.3. (Rungeho priklad, pokracovani) Nakreslime graf inter-
polacniho kubického splajnu pro funkei f a uzly x; z ptikladu 5.1.4. a porovname

ho s grafem interpola¢niho polynomu.
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10t
8.
6.
S1
4+
S3

2 1 1 1 1 1

-2 -1 0 1 2

Obrazek 5.2.1: Graf linedrniho (s1) a kubického interpola¢niho (s3) splajnu.

Reseni:  Na obrdzku 5.2.2 vidime, ze splajn s; neosciluje a je proto mno-
hem lepsi aproximaci interpolované funkce f nez interpola¢ni polynom pig, viz

obrazek 5.1.2.b.

Obrazek 5.2.2: a) Funkce f; b) Kubicky interpola¢ni splajn ss.

Kontrolni otazky
Otézka 1. Co je to splajn? Jak se definuje a pocitd splajn linedrni a kubicky?

Otéazka 2. Jak se chovaji pfi interpolaci splajny v porovnani s polynomy?

*‘(***
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Numerické metody 5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

l]lohy k samostatnému FeSeni
1. Prouzly g = —1, 21 =0, 5 = 2, 3 = 3, 4 = 5 a funkéni hodnoty fy = —2,
fi=1, fo=0, f3 =2, f4 = —1 sestavte linearni interpolaéni splajn.

2. Pro stejna data sestavte kubicky interpolaéni splajn.

Vysledky dloh k samostatnému feseni

1.
[ 201(t) +polt), t=a41 pro x € (—1,0),
1(t), t=x/2 pro z € (0,2),
s1(r) =
209(1), t=x—2 pro z € (2,3),
L 201(t) — Lpa(t), t=(xr—3)/2 prox € (3,5),

kde p1(t) =1 —t, @o(t) =1

2. Krajni parametry jsou mg = 3, my = —%, ostatni dostaneme ze soustavy
6 1 0 ma 22—1
1 6 2 me | = 22—1 )
0 2 6 ms 9

takze m; = %, my = %, ms = % a konecné

( —2p1(t) + pa(t) + 3¢3(t) + 2—;04(75), t=x+1proz e (—1,0),

¢1(t)+%¢3(t)+g—?¢4(t), t=x/2proz € (0,2),
s3(z) =
200(t) + Boos(t) + 23p4(1), t=x—2prox e (2,3),

| 201(t) — @a(t) + Feos(t) — 3pa(t),  t=(z—3)/2prox e (3,5),

kde @1 (t) = 1—3t2+2t3, po(t) = 32 =213, 3(t) = t — 202+ 13, u(t) = —t2 +13.
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI Numerické metody

5.3. Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu

Cile

V mnoha situacich, v nichz je potfeba danou funkci f nahradit funkei | jed-
nodussi”, je nevhodné nebo vubec nelze pouzit interpolaci. Jsou-li napriklad v uz-
lech zadany neptesné hodnoty, prenasi se tato nepiesnost i na interpolant. Inter-
polace je nepouzitelna, jestlize je pozadovan jisty charakter aproximujici funkce
a pritom zadna funkce tohoto charakteru neni interpolantem. V téchto ptripadech

je rozumné pouzit metodu nejmensich ¢tvercu.

Predpokladané znalosti

Linearni zavislost a nezavislost. Uréeni minima funkce pomoci derivace. Reseni

soustav linearnich rovnic.

Vyklad

Zacneme piikladem.

Priklad 5.3.1. Méjme dany uzly xg = —2, 1 = —1, x5 = 1, x3 = 2 a funkéni
hodnoty fy =10, f1 =4, fo =6, f3 = 3. Najdéte primku

p(x) = c1 + ez, (5.3.1)
ktera je ,,blizko” predepsanym hodnotam.

Reseni: Nejdiive se musime rozhodnout jak chépat slovo ,blizko”. Uz jsme
to vlastné tekli, kdyz jsme popisovali smysl ptibliznych rovnosti v aproximacni
uloze (5.0.2). Piimku ¢ uréime tak, aby minimalizovala soucet druhych moc-
nin odchylek ™7 (p(x;) — fi)?. Jestlize sem dosadime (5.3.1), dostaneme tlohu

na minimalizaci funkce dvou pro ménnych W(cy, o) = Z?:O(Cl + com; — fi)?

*****
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Minimum ¢j, ¢ vyhovuje rovnicim

a—cl(cla 02) = 07 8—02(01’ 02) =0.
Po vyjadreni parcidlnich derivaci dostavame
3 3
2> (i +cmi— fi) =0, 2 (cj+ 3z — fi)u; =0,
=0 =0

coz je soustava linearnich rovnic

3 3 3
1 €T; i
DN A 2L PR e 23
1= ZT — 1= tJ =
& - & ’ 0 10 : 12
S ya V)| S g
i=0 i=0 i=0
Tato soustava ma jediné feSeni c¢j = %, ch = —g, takze hledand primka ¢* = ¢
je urcena predpisem
23 6
(r)=— — =um. 5.3.2
@)=~ 2o (532)
Jeji graf je znazornén na obrazku 5.3.1. a

101 O

Obrézek 5.3.1: Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu; primka (5.3.2) plné;

funkce (5.3.8) c¢arkované.
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Postup z prikladu zobecnime. Budeme predpokladat, ze je dan systém funkci

v; = pj(x), 7 =1,...,m a budeme uvazovat vSechny funkce ve tvaru
gO(I) = C1¥1 (ZE) +.. .+ Cmgpm Z CJSOJ (533)
j=1
kde koeficienty ¢y, ..., ¢, jsou libovolna ¢isla. Funkci ¢*, pro niz plati

n

D (@) = fi)* < Z(sf)(xi) —f)? Ve (5.3.4)

i=1
nazyvame aproximaci podle metody nejmensich ctvercu. Jeji koeficienty 7, ..., ¢,
urcime jako minimum funkce

n m

U(cr, ..., Cm) = Z(Z cipi(z;) — fi)?, (5.3.5)

které vyhovuje rovnicim

ov .
a—Ck(cl,...,cm):(), k=1,...,m. (5.3.6)
Vyjadiime-li parcidlni derivace
(%k 22 ZCJQOJ xz fz @k(xz)
i=1 j=1

a dosadime je do (5.3.6), dostaneme po jednoduché upravé soustavu linedarnich

rovnic

Z <Z %(wz)wk(wz)) ¢ = Z five(z:), k=1,...,m. (5.3.7)

Soustava (5.3.7) se nazyva normdini.

Véta 5.3.1.

Necht jsou dény vzdjemné ruzné uzly z; a funkéni hodnoty f;, ¢ = 0,...,n.
Necht je dén systém funkef @;, j = 1,..., m, které jsou linedrné nezdvislé. Potom
existuje jedind funkce ¢*, kterd spliuje (5.3.4) a jeji koeficienty cj, ..., ¢’ jsou

feSenim normadlni soustavy linedrnich rovnic (5.3.7).
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Dukaz: V bodé ¢, ... ktery vyhovuje rovnicim (5.3.6), nabyva funkce W

? m7
minima, jestlize matice druhych derivaci je symmetrickda a pozitivné definitni

(kladnd). Druhé derivace jsou urc¢eny vzorcem

- 2 7 7
aCkaCl ZSOZ T Sok x

odkud je symetrie zifejma na prvni pohled (prohozenim indexu k a [ se nic

nezméni{). Necht dy, ..., d,, jsou ¢isla ne vSechny soucasné nulova. Potom
dpd =23 (D disaan) ) (3 dupr(w) ) =23 @(@)* >0,
;; k l@ckacl Z Z 1o1(;) kz_; kP (Ti) ;go(x)

kde ¢(z) = YL, dppr(x), takze matice druhych derivaci je pozitivné definitni.
Odtud také plyne, ze matice normdlni soustavy je regularni, coz znamena, ze
existuje jeji jediné feSeni cj, . .. které urcuje jedinou funkci ¢*. O

7m7

Pfi aproximaci metodou nejmensich ¢tvercu se musime nejdiive rozhodnout
pro néjaky linedrné nezavisly systém funkei ;, 7 =1,...,m a pak staci sestavit

a vytesit soustavu normélnich rovnic (5.3.7).

Priklad 5.3.2. Napiste normalni soustavu linedarnich rovnic odpovidajici

systému funkci

T

p1(x) =€%, a(x) =sinz.

Aproximujte data z prikladu 5.3.1.

ReSeni: Obecné m4a normalni soustava tvar

n n n
E e E e Ysinx; . E fie "
i=0 i=0 €1 1=0
n n n
s - ) ck .
E e "sin x; E sin” x; 2 g fisinx;
1=0 i=0

1=0

Po dosazeni dostaneme

62.1409 —8.5736 ct 87.3770

—8.5736 3.0698 63 —4.6821
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N
AN

a odtud vypocitame cf = 1.9452, ¢ = 3.9076, tj.
" (x) = 1.9452¢™" 4 3.9076 sin z. (5.3.8)

Graf je zndzornén na obrazku 5.3.1.

Kontrolni otazky

Otéazka 1. Kdy je vhodné pouzit metodu nejmensich ¢tvercu?
Otéazka 2. Graficky znazornéte smysl vyrazu pro soucet druhych mocnin odchylek?
Otéazka 3. Co je to normélni soustava linearnich rovnic a jak vznikne?

Otézka 4. Co se stane, kdyz v (5.3.3) a (5.3.4) bude m =n + 17

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Napiste soustavu normalnich linedrnich rovnic pro systém funkei ¢;(x) = 1,
o(2) = x, p3(1) = 2%
2. Dataxg=—-1,21=0,20 =2, 23 =3, 24 =5a fo=-2, fi =1, fo =0,

f3 =2, fs = —1 aproximujte metodou nejmencich étvercu pomoci systému funkci

z predchozi 1lohy.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni

1. Normalni soustava ma tvar:

n n n
2

21 > ) 21
i=0 =0 i=0
n n n

2 3
i=0 i=0 i=0
n n n
2w ) ol ) al
i=0 i=0 i=0

2. o*(x) = —0.283522 + 1.2359z — 0.0130.

Shrnuti lekce

Ukézali jsme zékladni postupy pro aproximaci funkei (dat) pomoci interpolace

a metody nejmensich ¢étvercu.

*****
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6. Numerické integrovani a derivovani

Pravodce studiem
Pfi feseni ruznych loh je potfeba nalézt hodnotu urcitého integralu. Nékteré
integrédly lze vypocitat snadno pomoci tabulek a klasickych integracnich metod

jako je per partes nebo substituce. Tak naptiklad integraly

1 T
/ efdr a / cosx dx
0 0

maji hodnotu e — 1 a 0. Casto viak stacf mald zména v integrované funkei a kla-

sicky vypocet se stane slozitym nebo dokonce nemoznym. Pokuste se vypocitat

1 ) T
/ et dr a / cos 22 dx
0 0

a uvidite jak daleko se vam podaii dojit! Klasické integraéni metody nelze pouzit

integrély

vubec, jestlize integrovana funkce je dana tabulkou (napf. to muze byt vysledek
meéteni nebo predchoziho vypoctu).

V této kapitole se budeme zabyvat metodami numerickymi pro obecné zada-
nou ulohu: predpoklddame, ze je dana spojité funkce f na intervalu (a,b) a mame

vypocitat hodnotu urcitého integralu

I = / f(z) de. (6.0.1)

7, geometrického pohledu predstavuje ¢islo I velikost plochy obrazce, ktery je
vymezen grafem funkce f. Numerické metody jsou navrhovany tak, ze pocitaji
velikost plochy priblizného obrazce pomoci nékolika funkénich hodnot. Lze je
tedy pouzit pro jakoukoliv funkci f, dokonce i pro funkci danou tabulkou, a jejich
pracnost je relativné mala.

P1i numerickém vypoctu derivace je situace podobna.
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0=

6.1. Newton-Cotesovy vzorce

Cile

Odvodime Newton-Cotesovy vzorce a ukazeme jejich pouziti.

Ptedpokladané znalosti

Interpola¢ni polynom. Interpolaéni chyba.

Vyklad

Nasim cilem je navrhnout vzorce pro piiblizny vypocet integralu (6.0.1). Ze
zékladniho kurzu integralniho poc¢tu vime, ze snadno lze integrovat polynomy.
Budeme proto postupovat tak, ze k funkci f sestavime interpola¢ni polynom p,,

a ten integrujeme misto f, tj.
b b
I= / f(z)dx = / pn(x) dx. (6.1.1)
Pro jednoduchost uvazujme na intervalu (a,b) ekvidistantni uzly
ri=a+ir, 1=0,1,...,n,

kde 7 = (b—a)/n. Interpolaéni polynom k funkei f muzeme zapsat v Lagrangeove

tvaru (viz odstavec 5.1.1), tj.

pola) =3 Fadei@). e @) =]

Dosazenim vyrazu pro p, do pravé strany priblizné rovnosti (6.1.1) dostaneme

Newton-Cotesovy vzorce:

/ f(z)dz ~ Zwif(xi), (6.1.2)

kde
b
wi:/ pi(x)de, 1=0,1,...,n (6.1.3)

*‘(***
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jsou integracni vdahy. Abychom lépe ilustrovali tento postup, odvodime zakladni

integra¢ni pravidla.
a) Obdélnikové pravidlo. V tomto ptipadé polozime n = 0, xy = “T“’ a za

interpolacn{ polynom vezmeme konstantni funkei po(z) = f(%£2). Proto

/abf(x) do~ (b—a)f <“;b) — Tow (6.1.4)

b) Lichobéznikové pravidlo dostaneme pro n = 1 a xy = a, ©; = b.

Interpolaéni polynom je primka

—b _
pi(e) = = fla) + 5 f ().
Po jeji integraci je
b —
[ t@de =250 @) + S0 = i (6.1.5)

¢) Simpsonovo pravidlo vznikne pron =2 a zg = a, r; = “T“’, ro = b, kdy
je interpolac¢ni polynom kvadraticka funkce. Vypoctéme integracni vahy wg, w,

a wy. Dostdvame

wy = /abgoo(a:)da: = /j((m—xﬁ(m—@) dx

To — xl)(ﬁo - $2)

1
Ht — _ _
_ / (t—1)b . _ b—a
1 2 2 6

s pouzitim substituce x = b_Tat + “T*b Podobné vypocitame w; = %(b —a) awy =

£(b— a), takze

/ f(z)de ~ bga[f(a) +4f (a;—b) + f(0)] = Isimps- (6.1.6)

Piiklad 6.1.1. Pomoci Newton-Cotesovych vzorcu (6.1.4), (6.1.5) a (6.1.6)

vypoctété pribliznou hodnotu integralu

1
[:/ e’ dx.
-1
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Reseni: Mémea = —1,b=1a f(x) = ¢*. Podle obdélnikového pravidla (6.1.4)
je
]Obd = 260 =2.

Lichobéznikové pravidlo (6.1.5) dava

2
Iich = 5[e-l + e'] = 3.086161

a konecné pomoci Simpsonova pravidla (6.1.6) vypocteme
2
ISimps = 6[e—l + 46" + '] = 2.362054.

Poznamenejme jesté, Ze piesnd hodnota integrélu je I = e! — e~! = 2.350402.

Poznamka

Nejpresnéjsi hodnoty jsme dosdhli pomoci Simpsonova pravidla. To nds muze
vést k domnénce, Ze jeste presnéjsich hodnot dosihneme, pouzijeme-li Newton-
Cotesovy vzorce odvozené z interpolacnich polynomu vyssich stupni. Obecné to
vSak nent pravda. V Rungeho prikladu (priklad 5.1.4.) jsme vidéli,Ze interpolacni
polynom vysokého stupné muze byt velice Spatnou aproximaci. Newton-Cotesovy

vzorce davaji v takovém pripadée nesmysiné vysledky.

Nasledujici véta ukazuje vyjadieni integracni chyby.

Véta 6.1.1.

(i) Necht funkce f m4 na intervalu {(a, b) spojitou druhou derivaci. Pak plati:

[_[Obd = %Ef)(b_a):i’
I—Inen = —f/;f) (b—a)’. (6.1.7)

(i) Necht funkce f m4 na intervalu (a,b) spojitou ¢tvrtou derivaci. Pak plati:

(4)
I — Isimps = S 9(5@ (b—a)®.

Ve vsech piipadech je £ blize neurceny bod z intervalu (a, b).

*****
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Dukaz: Dukaz provedeme pouze pro lichobéznikové pravidlo. Vyjadieni inter-
polacni chyby z véty 5.1.2. ma pro interpola¢ni polynom p; s uzly xo =aax; =0

tvar:

1) i) = @ aya )

Integraci (a uzitim véty o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu) dostaneme

" b
I —Ipien = fT@/a(x—a)(x—b)dx
" b—a "
= f2<§)/0 tt+a—10)de = —f1<2§)(b—a)3.
Pouzili jsme substituci t = z — a. O

Kontrolni otazky

Otéazka 1. Jak vzniknou Newton-Cotesovy vzorce?

Otéazka 2. Jaké jsou zdkladni pravidla pro numericky vypocet integralu?

Otéazka 3. Znazornéte graficky smysl obdélnikového a lichobéznikového pravidla.
Otéazka 4. Pro¢ neni rozumné pouzivat Newton-Cotesovy vzorce odvozené z in-

terpola¢nich polynomu vysokého stupné?

l]lohy k samostatnému FeSeni
1. Pomoci obdélnikového, lichobéznikového a Simpsonova pravidla vypoctéte

priblizné hodnoty integralu

1 ™
a) / e dr; b) / cos 2% dx.
0 0

Vysledky dloh k samostatnému fesSeni

1. a) Iopg = 1.284025, I = 1.859141, Igimys = 1.475731: b) Iy = 1.961189,
Inin = —0.675916, Igimps = 1.082154.
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6.2. Slozené vzorce

Cile

V ptedchozim odstavci jsme odvodili vzorce pro priblizny vypocet interalu in-
tegraci interpolacniho polynomu. Zaroven jsme upozornili na to, ze vzorce odvo-
zené z polynomu vysokého stupné mohou davat nesmyslné vysledky. Pro presnéjsi
vypocty integralu se proto pouzivaji slozené vzorce, které dostaneme ,,slepenim”

zakladnich integracni pravidel.

Predpokladané znalosti

Obdélnikové, lichobéznikové a Simpsonovo pravidlo. Chyby téchto pravidel.

Vyklad

Interval (a, b) rozdélime na m stejné dlouhych dilki s krokem h = (b —a)/m,
m > 2, tj. pouzijeme uzly

xi:a+ih:a+i(b—a), i=0,1,...m.
m

Integral rozlozime nasledovneé:

I= /abf(a:) dr = ZT:/:_I f(x)dx. (6.2.1)

Jestlize kazdy dil¢i integral nahradime pomoci obdélnikového nebo lichobéznikového
pravidla, dostaneme odpovidajici pravidlo slozené.

a) Slozené obdélnikové pravidlo jsme jiz odvodili v odstavci 1.1. M4 tvar

Io = h [f (IO;“"1> +f (5’;1;“:2) ot (7“”’“’”“; xm)}

= 1Y f (%) . (6.2.2)
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b) Slozené lichobéznikové pravidlo. V (6.2.1) provedeme nahradu podle
vzorce (6.1.5), tj

[ 1@ e~ 5l + @l

[\

a dostaneme

T = B3 0) + f(en) 4t i) + 3 )]

m—1

1

= §h [f(l“o) +2 ZZ_; flx:) + f(l“m)] : (6.2.3)
c) Slozené Simpsonovo pravidlo. V tomto piipadé rozdélime interval (a, b)

na 2m stejné dlouhych dilka, m > 2, s krokem h = (b — a)/(2m), takze budeme

mit lichy pocet uzlu x; = a + ih, i = 0,1,...2m. Simpsonovo pravidlo (6.1.6)

pouzijeme na kazdém intervalu (zg;_o, x9;), coz dava

m

1= [ s da:—z U @) de s YD ) + Af () + (o)

-2 =1
Vyraz na pravé strané prepiSeme do prehlednéjsiho tvaru:
h
Iss = S[f(xo) +4f(21) +2f(22) + 4f (23) + 2f (za) + ... + f(2m)]

3
g [f(ml)) + 42 f(in—l) + 2 Z_: f(ilfzz) + f(.iEzm) . (624)

Piiklad 6.2.1. Pomoci pravidel (6.2.2), (6.2.3) a (6.2.4) vypoctété pribliznou

1
[:/ e* dx.
-1

Interval (—1,1) pfitom rozdélte na ¢tyii ¢asti.

hodnotu integralu

Reseni: (a) Polozime m = 4, takze krok bude h = 0.5 a dostaneme uzly
o= —1, 21 = —0.5, 19 =0, x3 = 0.5 a x4, = 1. Slozené obdélnikového pravidlo

(6.2.2) ma tvar

Iso = 0.5[e70™ 4 702 4 %25 1 075 = 2.326096.
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(b) Slozené lichobéznikového pravidlo (6.2.3) vypocitame pro stejné uzly, tj.
1
Isy = 3 0.5[e™! 4+ 279 4+ 2e° + 2e°° + e'] = 2.399166.

(c¢) U slozeného Simpsonova pravidla (6.2.4) vezmeme m = 2, coz znamend,
ze pouzijeme stejné déleni intevalu jako v predchozich pripadech (protoze h =
2/(2m) = 0.5). Dostaneme

0.5
Igg — ?[6—1 + 46705 4 2e0 4 45 + e!] = 2.351195.

V nasledujici vété popisujeme fad jednotlivych integrac¢nich pravidel.

Véta 6.2.1.
(i) Necht mé funkce f na intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci. Slozené

obdélnikové a slozené lichobéznikové pravidlo jsou druhého fadu, tj. plati:

I —Iso| < C1R%

I —Isz| < C,h%

(i1) Necht funkce f m4 na intervalu (a, b) spojitou ¢tvrtou derivaci. Slozené Simp-

sonovo pravidlo je ¢tvrtého tadu, tj. plati:
I —Iss| < Csh™.

Konstanty C, Cs a C3 jsou blize neurcena nezaporna cisla, ktera nezavisi na kro-

ku A.

Diuakaz: Omezime se na lichobéznikové pravidlo. Staci si uvédomit,ze jednoduché
lichobéznikové pravidlo je ve slozeném lichobéznikovém pravidle obsazeno m-
krat. Jestlize tedy chceme vyjadrit chybu, se¢teme m-krat vyraz pro chybu jed-
noduchého pravidla (6.1.7). Dostaneme

1= 1o =13 - E5 0 < 3 S < ey = e

kde jsme pouzili M = maxce(ap |f”(¢)]. Vidime, ze Cy = M(b — a)/12. O
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Piiklad 6.2.2. Pomoci slozenych integra¢nich pravidel (6.2.2), (6.2.3) a (6.2.4)

vypoctéte priblizné hodnoty integralu

1
[:/ e® dx
1

s krokem h = 0.5, h = 0.25, h = 0.125 a h = 0.0625 a porovnejte je s presnou
hodnotou.

Reseni: Pfesnd hodnota je I = 2.350402387. Priblizné hodnoty a jejich po-
rovnani s presnou hodnotou uvadime v tabulce 6.2.1. Odtud je vidét, ze slozené
obdélnikové a slozené lichobéznikové pravidlo se chovaji podobné, zatimco slozené

Simpsonovo pravidlo davé vysledky, které jsou presnéjsi o nékolik radi.

Tabulka 6.2.1: Slozené integracni vzorce.

h Iso I — Isol Isr, I — Iy Iss [T — Iss|

0.5 ]2.326096 0.024306 | 2.399166 0.048764 | 2.351195 0.000792
0.25 | 2.344293 0.006110 | 2.362631 0.012229 | 2.350453 0.000051
0.125 | 2.348873 0.001530 | 2.353462 0.003060 | 2.350406 0.000003

0.0625 | 2.350020 0.000383 | 2.351167 0.000765 | 2.350402 0.000000

Kontrolni otazky
Otéazka 1. Jak se odvozuji slozené integracni vzorce?

Otéazka 2. Jakého tadu jsou zakladni slozend integracni pravidla?

l]lohy k samostatnému FeSeni
1. Pomoci obdélnikového, lichobéznikového a Simpsonova pravidla vypoctéte

priblizné hodnotu integralu
1 ™
a) / ¢ dx pro h =0.1; b) / cosz®dr pro h = 7/10.
0 0

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. a) Iso = 1.460393, Ig;, = 1.467175, Iss = 1.462681; b) Iso = 0.799181,
Igp, = 0.722381, Igg = 0.795031.
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6.3. Vypocet integralu se zadanou presnosti

Cile

U integracnich pravidel z predchoziho odstavce neni jasné jak dosdhnout za-
dané presnosti. Pro tyto ucely pouzijeme dvojny prepocet, ktery lze kombinovat

s extrapolacnimi vzorci.

Ptedpokladané znalosti

Slozena integracni pravidla a jejich fad. Tayloruv rozvoj.

Vyklad

Ve vété 6.2.1. jsme uvedli vzorce pro odhad chyby slozenych integracnich
pravidel. Jejich pouzitim lze urcit krok h, ktery zajisti, aby chyba vypoctené
hodnoty integralu byla mensi nez je zadana tolerance. Tento postup mé vsak
dva hacky. Predevsim (jak je patrné z dukazu zminéné véty) vyraz pro odhad
chyby zavisi na derivacich integrované funkce, které se odhaduji pracné. Druhy
problém spoc¢iva v tom, ze vysledné odhady jsou pesimistické, takze integraly
jsou pocitany mnohem pfesnéji nez je pozadovano, coz vyzaduje zbyteéné velky
objem vypoctu. Obvykle se proto postupuje tak, ze hledany integral vycislujeme
opakované, stdle presnéji a ze shody vysledku se usuzuje, zda jiz byla dosazena
pozadovana presnost. Pro tyto tcely se osvédcilo postupné zdvojnasobovani poc¢tu
dilka, na néz rozdélujeme integracni interval (a,b). Hovoiime pak o dvojném
prepoctu.

Cely postup zapiseme v podobé algoritmu, kde 7(h) oznacuje ptibliznou hod-
notu integralu vypoctenou s krokem h pomoci nékterého slozeného integracniho
pravidla. Na zac¢atku predpokladdme, ze integracni interval (a, b) se rozdéli na m

useku. Symbolem € oznac¢ujeme zadanou presnost.
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Algoritmus (Dvojny pfepocet)
Vstup: f, a, b, m, €.
Vypocti h:= (b—a)/m a I(h).
Opakuj:

poloz h := h/2,

vypocti I(h),
dokud |I(2h) — I(h)| > e.
Vystup: 1(h).

Priklad 6.3.1. Pomoci dvojného pfepoctu vypoctéte ptibliznou hodnotu in-

1
[:/ e* dx
1

0.0001. Pouzijte slozené lichobéznikové pravidlo a zacnéte s

tegralu

S presnosti € =

rozdélenim integrac¢niho intervalu na m = 4 dilku.

Reseni: Vypocet je zaznamenan v tabulce 6.3.1. Jako vysledek dostdvame I =

2.3504 £ 0.0001. a
Tabulka 6.3.1: Dvojny prepocet.

m h I(h)  |I(2h) — I(h)]
4 0.5000000 2.3991662 —

8 0.2500000 2.3626313  0.0365349
16 0.1250000 2.3534620  0.0091693
32 0.0625000 2.3511674  0.0022945
64 0.0312500 2.3505936  0.0005737
128 0.0156250 2.3504502  0.0001434
256 0.0078125 2.3504143  0.0000358

V dalsim ukazeme efektivnéjsi variantu dvojného pfepoctu s extrapolacnimi
vzorci, které nejdiive odvodime. Na hodnotu I(h) muzeme pohlizet jako na funkci
proménné h, takze pro ni muzeme psat Tayloruv rozvoj. Odhady pro chybu

podle véty 6.2.1. ukazuji, ze se v tomto rozvoji budou vyskytovat mocniny h
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odpovidajici fadu prislusného integracniho pravidla a vyssi, tj.
I(h) =14+ Ch +O(R"), (6.3.1)

kde p je fad a r > p. Jestlize vzorec (6.3.1) napiSeme pro 2h dostaneme

[(2h) = I + 2°CH? + O(R), (6.3.2)

protoze O((2h)") = O(h"). Vylou¢ime-li z rovnosti (6.3.1) a (6.3.2) vyraz Ch?

dostavame
I(h) —I(2h
1= 1(hy + L= 1CR) oy, (6.3.3)
2r —1
Odtud vidime nésledujici:
1) Velicina
I(h) — I(2h)
Li(h)=1(h)+ ———F— 3.4
() = 1)+ =08 (6.3.4)
je lepsi aproximaci I nez I(h) (je vyssiho fadu r).
2) Vyraz
I(h) — I(2h)
E = - . .
(= 10 (635)

je aproximace chyby pfiblizné hodnoty integralu I(h), kterou muzeme vzhledem
k bodu 1) pouzit také pro odhad chyby aproximace I (h).

Postup pro zvysovani presnosti vysledku ziskanych numerickou metodou podle
vzorce (6.3.3) se nazyva Richardsonova extrapolace. Pomoci extrapolacnich vzorcu
(6.3.3) a (6.3.4) upravime algoritmus dvojného piepoctu.

Algoritmus (Dvojny piepocet s extrapolaci)
Vstup: f, a, b, m, €.
Vypocti h = (b—a)/m a I(h).
Opakuj:
poloz h := h/2,
vypocti I(h),
dokud |E(h)| > e.
Vystup: I;(h).
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Poznamka

V' algoritmu potrebujeme zndt tdd p pouZivaného integracniho wvzorce. Podle
vety 6.2.1. je p = 2 pro sloZené obdélnikové a lichobéznikové pravidlo a p = 4

pro sloZené Simpsonovo pravidlo.
Priiklad 6.3.2. Pomoci dvojného prepoctu s extrapolaci vypoctéte pribliznou

1
[:/ e* dx
-1

s piesnosti ¢ = 1074, Pouzijete slozené lichobéznikové pravidlo a zaénéte pro

hodnotu integralu

m = 4.

Reseni: Protoze p = 2, budou mit extrapola¢ni vzorce tvar

I(h) . 1)y = L= 1en)

L(h) = I(h) + ;

Prubéh vypoctu je zaznamenan v tabulce 6.3.2.

Tabulka 6.3.2: Dvojny piepocet s extrapolaci, lichobéznikové pravidlo.

m h I(h) |E(h)|

4 0.5000000 2.3991662 —

8 0.2500000 2.3626313 0.0121783
16 0.1250000 2.3534620 0.0030564
32 0.0625000 2.3511674 0.0007649
64 0.0312500 2.3505936 0.0001913
128 0.0156250 2.3504502 0.0000478

Z poslednich dvou hodnot ve sloupci I(h) vypocitdme zpfesnénou aproximaci

2.3504502 — 2.3505936
I1(h) = 2.3504502 + : = 2.3504024.

Jako vysledek dostavame I = 2.3504024 4+ 0.0001. Porovnanim s ptesnou hodno-

tou integralu I = 2.350402387... vidime, ze dosazend presnost je velmi vysoka.

Priklad 6.3.3. V predchozim prikladu pouzijte slozené Simpsonovo pravidlo.
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Reseni: Pouzijeme extrapolacéni vzorce

I (h) :[(h)+w a E(h)=

Prubéh vypoctu je zaznamenéan v tabulce 6.3.3.

Tabulka 6.3.3: Dvojny piepocet s extrapolaci, Simpsonovo pravidlo.

m h I(h) |E(h)|

4 0.5000000 2.3511948 —
8 0.2500000 2.3504530 0.000049

Pomoci extrapolace vypocitame zpfesnénou aproximaci

2.3504530 — 2.3511948
I, (h) = 2.3504530 + 5 = 2.350403.

Porovnanim s vypoctem v predchozim piikladu vidime, ze pozadované presnosti
jsme dosdhli mnohem dfrive.

Kontrolni otazky
Otazka 1. Vysvétlete princip dvojného prepoctu.

Otéazka 2. Jak vzniknou extrapolacni vzorce a jakou informaci poskytuji?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Pomoci dvojného piepoctu vypoctéte hodnoty integralu
1 ) s
a) / e” dr proh=0.1; b) / cosx®dx pro h = /10
0 0

s presnosti € = 0.0001. Pouzijte slozené lichobéznikové pravidlo.
2. V predchozi tloze pouzijte slozené Simpsonovo pravidlo a extrapolaci.

Vysledky dloh k samostatnému teseni
1. Presnost doséhneme v obou piipadech pro m = 128: a) I(h) = 1.462679;
b) I(h) = 0.828085.
2. Presnost dosdhneme pro m = 8: a) I1(h) = 1.462658; b) I;(h) = 0.828189.
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6.4. Numerické derivovani

Cile
Ukéazeme jak priblizné vypocitat hodnoty derivaci f'(z) a f”(x) ze zndmych

funkénich hodnot f(z — h), f(x) a f(xz + h).

Predpokladané znalosti

Newtonuv tvar interpolacniho polynomu. Tayloruv rozvoj.

Vyklad

Budeme postupovat podobné jako pri odvozeni Newton-Cotesovych vzorcu
v odstavci 6.1. K funkci f sestavime interpolacni polynom p,, a ten pak derivujeme
misto f. Pouzijeme pfitom Newtonuv tvar interpolac¢niho polynomu (5.1.6).

1) Pro uzly 29 = x a 1 = x + h sestavime linedrni interpolacni polynom

a vyjadiime jeho prvni derivaci:
pi(t) = f(z) + fle+hzl(t —z) = p(t) = flz +ha].

7, definice pomérnych diferenci dostaneme

pie) = & hi)l_ @) piw) (6.4.1)

2) Prouzly xg = x—h, 11 = x a x5 = x+h sestavime kvadraticky interpolacni

polynom:
pa(t) = f(x —h)+ fle,x = h|(t —x+ h)+ flt+ h,z,x — h|(t —x+ h)(t — x).
Prvni a druhd derivace maji tvar

ph(t) = fle,x —h]+ flv+ h,z, 2 — h](2t — 22 + h),

pa(t) = 2flx+ h,z,x —h).
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Dosazenim t = x a upravou dostavame

D) = f(x)—;:(x—h)+f(x+h)—2£g)+f($—h)h

fle+h)—2f(x) + f(x - h)

2 ~ f"(x). (6.4.3)

py(x) =

Priklad 6.4.1. Vypoctéte ptiblizné hodnoty prvni a druhé derivace pro funkci
f(z) = sinz v bodé = 1 s krokem h = 0.01 pomoci vzorcu (6.4.1), (6.4.2)

a (6.4.3). Porovnejte je s presnymi hodnotami.

Reseni:  Budeme potfebovat funkéni hodnoty sinl = 0.841471, sin1.01 =
0.846832 a sin 0.99 = 0.836026. Podle vzorec (6.4.1), resp. (6.4.2) dostaneme

~0.846832 — 0.841471
N 0.01

= 0.536100,

resp.

~0.846832 — 0.836026

=0.54 .
7 001 0.540300

Pfesnd hodnota je f’(1) = cos1 = 0.540302, takze druhd piibliznd hodnota je

podstatné presnéjsi. Podle vzorce (6.4.3) vypocitame druhou derivaci

~0.846832 — 2 0.841471 + 0.836026
N 0.012

(1) = p5(1) — —0.840000.

Nyni je presnd hodnota f”(1) = —sin1 = —0.841471.

Nasledujici véta ukazuje jaky je fad jednotlivych vzorcu.
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Véta 6.4.1.
Necht je funkce f dostateéné hladkd (méd v okoli bodu x spojitou druhou, tteti,

resp. ¢tvrtou derivaci). Pak plati:

A - @ = 158, (6.4.9
3)

po) - fio) = el

/! " 2f(4)<€)

) - @) = wlit

Ve vsech pripadech je £ blize neurceny bod z okoli z.

Dikaz: Nejjednodussi zpusob jak ziskat tato tvrzeni je pouzit Tayloruv rozvoj.

Napiiklad pro odvozeni (6.4.4) staci vyjadiit prvni derivaci z

fz+h)=f(x)+hf(x)+ h2$.

O
Vypocet pribliznych hodnot derivaci mohou podstatné ovlivnit zaokrouhlo-
vaci chyby. Jmenovatele vzorctu totiz obsahuji parametr h, ktery musi byt maly,
abychom dostali dostatecné presnou aproximaci derivace. Soucasné ovSsem mald
hodnota jmenovatele zlomku zvétsuje zaokrouhlovaci chyby v citateli. Nejvétsi
dosazitelna presnost proto musi byt jistym kompromisem mezi chybou apro-
ximace a chybou zaokrouhleni. Na piikladu vzorce (6.4.1) si ukdzeme analyzu
tohoto problému.
Ozna¢me FE . (h) horni odhad celkové chyby, ktery vznikne jako soucet od-
hadu chyby aproximace e(h) a chyby zaokrouhleni z(h), tj.

Een(h) = e(h) + 2(h).

Podle (6.4.4) je e(h) = Ch. Déle budeme predpokladat, ze pii vypoctu f(z) do-

staneme vlivem zaokrouhleni porusenou hodnotu f*(x), pficemz velikost poruchy

je nejvyse k, tj. | f*(x) — f(x)] < k. Pro vzorec (6.4.1) dostdvame nasledujici od-

had:
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_ <
. <

flat+h)—flx)  [f@+h)—f(z)
h

< 3 (@) = @+ 1+ 1) = fle+ 0 < 5 = ()

Odhad celkové chyby ma proto tvar E.(h) = Ch+ 27“, viz obrazek 6.4.1. Funkce

Ecar(h) ma jediné minimum v bodé

[2K
hopt - E (645)

a odpovidajici hodnota E,c(hop) predstavuje nejmensi horni odhad celkové
chyby. Pii vypoctu derivace podle (6.4.1) tedy dojde pro h mensi nez h,y, pa-

radoxné ke ztraté presnosti.

hopt h
Obrazek 6.4.1: Odhad celkové chyby Eep(h).

Piiklad 6.4.2. Vypoctéte piibliznou hodnotu prvni derivace funkce f(z) =
sinz v bodé x = 1 s krokem h = 0.01 a h = 0.001 pomoci vzorce (6.4.1).
Zaokrouhlujte pritom na ctyti desetinnd mista. Vysledky porovnejte s optimalnim

krokem /.
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Reseni: V nasem pifpadé je k =5-107° a

f7(§)| | —siné
2 | ] 2

<05=C.

Dosazenim do vzorce (6.4.5) vypocitdme h,y, = 0.014142, takze vysledek pro

h = 0.01 by mél byt presnéjsi. Ptiblizné derivace maji hodnotu:

sin(1.01) —sin(1) . 0.8468 — 0.8415
! 1 ~ = — .
F) 0.01 0.01 053,
sin(1.001) —sin(1) . 0.8420 — 0.8415
1) ~ = = 0.50.
f 0.001 0.001 0-50

Jejich porovnéni s hodnotou f’(1) = cos 1 = 0.540302 potvrzuje predchozi zaveér.

Kontrolni otazky
Otézka 1. Jak se odvozuji vzorce pro piiblizny vypocet derivace?
Otazka 2. Znézornéte graficky smysl vzorcu pro vypocet prvni derivace.

Otéazka 3. Jak ovliviuji vypocet derivaci zaokrouhlovaci chyby?

Otdzka 4. Odvod'te podrobné vztah (6.4.5).

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Vypoctéte priblizné prvni a druhou derivaci funkce f(z) = cosx v bodé

x = 1.5 s krokem h = 0.01.

Vysledky dloh k samostatnému feseni

1. f/(1.5) =~ —0.997832 podle vzorce (6.4.1); f'(1.5) ~ —0.997478 podle vzorce
(6.4.2); £(1.5) ~ —0.070737 podle vzorce (6.4.3).

Shrnuti lekce
Ukézali jsme pouziti zakladnich integracnich pravidel a vzorci numerického
derivovani. Vidéli jsme, ze numerické vypocty integralu jsou stabilni vzhledem
k zaokrouhlovacim chybam. Zatimco priblizné vypocty derivaci jsou na zaokrouh-

lovaci chyby pomérné citlivé.
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7. ODR — pocatecni tlohy

Pravodce studiem

Jen velmi maélo diferencidlnich rovnic, které se vyskytuji pii popisu prak-
tickych tloh, se da tesit exaktné, a i kdyz dokazeme najit vzorce popisujici ana-
lytické feseni, byvaji natolik slozité, ze je obtizné s nimi déale pracovat. Numerické
metody jsou proto ¢asto jedinou moznosti jak danou diferencialni rovnici vyfesit.

V této kapitole predstavime zakladni numerické metody pro feseni pocatecnich
tloh pro oby¢ejné diferencidlni rovnice (ODR). Nejdiive si na piikladu pripomene-
me nékteré analytické postupy a nachystame si modelovou ulohu. Pak struéné od-
vodime nejjednodussi Eulerovu metodu, na niz ukazeme podstatné rysy spolecné
vSem numerickym metodam. U ostatnich metod pak uvedeme pouze vzorce a na

prikladech ptedvedeme jejich pouziti a vlastnosti.

7.1. Formulace ulohy

Cile

Zavedeme obecnou formulaci pocatecni tilohy pro ODR prvniho fadu a zminime
predpoklady, které zajistuji existenci a jednoznacnost feseni. Na pifkladu piipo-

meneme exaktni metody pro vypocet analytického teSeni.

Ptedpokladané znalosti

Exaktni metody teseni pocatecnich tiloh pro ODR.
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Vyklad
Budeme se zabyvat numerickym vypoétem funkce y = y(z), kterd na intervalu
(a, b) vyhovuje rovnici

y'(x) = f(z,y(x)), (7.1.1)

kde f = f(x,y) je dand prava strana. Rovnice (7.1.1) je obycejnd diferencidlni
rovnice pruniho ddu a z teorie je o ni zndmo, ze Feseni (pokud existuje) je uréeno
az na jeden volitelny parametr. Aby bylo feSeni urceno jednoznacné, budeme

pozadovat splnéni pocdtecni podminky ve tvaru
y(a) = c. (7.1.2)

Uloha (7.1.1), (7.1.2) je pocdatecni dloha pro obycejnou diferencidlni rovnici.
Ovsem ani tato uloha nemusi mit jediné feseni. VSe zavisi na vlastnostech pravé
strany f. O této funkci budeme v celé kapitole predpokladat, ze je spojita v prvni
proménné a splinuje Lipschitzovu podminku ve druhé proménné, tj. existuje kon-

stanta L (nezavisla na z a y) takova, ze
|f(z,y) — f(x,2)| < Lly — 2| Vzx € {a,b) Yy, ze€R. (7.1.3)
Za téchto predpokladu ma pocatecni tloha jediné resen.

Priklad 7.1.1. Pocatecni tloha

nem4 jediné feseni na ntervalu (0, 2), protoze prava strana na uvedeném intervalu

nesplnuje Lipschitzovu podminku.

V nasledujicim ptikladu si pfipomeneme klasické postupy pro feseni poc¢atecnich

uloh. Bude se jednat o tlohu, kterou v dalsim textu pouzijeme jako modelovy

priklad pii testovani numerickych metod.
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Priklad 7.1.2. Ovérte, ze pocatecni iloha
y =22 —-02y, y(-2)=-1 (7.1.4)

ma jediné teseni. Toto TeSeni vypoctéte exaktné pomoci znamych analytickych

metod.

Reseni: Ovéfeni Lipschitzovy podminky pro f (r,y) = 2% — 0.2y provedeme
dosazenim do

y—z B y—z N

—0.2,

odkud vidime, ze (7.1.3) je splnéno napifklad pro konstantu L = 0.2. Resen{
zadané pocatecni tlohy je proto jediné. Pti jeho vypoctu nejdiive vyresime ho-
mogenni diferencidlni rovnici ' = —0.2u pomoci separace proménnych. Postup
je nasledujici:

dx u u

Inju| =02z +c = |u|=e 0%

=
u(z) = Ce "2 C > 0.

Pro vypocet (partikularniho) fesenf y, rovnice (7.1.4) pouzijeme metodu variace
konstant, kdy predem predpokladdme, ze fesen{ bude ve tvaru y,(z) = C'(z)e™%*.

Dosazenim do diferencidlni rovnice (7.1.4) dostaneme
C'(x)e "% + C(2)(—0.2)e™ "% = 2° — 0.2C (v)e *** = C'(z) = 2%e"**
a odtud integraci per partes vypocteme
C(z) = /xze“x dx = e"**(52% — 50z + 250),

takze y,(z) = 5x? — 50z +250. Obecné Feseni dané diferencidln{ rovnice lze zapsat

ve tvaru y(z) = y,(x) + u(x), tj. y(z) = 5a? — 50z + 250 + Ce™*2*. Konecné
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z pocatecni podminky urcime konstantu C
—1=y(-2) =20+ 100 + 250 + Ce™* = C = —248.688737
a tim i feSeni nasi vychozi tlohy:

y(x) = 52? — 502 4 250 — 248.018417e 0" (7.1.5)

Poznamka

Ulohu (7.1.1), (7.1.2) mizeme chdpat vektorové: hleddme vektorovou funkei
y(z) = (yi(x),...,ya(x))" wvyhovujici rovnici (7.1.1), kde pravd strana je re-
prezentovdna vektorovu funkci f(x,y) = (fi(z,y),..., falz,y))", a spliujici
poédtecni podminku (7.1.2) zadanou vektorem ¢ = (cy,...,¢c,)". Vsechny mu-
merické metody, s nimiz se v dalsim sezndmime, lze proto pouZit i pro soustavy

obycejnych diferencidlnich rovnic pruniho radu.

Poznamka

Skutecnost, Ze se omezujeme pouze na rovnice prvniho radu, neni Zidné podstatné
omezenti. Z teorie diferencidlnich rovnic je totiZ zndmo, Ze pocdtecni ulohu pro
rovnici vyssitho radu nez 1 lze jednoduchou substituci prevést na soustavu rovnic

proniho Tddu.

Kontrolni otazky
Otazka 1. Jak vypadd obecna formulace pocatecni ulohy pro obycejnou dife-
rencialni rovnici prvniho fadu?

Otédzka 2. Zopakujte si exaktni metody pro vypocet presného (analytického)

reSeni.
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7.2. Eulerova metoda

Cile

Odvodime rekurentni vzorce pro Eulerovu metodu a ukazeme jejich pouziti.

Ptedpokladané znalosti

Provadeéni rekurentnich vypoctu, analytické feseni pocatecnich uloh pro ODR.

Vyklad

Zékladem, z néhoz vychazeji numerické metody je diskretizace proménnych.
Priblizné teseni se nekonstruuje jako spojita funkce, ale postupné se generuje po-
sloupnost uzlu xg = a, 1, T2, ... a pro né se stanovi ¢isla yo = ¢, y1, ¥s, . . ., kterd
aproximuji hodnoty presného feseni y(xo), y(x1), y(z2), .. .. Pro jednoduchost bu-
deme predpokladat, ze uzly jsou ekvidistantni s krokem h a plati z, = b, tj.
h=(®b-a)/nax,=a+ih, 1=0,1,... n.

P1i odvozovani vzorcu pro priblizné reSeni poc¢atecénich tloh muzeme postupo-
vat napiiklad tak, ze v diferencialni rovnici (7.1.1) zapsané v uzlu z; nahradime
presnou hodnotu y(x;) jeji aproximaci y; a derivaci na levé strané vyjadiime

numerickym vzorcem (6.4.1), tj.

V(@) = flany@) ~ = ().

Odtud jsme schopni pti znamych hodnotach x; a y; vypocitat y; 1. Po prepisu do

explicitniho tvaru dostdavame rekurentni vzorce Eulerovy metody:

Y = ¢,

Yiv1 = yl+hf(xlayz)7 120717771_1

(7.2.1)

Piiklad 7.2.1. Pocatecni ulohu (7.1.4) feste na intervalu (—2,3) pomoci Eule-

rovy metody s krokem h =1 a 0.5. Vysledky porovnejte s presnym feSenim.
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Reseni: V nasem pifpadé je zo = —2, y(—2) = yo = —1 a f(z,9) = 22 — 0.2y.
Pro h =1 dostavame:

vy = —1+1-((=2)2-0.2-(-1)) = 3.2

v = 3241-((—1)2—02-32) = 3.56,

ys = 2848, y, = 3.2784, y5 —= 6.6227.

Podobné pro h = 0.5 vypocteme:

o= —1405-((-2)2—02-(-1)) = 1.1,
v = L1+0.5-((—1.5)2—02-11) = 2.115,

Pro lepsi ndzornost zapiSmé obé ptiblizna reSeni do tabulky 7.2.1, v niz provedeme

také porovnani s presnym fesenim y(z) urcenym vzorcem (7.1.5). Z tabulky je

Tabulka 7.2.1: Eulerova metoda.

h=1 h=05
i yi yi —ylz)| | i T; vi v — ()]
0 —2 —1 0 —9 —1 0

—1.5 1.1 0.5447

-1 2.1150 0.8641
—0.5 2.4035 0.9971
0 2.2882 0.9769
2.0593 0.8322
1 19784 0.5875
1.5 2.2806 0.2637
2 31775 0.1214
2.5 4.8598 0.5529
7.4988 1.0179

1 -1 3.2 1.9491

2 0 3.56 2.2487

3 1 2.848 1.4571

4 2 32784 0.0206

© 00 ~J O UL = W N~ O
e
ot

5 3 6.6227 1.8940

—_
(e
w

vidét, ze TeSeni vypoctené s mensim krokem h je presnéjsi. Tento zaver potvrzuje

také obrazek 7.2.1, kde jsou priblizna feseni znazornéna jako lomené cary.
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N
7N

Obrazek 7.2.1: Piiblizna feseni vypocitand Eulerovou metodou (plné); presné
feseni (teckovane).
Pozndmka

Eulerova metoda je metodou prvniho rddu, prestoZe jsme ji odvodili ze vzorec
(6.4.1), ktery je tdadu druhého. Pri vgpoctu podle Eulerovy metody dochdzi ke

kumuluaci (diskretizacni) chyby, coZ md za dusledek sniZeni Tddu.

Kontrolni otazky

Otézka 1. Odvod'te Eulerovu metodu. Jakého je fddu a proc?

l]lohy k samostatnému feSeni
1. Eulerovou metodou feste diferencidln{ rovnici ¢’ = 1/(2?+1)—0.1y s pocatecni

podminkou y(—2) = —1 na intervalu (—2,3) s krokem h = 0.5.

Vysledky dloh k samostatnému fesSeni

1. Viz Numerické metody — Testy, priklad 6.1., str.143.
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7.3. Metody vyssiho radu

Cile @

Ukéazeme pouziti rekurentnich vzorcu Heunovy metody a klasické Rungeovy-

Kuttovy metody.

Predpokladané znalosti

o=

Eulerova metoda, analytické feSeni pocatecnich tloh pro ODR.

Vyklad E——”

Nésledujici vzorce popisuji metody vyssiho radu. Pii jejich pouziti dosdhneme
srovhatelné presnosti jako u Eulerovy metody pii podstatné vétsim kroku h, tedy
pii vyrazné mensim celkovém objemu vypoctu.

Heunova metoda, kterd je druhého tadu, je uréena rekurentnimi vzorci:

\
Y = G

kl = hf(mlayl)a
k? = hf($l+h7yl+kl)7
Yit1 = yi+%(kl+k2)a 1=0,...,n—1.

(7.3.1)

Rungeova-Kuttova metoda cturtého radu (RK4) je uréena rekurentnimi vzorei:

3\

o

Yo =
ki = hf(x,v),

ke = hf(zi+5h,y + 5k1),
ks = hf(zi+ 3h,y; + 5ka),
ky = hf(z;+h,y; +k3),

Yirr = Yi+s(ki+2ko+2ks+ky), i=0,....,n—1.

?

(7.3.2)
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Poznamka

Obé uvedené metody jsou jednokrokové, ¢imz mdame namysli, Ze pro vypocet y;.q

staci hodnota z jediného predchoziho kroku vy;.

Poznamka
Ze vzorcu (7.3.1), (7.3.2) je ddle vidét,zZe zvySend Fddu u jednokrokové metody je
spojeno s vétsim objemem vypoctu, zejména je v kaZdém kroku potreba pocitat

hodnoty pravé strany f(x,y) ve vice bodech.

Piiklad 7.3.1. Pocdtecni tlohu (7.1.4) feste na intervalu (—2,3) pomoci Heu-
novy metody a metody RK4 s krokem h = 1. Vysledky porovnejte s presnym

reSenim a s feSenim ziskanym Eulerovou metodou.

Reseni: Opét vyjdeme z 1o = =2, y(—2) = yo = —1 a f(z,y) = 2° — 0.2y.
Nazna¢ime prvni dva kroky Heunovy metody:

by = 1-((=2)2=02-(=1)) = 4.2,
ky = 1-((=241)2=02-(—=1+42)) = 0.36,

yi = —1+1(4.240.36) = 1.28,

ki = 1-((=1)2=0.2-1.28) = 0.744,

ky = 1-((—=1+1)2—0.2-(1.2840.744)) = —0.4048,
Yo = 1.28+ 1(0.744 + (—0.4048)) = 1.4496,

atd.

Obé priblizna teseni zapiseme do tabulky 7.3.1 a porovname je s presnym fesenim
y(x) uréenym vzorcem (7.1.5). Porovnanim se sloupcem h = 1 v tabulce 7.2.1
vidime, ze dosazené vysledky jsou presnéjsi nez u Eulerovy metody, pricemz

nejpresnéjsi vysledky dava metoda RK4, viz také obrazek 7.3.1.

*****
b - 140 -
* *
* xk
4



Numerické metody 7. ODR - POCATECNI ULOHY

Tabulka 7.3.1: Metody vyssiho tadu.

Heunova metoda Metoda RK4

(A vi lyi—ylz)|| @ x Yi |y —y(zi)]
0 -2 -1 0 0 -2 -1 0

1 —1 1.2800 0.0291 2 —1 1.2508 0.0001

2 0 1.4496 0.1383 4 0 1.3112 0.0001

3 1 1.6887 0.2978 6 1 1.3910 0.0001

4 2 3.7847 0.4858 8 2 3.2994 0.0004

5 3 9.2035 0.6867 10 3 &.5175 0.0008

10

-2 -1 0 1 2 3

Obrazek 7.3.1: Priblizné feseni vypocitané metodou RK4 (plné), Heunovou me-

todou (¢arkované) a presné feseni (teckovaneé).
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Kontrolni otazky
Otézka 1. Jaké znate metody vyssiho tadu? Co je jejich vyhodou oproti metodam
prvniho fadu?

Otézka 2. Jaky je vztah mezi fadem metody a pocetni naro¢nosti jednoho kroku?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Metodou RK4 feste diferencidln{ rovnici y' = sin(x)y — 2 + y, y(1) = 0 na
intervalu (1,2) s krokem h = 0.2.

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

1. Viz Numerické metody — Testy, priklad 6.2., str.145.
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7.4. Vicekrokové metody

Cile

Ukazeme pouziti vicekrokovych metod pro fesni pocatecnich loh pro ODR.

Pomoci zakladnich vicekrokovych vzorci odvodime algoritmus prediktor-korektor.

Ptedpokladané znalosti

Jednokrokové a analytické metody feseni pocatecnich uloh pro ODR.

Vyklad

o=

Definice 7.4.1.
Dana metoda se nayva k-krokova, jestlize pii vypoctu y;, 1 je potieba do-
sadit do vzorce metody hodnoty feSeni z k predchozih kroku, tj. hodnoty

Yi, Yi-15 -5 Yi—k+1-

Vsechny dosud uvedené metody byly jednokrokové. Prikladem dvoukrokové

metody je vzorec
Yir1 = Yir + 20 f (i, yi), (7.4.1)

ktery lze odvodit podobné jako Eulerovu metodu (7.2.1) pomoci numerického de-
rivovani. Vzorci (7.4.1) se tiké metoda skdakagici Ziby, protoze hodnoty pfiblizného

feseni vétsinou osciliji kolem feseni pfesného.

Definice 7.4.2.

Dana metoda se nayva [-bodova, jestlize pti vypoctu y;.1 vyzaduje vzorec me-

tody vypocitat hodnoty pravé strany f v [ bodech.

Eulerova metoda (7.2.1) je jednobodova, Heunova metoda (7.3.1) je dvou-

bodova a Runge-Kuttova metoda (7.3.2) je ¢tyrbodova. Vidime, ze u jednokro-
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kovych metod je pro dosazeni vyssiho fadu pocitat hodnoty pravé strany ve vice
bodech, ¢imz se ovSsem zvétsuje pracnost vypoctu. Tuto nepiijemnou vlastnost
odstranuji vicekrokové metody. Hodnoty priblizného feSeni z ptredchozich kroku
totiz predstavuji v dany okamzik jiz napoc¢tenou informaci, kterou lze vyuzit pro
dosazeni vyssiho fadu. Vsimnéme si, ze metoda (7.4.1) je jednobodové, dvoukro-
kova a druhého tadu (jeji odvozeni je zalozeno na pouziti vzorce numerického
derivovani (6.4.2) druhého téadu).

Jistou komplikaci u k-krokové metody je skutecnost, ze pti zahdjeni vypoctu
potfebujeme znat hodnoty wo, y1, ..., Yx_1, tzv. pocatecns usek. Jeho vypocet se
zpravidla provadi vhodnou jednokrokovou metodou (stejného nebo vyssiho radu).

Vsechny dosud uvedené metody byly explicitni, tzn. ze v jejich vzorci se y; 1
vyskytovalo pouze na levé strané. U vicekrokovych metod se ¢asto pouzivaji
vzorce implicitni, u nichz se y;,1 vyskytuje i na strané pravé. Pouziti takovéhoto
vzorce predstavuje v kazdém kroku rovnici (zpravidla nelinedrni), jejimz feSenim
je y;11. PTi feSeni této rovnice lze pouzit nékolik krok vhodné iteracni metody,

coz je podstata algoritmu typu prediktor-korektor.

Adamsovy-Bashforthovy vzorce

Pod nazvem Adamsovy-Bashforthovy vzorce rozummime explicitni vicekrokové
metody, které lze odvodit integraci interpolac¢niho polynomu sestaveného pro de-
rivaci TeSeni diferencidlni rovnice. Ukazme odvozeni tiikrokového vzorce.

Necht y(z) je feSeni tlohy (7.1.1) a oznaéme y, = y'(z;). Derivaci y'(z)

muzeme vyjadiit ve tvaru

Y (z) = pa(7) + e(), (7.4.2)

kde po(z) je Newtonuv tvar interpolaéniho polynomu v uzlech x;, z;_1, 2, a e(x)

je interpolaé¢ni chyba:

pa(x) = yi4+y [, vl(e — ) + Y @i, v, @) (v — 2) (2 — 2-9),
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V (7.4.2) provedeme integraci na intervalu (x;, z;41):

/ = (i) — y(m),

Tit1 h? 5h3
/ = yz{ ~h+ y,[ifz‘—l, lEz] : E + y’[%‘—m%‘—l, lEz] : ?
_ y{_hij—yé_l_h_z Yi— 291 +yio 5B°

! h 2 2h? 6

h
Tit1 4
/ e(x)dr = &)

takze dohromady dostavame

h 3
Y(wis1) = y(wi) = 75(23y; = 16y, +5y;o) + §h4y(4) (©).

Vynechanim posledniho ¢lenu vznikne rekurentni vzorec, ktery lze pouzit pro
priblizny vypocet y(x;y1). Staci si uvédomit, ze (ptiblizné) hodnoty derivaci
Yi, Y1, yi_o 1ze snadno vypocitat dosazenim do pravé strany f nasi diferencidlni
rovnice (7.1.1). Oznacéime-li y; =~ y(z;) a fi = f(x;,y;) = y., obdrzime nasledujici
tvar vzorce:

(280 16+ 5f,).

Yig1 = Yi +
Jednd se ziejmé o trikrokovou metodu tretiho fadu (srovnej s pozndmkou u Eu-
lerovy metody). Soucasné je to metoda jednobodovd! Staéi si totiz uvédomit, ze
pii vypocétu y;11 neni potieba vycislit hodnoty f;_; a f;_o , protoze k tomu jiz

doslo v predchozich krocich.

Analogickym postupem lze odvodit dalsi Adamsovy-Bashforthovy vzorce lisici

se poc¢tem kroku. Obvykle pouzivané vzorce jsou nejvyse ¢tyrkrokové. Zde je jejich

prehled:

Yit1 = yi+hfi, (743)
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h

Yir1 = Yi T+ 5(3fi — fi-1), (7.4.4)
h

Yiv1 = Y + E(23fZ - 16fz‘_1 + 5fi_2), (745)
h

Yir1 = Yi+ ﬂ(55fi —59fic1 +37fice — 9fi_s). (7.4.6)

Piiklad 7.4.1. Pocateéni tlohu (7.1.4) feSte na intervalu (—2,3) pomoci
tiikrokové Adamsovy-Bashforthovy metody s krokem h = 1. Vysledky porov-

nejte s presnym resenim.

Reseni: Pocatecni tsek vypocitame metodou RK4. Jsou to prvni tii hodnoty
x; a y; z druhé ¢ésti tabulky 7.3.1, tj. xg = —2, 21 = —1, x5 = 0 a yp = —1,
y1 = 1.2508, yo = 1.3112. Protoze f(x,y) = x? — 0.2y, vypocitdme fy = (—2)? —
0.2-(=1) =4.2000, f; = (=1)2=0.2-1.2508 = 0.7498 a f, = (0)>—0.2-1.3112 =

—0.2622. Pomoci vzorce (7.4.5) pak provedeme vsechny dalsi vypocty:

ys = —13112+ 2(23f, —16f, +5fy) = 1.5588,
fs = 12 —0.2-1.5588 = 0.6882,

yas = 1.5588+ L(23f3 —16f>+5f1) = 3.5400,
fi = 22—02-3.5400 = 3.2920,

ys = 3.5400 4+ L(23fs — 16f3 + 5f) = 8.8227.

Vysledky jsou shrnuty v tabulce 7.4.1.

Adamsovy-Moultonovvy vzorce

Adamsovy-Moultonovy vzorce jsou implicitni vicekrokové metody, které lze od-
vodit podobnym postupem jako Adamsovy-Bashforthovy vzorce, tj. provede se
integrace interpola¢niho polynomu sestaveného pro derivaci feseni diferencialni
rovnice. Nyni se integruje na intervalu (z;_1,x;) a pak se posune indexovéni.

Uvedme pouze piehled vzorct:

Yir1r = Yi+ hfi, (7.4.7)
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h

Yir1 = Yi Tt §(fi+1 + fi)s (7.4.8)
h

Yisr = Uit E(5fi+1 +8fi — fi-1), (7.4.9)
h

Yie1 = Ui+ ﬂ(9fi+1 +19f; = 5fic1 + fi2). (7.4.10)

Napiiklad (7.4.9) predsatvuje dvoukrokovou, jednobodouvou metodu tretiho fadu.
Pouziti uvedenych vzorcu vyzaduje v kazdém kroku tesit rovnici pro neznamou
Yitr1. Iteracni zpusob feseni, ktery jsme zminili v ivodu, rozebereme az v dalsim
odstavci. Zde si ukazme jednoduzsi postup, kdy se do zvoleného vzorce dosadi
prava strana diferencidlni rovnice f a pak se vyjadrenim y;.1 vzorec prevede na
explicitni tvar. Takto muzeme ovsem postupovat pouze v pripadech, kdy pravé

strana f neni ,,ptilis slozitd funkce”.

Tabulka 7.4.1: Adamsova-Bashforthova a Adamsova-Moultonova metoda.

Ad.-Bash. 3. fddu Ad.-Moul. 3. fadu
U Yi lyi—ylz)| |1 o Yi yi — y(zi)|
0 —2 —1 0 0 -2 —1 0
1 —1 1.2508 0.0001 1 —1 1.2508 0.0001
2 0 1.3112 0.0001 2 0 1.2929 0.0183
3 1 1.5588 0.1679 3 1 1.3613 0.0296
4 2 3.5400 0.2411 4 2 3.2628 0.0362
5 3 8.8227 0.3060 5 3 84773 0.0394

Piiklad 7.4.2. Pocatecni tlohu (7.1.4) feste na intervalu (—2,3) pomoci dvou-
krokové Adamsova-Moultonovy metody pro h = 1. Vysledky porovnejte s
presnym TfeSenim.

Reseni: Do pravé strany vzorce (7.4.9) dosadime fi11 = f(@ig1,¥ip1) = 72, —
O.Qyi+1i

h
Yir1 = Yi + 5(5(95?“ —0.2y;41) +8fi — fic1).

* X x
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Vyjadiime y;41:
hoe
Yir1 = 12(y; + E(5xi+1 +8fi = fi-1))/(12+ h).

Tento prepis Adamsova-Moultonova vzorce pouzijeme ve vypoctech. Jako poc¢atecni
usek vezmeme hodnotu vypoéitanou metodou RK4, tj. pouzijeme x; a y; z prvnich

dvou tadku tabulky 7.3.1. Vysledky jsou shrnuty v tabulce 7.4.1.

Algoritmus prediktor-korektor

Princip odvozeni algoritmu ukédzeme na dvoukrokovém Adamsové-Moultonové

VZOorci:
h
Yit1 = Yi + E(5f($i+1a Yiy1) +8fi — fic1)-

Ptredpokladejme, Ze zname hodnoty v;, v;—1, yi_o a chceme vypocitat y;. 1. Na
uvedeny vzorec muzeme pohlizet jako na rovnici v iteraénim tvaru (2.4.1), pro
jejiz vyteseni je prirozené pouzit metodu prostych iteraci (2.4.3). Tato dvaha vede

na nasledujici vypocetni postup:

Proi=1,...,n—1 vypocti y;11 takto:
(a) uréi pocdtecndt odhad yy,

(b) pocdtecni odhad zpresiiuj pomoct iteraci:
yffll =Y —+ 1_h2(5f(xi+17 yszrl) + 8fz - fifl)a k = 07 17 27 e

Krok (a) se nazyva prediktor, krok (b) je korektor. Varianta algoritmu prediktor-
korektor uvedena nize pouziva explicitni Adamsuv-Bashforthuv vzorec tietiho
radu (7.4.5) jako prediktor. V korektoru se pak vykondva jediné itera¢ni zpresnéni.
S ohledem na struény zapisu algoritmu pouzijeme symbol pfifazeni ,,:=" pro

zménu hodnoty proménné, coz umozinuje vynechat itera¢ni index k. Dostavame

nasledujici algoritmus:

* % %
* 4 4
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Yo = ¢

Y1, Y2 vypocti pomoci jednokrokové metody;

Proiv=2,...,n—1 vypocti y;1 takto:
(P) Yir1 =y + 1_h2(23fi —16f;-1 +5fi—2), (7.4.11)

(E) firr = [(@it1, Yir1),

(C) yi1 =vi + (5 fir1 +8fi — fic1),

(B) firr = f(@ig1, Yir)- )

Uvedeny algoritmus je metoda trikrokovd, dvoubodovd a tretiho tadu, pro pro
niz se pouziva oznaceni PECE. Podobné se pouziva oznaceni PE(CE)*, P(EC)*
nebo P(EC)*E, pro varianty algoritmu prediktor-korektor s k vnitinimi kroky a

s ruznou organizaci dalsich vypoctu.

Piiklad 7.4.3. Pocdtecni ulohu (7.1.4) feste na intervalu (—2,3) pomoci PECE

metody (7.4.11) s krokem h = 1. Vysledky porovnejte s presnym fesenim.

Reseni: Pocitecni tsek vypocitame metodou RK4. Jsou to prvni tii hodnoty
x; a y; z druhé ¢asti tabulky 7.3.1, tj. xo = =2, 21 = -1, 2o =0ayy = —1,y; =
1.2508, yo = 1.3112. Pomoci téchto hodnot vypocitame fo = 4.2000, f; = 0.7498
a fo = —0.2622. U dalsich vypoctu podle (7.4.11) uvddime pouze poradi v jakém

vznikaji jednotlivé hodnoty:

ys3 := 1.5588, f3:=0.6882, y3 :=1.3607, f3:=0.7279,
yq = 3.4178, f4:=3.3164, y, := 3.2496, f4 := 3.3501,
ys := 8.5908, f5:=T.2818, y5 := 8.4564, f5 := 7.3087.

Vysledky jsou v tabulce 7.4.2.
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Tabulka 7.4.2: Algoritmus prediktor-korektor.

i Yi yi — y(zs)|
0 —2 —1  0.0000
1 —1 1.2508  0.0001
2 0 13112  0.0001
3 1 13607  0.0302
4 2 3.2496  0.0493
5 3 84564  0.0603

Poznamka

Z porovndnim vysledku v tabulkdch 7.4.1 a 7.4.2 je vidét, Ze implicitni metoda
je podstatné presnéjsi nez explicitni metoda stejného radu. Algoritmus prediktor-
korektor predstavuje ,nepresnou” implicitni metodu, takzZe také dosaZend presnost

je o néco mensi.

Kontrolni otazky
Otézka 1. V ¢em spociva hlavni piinos vicekrokovych metod oproti metodam
jednokrokovym?
Otézka 2. Jak se odvozuji Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy vzorce?

Otézka 3. Na ¢em je zalozena konstrukce algoritmu prediktor-korektor?

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Diferencidln{ rovnici ¥’ = sin(z)y — 2 +y, y(1) = 0 feSte na intervalu (1,2) s
krokem h = 0.2 pomoci vzorce Adamsovy-Bashforthovy metody ¢tvrtého radu.
2. Vzorec Adamsovy-Moultonovvy metody ¢tvrtého fadu prepiste na explicitni
tvar pro diferencidlni rovnici z pfedchozi tilohy a provedte vypocet.
3. Sestavte algoritmy prediktor korektor PECE a PECEC zalozené na Adam-
sovych-Bashforthovych a Adamsovych-Moultonovych vzorcich ¢tvrtého fadu a

vyteste difeencidlni rovnici z prvni tlohy.
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Vysledky aloh k samostatnému feSeni

1. Viz Numerické metody — Testy.

Shrnuti lekce

Ukazali jsme princip numerického feseni pocatecnich tloh pro obycejné dife-
rencidlni rovnice (prvniho fddu). Metody tohoto typu lze nalézt ve standardnich
knihovnach pocitacovych programu. Popisovana problematika je pomérné obsahla
a zahrnuje napftiklad Tizeni dosazené pfesnosti nebo specialni metody pro dife-
rencidlni rovnice, jejichz feSeni je citlivé na zaokrouhlovaci chyby.

Ulohy zapsané pomoci diferencidlnich rovnic (ruznych typu nejen ODR) se
vyskytuji velice ¢asto pfi modelovani fyzikalnich nebo technickych tloh. Jejich
feSeni na pocitaci je atraktivni oblasti vyzkumu, ktery v poslednich desetiletich

prochdazi bouflivym vyvojem.
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