OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Obyc¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi (ODR) budeme nazyvat rovnice, ve kterych
se vyskytuji derivace neznamé funkce jedné reilné proménné.

Priklad. Bud’ dana funkce f:R — R. Necht’ J C R je otevieny interval. Pak funkce
¢ vyhovuje ODR
Y (x) = f(x)
v kazdém bodé intervalu J pravé tehdy, kdyz ¢ je primitivni funkci k funkci f na J.
R4d ODR udavé nejvyssi derivace neznidmé funkce, kterd se v rovnici ,efektivne”
vyskytuje. Naptiklad rovnice
y (x) = sinx, 0-y"(x) +5'(x) = cosx
jsou ODR 1. ¥4du, rovnice y”'(x) +y'(x) = cosx je ODR 3. fddu.
Priklad. Pohyb hmotného bodu po pfimce lze popsat podle Newtonova zakona sily
vztahem
F=m-a
(F je pusobici sila, m je hmotnost bodu, a je jeho zrychleni). Oznaéime-li ¢as pis-
menem ¢ a polohu hmotného bodu v ¢ase t symbolem y(z), pak a = y”(¢). Predpo-
kladejme, ze hmotnost bodu na Case nezavisi, a ze zadand sila F zavisi pouze na
case 1, poloze y(r) a rychlosti y'(¢) bodu. Potom lze psat
my" (t) = F(t,y(1),y'(1)).
Tato rovnice predstavuje ODR 2. fadu.
Umlwva. V zadéni ODR proménnou u neznidmé funkce a jejich derivaci vétsinou
nevypisujeme, predchozi rovnici tak zapiseme ve tvaru
my" = F(t.y,).
Podobné napiiklad nahradime zépis ODR

X

Y (x) —sin(x)y(x) =e
struénéjsim tvarem
y —sin(x)y =¢*.

Linarni diferencialni rovnice 1. fadu. Necht’ jsou zadany funkce a, b definované
na otevieném intervalu J C R. ODR tvaru

(1) Y +a(x)y=b(x)

nazyvame linedrni diferencidlni rovnici 1. fadu.

Je-1i specidlné prava strana v uvedené rovnici nulova, rovnice piechazi v rovnici
(2) Y +a(x)y=0,

kterou nazyvame homogenni linearni diferencialni rovnici 1. fadu.

Meéjme jesté zadéna cisla xg € J, yg € R. Podminku

(3) y(x0) =yo

budeme nazyvat pocteéni podminkou (kladenou na feseni zadané diferencidln{ rov-
nice).



Definice. Necht’ funkce ¢ spliiuje néasledujici podminky:

D (@) =1, kde I C R je otevieny interval,
pro kazdé x € I plat{ ¢ (x) +a(x) @ (x) = b(x).

Pak funkci @ nazyvdme FeSenim rovnice (1) na I. Spliuje-li feSeni @ navic zadanou
pocatecni podminku, tj. plati

¢ (x0) = yo,

pak fekneme, Ze ¢ je feSenim Cauchyovy tlohy (1), (3) na 1.

Véta. Necht’ a, b jsou spojité funkce definované na otevieném intervalu J. Necht’
xo € J. Pak plati:

Ezistuje prdvé jedna funkce @, kterd je na J tesenim Cauchyovy tlohy (1),

(3).

o Mnozina viech teseni rovnice (2) na J tvori vektorovy prostor dimenze 1.
o Resent rovnice (2) na J neménd na J znaménko.
e Necht’y, je resenti rovnice (1) na J. Zvolme libovolné resent y, rovnice (2)

na J . Pak funkce

yx) =yn (x)+yp (x), xe€J

je opét fesenim rovnice (1) na J.

Necht’y, je néjaké, pevné zvolené resent rovnice (1) na J. Pak ke kazdému
Tedeni y rovnice (1) na J existuje prdvé jedno resend y, homogennd linedrni
diferencidlni rovnice (2) na J takové, Ze pro vSechna x € J plati:

yx) =y (x) +yp (x) .

Popisme nyni metodu ,,prendsobeni”; kterd umoznuje resit zadané linearni diferen-
cidlni rovnice.

Nejprve nalezneme ,maximalni” interval J, na kterém jsou koeficient a rov-

nice a prava strana b rovnice spojitymi funkcemi. Je-li zaddna pocatecni
podminka y(xg) = yo, ovéiime, ze xo € J.

e Vypocteme [a(x)dx na J.
e Rovnici (1) prendsobime kladnou a diferencovatelnou funket

e.['a(x)d.x7 xel:

Vel 49 4y ol g () = oS a0dx gy ()

Ziskame tak diferencidlni rovnici, kterd mé zrejmé stejnou mmnozinu vsech
feseni jako rovnice (1) (hovoiime o ekvivalentnich rovnicich). Po vyuziti
vzorce pro derivaci soucinu na levé strané prendsobené rovnice ziskavame
na J vztah

(y o a) dx)’ _ ofatdx p ()
Po integraci obou stran plat{
y(x) e @ /ef“(x) b(x)dx, x€J,
tento vztah lze pomoci pouziti ,integra¢ni konstanty C” zapsat takto:

y(x) - el e — / e/ p(x) dx+C, x€J, (CER).



Mnozinu v8ech FeSeni na$i rovnice na intervalu J pak lze po tpravé popsat
vzorcem (nazyvame jej obecnym FeSenim rovnice)

y(x)= C~e7f“<x)d"+C-effa(x)d"-/efa(x) ‘b(x)dx,xeJ, (CeR).
e Je-li zaddna pocatecn{ podminka y(xp) = yo, zjistime dosazenim konkrétni
hodnotu C a napiSeme piislusné feseni Cauchyovy tlohy.
Priklad. Urcete feSeni Cauchyovy tlohy
y =3x%y=0, y(1)=2¢.
Resend. Ziejmé je a(x) = —3x, b(x) = 0. Funkce dand piedpisem —3x? je spojita
na J = R. Zfejmeé plati [ (—3x2) dx = —x3, takze po pfendsobeni zadané rovnice

kladnou a diferencovatelnou funkei

3
eX

dostavame ekvivalentni rovnici
e o (20) o
Po upravé prechézi leva strana v derivaci sou¢inu:
(re) =0
takze po integraci obou stran a pfidani ,integracni konstanty” C :
y(x) . =C, CeR.
Po prendsobeni funkci ¢ ziskdvame ,obecné feseni” zadané rovnice:
y(x) :Ce"a, CcR.

7 pocatecni podminky y(1) = 2e* (v predchozim vztahu dosadime ¢islo 2e* misto
y(x) a ¢islo 1 za x) ziskdvdame rovnici pro C:

23 =cel’ — =2
Nyni jsme jiz schopni zapsat hledané feseni ¢ zadané Cauchyovy ulohy:

ox)= 2e2e” = 2¢" 12,

Ukdzka struéného zapisu feseni téhoz piikladu (se kterym si vystacite u zkousky):

Priklad. Urcete feseni Cauchyovy tlohy

Yy =3x%y=0, y(1)=2¢.
Resent.

/ 2., _ i

y —=3x"y=0 |~e

/

y e — 'o‘xzyef"3 =0

Uved’'me jesté struéné reseni dalsiho prikladu.



Priklad. Urcete feseni Cauchyovy tlohy

1
y’—l—;y:x, y(=1)=2.

Resend. —1 € (—o0,0) = J = (—0,0),
1
y’+;y:x |~ef%dx, x € (—o0,0) [elnlxl =X, Pr0x<0}

—x—y= -2, x<0

(=) = —x*, x<0

3

—yx:C—%, x<0, CeR

Separovatelné diferencialni rovnice. Necht’ jsou zadany funkce ki, g. ODR tvaru

(4) Y =h(x)-g(y)

nazyvame rovnici se separovatelnymi proménnymi. Podobné jako v piipadé linearni
diferencidlni rovnice prvniho fadu definujeme Feseni rovnice (4) na otevieném in-
tervalu J C R jako takovou funkci ¢, D (@) = J, kterd po dosazeni zméni uvedenou
rovnici v rovnost dvou funkei na J:

¢ () =h(x)-g(p(x), xeJ.
Plati-li pro feSeni @ rovnice (4) na J navic vztah ¢ (xo) = yo, tj. spliuje-li uvedené
feSeni pocatecni podminku
(5) y(x0) = Yo,
fikdme, ze funkce @ je feSenim Cauchyovy tlohy (4), (5) na J.

Véta. Necht’ h je spojitd funkce definovand na otevieném intervalu I C R. Necht’
funkce g md na otevieném intervalu K spojitou derivaci. Necht’xo €1, yo € K. Pak
existuje otevieny interval J C 1 a prdvé jedna funkce @, kterd je tesenim Cauchyovy

dlohy (4), (5) na J.



Reseni separovatelné diferencialni rovnice lze pii splnéni predpokladi uvedené véty
hledat pomoci ndsledujici Gvahy. Predpoklddejme, ze funkce y Fesf (4) na otevieném
intervalu J, tj. plati:
(6) Y(x)=hx)gyx), xeJ.
Piedpoklddejme navic, ze pro pro kazdé x € J plati g(y(x)) # 0 . Pak obé strany
rovnosti muzeme délit g (y(x)):
1 /
——— Y (x) =h(x)
g(y(x))

Po nésledné integraci a pouziti ,integracni konstanty” C pak ziskdvame vztah

1 /

. (x)dx:/h(x) d&+C, (CER).
/ g(y(x)) ’

Na levou stranu piredchoziho vyrazu nyni muzeme pouzit prvni substituéni metodu
s volbou Y = y(x), takze

1

/de ey = /h(x) dr+C, (CER).

Z posledniho vztahu se nékdy podaii vyjadfit predpis y (x) pro hledand feseni. Hod-
notu C pak zjist'ujeme dosazenim pocateéni podminky, podobné jako pti FeSeni
linearni diferencidlni rovnice 1. fadu.

Priklad. Urcete teSeni Cauchyovy tlohy
Y=2xy,  y(0)=2.

Reseni. Zadan4 rovnice je vlastné linedrni homogenn{ diferencidlni rovnici y' —2xy =
0, o které vime, ze jeji feSeni na R neméni znaménko. Z pocatecni podminky je vidét,
ze hleddme FeSeni nabyvajici pouze kladnych hodnot. Muzeme tedy psat

[
—y (x) =2x,
v
1
/my’ (x) dx = /Zxdx—l—C, (CeR),
dy
/7|Y:y(x> —24C, (CER),
Inly(x)|=In(y(x)) =x*+C, (CeR),
y(x)= e = eC~eX2, (CeR).
Po dosazeni pocateéni podminky ziskavame

In2=0C,
takze pro feSeni @ zadané Cauchyovy ulohy plati
¢ (x) =2e".

Pozndmka. 7 teSeni ptedchoziho piikladu je patrné, ze homogenni linearni dife-
rencidlni rovnice muzeme kromé metody ,piendsobeni” Uspésné reSit rovnéz jako
rovnice se separovatelnymi proménnymi.



Pozndmka. Popsana metoda feSeni separovatelnych rovnic se Casto stru¢né me-
chanicky popisuje pomoci ndslednych zjednodusujicich zdpisku (pro derivaci y’ je

pouzito znacenf %, misto substituce ¥ =y (x) se pouzije y =y (x)):

a=h@30%
pro g(y() #£0: % — h(x)dy,

/;;/mmm+c

Pozndmka. Moznou existenci ¢isla x € J, pro néz g(y(x)) =0 lze diskutovat v kon-
krétnich piipadech - muzeme tak ziskat dalsi feseni zadané Cauchyovy tlohy. Tim
se ovSem na tomto misté nebudeme zabyvat (Podle kolegy K. K. ¢lovék nemus{
umét vechno).

Priklad. Vypoctéte feSeni Cauchyovy tlohy

1
Y= y(0)=7.
Resent.
d
ay*bcyz
Piedpoklad Vx € J : y?(x) #0.
d
/%:/Zxdx—l—C,
y
1 2
——— =x"+C,
y(x)
1
y(x)—C_ 5, CER
(O)—1 = b = C=4
YW=y 4-Cc-0 -
1
e =—02
Zkouska:
—2x 1\’ 5
VXE(—Z,Z): (p/(x)z—(“xz)222x<4_xz) =2x(p (X),
1
0)=-.
¢(0)= 4
Vysledek:

1
(P(.x) = m, X € (_2,2) .

Pozndmka. Véta o existenci a jednoznacnosti feSeni pro separovatelné rovnice ne-

pooys

o neménnosti znaménka feSeni. Pouzijeme-li proto mechanicky vyse popsany algo-
ritmus, je nutné presvédcit se o spravnosti nalezeného reseni zkouskou.



Pozndmka. Casto se rovnice,

/;;/m@m+c

pro feseni y(x) nepodai{ vzhledem k této funkei explicitné rozziesit. V takovém
piipadé jsme alespon diferencidlni rovnici prevedli na rovnici bez derivaci neznamé
funkce. Dals{ informace o feSeni nam pak muze poskytnout tzv. véta o implicitni
funkei.

Priklad. Reste diferencilni rovnici
(F+1D)y+x(y*—1)y =0.
Resend. Jestlize y(x) # 0, pak

(y2_1)dy:_<x2+1>7

y dx X

21 1
/y dy/<x2+>dx+c,
y X

1 1
Eyz —Inly| = —§x3 —In|x|+C,

takze

1 1
5x3+1n|x|+§y2—1n\y| =C, CcR.




