
Domácí úkol 3 (4b)

1. Ur£ete rovnici te£ny a normály ke grafu funkce

f (x) = arctan
√
x2 − 1

v dotykovém bod¥ T =
(√

2; ?
)
.

�e²ení: Doplníme druhou sou°adnici bodu T : f
(√

2
)
= arctan 1 = π

4 , tj. T =
(√

2; π4
)
.

Rovnice te£ny t a normály n jdoucí bodem T = (x0; f (x0)) jsou:

t : y − f (x0) = f ′ (x0) (x− x0) ,

n : y − f (x0) = −
1

f ′ (x0)
(x− x0) .

Musíme tedy najít derivaci funkce f v bod¥ x0 =
√
2. Pozor, derivujeme sloºenou funkci.

f ′ (x) =
1

1 +
(√

x2 − 1
)2 · (√x2 − 1

)′
=

1

x2
· 1
2

(
x2 − 1

)− 1
2
(
x2 − 1

)′
=

=
1

x2
· x√

x2 − 1
=

1

x
√
x2 − 1

.

Odtud f ′
(√

2
)
= 1√

2
. P°íslu²né rovnice te£ny a normály jsou:

t : y − π

4
=

1√
2

(
x−
√
2
)
,

n : y − π

4
= −
√
2
(
x−
√
2
)
.

2. Derivujte funkci f a výsledek upravte, je-li

f (x) = 2 arcsin

√
x

2
−
√

2x− x2.

�e²ení: Op¥t se procvi£íme v derivování sloºených funkcí.

f ′ (x) =
2√

1−
(√

x
2

)2 ·
(√

x

2

)′
− 1

2

(
2x− x2

)− 1
2
(
2x− x2

)′
=

=
2√
1− x

2

· 1√
2
· 1

2
√
x
− 1− x√

2x− x2
=

1√
2x− x2

− 1− x√
2x− x2

=
x√

2x− x2
.

3. Vypo£t¥te druhou derivaci funkce

f (x) = ln

√
e2x

e2x − 1
.
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�e²ení: Do t°etice je tady sloºená funkce. Nejprve musíme samoz°ejm¥ ur£it první derivaci:

f ′ (x) =
1√
e2x

e2x−1

·

(√
e2x

e2x − 1
.

)′
=

√
e2x − 1

e2x
· 1
2

(
e2x

e2x − 1

)− 1
2
(

e2x

e2x − 1

)′
=

=

√
e2x − 1

e2x
· 1

2
√

e2x

e2x−1

·
2e2x

(
e2x − 1

)
− e2x · 2e2x

(e2x − 1)2
=
e2x − 1

2e2x
· −2e

2x

(e2x − 1)2
.

Po zkrácení dostáváme:

f ′ (x) =
1

1− e2x
.

Ur£it druhou derivaci je uº hra£ka:

f ′′ (x) =
0 ·
(
1− e2x

)
− 1 ·

(
−2e2x

)
(1− e2x)2

=
2e2x

(1− e2x)2
.

Ukáºeme si i druhou moºnost, jak m·ºeme vypo£ítat druhou derivaci:

f ′′ (x) = −1 ·
(
1− e2x

)−2 (
1− e2x

)′
=

−1
(1− e2x)2

·
(
−2e2x

)
=

2e2x

(1− e2x)2
.

4. Vypo£t¥te

lim
x→−∞

(
x

x+ 1

)x
.

�e²ení: Limita, kterou máme vypo£ítat je typu �1∞�. Platí totiº:

lim
x→−∞

x

x+ 1
= lim

x→−∞

1

1 + 1
x

=
1

1 + 0
= 1.

Limitu typu �1∞� m·ºeme vypo£ítat pomocí L'Hospitalova pravidla. Platí:

lim
x→−∞

(
x

x+ 1

)x
= lim

x→−∞
ex ln

x
x+1 = elimx→−∞ x ln x

x+1 .

Vypo£teme limitu funkce v exponentu a následn¥ aplikujeme v¥tu o limit¥ sloºené funkce.

lim
x→−∞

x ln
x

x+ 1
= lim

x→−∞

ln x
x+1
1
x

=

[
0

0

]
= lim

x→−∞

(
ln x

x+1

)′
(
1
x

)′ = lim
x→−∞

x+1
x ·

1
(x+1)2

− 1
x2

=

= lim
x→−∞

(
− x

x+ 1

)
= −1.

Dostali jsme, ºe

lim
x→−∞

(
x

x+ 1

)x
= e−1 =

1

e
.
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