
Domácí úkol 2 (3b)

1. Vypo£t¥te limity:

a) lim
(
3n−

√
9n2 − 3n+ 1

)
,

b) lim
3√n2+1−16n
3√8n3+18n

.

�e²ení:

a) Limitu nem·ºeme po£ítat p°ímo uºitím v¥ty o limit¥ rozdílu posloupností, nebo´

dostaneme neur£itý výraz �∞−∞�. Nepom·ºe ani vytknout n:

lim

(
3n− n

√
9− 3

n
+

1

n2

)
= lim

[
n

(
3−

√
9− 3

n
+

1

n2

)]
=

= (limn) · lim

(
3−

√
9− 3

n
+

1

n2

)
=∞ ·

(
3−
√
9− 0 + 0

)
= "∞ · 0".

Op¥t je tu neur£itý výraz. Limitu vypo£teme roz²í°ením výrazu pro n-tý £len pomocí

vzorce (a− b) (a+ b):

lim
(
3n−

√
9n2 − 3n+ 1

)
· 3n+

√
9n2 − 3n+ 1

3n+
√
9n2 − 3n+ 1

= lim
9n2 −

(
9n2 − 3n+ 1

)
3n+

√
9n2 − 3n+ 1

=

= lim
3n− 1

3n+
√
9n2 − 3n+ 1

= lim
n
(
3− 1

n

)
n
(
3 +

√
9− 3

n + 1
n2

) =
3− 0

3 +
√
9
=

1

2
.

b) P°i výpo£tu této limity vytkneme nejprve v £itateli a jmenovateli n a po zkrácení

aplikujeme v¥tu o limit¥ podílu posloupností:

lim
n
(

3

√
1
n + 1

n3 − 16
)

n
(

3

√
8 + 18

n2

) = lim

3

√
1
n + 1

n3 − 16

3

√
8 + 18

n2

=
3
√
0 + 0− 16
3
√
8 + 0

= −8.

2. Vypo£t¥te limity::

a) lim
(

3n
2n−1

)n
;

b) limx→6

√
x−2−2
x−6 .

�e²ení:

a) I zde musíme výraz v závorce nejprve upravit:

lim

(
3

2
· 2n

2n− 1

)n
= lim

[(
3

2

)n
·
(

2n

2n− 1

)n]
= lim

(
3

2

)n
· lim

(
2n

2n− 1

)n
. (1)

Po úprav¥ jsme pouºili v¥tu o limit¥ sou£inu posloupností. P°istoupíme k °e²ení

jednotlivých limit. V prvním p°ípad¥ máme základní limitu typu lim qn. Víme, ºe

lim qn = +∞, je-li q > 1,
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a tudíº lim
(
3
2

)n
= +∞. V druhém p°ípad¥ se nabízí, ºe bychom n¥jak mohli vyuºít

základní limitu:

lim

(
1 +

1

n

)n
= e, tj. lim

(
n+ 1

n

)n
= e.

A skute£n¥ po rozepsání 2n = 2n− 1 + 1 dostaneme:

lim

(
2n− 1 + 1

2n− 1

)n
= lim

(
1 +

1

2n− 1

)n
= lim

√(
1 +

1

2n− 1

)2n−1(
1 +

1

2n− 1

)1

=
√
e · 1 =

√
e.

Vyuºili jsme v¥tu o limit¥ vybrané posloupnosti, posloupnost

((
1 + 1

2n−1

)2n−1)∞
n=1

je totiº vybraná posloupnost z posloupnosti
((
1 + 1

n

)n)∞
n=1

, má tedy stejnou limitu.

Krom¥ toho jsme je²t¥ vyuºili, ºe lim k
√
an = k

√
a, je-li lim an = a ∈ R, k ∈ N \ {1},

an ≥ 0 pro kaºdé n ∈ N. Vypo£etli jsem ob¥ limity (1) a m·ºe tak p°íklad dokon£it:

lim

(
3n

2n− 1

)n
= lim

(
3

2

)n
· lim

(
2n

2n− 1

)n
= +∞ ·

√
e = +∞.

b) Od výpo£tu limit posloupností te¤ p°istoupíme k výpo£tu limity funkce. Daná

funkce není spojitá v bod¥ x0 = 6, limitu tedy nem·ºeme vypo£ítat dosazením za x.
P°i výpo£tu limitty budeme postupovat obdobn¥ jako v p°íkladu 1a):

lim
x→6

√
x− 2− 2

x− 6
·
√
x− 2 + 2√
x− 2 + 2

= lim
x→6

(x− 2)− 4

(x− 6)
(√
x− 2 + 2

) = lim
x→6

1√
x− 2 + 2

=
1

4
.

Po úprav¥ jsme dostali funkci, která se na prstencovém okolí bodu x0 = 6 rovná na²í

funkci a je navíc v bod¥ x0 = 6 spojitá. Limitu jsme pak mohli vypo£ítat p°ímo

dosazením za x.

3. Ur£ete, ve kterých bodech nejsou dané funkce spojité, a je-li to moºné, dode�nujte

je tak, aby byly spojité v celém R.

a) f (x) = 2−
√
x+3

x3−1 ,

b) g (x) = sinx−cosx
cos(2x) .

�e²ení: P°ipome¬me si nejprve, ºe funkce f je spojitá v bod¥ x0 ∈ R, jestliºe

platí

lim
x→x0

f (x) = f (x0) .

a) De�ni£ní obor funkce Df = 〈−3;+∞) \ {1}. Funkci nelze dode�novat tak, aby

byla spojitá v celém R. Tím p°íklad kon£í. Nicmén¥ pokusme se ji spojit¥ dode�novat

v bod¥ x0 = 1. Podívejme se, má-li v tomto bod¥ vlastní limitu:

lim
x→1

2−
√
x+ 3

x3 − 1
· 2 +

√
x+ 3

2 +
√
x+ 3

= lim
x→1

4− (x+ 3)

(x− 1) (x2 + x+ 1)
(
2 +
√
x+ 3

) =

= lim
x→1

1− x
(x− 1) (x2 + x+ 1)

(
2 +
√
x+ 3

) = lim
x→1

−1
(x2 + x+ 1)

(
2 +
√
x+ 3

) = − 1

12
.
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Funkce má v bod¥ x0 = 1 vlastní limitu a m·ºe zde být spojit¥ dode�nována:

f (x) =

{
2−
√
x+3

x3−1 , x ∈ 〈−3;+∞) \ {1}
− 1

12 , x = 1
.

b) Funkce g není de�nována v bodech, ve kterých cos (2x) = 0, tj. v bodech

2x = (2k + 1)
π

2
⇔ x = (2k + 1)

π

4
, k ∈ Z.

Poloºíme k = 0 a vypo£ítáme limx→π
4
g (x):

lim
x→π

4

sinx− cosx

cos (2x)
=

[
0

0

]
= lim

x→π
4

sinx− cosx

cos2 x− sin2 x
= lim

x→π
4

−1
cosx+ sinx

= − 1√
2
.

V bod¥ x = π
4 bychom mohli funkci spojit¥ dode�novat. Podívejme se, p·jde-li to

také i v bod¥ x = 3π
4 . Nech´ tedy k = 1:

lim
x→ 3π

4

sinx− cosx

cos (2x)
=

[√
2

0

]
. (2)

V tomto p°ípad¥ je limita funkce v £itateli rovna
√
2 a limita funkce ve jmenovateli

se rovná 0. Hodnota limity (2) v absolutní hodnot¥ roste nade v²echny meze. Je

tedy z°ejmé, ºe funkci g nelze spojit¥ dode�novat tak, aby byla spojitá v celém R.
Pro úplnost ur£íme ob¥ jednostranné limity:

lim
x→ 3π

4
+

sinx− cosx

cos (2x)
= lim

x→ 3π
4
+
(sinx− cosx) · lim

x→ 3π
4
+

1

cos (2x)
=
√
2 ·
[

1

0+

]
= +∞.

lim
x→ 3π

4
−

sinx− cosx

cos (2x)
= lim
x→ 3π

4
−
(sinx− cosx) · lim

x→ 3π
4
−

1

cos (2x)
=
√
2 ·
[

1

0−

]
= -∞.

Limita funkce g v bod¥ 3π
4 neexistuje, limity zleva a zprava se nerovnají.
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