
Domácí úkol 1 (3b)

1. Ur£ete de�ni£ní obor funkce

f (x) =

√
18− 2x2

ln (x2 − 2x)
+

1

x
.

�e²ení:

Funkci f tvo°í funkce f1 (x) =
√
18− 2x2, f2 (x) = ln

(
x2 − 2x

)
a f3 (x) = 1

x .
De�ni£ní obor funkce druhá odmocninaD√ = 〈0;+∞), de�ni£ní obor funkce p°irozený
logaritmus Dln = R+. De�ni£ní obor t°etí funkce Df3 = R \ {0}. Musíme tedy ur£it
de�ni£ní obory Df1 a Df2 prvních dvou funkcí:

18− 2x2 ≥ 0⇔ x2 ≤ 9⇔ |x| ≤ 3 ⇔ x ∈ 〈−3; 3〉 ,
x2 − 2x > 0⇔ x (x− 2) > 0⇔ [(x > 0 ∧ x > 2) ∨ (x < 0 ∧ x < 2)]⇔ x ∈ (−∞; 0) ∪ (2;+∞) .

Zjistili jsme, ºe Df1 = 〈−3; 3〉 , Df2 = (−∞; 0) ∪ (2;+∞). Nyní m·ºeme p°istoupit
k ur£ení de�ni£ního oboru funkce f . Pozor, nesta£í najít pr·nik jednotlivých de�ni£ních
obor·, nesmíme je²t¥ zapomenout, ºe funkce f2 (x) = ln

(
x2 − 2x

)
je ve jmenovateli

a tedy

ln
(
x2 − 2x

)
6= 0⇔ x2 − 2x 6= 1⇔ x2 − 2x− 1 6= 0⇔ x 6= 1±

√
2.

Odtud pak dostáváme: Df = (Df1 ∩Df2 ∩Df3) \
{
1±
√
2
}
, tj.

Df = (〈−3; 0) ∪ (2; 3〉) \
{
1±
√
2
}
.

2. �e²te:

a) cos (2x) + cosx ≥ 0, x ∈ R;

b) sinx+
√
3 cosx = 0, x ∈ 〈0; 2π〉.

�e²ení:

a) Vyjdeme ze vzorce pro kosinus dvojnásobného argumentu a základní goniometrické
identity: cos (2x) = cos2 x− sin2 x, cos2 x+ sin2 x = 1. Platí:

cos2 x− sin2 x+ cosx ≥ 0⇔ 2 cos2 x+ cosx− 1 ≥ 0

substituce: u = cosx

2u2 + u− 1 ≥ 0⇔ (2u− 1) (u+ 1) ≥ 0⇔
(2 cosx− 1) (cosx+ 1) ≥ 0. (1)

Danou nerovnici jsme p°evedli na kvadratickou nerovnici. Dále jsme vyuºili, ºe
kvadratický mnoho£len au2 + bu + c s kladným diskriminantem m·ºeme rozloºit
na sou£in:

a (u− u1) (u− u2) ,

1



kde u1, u2 jsou ko°eny daného polynomu. Tím jsme nerovnici upravili na tvar (1).
Z°ejm¥ platí:

(2 cosx− 1) (cosx+ 1) ≥ 0

⇔ (2 cosx− 1 ≥ 0 ∧ cosx+ 1 ≥ 0) ∨ (2 cosx− 1 ≤ 0 ∧ cosx+ 1 ≤ 0)

⇔
(
cosx ≥ 1

2
∧ cosx ≥ −1

)
∨
(
cosx ≤ 1

2
∧ cosx ≤ −1

)
⇔
(
cosx ≥ 1

2

)
∨ (cosx ≤ −1) . (2)

První nerovnost (2) spl¬ují v²echna x ∈ ∪k∈Z
〈
−π

3 + 2kπ; π3 + 2kπ
〉
, druhou nerovnost

pak spl¬ují v²echna x = π + 2kπ, k ∈ Z. �e²ením nerovnice je tedy mnoºina(
∪k∈Z

〈
−π
3
+ 2kπ;

π

3
+ 2kπ

〉)
∪ {(2k + 1)π : k ∈ Z} .

b) Rovnici
sinx+

√
3 cosx = 0

m·ºeme za p°edpokladu, ºe cosx 6= 0 (tj. x 6= π
2 , x 6=

3π
2 ) p°evést na rovnici

tanx = −
√
3.

Víme, ºe tan π
3 =
√
3 a ºe funkce tangens je záporná ve II. a IV. kvadrantu. Odtud

dostaneme: x = π − π
3 respektive x = 2π − π

3 . Rovnice má tedy v intervalu 〈0; 2π〉
°e²ení

x =
2π

3
∨ x =

5π

3
.

3. K funkci
f (x) = e

1
x + 2

najd¥te funkci inverzní f−1 a ur£ete její de�ni£ní obor.

�e²ení:

Funkce f je funkce sloºená. Vnit°ní funkce f1: u = 1
x i vn¥j²í funkce f2: y = eu jsou

prosté, tzn. i výsledná funkce je prostá. Inverzní funkce tedy existuje. Platí

Hf1 = R \ {0} ⇒ Hf2 = R+ \ {1} ⇒ Hf = (2;+∞) \ {3} .

Víme, ºe Df−1 = Hf , tzn. Df−1 = (2;+∞) \ {3}. Inverzní funkci najdeme uºitím
algoritmu:

∀y ∈ Df−1 : f−1 (y) = x⇔ f (x) = y.

Odtud

∀y ∈ (2;+∞) \ {3} : f−1 (y) = x⇔ e
1
x + 2 = y ⇔ e

1
x = y − 2⇔ 1

x
= ln (y − 2)

⇔ x =
1

ln (y − 2)
.

Te¤ uº sta£í jenom zam¥nit prom¥nné x a y. Hledaná inverzní funkce je:

f−1 (x) =
1

ln (x− 2)
, x ∈ (2;+∞) \ {3} .

2


