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2.2 Výroky a operace s výroky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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Zobrazit

‹
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Předmluva

STUDIJNÍ OPORY S PŘEVAŽUJÍCÍMI DISTANČNÍMI PRVKY PRO PŘEDMĚTY TEORE-
TICKÉHO ZÁKLADU STUDIA je název projektu, který uspěl v rámci prvnı́ výzvy Operačnı́ho
programu Rozvoj lidských zdrojů. Projekt je spolufinancován státnı́m rozpočtem ČR a Evropským
sociálnı́m fondem. Partnery projektu jsou Regionálnı́ středisko výchovy a vzdělávánı́, s. r. o. v Mostě,
Univerzita obrany, Brno a Technická univerzita v Liberci. Projekt byl zahájen 5. 1. 2006 a bude
ukončen 4. 1. 2008.

Cı́lem projektu je zpracovánı́ studijnı́ch materiálů z matematiky, deskriptivnı́ geometrie, fyziky
a chemie tak, aby umožnily předevšı́m samostatné studium a tı́m minimalizovaly počet kontaktnı́ch
hodin s učitelem. Je zřejmé, že vytvořené texty jsou určeny studentům všech forem studia. Studenti
kombinované a distančnı́ formy studia je využijı́ k samostudiu, studenti v prezenčnı́ formě si mohou
doplnit zı́skané vědomosti. Všem studentům texty pomohou při procvičenı́ a ověřenı́ zı́skaných
vědomostı́. Nezanedbatelným cı́lem projektu je umožnit zvýšenı́ kvalifikace širokému spektru osob,
které nemohly ve studiu na vysoké škole z různých důvodů (sociálnı́ch, rodinných, politických)
pokračovat bezprostředně po maturitě.

7



Obsah

8. strana ze 616

J J I I

J I
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V rámci projektu jsou vytvořeny jednak standardnı́ učebnı́ texty v tištěné podobě, koncipované
pro samostatné studium, jednak e-learningové studijnı́ materiály, přı́stupné prostřednictvı́m Inter-
netu. Součástı́ výstupů je rovněž banka testových úloh pro jednotlivé předměty, na nı́ž si studenti
ověřı́, do jaké mı́ry zvládli prostudované učivo.

Bližšı́ informace o projektu můžete najı́t na adrese http://www.studopory.vsb.cz/.
Přejeme vám mnoho úspěchů při studiu a budeme mı́t radost, pokud vám předložený text

pomůže při studiu a bude se vám lı́bit. Protože nikdo nenı́ neomylný, mohou se i v tomto textu
objevit nejasnosti a chyby. Předem se za ně omlouváme a budeme vám vděčni, pokud nás na ně
upozornı́te.

ESF - ROVNÉ PŘÍLEŽITOSTI PRO VŠECHNY
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Zobrazit

‹
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Kapitola 1

Úvod

1.1. Co je to diferenciálnı́ počet a čı́m se zabývá

Ve chvı́li, kdy jste otevřeli tento studijnı́ materiál, si jistě kladete otázku: „Co budu po prostudovánı́
tohoto textu umět? K čemu dále použiji všechny ty matematické vzorce?“

Pokusı́me se spolu s vámi na tyto otázky odpovědět. Nejdřı́ve se však sami zamyslete nad
otázkou: „Jaký má matematika význam pro přı́rodnı́ a technické vědy? Jak postupujeme, když
chceme poznat a popsat nějaký přı́rodnı́ jev?“

Při poznávánı́ nějakého přı́rodnı́ho jevu zpočátku vyšetřujeme, za jakých podmı́nek se jev
vyskytuje, tj. které vlivy jej způsobujı́ nebo rušı́, zesilujı́ nebo zeslabujı́. V dalšı́m stupni se snažı́me
jev popsat, měřit, vyjadřovat velikosti a souvislosti pomocı́ čı́sel. V té chvı́li vstupuje na scénu
matematika. Uvědomte si, že i z historického pohledu byly pokroky v přı́rodnı́ch vědách provázeny
objevenı́m a využitı́m nových matematických metod. Jak řekl Galileo Galilei:
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Úvod 10

Filosofie světa je obsažena v grandióznı́ knize stále otevřené všem a každému — myslı́m
tı́m knihu přı́rody. Porozumět jı́ však může jen ten, kdo se naučı́ jejı́mu jazyku a pı́smu, jı́mž
byla napsána. Napsána je jazykem matematiky a jejı́m pı́smem jsou matematické vzorce.

Které matematické úvahy jsou pro zkoumánı́ jevů nejdůležitějšı́? Z každodennı́ zkušenosti
vı́me, že se v přı́rodě neustále dějı́ změny. Našı́m cı́lem je nalézt přı́činy změn a jejich vzájemnou
souvislost. Z tohoto pohledu jsou nejdůležitějšı́ úvahy o proměnných veličinách a studium závislostı́
proměnných veličin.

Při zkoumánı́ určitého jevu chceme bud’zı́skat celkový pohled na daný jev, tj. celkový průběh,
nebo okamžitý stav jevu. Mnohem častěji dovedeme matematicky vyjádřit jenom okamžitý stav
úkazu a jeho celkový průběh teprve hledáme. Dospěli jsme tedy ke dvěma základnı́m problémům:
Jak z celkového průběhu jevů odvodit okamžitý stav a naopak, jak z okamžitého stavu odvodit
celkový obraz. Oba uvedené problémy se matematicky řešı́ metodami infinitezimálnı́ho počtu:
Odpověd’na prvnı́ problém dává diferenciálnı́ počet a druhý problém řešı́ integrálnı́ počet. Obsahem
studijnı́ho materiálu, který jste právě začali čı́st, je počet diferenciálnı́.

Infinitezimálnı́ počet vytvořili nezávisle na sobě v 17. stoletı́ I. Newton (v Anglii) a G. W. Leibniz
(v Německu). Matematika před Newtonem a Leibnizem se omezovala na statické formy počı́tánı́,
měřenı́ a popisovánı́ tvarů. Dı́ky vytvořenému diferenciálnı́mu a integrálnı́mu počtu, který umožnil
zkoumánı́ pohybu a změny, bylo možno studovat prouděnı́ kapalin, rozpı́nánı́ plynů, popisovat
fyzikálnı́ jevy jako elektřinu a magnetismus nebo také odhalit zákonitosti létánı́, růstu rostlin a
živočichů, popsat průběh šı́řenı́ nemocı́ nebo kolı́sánı́ ekonomického zisku.

Uvědomte si, že většina prvotnı́ch pracı́, které použı́valy diferenciálnı́ a integrálnı́ počet, byla
zaměřena na studium fyziky. Mnoho velkých matematiků té doby bylo i velkými fyziky. Teprve
později se matematika oddělila od fyziky a stala se samostatnou vědou, jak ji známe dnes.
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Úvod 11

Diferenciálnı́ počet a pojem funkce

Veličina, která nabývá různých hodnot, se nazývá proměnná. Je to napřı́klad délka úsečky, velikost
úhlu, čas, teplota, cena zbožı́, atd. Veličina, která se neměnı́, je stálá, se nazývá konstanta. Proměnné
většinou označujeme pı́smeny z konce abecedy (x, y, z, . . . ) a konstanty pı́smeny ze začátku abecedy
(a, b, c, . . . ). Majı́-li však proměnné nebo konstanty své ustálené odborné značky (např. čas t , tlakp),
pak je většinou zachováváme.

Jestliže při zkoumánı́ jevu věnujeme pozornost dvěma proměnným veličinám, zjistı́me velmi
často, že mezi nimi existuje souvislost. Změnı́-li se jedna proměnná, změnı́ se v závislosti na nı́
také druhá proměnná. Proto také prvnı́ veličinu nazýváme nezávisle proměnnou neboli argumentem,
druhou závisle proměnnou nebo funkcı́ prvnı́ veličiny. Funkce obvykle označujeme pı́smeny f , g, h
atd. Pokud chceme specifikovat přı́mo závislost mezi y a x, pı́šeme f : y = f (x), kde x je nezávisle
proměnná a y je závisle proměnná.

Např. obsah kruhu je funkcı́ jeho poloměru, dráha tělesa při volném pádu je funkcı́ doby pohybu
atd. V tomto přı́padě mluvı́me o funkci jedné (nezávisle) proměnné.

Jestliže máme proměnnou, která závisı́ na dvou a vı́ce dalšı́ch proměnných veličinách, mluvı́me
o funkci dvou a vı́ce proměnných. Např. obsah obdélnı́ku je funkcı́ dvou proměnných (velikostı́
stran), objem kvádru je funkcı́ třı́ proměnných (velikostı́ hran) atd. V tomto studijnı́m materiálu se
budeme věnovat pouze funkcı́m jedné proměnné. S funkcemi dvou a vı́ce proměnných se seznámı́te
v dalšı́m kurzu.

Závislost dvou proměnných, zı́skaná jako výsledek experimentu, bývá vyjádřena tabulkou, v nı́ž
jsou uvedeny jednotlivé hodnoty nezávisle proměnné a k nim přı́slušné hodnoty funkce. Tabulkové
vyjádřenı́ však udává závislost veličin jen pro omezený počet přı́padů, nenı́ dosti přehledné a
nedovoluje snadno vyvozovat důsledky. Proto se často přistupuje ke grafickému vyjádřenı́ závislosti.
Zakreslı́me body, jejichž prvnı́ souřadnice je nezávisle proměnná a druhá souřadnice je přı́slušná
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Úvod 12

funkčnı́ hodnota (závisle proměnná). Pak lze sousednı́ body spojit úsečkami, čı́mž vznikne lomená
čára jakožto grafické vyjádřenı́ závislosti. Protože však ve většině přı́padů předpokládáme, že se
změny veličin v přı́rodnı́ch jevech dějı́ spojitě, můžeme nalezené body spojit křivkou, která nám
dává dobrou představu o vlastnostech vyšetřované závislosti.

Nejlepšı́ vyjádřenı́ závislosti je však pomocı́ rovnice neboli analytického výrazu. Ten je mnohem
obsažnějšı́ než tabulka, přesnějšı́ než grafické vyjádřenı́ a samozřejmě obecnějšı́. Také lze využı́t
množstvı́ matematických metod ke zkoumánı́ funkčnı́ závislosti. Výhody analytického vyjádřenı́
funkce jsou tak velké, že lze prohlásit, že prvotnı́m úkolem matematiky v přı́rodnı́ch vědách je
popsat závislosti veličin (jež vystupujı́ v nějakém přı́rodnı́m jevu) analytickým výrazem.

1.2. Co budete po prostudovánı́ tohoto textu umět

Jak již bylo řečeno, v následujı́cı́m textu se budete věnovat diferenciálnı́mu počtu funkcı́ jedné
proměnné. Postupně se naučı́te vyšetřovat základnı́ vlastnosti dané funkce jedné proměnné, na
jejichž základě budete schopni zakreslit průběh (graf) této funkce. Konkrétněji to znamená, že
budete umět

1) určovat množinu hodnot, pro něž je funkce definována,
2) rozpoznat, kde je funkce spojitá, přı́p. nespojitá,
3) určit, kde daná funkce roste, přı́p. klesá (monotonie),
4) vypočı́tat, ve kterých bodech funkce nabývá maximálnı́ch a minimálnı́ch hodnot (extrémy),
5) určit, zda je graf funkce na určitém intervalu „prohnutý dolů“ nebo „nahoru“ (konvexnost,

konkávnost),
6) určit asymptoty, atd.
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Úvod 13

Kromě těchto úloh zaměřených na vyšetřovánı́ průběhu funkce se dále seznámı́te s tı́m, jak
danou funkci v okolı́ nějakého bodu aproximovat (nahradit) polynomem, jak spolu souvisı́ dráha a
rychlost hmotného bodu atd. K tomu všemu bude třeba si osvojit mnohé nové pojmy, a to předevšı́m
limitu, spojitost a derivaci.

Ukážeme si také mnohé praktické úlohy, které jsou řešitelné metodami diferenciálnı́ho počtu.
Tyto úlohy, zadané většinou slovně, je třeba nejdřı́ve matematicky modelovat, tedy převést do
„matematické řeči“ a pak je řešit uvedenými metodami. Uvedeme si zde zadánı́ třı́ úloh, které budete
po prostudovánı́ skript schopni vyřešit.

Úloha 1.1. Z břevna kruhového průřezu s poloměrem r = 20 cm máme vytesat trám, který bude
mı́t průřez ve tvaru obdélnı́ku se stranami z a v („základnou“ a „výškou“). Jak máme volit z a v,
aby měl trám maximálnı́ nosnost, vı́me-li, že jeho nosnost je přı́mo úměrná prvnı́ mocnině z a druhé
mocnině v?

Úloha 1.2. Světelný zdroj B (např. pouličnı́ svı́tilna) má vzdálenost 36 m od světelného zdroje A.
Zdroj B má osmkrát většı́ intenzitu než zdroj A. Který bod na spojnici obou zdrojů bude nejméně
osvětlený? Přitom intenzita osvětlenı́ světelným zdrojem je přı́mo úměrná intenzitě zdroje a klesá
s druhou mocninou vzdálenosti od uvažovaného zdroje.

Úloha 1.3. Z kanálu šı́řky a = 6 m vycházı́ pod pravým úhlem kanál šı́řky b = 4 m. Najděte
největšı́ délku tyče, kterou je možno splavit z jednoho kanálu do druhého.

Uvedené úlohy si společně vyřešı́me v kapitole 10.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Úvod 14

1.3. Orientace v textu

Celý studijnı́ materiál je tvořen jedenácti kapitolami. Prvnı́ kapitola, kterou právě čtete, je pouze
úvodem ke studiu. Dalšı́ tři kapitoly Základnı́ pojmy, Reálné funkce jedné reálné proměnné a
Elementárnı́ funkce jsou z velké části učivem střednı́ školy. Jsme si vědomi toho, že v závislosti na
typu střednı́ školy (a vašı́ pı́li) se může velmi lišit úroveň vašich vstupnı́ch matematických znalostı́.
Pro některé z vás budou proto tyto kapitoly jen připomenutı́m toho, co již znáte. Protože je však
mnoho těch, kteřı́ danou látku již zapomněli, nebo dokonce nikdy neslyšeli, snažili jsme se tyto
kapitoly zpracovat poměrně podrobně. Bez znalosti základnı́ pojmů nelze pochopit dalšı́, složitějšı́
pojmy.

Dalšı́ kapitoly jsou již věnovány diferenciálnı́mu počtu funkcı́ jedné proměnné. Jedná se o ná-
sledujı́cı́ kapitoly: Posloupnosti, Limita a spojitost, Derivace, Základnı́ věty diferenciálnı́ho počtu,
Průběh funkce, Globálnı́ extrémy a Aproximace funkce polynomem. Nebudeme se nynı́ zmiňovat
o tom, co je obsahem jednotlivých kapitol — to se dozvı́te na začátku každé kapitoly v tzv. Průvodci
studiem a přehledně v části nazvané Cı́le.

Celý text si klade dva základnı́ cı́le — jednak seznámit čtenáře se základy diferenciálnı́ho počtu
funkcı́ jedné reálné proměnné a jednak pomoci čtenáři, aby se naučil matematickému způsobu
myšlenı́ a přesnému formulovánı́ myšlenek.

Nové a důležité pojmy jsou uvedeny v definicı́ch, vlastnosti a souvislosti ve větách. Velkou
pozornost jsme věnovali motivaci zaváděných pojmů a správnému pochopenı́ jejich významu. Rádi
bychom, abyste měli s každým pojmem (definicı́) spojen jednoduchý geometrický nebo fyzikálnı́
model. Přitom důkazy vět uvádı́me jen tehdy, jsou-li pro běžného čtenáře pochopitelné.

Ke čtivosti a srozumitelnosti sloužı́ členěnı́ textu na menšı́ logické části, zařazenı́ velkého
množstvı́ obrázků, grafů, kontrolnı́ch otázek a řešených přı́kladů. Za jednotlivými tematickými
celky jsou dále zařazena cvičenı́. Samostatné řešenı́ v nich obsažených přı́kladů tvořı́ nedı́lnou
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Úvod 15

součást studia. Jen tak mohou studenti zı́skat potřebné početnı́ návyky a hlouběji si osvojit nové
pojmy. Pro usnadněnı́ kontroly jsou všechna cvičenı́ opatřena výsledky. Pro lepšı́ orientaci v textu
jsou konce důkazů označeny symbolem a konce řešených přı́kladů symbolem N.

Existujı́ stovky učebnic různé obecnosti a obtı́žnosti věnovaných diferenciálnı́mu počtu funkcı́
jedné proměnné. Seznam literatury uvedený na konci těchto skript je jen malou ukázkou. V textech
[7, 13] lze nalézt všechny důkazy neuvedené v těchto skriptech. Náročnějšı́m zájemcům lze dopo-
ručit klasickou českou učebnici [9] a rovněž [23]. Populárnějšı́ formou se o mnoha zajı́mavostech
z matematiky lze poučit v knihách [1, 6, 22, 24]. Zájemci o dalšı́ přı́klady k procvičenı́ mohou použı́t
[8].

Každá kapitola má svou pevnou strukturu, která by vám měla pomoci k rychlejšı́ orientaci
v textu. K tomu využı́váme ikony, jejichž význam si nynı́ vysvětlı́me.

Průvodce studiem
S

J

VZ

Prostřednictvı́m průvodce studiem vás chceme seznámit s tı́m, co vás v dané kapitole čeká, které
části by měly být pro vás opakovánı́m, na co je třeba se obzvláště zaměřit atd.

Cı́le ó
V části cı́le se dozvı́te, co všechno zvládnete a budete umět po prostudovánı́ dané kapitoly.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Skrýt menu

Úvod 16

Přı́klad +

Touto ikonou jsou označeny všechny řešené přı́klady. Konec řešených přı́kladů je označen plným
trojúhelnı́čkem.

Pojmy k zapamatovánı́
∑

Pojmy zde uvedené jsou většinou nové a zcela zásadnı́ pojmy, které je třeba umět přesně definovat.
To znamená pojem nejen pochopit a umět ilustrovat na přı́kladech, ale také umět vyslovit jeho
přesnou definici.

Kontrolnı́ otázky ?
Těmito otázkami si ověřı́te, zda jste daným pojmům porozuměli, zda si uvědomujete rozdı́ly mezi
zdánlivě podobnými pojmy, zda dovedete uvést přı́klad ilustrujı́cı́ danou situaci atd.

Přı́klady k procvičenı́ !
Tyto přı́klady sloužı́ k tomu, abyste si důkladně procvičili probranou látku. Výsledky uvedených
přı́kladů jsou zařazeny na konci studijnı́ho materiálu.
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Úvod 17

Autotest -
Pomocı́ autotestu si otestujete své znalosti a početnı́ dovednosti z určitého objemu učiva.

Pro zájemce

Tato část obsahuje komentáře, historické poznámky, přı́p. rozšı́řenı́ učiva. Je nepovinná a je od
ostatnı́ho textu odlišena menšı́m typem pı́sma.

Animace A
Ikona označuje mı́sto v textu, kde je vložena animace, přı́p. interaktivnı́ program sloužı́cı́ k ilustraci
a lepšı́mu pochopenı́ daného pojmu, věty nebo přı́kladu. Animace lze podle způsobu spouštěnı́
(aktivace) rozdělit na dva typy. Jednak jsou to animace, které se kliknutı́m na ikonu A spustı́
v samostatném okně, jednak animace, které jsou přı́mo vloženy do textu. Tyto se aktivujı́ kliknutı́m
kamkoliv na stránku. Dalšı́ ovládánı́ již zajišt’ujı́ ovládacı́ tlačı́tka vlastnı́ animace.

Test T
Touto ikonou jsou označeny interaktivnı́ testy, které jsou zařazeny přı́mo do výkladu teorie. Pomocı́
těchto testů si ověřı́te, zda rozumı́te právě studované problematice nebo zda chápete vztahy mezi
důležitými pojmy. Testy se automaticky vyhodnocujı́ a uvedou vám bud’ celkový počet chybných
odpovědı́ nebo vyhodnotı́ každou odpověd’zvlášt’.
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Zobrazit

‹
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Skrýt menu

Úvod 18

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

Na konci studijnı́ho materiálu je uveden klı́č ke cvičenı́m, který obsahuje výsledky neřešených
přı́kladů.

Literatura

Jedná se o literaturu použitou autory při vytvářenı́ tohoto studijnı́ho materiálu, nikoliv o literaturu
doporučenou k dalšı́mu studiu. Pokud některou z uvedených publikacı́ doporučujeme zájemcům,
pak je to v textu spolu s odkazem na daný titul jasně uvedeno.

Rejstřı́k

Rejstřı́k, uvedený na konci skript, posloužı́ ke snadné orientaci v textu.
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Úvod 19

1.4. Vstupnı́ test

Již jsme se zmı́nili o tom, že každý z vás přicházı́ z jiného typu střednı́ školy a s jinými matematickými
znalostmi. I když je v dalšı́m textu věnována poměrně značná část právě připomenutı́ základnı́ch
znalostı́, je jasné, že se nelze věnovat všemu. Nynı́ si tedy uved’me seznam toho, co je nutno znát:

• Úpravy algebraických výrazů:

– počı́tánı́ se zlomky,

– počı́tánı́ s mocninami a odmocninami,

– rozklad mnohočlenu na součin.

• Řešenı́ následujı́cı́ch rovnic a nerovnic:

– lineárnı́,

– kvadratické,

– s absolutnı́ hodnotou,

– exponenciálnı́,

– logaritmické,

– goniometrické.

To, zda danou látku opravdu zvládáte, si můžete nynı́ ověřit. Vyřešenı́m následujı́cı́ho testu a
následnou kontrolou výsledků, které jsou uvedeny na konci v Klı́či k přı́kladům k procvičenı́, si
nejlépe ověřı́te, jak na tom jste. Jestliže si s některým přı́kladem vůbec neporadı́te, prostudujte si
přı́slušnou partii v některé středoškolské učebnici — napřı́klad v [14], [15], [16], [17] nebo [18].
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Úvod 20

Autotest -
1. Upravte

a) (8a5b−4c−2) · (3a−3b7c2), b) (
6√4)3,

c) 3
√

16
√

2, d)
3
4 −

2
3

5
6 −

1
2

π.

2. Upravte a stanovte podmı́nky, za kterých majı́ provedené úpravy smysl:(
2a2

− 2
a2 + ab

·
a + b

1 − a

)
·

a

a3 + 1
.

3. Řešte v R rovnici 5 +
√
x2 − 5 = x.

4. Řešte v R rovnici
√

6 +
√
x =

√
15 − 2

√
x.

5. Řešte v R nerovnici
x2

− 7x + 10
x2 − 10x + 21

< 0.

6. Řešte v R nerovnici |2x + 1| 5 |x − 3|.
7. Řešte v R exponenciálnı́ rovnici 22x+1

+ 2x+2
= 16.

8. Řešte v R logaritmickou nerovnici log 1
3

x − 3
x + 3

> 0.

9. Řešte v R goniometrickou rovnici cos x + cotg x = 1 + sin x.
10. 10 ručnı́ků se usušı́ na slunci za 28 minut. Za jak dlouho se usušı́ 20 ručnı́ků?
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Zobrazit

‹
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Úvod 21

1.5. Na závěr

Celý text vycházı́ z koncepce výuky matematické analýzy pro prvnı́ ročnı́k na Fakultě elektrotechniky
a informatiky VŠB–TU v Ostravě a na Fakultě vojenských technologiı́ Univerzity obrany. Vznikl
na základě dlouholetých zkušenostı́ obou autorů s výukou této látky.

Jako podklad k vytvořenı́ tohoto textu posloužila zejména skripta [10, 11] prvnı́ho z autorů.
Jejich úpravou vznikl studijnı́ materiál pro studenty kombinovaného studia připravený na VŠB–TU
v roce 2003. Na jeho vzniku se kromě obou autorů částečně podı́lela Mgr. Lenka Šimonová.

Nynějšı́ text vznikl podstatným přepracovánı́m a rozšı́řenı́m zmı́něného materiálu. Zcela nově
byla zpracována kapitola o posloupnostech.

Současný text existuje ve dvou verzı́ch — tištěné a interaktivnı́. U interaktivnı́ verze se jedná
o multimediálnı́ výukový text s velkým množstvı́m animacı́, interaktivnı́ch programů a testů. Oba
studijnı́ materiály byly vytvořeny v rámci projektu Operačnı́ho programu Rozvoje lidských zdrojů
CZ.04.1.03/3.2.15.1/0016 Studijnı́ opory s převažujı́cı́mi distančnı́mi prvky pro předměty teore-
tického základu studia. Tento projekt je spolufinancován Evropským sociálnı́m fondem a státnı́m
rozpočtem České republiky

Chtěli bychom poděkovat recenzentům prof. RNDr. Zuzaně Došlé, DSc. z Přı́rodovědecké
fakulty MU v Brně a RNDr. Jiřı́mu Hermanovi, Ph.D. z Gymnázia Brno, třı́da Kapitána Jaroše 14
za pečlivé přečtenı́ textu a řadu cenných připomı́nek.

Rovněž bychom chtěli poděkovat svým kolegynı́m RNDr. Šárce Hoškové, Ph.D. a PhDr. Pavlı́ně
Račkové z katedry matematiky a fyziky Fakulty vojenských technologiı́ Univerzity obrany za pomoc
s kontrolou celého textu.

Dále děkujeme autorům animacı́, interaktivnı́ch programů a testů, kterými jsou dále jmenovanı́
studenti VŠB — Technické univerzity v Ostravě: Martin Jaskevič, Bc. Vojtěch Jemelka, Bc. Tomáš
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Zavřı́t dokument

Konec

Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Skrýt menu

Úvod 22

Drábek, Bc. Michal Hrančı́k, Bc. David Hurych a Bc. Vojtěch Bilas.
Za pomoc se zařazenı́m animacı́ do interaktivnı́ verze a vytvořenı́ úvodnı́ch stránek výukového

CD děkujeme Ing. Mgr. Michalovi Haleckému.
Text byl vysázen sázecı́m systémem pdf TEX ve formátu LATEX 2ε . Obrázky byly vytvořeny

programem METAPOST s použitı́m balı́ku TEXovských maker mfpic.

*****

Žák nenı́ nádoba, jež se má naplnit, ale pochodeň, která se má zapálit.

(Starořecká moudrost)

*****
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
Zobrazit

‹
Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Kapitola 2

Základnı́ pojmy

Průvodce studiem
S

J

VZ

V této kapitole si stručně připomeneme základnı́ pojmy, bez jejichž znalosti bychom se
v dalšı́m studiu neobešli.

Nejprve to budou poznatky z teorie množin a logiky (množina, operace s množinami,
výroky, operace s výroky, kvantifikátory).

Dále se budeme věnovat, už o něco podrobněji, reálným čı́slům. Předevšı́m ukážeme,
v čem se lišı́ množina reálných čı́sel od množiny čı́sel racionálnı́ch. Představa, kterou si
o reálných, a předevšı́m iracionálnı́ch, čı́slech přinášı́me ze střednı́ školy, je velmi intuitivnı́.
Se středoškolskými znalostmi jsme schopni dokázat, že

√
2 (úhlopřı́čka čtverce o straně

délky 1) nenı́ čı́slo racionálnı́, ale vlastně vůbec nevı́me, co to znamená. Proto tomuto
tématu věnujeme o trochu vı́ce času.
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Skrýt menu

Základnı́ pojmy 24

Nakonec připomeneme pojmy matematická indukce, kartézský součin a zobrazenı́,
čı́mž se již připravı́me na dalšı́ kapitolu věnovanou funkcı́m.

Protože je tato kapitola z většı́ části opakovánı́m ze střednı́ školy, závisı́ pouze na
vašich znalostech, kolik času vám zabere jejı́ prostudovánı́.

Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni

• objasnit pojem množina a definovat základnı́ operace s množinami,

• vysvětlit rozdı́l mezi výrokem a výrokovou formou,

• vytvářet výroky pomocı́ logických spojek a kvantifikátorů,

• vysvětlit, v čem se lišı́ množina reálných čı́sel od množiny racionálnı́ch čı́sel,

• objasnit pojem rozšı́řená množina reálných čı́sel,

• definovat supremum a infimum množiny,

• vysvětlit princip matematické indukce a využı́t ho k důkazu jednoduchých tvrzenı́,

• definovat pojmy kartézský součin a zobrazenı́,

• v konkrétnı́ch přı́padech určit, zda se jedná o zobrazenı́, či nikoliv.

2.1. Množiny

Pojem množiny je jednı́m ze základnı́m pojmů modernı́ matematiky. Množinou rozumı́me soubor
(souhrn) navzájem různých (rozlišitelných) matematických či jiných objektů. O každém objektu
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Základnı́ pojmy 25

musı́ být možné rozhodnout, zda do dané množiny patřı́, či nikoliv. Jednotlivé objekty, které patřı́
do dané množiny, se nazývajı́ prvky množiny.

Také napřı́klad samy množiny mohou být prvky nějaké množiny. Nepřipouštı́me však existenci
množiny, která by obsahovala všechny množiny1.

Množiny obvykle značı́me velkými pı́smeny a prvky malými pı́smeny. Zde je jistá nesrovnalost
v tom, že množiny mohou někdy vystupovat jako prvky jiných množin.

Zápis a ∈ A znamená, že a je prvkem množiny A. Budeme také řı́kat, že prvek a patřı́ do
množiny A. Zápis a /∈ A znamená, že a nenı́ prvkem množiny A. Budeme také řı́kat, že prvek a
nepatřı́ do množiny A.

Prvky množiny dáváme do složených závorek; obsahuje-li množina A právě prvky a, b, c,
pı́šeme A = {a, b, c}.

Poznámka 2.1. Je třeba si uvědomit, že prvek X nenı́ totéž jako jednoprvková množina obsahujı́cı́
prvek X, tj. {X}. Můžeme jı́t ještě dále a uvažovat novou jednoprvkovou množinu, jejı́mž jediným
prvkem bude jednoprvková množina obsahujı́cı́ prvekX, tj. {{X}}. Ještě jednou zdůrazněme, že tyto
jednoprvkové množiny majı́ různé prvky.

Nejčastěji bývá množina zadána výčtem prvků nebo pomocı́ charakteristické vlastnosti prvků.
Zápis B = {x ∈ E : V (x)} řı́ká, že množina B je tvořena prvky z množiny E a to pouze těmi, které
majı́ vlastnost V (x).

1Kdybychom připustili, že lze sestrojit množinu všech množin, dostali bychom se ke sporům, které majı́ podobný
charakter jako tzv. Russellův paradox, který lze populárně formulovat takto:
Vojenský holič dostal rozkaz, aby holil jen ty vojáky, kteřı́ se neholı́ sami. Chtěl-li vyhovět rozkazu, měl či neměl se sám
holit?
Jestliže se oholı́, tak neholı́ právě všechny vojáky, kteřı́ se sami neholı́. Jestliže se neoholı́, tak neholı́ právě všechny
vojáky, kteřı́ se sami neholı́. At’se rozhodne tak či onak, rozkaz nemůže splnit.
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Základnı́ pojmy 26

Uvažujme napřı́klad množiny A = {a, b, c}, B = {(1, 0), (2, 1), (4, 5)} a C = {x ∈ N : 3 5
5 x < 7}, kde N značı́ množinu všech přirozených čı́sel. Množiny A a B jsou zadány výčtem
prvků, přičemž prvky množiny B jsou uspořádané dvojice čı́sel. Množina C je zadána pomocı́
vlastnosti prvků. Je to množina těch přirozených čı́sel, která jsou většı́ nebo rovna 3 a menšı́ než 7,
tj. C = {3, 4, 5, 6}.

Pojmy množina, prvek a býti prvkem nějaké množiny jsme zavedli pouze intuitivně, nebot’ se
jedná o primitivnı́ pojmy teorie množin1, tj. základnı́, nejjednoduššı́ pojmy, které se nedefinujı́, ale
pomocı́ nichž se definujı́ ostatnı́ pojmy. Nynı́ tedy můžeme definovat dalšı́ pojmy, např. rovnost
množin nebo pojem podmnožina.

Necht’A, B jsou množiny. Řı́káme, že množiny A, B jsou si rovny a pı́šeme A = B, jestliže každý
prvek množiny A je zároveň prvkem množiny B a každý prvek množiny B je zároveň prvkem
množiny A.

Napřı́klad pro množiny A = {1, 2} a B = {1, 2, 1} platı́ A = B.
Zápis A 6= B znamená, že množina A nenı́ rovna množině B.

Necht’A a B jsou množiny. Řı́káme, že množina B je podmnožinou množiny A a pı́šeme B ⊂ A,
právě když každý prvek množiny B je zároveň prvkem množiny A.

Zápisem B 6⊂ A budeme vyjadřovat skutečnost, že množina B nenı́ podmnožinou množiny A,
tj. existuje takový prvek a, že platı́ a ∈ B a zároveň a /∈ A.

1Teorie množin je matematická disciplı́na, která studuje obecné vlastnosti množin, tj. takové vlastnosti množin, které
nezávisı́ na vlastnostech objektů patřı́cı́ch do množin. Zakladatelem teorie množin byl německý matematik Georg Cantor
(1843–1918).
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Základnı́ pojmy 27

Poznámka 2.2.
1. Pro každou množinu A platı́ A ⊂ A.

2. Necht’A, B jsou množiny. Pak A = B, právě když platı́: A ⊂ B a zároveň B ⊂ A.

3. Necht’A, B, C jsou množiny, A ⊂ B a B ⊂ C. Pak A ⊂ C.

Pro dalšı́ budovánı́ teorie množin i celé matematiky je výhodné připustit existenci množiny,
která neobsahuje žádný prvek. Taková množina se nazývá prázdná a označuje se ∅ nebo {}.

Zápis A = ∅ tedy znamená, že množina A je prázdná, a zápis A 6= ∅ značı́, že množina A nenı́
rovna prázdné množině, tj. že obsahuje alespoň jeden prvek. Pak řı́káme, že množinaA je neprázdná.
Uvědomte si, prosı́m, že ∅ 6= {∅}. Prvnı́ symbol značı́ prázdnou množinu a druhý jednoprvkovou
množinu obsahujı́cı́ prázdnou množinu.

Jednoduchou úvahou lze ukázat, že prázdná množina je podmnožinou každé množiny, tj. ∅ ⊂ A.

Přı́klad 2.3. Najděte všechny podmnožiny množiny A = {1, 2, 3}. +

Řešenı́. Množina A = {1, 2, 3} má následujı́cı́ podmnožiny: ∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},
{1, 2, 3}. Připomeňme, že čı́slo 1 je prvek množiny A a {1} je podmnožina množiny A obsahujı́cı́
prvek 1. N
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Zavřı́t dokument

Konec
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Základnı́ pojmy 28

Připomeňme základnı́ množinové operace sjednocenı́, průnik, rozdı́l a doplněk.

1. Sjednocenı́ množin A a B (značı́me A∪B) je množina takových prvků, které patřı́ do množiny
A nebo do množiny B.

2. Průnik množin A a B (značı́me A∩B) je množina takových prvků, které patřı́ do množiny A a
zároveň do množiny B.

3. Rozdı́l množin A a B (značı́me ArB) je množina takových prvků, které patřı́ do množiny A a
současně nepatřı́ do množiny B.

4. Předpokládejme nynı́, že celá množina A je podmnožinou nějaké základnı́ množiny Z. Pak
doplněk (komplement) množiny A vzhledem k množině Z (značı́me A′, přı́p. A

′

Z) je množina
takových prvků ze Z, které nepatřı́ do množiny A.

Množiny zobrazujeme pomocı́ Vennových1 diagramů:

A

B

Z

A ∪ B

A

B

Z

A ∩ B

A

B

Z

Ar B

A

Z

A′

1John Venn (1834–1923) — anglický matematik a logik.
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Zavřı́t dokument

Konec
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Základnı́ pojmy 29

Analogicky zavádı́me průnik a sjednocenı́ vı́ce množin. Pro operace s množinami lze odvodit
řadu početnı́ch pravidel. Uvedeme pouze několik přı́kladů. Zkuste si pomocı́ Vennových diagramů
znázornit levé a pravé strany jednotlivých rovnostı́. Rovnost platı́, pokud levá i pravá strana rovnosti
dává stejné grafické znázorněnı́.

A ∪ B = B ∪ A, A ∩ B = B ∩ A komutativnı́ zákony
(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) asociativnı́ zákon
(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) asociativnı́ zákon
(A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) distributivnı́ zákon
(A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) distributivnı́ zákon
(A ∩ B)′ = A′

∪ B ′, (A ∪ B)′ = A′
∩ B ′ de Morganovy1 zákony

(A′)′ = A, Ar B = A ∩ B ′

Přı́klad 2.4. Necht’A = {1, 2, 3, 4}, B = {2, 4, 5}. Určete A ∪ B, A ∩ B, Ar B. +

Řešenı́. Je A ∪ B = {1, 2, 3, 4, 5}, A ∩ B = {2, 4}, Ar B = {1, 3}. N

1Augustus de Morgan (1806–1871) — skotský matematik a logik.
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Základnı́ pojmy 30

Speciálnı́mi přı́pady množin jsou tzv. čı́selné množiny. To jsou množiny, jejichž prvky jsou
čı́sla. Protože budeme v matematické analýze pracovat téměř výhradně s čı́selnými množinami,
připomeneme nynı́ některá standardnı́ označenı́ čı́selných množin, známá již ze střednı́ školy.

N = {1, 2, 3, . . . } množina přirozených čı́sel,
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . } množina celých čı́sel,
Q = {

p

q
: p ∈ Z, q ∈ N} množina racionálnı́ch čı́sel,

R množina reálných čı́sel,
I = R r Q množina iracionálnı́ch čı́sel,
C množina komplexnı́ch čı́sel.

Dále značı́me

R+
= {x ∈ R : x > 0} množina kladných reálných čı́sel,

R+

0 = {x ∈ R : x = 0} množina kladných reálných čı́sel včetně nuly

a podobně R−, R−

0 , Q+, Q+

0 , Q−, Q−

0 , Z+, Z+

0 , Z−, Z−

0 .

Poznámka 2.5.
1. Platı́ N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

2. Racionálnı́ čı́sla majı́ bud’ukončený desetinný rozvoj (např. 3
4 = 0,75) nebo neukončený perio-

dický desetinný rozvoj (např. 23
11 = 2,09 = 2,090909 . . . nebo 37

30 = 1,23 = 1,23333 . . . ).

3. Čı́sla iracionálnı́ majı́ neukončený neperiodický desetinný rozvoj (např. π,
√

2, 3
√

5).

Množinou reálných čı́sel se budeme podrobněji zabývat v dalšı́m textu. Ještě předtı́m si však
připomeneme základnı́ pojmy z výrokové logiky.



Obsah

31. strana ze 616

J J I I

J I
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Základnı́ pojmy 31

2.2. Výroky a operace s výroky

Matematická logika je disciplı́na, která se věnuje jazyku matematiky, logické výstavbě matematic-
kých teoriı́, dokazovánı́ matematických vět atd. Základnı́m pojmem matematické logiky je výrok.

Výrokem nazýváme jakékoliv tvrzenı́, o němž lze rozhodnout, zda je pravdivé nebo nepravdivé
(nastává právě jedna z těchto možnostı́). Výroky, o nichž dosud nenı́ známo, zda jsou pravdivé nebo
nepravdivé, avšak jedna z těchto možnostı́ musı́ nastat, se nazývajı́ hypotézy.

Přı́klad 2.6. Uved’te přı́klady tvrzenı́, která jsou a která nejsou výroky. +

Řešenı́. Tvrzenı́, která jsou výroky: Čı́slo 3 je liché. Dnes je středa. Sudá čı́sla jsou dělitelná pěti.
Ve vesmı́ru žijı́ dalšı́ vyspělé civilizace.
Věty, které nejsou výroky: Kdo tam zajde? Podej mi ten sešit! Čı́slo x je sudé. Matematická
analýza. N

U každého výroku nás bude zajı́mat, zda je pravdivý nebo nepravdivý. Na libovolné množině
výroků proto definujeme tzv. pravdivostnı́ funkci p, kterou zavedeme takto: Je-li výrok A pravdivý,
pak p(A) = 1; je-li výrok A nepravdivý, pak p(A) = 0. Hodnoty 1, 0 pravdivostnı́ funkce p se
nazývajı́ pravdivostnı́ hodnoty.

Jsou-li A, B výroky, můžeme z nich pomocı́ logických spojek negace, konjunkce, disjunkce,
implikace a ekvivalence tvořit nové výroky.
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Základnı́ pojmy 32

Necht’A, B jsou výroky.

1. Negacı́ výroku A (značı́me ¬A nebo nonA) rozumı́me výrok, který je pravdivý, právě když je
výrok A nepravdivý.

2. Konjunkcı́ výroků A, B (značı́me A ∧ B) rozumı́me výrok, který je pravdivý, právě když jsou
pravdivé oba výroky A, B (tj. platı́ A i B).

3. Disjunkcı́ výroků A, B (značı́me A ∨ B) rozumı́me výrok, který je pravdivý, právě když je
pravdivý alespoň jeden z výroků A, B (tj. platı́ A nebo B).

4. Implikacı́ výrokůA,B (značı́meA ⇒ B) rozumı́me výrok, který je pravdivý ve všech přı́padech
s výjimkou přı́padu, že výrok A je pravdivý a výrok B je nepravdivý. Řı́káme, že „výrok A
implikuje výrok B“ nebo „z A plyne B“ nebo „platı́-li A, pak platı́ B“.

5. Ekvivalencı́ výrokůA, B (značı́meA ⇔ B) rozumı́me výrok, který je pravdivý, právě když jsou
oba výroky zároveň pravdivé nebo zároveň nepravdivé. Řı́káme, že „výrok A je ekvivalentnı́
s výrokem B“ nebo „A platı́ právě tehdy, když platı́ B“.

U implikace je třeba dát pozor předevšı́m na přı́pad, kdy vyjdeme od nepravdivého výroku A.
Pak at’ tvrdı́me cokoliv (B může být pravdivý nebo nepravdivý), je výsledná implikace pravdivá.
Napřı́klad výrok „jestliže čı́slo 5 je sudé, pak čı́slo 2 je záporné“ je pravdivý.

Pro přehled si uved’me tabulku pravdivostnı́ch hodnot pro výroky zı́skané z původnı́ch výroků
negacı́, konjunkcı́, disjunkcı́, implikacı́ a ekvivalencı́.
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Základnı́ pojmy 33

A B ¬A A ∧ B A ∨ B A ⇒ B A ⇔ B

1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Ukažme si nynı́, jak lze negovat výroky vytvořené pomocı́ logických spojek negace, konjunkce,
disjunkce, implikace a ekvivalence:

¬(¬A) ⇔ A,
¬(A ∧ B) ⇔ (¬A) ∨ (¬B),
¬(A ∨ B) ⇔ (¬A) ∧ (¬B),
¬(A ⇒ B) ⇔ A ∧ (¬B),
¬(A ⇔ B) ⇔ ¬[(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)] ⇔ [(A ∧ ¬B) ∨ (B ∧ ¬A)].

Přı́klad 2.7. Necht’A a B jsou výroky. Zapište symbolicky: +

1. Bud’platı́ A i B, nebo neplatı́ ani A ani B.

2. Platı́ nejvýše jeden z výroků A, B.

3. Platı́ právě jeden z výroků A, B.

4. Neplatı́ ani jeden z výroků A, B.

Řešenı́.

1. (A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B), tj. A ⇔ B.

2. (A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B), tj. ¬(A ∧ B), tj. ¬A ∨ ¬B.
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3. (A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧ B).

4. ¬A ∧ ¬B. N

Přı́klad 2.8. Pomocı́ tabulky pravdivostnı́ch hodnot dokažte: +

(A ⇒ B) ⇔ (¬B ⇒ ¬A) (vztah pro nepřı́mý důkaz);
(A ⇒ B) ⇔ ¬(A ∧ ¬B) (vztah pro důkaz sporem).

Řešenı́. O ekvivalenci jednotlivých výroků svědčı́ shodnost pravdivostnı́ch hodnot v odpovı́dajı́cı́ch
sloupcı́ch tabulky:

A B A ⇒ B ¬A ¬B ¬B ⇒ ¬A A ∧ ¬B ¬(A ∧ ¬B)

1 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1 0
0 1 1 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0 1 N

Doposud jsme mluvili o výrocı́ch, tj. o tvrzenı́ch, o nichž lze rozhodnout, zda jsou pravdivá nebo
nepravdivá. V přı́kladě 2.6 jsme uvedli, že tvrzenı́ „čı́slo x je sudé“ nenı́ výrok. Dosadı́me-li za x
konkrétnı́ hodnoty (konstanty), pak už dostaneme výrok. Obecně, jestliže se nějaké tvrzenı́ (obsa-
hujı́cı́ jednu nebo vı́ce proměnných) stane výrokem, dosadı́me-li za proměnné konkrétnı́ hodnoty,
nazýváme takové tvrzenı́ výrokovou formou. Výroková forma o jedné proměnné x se značı́ V (x),
výroková forma o n proměnných x1, x2, . . . , xn se značı́ V (x1, x2, . . . , xn).

Napřı́klad výroková forma „čı́slo x je sudé“ se stane výrokem, dosadı́me-li za x konkrétnı́
hodnotu: „čı́slo 5 je sudé“, „čı́slo 28 je sudé“. V prvnı́m přı́padě se jedná o nepravdivý výrok,
v druhém přı́padě o pravdivý výrok.
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Dosazenı́ konstant za proměnné do výrokové formy nenı́ jediným způsobem, jak z nı́ vytvořit
výroky. Dalšı́ možnostı́ je vázat proměnné pomocı́ slovnı́ch vazeb, které nazýváme kvantifikátory.

i) Kvantifikátor obecný (značı́me symbolem ∀)1 je vazba „pro všechna“ nebo „pro každé“.
ii) Kvantifikátor existenčnı́ (značı́me symbolem ∃)2 je vazba „existuje“ (alespoň jeden).

iii) Kvantifikátor jednoznačné existence (značı́me symbolem ∃!) je vazba „existuje právě jeden“.

Necht’V (x) je výroková forma proměnné x. Pak pomocı́ zmı́něných kvantifikátorů lze vytvořit
následujı́cı́ typy kvantifikovaných výroků.

∀x ∈ A : V (x) čteme: pro každé x z množiny A platı́ V (x). Někdy také zapisujeme
ve tvaru x ∈ A ⇒ V (x) a čteme: je-li x z množiny A, pak platı́
V (x).

∃ x ∈ A : V (x) čteme: existuje (alespoň jeden) prvek x z množinyA takový, že platı́
V (x).

∃! x ∈ A : V (x) čteme: existuje právě jeden prvek x z množiny A takový, že platı́
V (x).

V prvnı́m přı́padě mluvı́me o obecném výroku, v druhém o existenčnı́m výroku a poslednı́ přı́pad
se nazývá výrok o existenci a jednoznačnosti.

1Symbol ∀ je obrácené pı́smeno A a je odvozeno z anglického „All“= všechna, každý.
2Symbol ∃ je obrácené pı́smeno E a je odvozeno z anglického „Exists“= existuje.
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Přı́klad 2.9. Vytvořte výrok z výrokové formy x 5 1. +

Řešenı́. Z výrokové formy x 5 1 lze napřı́klad vytvořit následujı́cı́ výroky:

∀x ∈ Z : x 5 1 je nepravdivý výrok;
∃ x ∈ Z : x 5 1 je pravdivý výrok;
∃! x ∈ N : x 5 1 je pravdivý výrok. N

Přı́klad 2.10. Určete, zda jsou následujı́cı́ výroky pravdivé nebo nepravdivé: +

1. ∀x ∈ R : x2 = 0,
2. ∀x ∈ R+

: x2
− x = 0,

3. ∃ n ∈ N : n < 2,
4. ∃! x ∈ R : x2

= 16,
5. ∃! n ∈ N : n2

= 16.

Řešenı́.

1. Výrok je pravdivý, nebot’druhá mocnina libovolného reálného čı́sla je kladná nebo rovna nule.
2. Výrok nenı́ pravdivý, nebot’ řešenı́m uvedené nerovnice v oboru reálných čı́sel je sjednocenı́

intervalů (−∞, 0〉 ∪ 〈1,∞), např. pro x =
1
2 tedy nerovnost nenı́ splněna.

3. Výrok je pravdivý, nebot’dané podmı́nce vyhovuje přirozené čı́slo jedna.
4. Výrok nenı́ pravdivý, nebot’existujı́ dvě reálná čı́sla, pro která je splněna podmı́nka x2

= 16, a
to čı́sla 4 a −4.

5. Výrok je pravdivý, nebot’zde již připadá v úvahu pouze čı́slo 4. N
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Chceme-li tvořit výroky pomocı́ kvantifikátorů z výrokové formy vı́ce proměnných, musı́me
přiřadit kvantifikátor každé proměnné.

Přı́klad 2.11. Vytvořte výroky z výrokové formy x = y. +

Řešenı́. Z výrokové formy x = y lze napřı́klad vytvořit:

∀x ∈ N ∀y ∈ N : x = y je nepravdivý výrok, např. pro x = 3 a y = 5 neplatı́;
∀x ∈ N ∃ y ∈ N : x = y je pravdivý výrok;
∃ x ∈ N ∀y ∈ N : x = y je nepravdivý výrok, protože neexistuje žádné univerzálnı́

x ∈ N takové, že by pro všechna y ∈ N platilo, že y 5 x, tj.
množina N nemá největšı́ prvek. At’zvolı́me jakkoli velké
přirozené čı́slo, vždy k němu lze najı́t přirozené čı́slo o
jedničku většı́;

∃ x ∈ N ∃ y ∈ N : x = y je pravdivý výrok. N

Již jsme mluvili o tom, jak negujeme výrok, který vznikl pomocı́ logických spojek negace,
konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence. Nynı́ si ukážeme, jak negujeme výroky, v nichž se
vyskytujı́ kvantifikátory.

Uvažujme výrok ∀x ∈ A : V (x), tj. pro každé x z množinyA platı́V (x). Negovánı́m dostáváme:
Nenı́ pravda, že pro všechny prvky x ∈ A je splněna V (x), tj. existuje alespoň jeden prvek x ∈ A,
pro který neplatı́ V (x). Tedy

¬(∀x ∈ A : V (x)) ⇔ ∃ x ∈ A : ¬V (x).

Uvažujme výrok ∃ x ∈ A : V (x), tj. existuje x z množiny A, pro který platı́ V (x). Negovánı́m
dostáváme: Nenı́ pravda, že existuje x ∈ A, pro který platı́ V (x), tj. pro žádný prvek x ∈ A
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Základnı́ pojmy 38

neplatı́ V (x). Tedy
¬(∃ x ∈ A : V (x)) ⇔ ∀x ∈ A : ¬V (x).

Vidı́me tedy, že negaci kvantifikovaných výroků provádı́me záměnou kvantifikátorů a negacı́ výro-
kové formy. A to i u kvantifikovaných výroků vytvořených z výrokové formy o vı́ce proměnných.

Přı́klad 2.12. Negujte kvantifikované výroky z přı́kladu 2.10 a rozhodněte o jejich +

pravdivosti.

Řešenı́.

1. ∃ x ∈ R : x2 < 0 je nepravdivý výrok;
2. ∃ x ∈ R+

: x2
− x < 0 je pravdivý výrok;

3. ∀n ∈ N : n = 2 je nepravdivý výrok;
4. „Nenı́ pravda, že existuje právě jedno reálné čı́slo x, pro které platı́ x2

= 16“, je pravdivý výrok,
nebot’existujı́ dvě reálná čı́sla 4 a −4, jejichž druhé mocniny jsou rovny šestnácti.

5. „Nenı́ pravda, že existuje právě jedno přirozené čı́slo n, jehož druhá mocnina je rovna šestnácti“,
je nepravdivý výrok. N

Přı́klad 2.13. Negujte následujı́cı́ kvantifikované výroky a rozhodněte, zda je pravdivý +

původnı́ výrok nebo jeho negace:
1. ∀x ∈ R ∃ y ∈ R : x + y = 5.
2. ∃ x ∈ R ∀y ∈ R : y2 = x.
3. ∀x ∈ R ∀y ∈ R : (x − y)2 = 0.
4. ∃ x ∈ R ∃ y ∈ R : x2

+ y2
= 0.
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Řešenı́. Negace:

1. ∃x ∈ R ∀ y ∈ R : x + y 6= 5.

2. ∀ x ∈ R ∃y ∈ R : y2 < x.

3. ∃x ∈ R ∃y ∈ R : (x − y)2 < 0.

4. ∀ x ∈ R ∀ y ∈ R : x2
+ y2

6= 0.

Ve všech přı́padech jsou pravdivé původnı́ výroky, nebot’:

1. K libovolnému čı́slu x lze vždy nalézt odpovı́dajı́cı́ y, tak aby byla splněna daná rovnice.

2. Máme najı́t alespoň jedno univerzálnı́ x takové, že nerovnost y2 = x bude splněna pro všechna y;
v našem přı́padě můžeme vzı́t x = 0 (protože pro libovolné y ∈ R platı́ y2 = 0).

3. Můžeme dosadit libovolné x a libovolné y a vždy bude uvedená nerovnost platit.

4. Existuje nějaké x a nějaké y (alespoň jedno x a alespoň jedno y), pro která tento vztah platı́.
V našem přı́padě vezmeme x = 0 a y = 0, jiná možnost volby zde neexistuje. N

Vyjádřenı́ s kvantifikátory a logickými funkcemi se nepoužı́vá pouze v matematice. Napřı́klad
v relačnı́ch databázových systémech je takové vyjádřenı́ potřebné pro formulovánı́ dotazů v dotazo-
vacı́ch jazycı́ch, jako jsou napřı́klad SQL nebo PROLOG.
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2.3. Reálná čı́sla

V matematické analýze budeme nejčastěji pracovat s množinou reálných čı́sel a jejı́mi podmnoži-
nami. Pokusme se proto nynı́ upřesnit pojem reálného čı́sla. Na střednı́ škole se vycházı́ z geometrické
interpretace reálného čı́sla. To znamená, že reálná čı́sla ztotožňujeme s body na přı́mce (čı́selné re-
álné ose). Při přesném budovánı́ pojmů matematické analýzy však s tı́mto pojetı́m reálných čı́sel
nevystačı́me.

Existujı́ dvě možnosti, jak reálná čı́sla vybudovat. Prvnı́ možnost je založena na postupném
vybudovánı́ přirozených čı́sel, pak celých čı́sel, dále racionálnı́ch a z nich pak čı́sel reálných. Tato
cesta je však dosti zdlouhavá a technicky značně náročná.

Druhá možnost je zavést reálná čı́sla axiomaticky1 a ostatnı́ čı́selné množiny specifikovat jako
jisté podmnožiny množiny reálných čı́sel. Tuto cestu si nynı́ naznačı́me. Uvedeme třináct axiomů,
které popisujı́ množinu reálných čı́sel. Na základě těchto třinácti axiomů pak můžeme odvodit
všechny vlastnosti reálných čı́sel, se kterými běžně pracujeme.

Je třeba si uvědomit, že mluvı́me-li o množině všech reálných čı́sel, máme na mysli složitou
strukturu. Jde nejen o množinu, ale také o operace sčı́tánı́ a násobenı́, které jsou na nı́ definovány,
o relaci uspořádánı́ na této množině a o celý systém axiomů. Tuto strukturu označujeme (R,+, ·, <)
nebo stručněji R. Poznamenejme, že axiomaticky popisovaný objekt, tj. R, existuje a je určen
jednoznačně2.

1Při axiomatickém zaváděnı́ daného objektu nepopisujeme způsob, jak je daný objekt sestaven, nýbrž uvádı́me (co
nejkratšı́) výčet jeho základnı́ch vlastnostı́ (axiomů), které již daný objekt jednoznačně určujı́.

2Jednoznačnostı́ rozumı́me fakt, že pokud existujı́ dvě struktury splňujı́cı́ všech třináct axiomů, pak jsou tzv. izomorfnı́,
tj. z hlediska algebry jde o zcela rovnocenné nerozlišitelné kopie.
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Pro operaci sčı́tánı́ (+) platı́:

(A1) sčı́tánı́ je komutativnı́, tj. pro každé a, b ∈ R platı́

a + b = b + a ;

(A2) sčı́tánı́ je asociativnı́, tj. pro každé a, b, c ∈ R platı́

a + (b + c) = (a + b)+ c ;

(A3) existuje nulový prvek 0 ∈ R takový, že pro každé a ∈ R platı́

a + 0 = a ;

(A4) ke každému a ∈ R existuje opačný prvek (značı́me ho −a) tak, že

a + (−a) = 0 .

Pro operaci násobenı́ (·) platı́:

(A5) násobenı́ je komutativnı́, tj. pro každé a, b ∈ R platı́

a · b = b · a ;

(A6) násobenı́ je asociativnı́, tj. pro každé a, b, c ∈ R platı́

a · (b · c) = (a · b) · c ;
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(A7) existuje jednotkový prvek 1 ∈ R takový, že pro každé a ∈ R platı́

a · 1 = a ;

(A8) ke každému a ∈ R r {0} existuje inverznı́ prvek (značı́me ho a−1) tak, že

a · (a−1) = 1 .

Operace sčı́tánı́ a násobenı́ vzájemně svazuje distributivnı́ zákon, tj.

(A9) pro každé a, b, c ∈ R platı́
a · (b + c) = a · b + a · c .

Dále musı́me svázat operace sčı́tánı́ a násobenı́ s uspořádánı́m. Popı́šeme nejprve vlastnosti relace
menšı́ než (<):

(A10) pro každé a, b ∈ R nastává právě jeden z přı́padů

a < b, a = b, b < a ;

(A11) pro každé a, b, c ∈ R platı́

(a < b) ∧ (b < c) ⇒ a < c ;

(A12) pro každé a, b, c ∈ R platı́

a < b ⇒ a + c < b + c , (a < b) ∧ (0 < c) ⇒ a · c < b · c .
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Pro úplnost nadefinujme ještě relaci menšı́ nebo rovno (5): Pro každé a, b ∈ R platı́ a 5 b právě
tehdy, když a < b nebo a = b.
A konečně relaci většı́ nebo rovno (=): Pro každé a, b ∈ R platı́ a = b právě tehdy, když b 5 a.

Zbývá nám uvést poslednı́, třináctý, axiom, který odlišı́ reálná čı́sla od čı́sel racionálnı́ch. Tento
axiom je možno naformulovat vı́ce způsoby. My jsme zvolili, z hlediska dalšı́ho využitı́, formulaci
tohoto axiomu pomocı́ pojmů supremum a ohraničená množina. Tyto pojmy jsme však zatı́m ne-
definovali. I přesto nynı́ uvedeme třináctý axiom a po objasněnı́ nových pojmů se k němu znovu
vrátı́me.

(A13) Každá neprázdná shora ohraničená množina M ⊂ R má v R supremum.

Kvůli vysvětlenı́ tohoto axiomu by nám stačilo definovat pojmy supremum a ohraničenost pro
libovolné podmnožiny reálných čı́sel. Vzhledem k dalšı́mu využitı́ je však vhodné definovat tyto
pojmy pro širšı́ množinu, tzv. rozšı́řenou množinu reálných čı́sel.

2.4. Rozšı́řená množina reálných čı́sel

Přidáme-li k množině R dva nové prvky, a to +∞ a −∞, mluvı́me o rozšı́řené množině reálných
čı́sel a značı́me ji R?, tj.

R?
= R ∪ {−∞,+∞}.

S +∞ a −∞ pracujeme do jisté mı́ry podobně jako s ostatnı́mi reálnými čı́sly. Pro uspořádánı́ platı́:

Pro každé x ∈ R : −∞ < x < +∞, −∞ < +∞.
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Dále definujeme v množině R? následujı́cı́ operace s +∞ a −∞:

Pro x > −∞: x + (+∞) = +∞ + x = +∞,

pro x < +∞: x + (−∞) = −∞ + x = −∞,

pro x ∈ R+
∪ {+∞}: x · (+∞) = +∞ · x = +∞,

x · (−∞) = −∞ · x = −∞,

pro x ∈ R−
∪ {−∞}: x · (+∞) = +∞ · x = −∞,

x · (−∞) = −∞ · x = +∞,

pro x ∈ R :
x

+∞
=

x

−∞
= 0,

|−∞| = |+∞| = +∞.

Uvědomte si, které operace nejsou definovány (nelze je provést):

+∞ + (−∞), −∞ + (+∞), 0 · (±∞), (±∞) · 0,
±∞

±∞
,

x

0
, x ∈ R?

Mı́sto symbolu +∞ můžeme užı́vat zkrácený symbol ∞ (znaménko „+“ lze vynechat).
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Podmnožiny množiny RRR?

Všechny známé čı́selné množiny jako jsou N, Z, Q, I a R jsou podmnožiny R?. Připomeňme nynı́
definici dalšı́ch důležitých podmnožin R? — intervalů.

Definice 2.14. Necht’a, b ∈ R?, a < b. Pak

i) uzavřeným intervalem s krajnı́mi body a a b rozumı́me množinu

〈a, b〉 = {x ∈ R?
: a 5 x 5 b},

ii) otevřeným intervalem s krajnı́mi body a a b rozumı́me množinu

(a, b) = {x ∈ R?
: a < x < b},

iii) zleva uzavřeným a zprava otevřeným intervalem s krajnı́mi body a a b rozumı́me množinu

〈a, b) = {x ∈ R?
: a 5 x < b},

iv) zleva otevřeným a zprava uzavřeným intervalem s krajnı́mi body a a b rozumı́me množinu

(a, b〉 = {x ∈ R?
: a < x 5 b}.

Protože a, b ∈ R?, majı́ smysl intervaly (a,+∞), (−∞, a), 〈a,+∞), (−∞, a〉, 〈a,+∞〉 atd.
Přitom (−∞,+∞) = R a 〈−∞,+∞〉 = R?.
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2.5. Maximum, minimum, supremum, infimum

Pojmy supremum a infimum budeme definovat pomocı́ pojmů hornı́ a dolnı́ závora množiny.

Definice 2.15. Necht’M ⊂ R? a necht’k, l ∈ R?. Řekneme, že

i) k je hornı́ závora množiny M , jestliže pro každé x ∈ M platı́ x 5 k.

ii) l je dolnı́ závora množiny M , jestliže pro každé x ∈ M platı́ x = l.

iii) k je maximum množiny M , jestliže k je hornı́ závora množiny M a k ∈ M .
Pı́šeme k = maxM .

iv) l je minimum množiny M , jestliže l je dolnı́ závora množiny M a l ∈ M .
Pı́šeme l = minM .

Poznámka 2.16.
1. Je-li k (resp. l) hornı́ (resp. dolnı́) závora množiny M , pak také každé čı́slo k′ > k (resp. l′ < l)

je hornı́ (resp. dolnı́) závorou množiny M .

2. Je-li k = maxM , je k největšı́m prvkem množiny M , tedy pro každý prvek x ∈ M platı́ x 5 k.

3. Je-li l = minM , je l nejmenšı́m prvkem množiny M , tedy pro každý prvek x ∈ M platı́ x = l.
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Definice 2.17. Necht’M ⊂ R? a necht’U(M) značı́ množinu všech hornı́ch závor aL(M)množinu
všech dolnı́ch závor množiny M . Necht’s, i ∈ R?. Řekneme, že

i) s je supremum množiny M (pı́šeme s = supM), jestliže s je minimum množiny všech hornı́ch
závor množiny M , tj.

s = minU(M).

ii) i je infimum množiny M (pı́šeme i = infM), jestliže i je maximum množiny všech dolnı́ch
závor množiny M , tj.

i = maxL(M).

Jinými slovy, supremum je nejmenšı́ hornı́ závora a infimum je největšı́ dolnı́ závora. Z předchozı́
definice se snadno ověřı́, že pokud supremum resp. infimum existuje, je určeno jednoznačně.

Přı́klad 2.18. Určete minimum, maximum, infimum a supremum následujı́cı́ch podmnožin +

množiny R?: A = (2, 7〉, B = {1, 2, 3}, C = N, D = ∅, E = R, F = 〈3,+∞), G = R?.

Řešenı́. Platı́:

minA neexistuje, maxA = 7, infA = 2, supA = 7,
minB = 1, maxB = 3, inf B = 1, supB = 3,
minC = 1, maxC neexistuje, inf C = 1, supC = +∞,
minD neexistuje, maxD neexistuje, infD = +∞, supD = −∞,
minE neexistuje, maxE neexistuje, inf E = −∞, supE = +∞,
minF = 3, maxF neexistuje, inf F = 3, supF = +∞,
minG = −∞, maxG = +∞, infG = −∞, supG = +∞. N
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Skrýt menu
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Poznámka 2.19.
1. Na uvedených přı́kladech jste si jistě všimli, že pro každou z uvažovaných množin M ⊂ R?

existovalo supM a infM , zatı́mco maxM a minM někdy existovalo a někdy ne. Dále, pokud
existovalo maxM , resp. minM , pak platilo supM = maxM a infM = minM .

2. Je-li M 6= ∅, pak platı́ infM 5 supM . Rovnost nastane právě tehdy, je-li množina M jednoprv-
ková.

3. Je-li M = ∅, pak platı́ infM > supM . (Protože libovolné čı́slo x ∈ R? je jak hornı́ tak dolnı́
závorou prázdné množiny, dostáváme inf ∅ = max R?

= +∞ a sup ∅ = min R?
= −∞.)

2.6. Existence suprema

Jak jsme viděli v předchozı́m přı́kladě, každá podmnožina množiny R? má supremum, dokonce i
množina prázdná. To nás vede k následujı́cı́mu tvrzenı́:

Věta 2.20. Každá množina M ⊂ R? má v R? supremum.

Toto supremum může být bud’konečné nebo nekonečné +∞ resp. −∞. Vı́me již, že supremum
prázdné množiny je −∞. Čı́m se vyznačujı́ množiny, které majı́ konečné supremum, tj. supM ∈ R?
Čı́m se vyznačujı́ množiny, jejichž supremum je rovno +∞? Z předchozı́ho přı́kladu lze usuzovat, že
konečnost suprema bude souviset s tı́m, zda je daná množina shora ohraničená, či nikoliv. Uved’me
proto definici shora a zdola ohraničených množin, abychom mohli dále diskutovat předešlé otázky.

Definice 2.21. Necht’M ⊂ R?.

i) Existuje-li konečná hornı́ závora množiny M , pak se množina M nazývá shora ohraničená.
ii) Existuje-li konečná dolnı́ závora množiny M , pak se množina M nazývá zdola ohraničená.

iii) Množina M se nazývá ohraničená, jestliže je současně ohraničená shora i zdola.
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Bod i) předchozı́ definice lze ekvivalentně vyjádřit takto: MnožinaM je shora ohraničená, právě
když je supM < +∞, tedy supremum je konečné čı́slo nebo −∞. Přitom supM = −∞ pouze
tehdy, je-li M = ∅. Z toho vyplývá, že každá neprázdná shora ohraničená množina M ⊂ R? má
konečné supremum, tj. supM ∈ R. Množina M , která je neprázdná a nenı́ shora ohraničená, má
supremum supM = +∞.

Z předchozı́ch úvah je zřejmé, že supM ∈ R právě tehdy, když jeM neprázdná shora ohraničená
množina. A to je právě axiom (A13) reálných čı́sel. Ještě jednou ho připomeňme:

(A13) Každá neprázdná shora ohraničená množina M ⊂ R má v R supremum.

Analogicky pro zdola ohraničené množiny. Bod ii) předchozı́ definice lze ekvivalentně vyjádřit
takto: Množina M je zdola ohraničená, právě když je infM > −∞. Tudı́ž každá neprázdná zdola
ohraničená množina M ⊂ R? má konečné infimum, tj. infM ∈ R, a každá neprázdná množina,
která nenı́ zdola ohraničená, má infimum infM = −∞.

Axiom (A13) je jediný axiom, který odlišuje reálná čı́sla od čı́sel racionálnı́ch. Množina všech
racionálnı́ch čı́sel Q splňuje také axiomy (A1) – (A12) (v axiomech stačı́ zaměnit Q za R). Poslednı́
axiom, který platı́ již pouze pro R, obdařuje R vlastnostı́, která se nazývá úplnost. Populárně řečeno,
tento axiom řı́ká, že v R nejsou žádné „dı́ry“ ani „mezery“.

Lze ukázat, že racionálnı́ i iracionálnı́ čı́sla jsou na čı́selné ose rozložená velmi hustě, tj. mezi
každými dvěma, jakkoliv blı́zkými, různými reálnými čı́sly ležı́ jak nekonečně mnoho racionálnı́ch,
tak nekonečně mnoho iracionálnı́ch čı́sel.

Axiom (A13) bude pro nás mı́t v dalšı́m výkladu mimořádnou důležitost. Z něj napřı́klad
dokážeme existenci libovolných odmocnin z kladných čı́sel. Abychom napřı́klad definovali čı́slo

√
2,

tj. kladné řešenı́ rovnice x2
= 2, položı́me

√
2 = sup{x ∈ Q : x2 < 2}.
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Dı́ky tomu, že množinu {x ∈ Q : x2 < 2} bereme jako podmnožinu R (která je navı́c neprázdná
a shora ohraničená), pak podle axiomu (A13) je zaručena existence suprema. Stačı́ tedy ukázat, že
toto supremum splňuje rovnici x2

= 2, tj.
(√

2
)2

= 2.
Uvědomte si, že množina {x ∈ Q : x2 < 2} má supremum v R, ale nemá supremum v Q. To je

také důvodem toho, proč pracujeme právě s reálnými čı́sly a ne napřı́klad s čı́sly racionálnı́mi.

Obecná mocnina

Ukažme si dále, jak využijeme axiomu (A13) k definici mocniny ar , kde a ∈ R+, r ∈ R.

1. Pro n ∈ N je symbol an je zkráceným zápisem pro součin a · · · a︸ ︷︷ ︸
n-krát

. Podobně symbol a−n značı́

podı́l 1/an. Dále vı́me, že pro n ∈ N, n = 2 symbol a
1
n značı́ n-tou odmocninu z čı́sla a, tj. n

√
a.

Kombinacı́ těchto označenı́ se na střednı́ škole zavádı́ tzv. mocnina s racionálnı́m exponentem:
pro m ∈ Z a n ∈ N je a

m
n

=
n
√
am. Máme tedy definován symbol ar pro libovolné racionálnı́

čı́slo r = m/n (připomeňme, že a0
= 1).

S použitı́m známých vzorců pro úpravy odmocnin napřı́klad máme

27
2
3

=
3
√

272 = 9, 4
−

5
2

=

√

4−5 =

√
1
45

=
1
32

atd.

Pro mocniny s racionálnı́m exponentem se odvozuje řada početnı́ch pravidel. Zejména platı́:
ar · as = ar+s , ar/as = ar−s , (ar)s = ars pro libovolná racionálnı́ r, s. Dále pro r < s a a > 1
je ar < as a pro 0 < a < 1 je ar > as .

2. Nynı́ s pomocı́ axiomu (A13) rozšı́řı́me definici symbolu ar pro libovolné reálné, tedy i iracio-
nálnı́ r .
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Necht’ r ∈ I, a > 1. Vezmeme množinu A ⊂ Q všech racionálnı́ch čı́sel s menšı́ch než
dané čı́slo r . Snadno se ověřı́, že množina čı́sel as , s ∈ A, s racionálnı́mi exponenty je shora
ohraničená (je-li t > r , t racionálnı́, je at hornı́ závora). Supremum množiny všech těchto čı́sel
(podle zmı́něné věty existuje) označı́me ar . Tedy

ar = sup{as : s < r, s ∈ Q}.

Pro r ∈ I, 0 < a < 1 se postupuje obdobně, jen se použije infimum (jestliže se s zvětšuje, pak se
as zmenšuje).
Čı́m je racionálnı́ čı́slo s bližšı́ iracionálnı́mu čı́slu r , tı́m je hodnota as lepšı́ aproximacı́ hod-

noty ar . Např. pro a = 3 a r =
√

2 .
= 1,41 můžeme zvolit s = 1,4 = 7/5. Je tedy 3

√
2 .

= 37/5
=

5
√

37.
Zvolı́me-li s = 1,41 = 141/100, dostaneme lepšı́ aproximaci 3

√
2 .

= 3141/100
=

100
√

3141. Tak mů-
žeme mocninu s iracionálnı́m mocnitelem aproximovat s libovolnou přesnostı́ mocninou s racionál-
nı́m mocnitelem.

Důležité:
Pro takto definované mocniny ar s libovolným reálným mocnitelem r lze dokázat, že platı́ stejná
početnı́ pravidla a nerovnosti, která byla výše uvedena pro racionálnı́ mocnitele. Od této chvı́le pro

nás majı́ tudı́ž smysl výrazy jako 2π, π
√

2,
(√

2
)−√

3 atd.

2.7. Matematická indukce

V předchozı́m textu jsme axiomaticky zavedli množinu reálných čı́sel R. Podı́vejme se nynı́, jak lze
definovat dalšı́ známé čı́selné množiny — N, Z a Q.

Na otázku, co je množina přirozených čı́sel N zřejmě všichni odpovı́, že je to množina obsahujı́cı́
prvky 1, 2, 3, 4, 5, . . . , tj.

N = {1, 2, 3, 4, 5, . . . }.
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Zamyslı́me-li se o něco déle, řekneme, že N je množina, pro kterou platı́: 1 ∈ N a s každým n ∈ N
také n+ 1 ∈ N. Tato podmı́nka však sama o sobě nestačı́, nebot’ji splňujı́ i mnohem širšı́ množiny,
napřı́klad i množina racionálnı́ch čı́sel Q nebo množina reálných čı́sel R. Snadno se ověřı́, že
průnik libovolného systému množin splňujı́cı́ch tuto podmı́nku je opět množina splňujı́cı́ uvedenou
podmı́nku. Zřejmě množina přirozených čı́sel N je nejmenšı́ množina s touto vlastnostı́.

Definice 2.22. Množina A ⊂ R, pro kterou platı́

i) 1 ∈ A,
ii) pro každé n ∈ A platı́ n+ 1 ∈ A.

se nazývá induktivnı́.
Průnik všech induktivnı́ch podmnožin R nazýváme množinou přirozených čı́sel a značı́me N.

Nynı́, máme-li zavedené množiny N a R, lze jednoduše definovat zbývajı́cı́ čı́selné množiny
takto:

Z = {x ∈ R : (x ∈ N) ∨ (x = 0) ∨ (−x ∈ N)},
Q = {x ∈ R : x =

m
n
, m ∈ Z, n ∈ N}.

Věnujme se dále pouze množině přirozených čı́sel. Množinu N jsme definovali jako nejmenšı́
množinu splňujı́cı́ podmı́nky i) a ii). To znamená, že pokud nějaká množina M ⊂ N splňuje
podmı́nky i) a ii), pak musı́ nutně platit M = N. Tohoto faktu se využı́vá při důkazech vztahů
(vzorců, rovnostı́) platı́cı́ch pro všechna přirozená čı́sla.
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Předpokládejme napřı́klad, že zkoumáme součty lichých přirozených čı́sel a všimli jsme si určité
zákonitosti:

1 + 3 = 4 = 22,

1 + 3 + 5 = 9 = 32,

1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 42,

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 = 52

atd. Zdá se, že by obecně mohla platit následujı́cı́ rovnost (označme ji P(n)):

1 + 3 + 5 + · · · + (2n− 1) = n2.

Podařı́ se nám dokázat platnost hypotézy, že rovnostP(n) platı́ pro každé přirozené čı́slo n? Můžeme
nynı́ vzı́t počı́tač a ověřit platnost rovnosti P(n) pro všechna n od jedné až do miliardy. Ovšem
tyto numerické výpočty, které platnosti hypotézy nasvědčujı́, samy o sobě žádným důkazem nejsou.
Ve skutečnosti se již mnohokrát stalo, že se platnost řádově miliardy dı́lčı́ch přı́padů ukázala jako
nespolehlivá informace. Problém spočı́vá v tom, že dokazovaná vlastnost musı́ platit pro nekonečně
mnoho přirozených čı́sel. Tuto vlastnost nelze ověřit výčtem jednotlivých přı́padů.

A zde se dostává ke slovu matematická indukce, která je jednı́m z nejmocnějšı́ch matematických
nástrojů. Dovoluje nám totiž odvodit obecnou platnost určitého tvrzenı́ pro všechna přirozená čı́sla,
pokud dokážeme platnost pouze dvou stanovených kroků. Shrňme tyto poznatky do následujı́cı́ věty.

Věta 2.23 (princip matematické indukce). Necht’ je dána množina M ⊂ N taková, že platı́:

i) 1 ∈ M ,
ii) pro každé n ∈ M platı́ n+ 1 ∈ M .

Pak M = N.
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Přı́klad 2.24. Pomocı́ matematické indukce dokažte, že pro každé n ∈ N platı́ +

1 + 3 + 5 + · · · + (2n− 1) = n2.

Řešenı́. Označme M = {k ∈ N : 1 + 3 + 5 + · · · + (2k − 1) = k2
}. Pak:

i) 1 ∈ M , nebot’platı́ 1 = 12.
ii) Předpokládejme, že n ∈ M , tj. platı́ 1 + 3 + 5 + · · · + (2n− 3)+ (2n− 1) = n2, a ukažme, že

potom n+ 1 ∈ M . Chceme tedy ukázat platnost vztahu

1 + 3 + 5 + · · · + (2(n+ 1)− 3)+ (2(n+ 1)− 1) = (n+ 1)2.

Při důkazu vyjdeme z levé strany rovnosti, kterou za pomoci předpokladu, že n ∈ M , postupně
upravı́me na požadovaný tvar

L = 1 + 3 + 5 + · · · + (2(n+ 1)− 3)+ (2(n+ 1)− 1) =

= 1 + 3 + 5 + · · · + (2n− 1)+ (2n+ 1) =

= n2
+ 2n+ 1 = (n+ 1)2 = P.

To znamená, že i n + 1 ∈ M , a tudı́ž M = N. Tedy zmı́něná rovnost platı́ pro všechna přirozená
čı́sla. N

V předchozı́m přı́kladu jsme na základě důkazů dvou dı́lčı́ch tvrzenı́ dokázali platnost rovnosti
1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1) = n2 pro nekonečně mnoho přirozených čı́sel a můžeme s absolutnı́
jistotou řı́ci, že každá taková rovnost platı́.
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Základnı́ pojmy 55

Přı́klad 2.25. Užitı́m matematické indukce dokažte, že pro každé n ∈ N platı́ +

13
+ 23

+ 33
+ · · · + n3

=
1
4
n2(n+ 1)2.

Řešenı́. Označme M =
{
k ∈ N : 13

+ 23
+ 33

+ · · · + k3
=

1
4k

2(k + 1)2
}
.

i) 1 ∈ M , nebot’platı́ 13
=

1
4 · 12

· (1 + 1)2.
ii) Předpokládejme, že n ∈ M , tj. platı́ 13

+ 23
+ 33

+ · · · + n3
=

1
4n

2(n + 1)2 a ukažme, že pak
n+ 1 ∈ M . Chceme tedy ukázat platnost vztahu

13
+ 23

+ 33
+ · · · + n3

+ (n+ 1)3 =
1
4
(n+ 1)2(n+ 2)2.

Při důkazu vyjdeme z levé strany rovnosti, kterou za pomoci předpokladu, že n ∈ M , postupně
upravı́me na požadovaný tvar

L = 13
+ 23

+ 33
+ · · · + n3

+ (n+ 1)3 =
1
4
n2(n+ 1)2 + (n+ 1)3 =

=
1
4
(n+ 1)2[n2

+ 4(n+ 1)] =
1
4
(n+ 1)2(n2

+ 4n+ 4) =
1
4
(n+ 1)2(n+ 2)2 = P.

To znamená, že i n + 1 ∈ M , a tudı́ž M = N. Tedy zmı́něná rovnost platı́ pro všechna přirozená
čı́sla, což jsme chtěli dokázat. N
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2.8. Kartézský součin a zobrazenı́

V matematice, stejně jako v běžném životě, je někdy třeba sdružovat objekty do dvojic.
Představme si množinu hráčů nějakého turnaje. Vylosujeme dvojici hráčů, kteřı́ se utkajı́ spolu.

V některých sportech (např. běhu) nezáležı́ na tom, kdo byl vylosován jako prvnı́ a kdo druhý.
Naopak, u některých her (např. šachu), může rozlosovánı́ hráčů hrát značnou roli. Losujeme totiž
nejen kdo hraje s kým, ale i kdo má bı́lé figurky, a tedy zahajuje hru. V prvnı́m přı́padě se jedná
o neuspořádané dvojice, v druhém přı́padě o uspořádané dvojice.

Uspořádaná dvojice prvků (x, y) je tedy dvojice prvků x, y, přičemž prvek x je prvnı́ a y druhý
(záležı́ na pořadı́ prvků) a zřejmě (x, y) 6= (y, x) pro x 6= y. Tı́m se uspořádaná dvojice lišı́ od
dvouprvkové množiny {x, y}, nebot’u množin nezáležı́ na pořadı́ prvků, tj. {x, y} = {y, x}.

Přı́sně matematicky definujeme uspořádanou dvojici (x, y) jako množinu, jejı́miž prvky jsou
jednoprvková množina {x} a dvouprvková množina {x, y}, tj.

(x, y) = {{x}, {x, y}},

přičemž jednoprvková množina obsahuje prvnı́ prvek uspořádané dvojice. Pak má smysl pojem
rovnosti uspořádané dvojice, nebot’zápis (x, y) = (z, u) je vlastně rovnostı́ dvou množin.

Na základě pojmu uspořádané dvojice budeme nynı́ definovat tzv. kartézský součin množin, jenž
je jednı́m ze základnı́ch pojmů v celé matematice. Uvidı́me, že na pojmu kartézského součinu jsou
založeny důležité pojmy zobrazenı́ a funkce.

Definice 2.26. Necht’A, B jsou množiny. Kartézským součinem množinA a B nazýváme množinu
všech uspořádaných dvojic (x, y) takových, že x ∈ A a y ∈ B. Značı́me jej A× B. Tedy

A× B = {(x, y) : x ∈ A ∧ y ∈ B}.
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Uvažujme napřı́klad množiny A = {1, 2, 3} a B = {−1, 0}. Pak

A× B = {(1,−1), (1, 0), (2,−1), (2, 0), (3,−1), (3, 0)}

a
B × A = {(−1, 1), (−1, 2), (−1, 3), (0, 1), (0, 2), (0, 3)},

tedy obecně A×B a B ×A jsou různé množiny. Lze ukázat, že A×B = B ×A právě tehdy, když
A = B nebo A = ∅ nebo B = ∅. Pro úplnost poznamenejme, že A× ∅ = ∅ × A = ∅.

Uvedeme nynı́ několik způsobů znázorněnı́ kartézského součinu.

a) Jsou-liA a B konečné a malé, můžemeA×B znázornit pomocı́ tabulky. Např. proA = {1, 2, 3},
B = {−1, 0} — viz předchozı́ přı́klad — je podoba tabulky následujı́cı́:

A
B

−1 0

1 (1,−1) (1, 0)

2 (2,−1) (2, 0)

3 (3,−1) (3, 0)
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Základnı́ pojmy 58

b) Výhodné (předevšı́m pro zavedenı́ pojmu zobrazenı́) je znázorněnı́ pomocı́ šipek, kdy dvojici
(x, y) znázornı́me jako šipku z x do y. Pro předchozı́ přı́klad dostaneme:

1

2

3

0

−1

A B

c) Jsou-li A a B čı́selné množiny, můžeme uspořádanou dvojici (x, y) zobrazit jako bod v rovině.
Čı́sla x a y pak majı́ význam souřadnic. Tento způsob budeme použı́vat nejčastěji. Pro předchozı́
přı́klad dostaneme:

x

y

1 2 3

−1
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Tı́m vlastně zavádı́me kartézskou1 soustavu souřadnic v rovině. Každému bodu roviny odpovı́dá
uspořádaná dvojice reálných čı́sel, které udávajı́ souřadnice tohoto bodu.

Dalšı́m velmi důležitým pojmem je zobrazenı́. Na střednı́ škole se většinou definuje zobrazenı́
takto: Necht’ jsou dány množiny A a B. Předpokládejme, že je dáno pravidlo, podle kterého je
každému prvku x z množiny A přiřazen právě jeden prvek y z množiny B. Potom řekneme, že je
definováno zobrazenı́ f množiny A do množiny B.

Potı́ž je však v použitı́ nedefinovaného pojmu „pravidlo“. Nové pojmy lze definovat pouze
na základě již dřı́ve definovaných pojmů. Proto je následujı́cı́ definice zobrazenı́ postavena na
množinových pojmech.

Definice 2.27. Zobrazenı́m f množiny A do množiny B nazýváme takovou podmnožinu kartéz-
ského součinu A×B (f ⊂ A×B), že platı́: ke každému prvku x množiny A existuje právě jeden
prvek y z množiny B takový, že (x, y) ∈ f , tj.

∀x ∈ A ∃! y ∈ B : (x, y) ∈ f.

1Kartézská soustava souřadnic se nazývá podle svého objevitele, slavného francouzského filosofa a matematika
Reného Descarta (1596–1650). Latinský přepis jeho jména totiž znı́ Cartesius. Zavedenı́m souřadnic založil analytickou
geometrii, která umožňuje řešit geometrické problémy výpočtem, nikoliv jen konstrukcı́.
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Přı́klad 2.28. Necht’A = {a, b, c}, B = {1, 2, 3} a f, g ⊂ A× B jsou znázorněny +

na obrázku 2.1. Ověřte, že jde o zobrazenı́.

A
Ba

b

c

1

2

3

f

A
Ba

b

c

1

2

3

g

Obr. 2.1
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Přı́klad 2.29. Necht’A = {0, 1, 2}, B = {3, 4}. Určete, zda jsou následujı́cı́ množiny +

zobrazenı́mi množiny A do množiny B.

1. f = {(0, 3), (1, 3), (2, 3)}, 3. h = {(0, 3), (1, 4)},

2. g = {(0, 3), (1, 3), (1, 4), (2, 4)}, 4. u = {(0, 3), (1, 4), (3, 4)}.

Řešenı́.

1. f je zobrazenı́ A do B, protože f ⊂ A × B a k prvku 0 existuje právě jeden prvek množiny B
(a to prvek 3) tak, že (0, 3) ∈ f . Obdobně pro prvky 1 a 2 množiny A.

2. g nenı́ zobrazenı́ A do B, protože k prvku 1 množiny A existujı́ prvky 3 a 4 z množiny B takové,
že (1, 3) ∈ g a zároveň (1, 4) ∈ g.

3. h nenı́ zobrazenı́ A do B, protože k prvku 2 množiny A nenı́ přiřazen žádný prvek množiny B.

4. u nenı́ zobrazenı́ A do B, protože (3, 4) /∈ A× B. N

V přı́padě, že f ⊂ A× B je zobrazenı́ a množiny A, B jsou čı́selné množiny, použı́váme často
mı́sto pojmu zobrazenı́ pojem funkce. Napřı́klad zobrazenı́ množiny A do množiny B, kde

• A ⊂ R, B = R nazýváme reálnou funkcı́ jedné reálné proměnné,

• A ⊂ R × R, B = R nazýváme reálnou funkcı́ dvou reálných proměnných,

• A ⊂ R, B = C nazýváme komplexnı́ funkcı́ reálné proměnné,

• A = N, B = R nazýváme posloupnostı́ reálných čı́sel.

Tı́m jsme matematicky upřesnili pojem funkce, který byl intuitivně popsán v úvodu na str. 11.



Obsah

62. strana ze 616

J J I I

J I
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2.9. O logické výstavbě matematiky

Vrat’me se nynı́ na chvı́li k definici uspořádané dvojice. Jsou-li x, y dva prvky, pak uspořáda-
nou dvojicı́ (x, y) rozumı́me množinu {{x}, {x, y}}. Uvědomte si, že tato množina je při x 6= y

dvouprvková a při x = y jednoprvková. Tedy pojem uspořádané dvojice jsme převedli na pojmy
jednoprvková a dvouprvková množina. Přitom jednoprvková množina {x} je množina, do nı́ž patřı́
prvek x a nepatřı́ žádný jiný prvek a dvouprvková množina {x, y} je množina, do nı́ž patřı́ prvek x
a prvek y a nepatřı́ žádný jiný prvek. Tı́m jsme převedli pojem uspořádané dvojice na tři základnı́
pojmy: „množina“, „prvek“ a pojem „být prvkem nějaké množiny“.

To, co jsme nynı́ uvedli, je společným znakem všech definic. Nový pojem je definován pomocı́
jednoho nebo několika jednoduššı́ch (již dřı́ve definovaných) pojmů. Z faktu, že každá definice
převádı́ definovaný pojem na jednoduššı́ pojmy, plyne ta nepřı́jemná skutečnost, že mezi všemi
pojmy vyšetřovanými v dané teorii existuje jeden nebo několik pojmů, které definovány nejsou.
Kdyby totiž měl každý pojem definici, pak by byl systém definic nekonečný nebo by se vyskytovala
definice kruhem, tj. pojemR by byl definován pomocı́ pojmu T a naopak pojem T pomocı́ pojmuR.
Snaha je, aby takových nedefinovaných (primitivnı́ch) pojmů bylo co nejméně, byly co nejjednoduššı́
a aby pomocı́ nich bylo možno definovat každý jiný pojem dané teorie.

Ukázali jsme, že pojem uspořádané dvojice lze převést na tři základnı́ pojmy: „množina“, „prvek“
a pojem „být prvkem nějaké množiny“. Již jsme se zmı́nili o tom, že tyto pojmy jsou primitivnı́mi
pojmy teorie množin a pomocı́ nich lze definovat ostatnı́ pojmy. Viděli jsme napřı́klad, že funkce
je speciálnı́ přı́pad zobrazenı́, zobrazenı́ je podmnožinou kartézského součinu, kartézský součin je
množinou uspořádaných dvojic a uspořádaná dvojice je definována pomocı́ primitivnı́ch pojmů.

Již Aristoteles vyslovil myšlenku, jak budovat nějakou vědeckou teorii.

1. Na počátku uvedeme axiomy, tj. výroky, jejichž pravdivost se předpokládá. V axiomech se
vyskytujı́ tzv. primitivnı́ pojmy, které nedefinujeme. Axiomy vypovı́dajı́ o primitivnı́ch pojmech
vše, co je možno řı́ci.
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2. Pak následujı́ věty, tj. pravdivé výroky, které lze odvodit pomocı́ pravidel logiky z axiomů nebo
z vět předcházejı́cı́ch. Nedı́lnou součástı́ každé věty je jejı́ důkaz.

3. Dalšı́ pojmy zavádı́me pomocı́ definic, přičemž definice je vymezenı́m obsahu a rozsahu nového
pojmu.
Poznamenejme, že z hlediska vybudovánı́ nějaké matematické teorie je stanovenı́ množiny

axiomů to nejdůležitějšı́. Na množině axiomů je závislá funkčnost celého systému (odvozovánı́
a dokazovánı́ dalšı́ch tvrzenı́). Jeden nepravdivý axiom způsobı́ nepoužitelnost celého systému.
Jakmile máme stanoveny axiomy, vše se dále odvı́jı́ na základě logických důkazů, které se provádı́
v čistě abstraktnı́m prostředı́.

Definice majı́ z logického hlediska vždy tvar ekvivalence. Je-liα ⇔ β definice, pakα představuje
nový pojem a β vymezenı́ obsahu a rozsahu tohoto nového pojmu. Přitom β musı́ obsahovat pouze
„známé“ pojmy.

Věty majı́ z pohledu logiky tvar implikace nebo ekvivalence. Protože však lze každou ekvivalenci
převést na implikaci, stačı́ se omezit na věty ve tvaru implikace. Jestliže α ⇒ β je věta, potom α

jsou předpoklady věty a β tvrzenı́ věty. Slovně takovou větu vyjádřı́me některým z následujı́cı́ch
způsobů:

Necht’platı́ α. Potom platı́ β.
Jestliže platı́ α, potom platı́ β.

Když platı́ α, pak platı́ β.

Již jsme uvedli, že nedı́lnou součástı́ každé věty je jejı́ důkaz. Důkazem rozumı́me logické
deduktivnı́ odvozenı́ výroku z jiných pravdivých výroků. Použı́váme následujı́cı́ typy důkazů: Přı́mý
důkaz, nepřı́mý důkaz, důkaz sporem a důkaz matematickou indukcı́. Ukažme si postupně princip
těchto důkazů.

Uvažujme větu α ⇒ β.
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1. Přı́mý důkaz vycházı́ z pravdivosti předpokladůα a má tvar řetězce na sebe navazujı́cı́ch implikacı́,
tj.

α ⇒ γ1 ⇒ γ2 ⇒ · · · ⇒ γn ⇒ β.

2. Nepřı́mý důkaz využı́vá vztahu

(α ⇒ β) ⇔ (¬β ⇒ ¬α).

Vyjdeme z ¬β a přı́mým důkazem dokážeme ¬α, tj.

¬β ⇒ δ1 ⇒ δ2 ⇒ · · · ⇒ δn ⇒ ¬α.

3. Důkaz sporem využı́vá vztahu
(α ⇒ β) ⇔ ¬(α ∧ ¬β).

Chceme tedy ukázat, že nenı́ pravda, že platı́α a zároveň neplatı́β. Předpokládáme tedy současnou
platnost α a ¬β a postupně dojdeme k tzv. sporu. Spor je stav, kdy pro nějakou formuli γ ukážeme,
že současně platı́ γ a ¬γ

4. Důkaz matematickou indukcı́ jsme dostatečně popsali v oddı́lu 2.7.

Pro zájemce:
O logické výstavbě matematiky a předevšı́m teorie množin by bylo možno hovořit velmi dlouho. Zajı́mavé
jsou předevšı́m otázky bezespornosti a úplnosti teorie množin. Bezespornost znamená, že nelze dospět ke
sporu, tj. nelze dokázat zároveň nějaký výrok i jeho negaci. Úplnost znamená, že libovolný výrok této
teorie lze bud’dokázat nebo vyvrátit. Snahou tedy bylo najı́t takový systém axiomů teorie množin, který by
byl bezpodmı́nečně bezesporný a pokud možno úplný. Mnoho matematiků se snažilo dokázat bezespornost
systému axiomů teorie množin.
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Základnı́ pojmy 65

Velmi významné výsledky v této oblasti přinesl rakouský matematik (rodák z Brna) Kurt Gödel (1906 až
1978). Dokázal dvě tzv. věty o neúplnosti. Z prvnı́ vyplývá, že systém axiomů libovolné tzv. rekursivně
axiomatizovatelné matematické teorie, v nı́ž se dá vybudovat aritmetika přirozených čı́sel (taková je např.
teorie množin), je bud’ sporný, nebo neúplný. Předpokládáme-li tedy, že je daný systém bezesporný, pak je
neúplný, tj. existuje tvrzenı́, které nelze logickou dedukcı́ vyvodit z axiomů (nelze ho dokázat ani vyvrátit).

Z druhé věty vyplývá, že postulát bezespornosti axiomů teorie množin je nedokazatelné tvrzenı́ v rámci
teorie množin. Tedy důkaz bezespornosti systému axiomů teorie množin by musel být proveden v rámci
nějaké jiné teorie.

Stručně řečeno, nezbývá nám než věřit, že systém axiomů je bezesporný a smı́řit se s tı́m, že vždy budou
existovat pravdivá tvrzenı́, která z axiomů nedokážeme.

Tyto nedostatky však nic neubı́rajı́ na významu teorie množin, nebot’Gödelova věta o neúplnosti zároveň
řı́ká, že žádná teorie nemůže nahradit teorii množin v těch směrech, kde teorie množin zklamává. Zájemce
o tuto zajı́mavou, ale nesmı́rně složitou a abstraktnı́ problematiku (Gödelovy výsledky bývajı́ považovány za
jeden z vrcholných výsledků lidského rozumu) odkazujeme na publikace [2] a [6], které nevyžadujı́ žádné
speciálnı́ matematické znalosti a velmi poutavě o této problematice hovořı́.

S jistou nadsázkou citujme z [1]:
„Kdybychom tedy měli definovat náboženstvı́ jako systém myšlenı́, který obsahuje neprokazatelná tvrzenı́,

čı́mž obsahuje element vı́ry, pak podle Gödela nejenže je matematika náboženstvı́m, ale je to také jediné
náboženstvı́, které to o sobě může dokázat.“

Na závěr poznamenejme, že matematická logika má velmi blı́zko k informatice a bude jı́ proto
věnován samostatný předmět. Hodně se využı́vá např. v oblasti umělé inteligence. Také teorie vy-
čı́slitelnosti a složitosti, jenž vznikla ve 30. letech 20. stoletı́, byla významně ovlivněna Gödelovými
výsledky.
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Základnı́ pojmy 66

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— výrok,

— kvantifikátor,

— hornı́ a dolnı́ závora množiny,

— supremum a infimum množiny,

— ohraničená množina,

— axiom (A13) o supremu,

— princip matematické indukce,

— kartézský součin,

— zobrazenı́.

Průvodce studiem
S

J

VZ

Právě jste dočetli kapitolu 2, v nı́ž byly shrnuty a připomenuty základnı́ pojmy, s nimiž
budeme dále pracovat. Mezi nejobtı́žnějšı́ části jistě patřily partie týkajı́cı́ se suprema a
infima podmnožin rozšı́řené množiny reálných čı́sel. Tyto pojmy je třeba pořádně promyslet.

Při studiu matematiky je podstatné, abyste každé definici dobře porozuměli. Neměli
byste se ji jen bezmyšlenkovitě naučit, ale měli byste si ji „vyzkoušet“ na zvolených přı́kla-
dech. Třeba tak, že budete hledat přı́klady objektů, které ji splňujı́, a také přı́klady objektů,
které jı́ nevyhovujı́. Učit se definice zpaměti a nerozumět jim, nemá vůbec žádný smysl.
Pozor, at’ se nedostanete do situace, kdy sice čtete stránku 66, ale vůbec nevı́te, co je na
stranách předcházejı́cı́ch. To si ostatně můžete nynı́ ověřit. Čekajı́ vás kontrolnı́ otázky a
přı́klady k procvičenı́.
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Základnı́ pojmy 67

Kontrolnı́ otázky ?
1. Jak je definováno sjednocenı́, průnik a rozdı́l množin A a B?

2. Co se rozumı́ výrokem a jeho pravdivostnı́ hodnotou?

3. Jaký výrok nazýváme hypotézou?

4. Které jsou základnı́ logické spojky?

5. Jak lze z výrokové formy vytvořit výrok?

6. Udejte přı́klad množiny M ⊂ R?, jejı́ž supremum v R? neexistuje.

7. Udejte přı́klad množiny M takové, že platı́ supM = maxM .

8. Objasněte rozdı́l mezi množinou všech racionálnı́ch čı́sel a množinou všech reálných čı́sel.

9. Platı́ vždy vztah infM 5 supM?

10. Udejte přı́klad množiny M takové, že platı́ infM = supM .

11. Jaké znáte základnı́ druhy důkazů matematických vět?
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Základnı́ pojmy 68

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Určete výčtem prvků množinu M všech přirozených čı́sel, která jsou dělitelná čı́slem 8 a zároveň jsou

většı́ než 5 a menšı́ než 50.

2. Určete minimum, maximum, infimum a supremum následujı́cı́ch množin:
a) A = (0, 5) ∪ {7} ∪ (8, 9〉, b) B = Q,
c) C = {n!, n ∈ N}, d) D = (−∞,−3) ∪ (5,∞),
e) E = {x ∈ R : x2 > 4}, f) F = {x ∈ R : 6x − x2

− 9 < 0}.

3. Jsou dány množiny A = {1, 2}, B = {x ∈ N, x < 4}. Určete výčtem prvků kartézské součiny A × B a
B × A.

4. Užitı́m matematické indukce dokažte, že pro každé n ∈ N platı́:

a) 12
+ 22

+ 32
+ · · · + n2

=
1
6n(n+ 1)(2n+ 1),

b) 1 + 2 + 3 + · · · + n =
1
2n(n+ 1),

c) 1
1.2 +

1
2.3 +

1
3.4 + · · · +

1
n(n+1) =

n
n+1 .

5. Najděte chybu v následujı́cı́ úvaze:
Uvažujme rovnici

x = y.

Vynásobı́me obě strany rovnice čı́slem x. Dostaneme

x2
= xy.

Pak k oběma stranám rovnice přičteme x2
− 2xy:

x2
+ x2

− 2xy = xy + x2
− 2xy.
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Zavřı́t dokument

Konec
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Základnı́ pojmy 69

To lze upravit na tvar
2(x2

− xy) = x2
− xy.

Nakonec vydělı́me obě strany rovnice výrazem x2
− xy a dostaneme

2 = 1.

*****

Nedomnı́vejte se, že znáte fakt, vı́te-li jen, že se stal, ale nevı́te, jak se stal.

(J. S. Blackie)

*****
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70

Kapitola 3

Reálné funkce jedné reálné proměnné

Průvodce studiem
S

J

VZ

Již v úvodnı́ kapitole jsme se zmı́nili o tom, že základnı́m objektem, který je zkoumán
diferenciálnı́m počtem, je funkce. Nynı́ tento pojem upřesnı́me a všimneme si základnı́ch
vlastnostı́ funkcı́ a základnı́ch operacı́, které lze s funkcemi provádět.

Z hlediska historie matematiky trvalo dosti dlouho, než se dospělo k dnešnı́mu chá-
pánı́ funkce. V době, kdy byl vytvořen diferenciálnı́ počet, se uvažovaly pouze reálné nebo
komplexnı́ funkce a funkce musela být vyjádřena nějakým vzorcem nebo součtem neko-
nečné řady. Přı́kladem jsou funkce dané předpisy f (x) = x3

− 2, f (x) = ln sin x nebo
f (x) =

∑
∞

n=0(x
n/n!). Dnes funkci chápeme obecněji jako jistou podmnožinu kartézského

součinu. Funkcı́ tedy budeme rozumět jednak funkce výše zmı́něného typu, ale i mnohem
obecnějšı́ množiny bodů. Napřı́klad f = {(1, 2), (−3, 8)} je funkce, která přiřazuje čı́slu 1



Obsah

71. strana ze 616

J J I I

J I
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Reálné funkce jedné reálné proměnné 71

čı́slo 2 a čı́slu −3 přiřazuje čı́slo 8 a jejı́mž grafem jsou dva izolované body. Tedy reálná
funkce může přiřazovat každému reálnému čı́slu nějaké zcela libovolné reálné čı́slo. Po-
znamenejme však, že funkce, se kterými budeme pracovat my, budou převážně právě ony
„pěkné“ funkce — tak, jak je chápali matematikové 17. a 18. stoletı́.

Protože v této chvı́li ještě nemáme k dispozici dostatek konkrétnı́ch funkcı́, budeme
ilustrovat nové pojmy na velmi jednoduchých přı́kladech. Obtı́žnějšı́ přı́klady jsou pak za-
řazeny do dalšı́ kapitoly Elementárnı́ funkce.

Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly byste měli být schopni definovat a pomocı́ obrázků vysvětlit následujı́cı́
pojmy:

• funkce, definičnı́ obor a obor hodnot funkce, graf funkce,

• funkce zdola, shora ohraničená,

• funkce rostoucı́, klesajı́cı́, monotónnı́,

• funkce prostá,

• funkce sudá, lichá, periodická,

• funkce složená a inverznı́.
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Reálné funkce jedné reálné proměnné 72

Přistupme nynı́ k definici pojmu funkce.

Definice 3.1. Necht’A ⊂ R, A 6= ∅. Zobrazenı́ f množiny A do množiny R (f : A → R)
nazýváme reálnou funkcı́ jedné reálné proměnné (dále jen funkcı́). Množina A se nazývá definičnı́
obor funkce f a značı́ se D(f ).

Podle definice 3.1 tedy je funkce zobrazenı́m množiny A ⊂ R do množiny R. Toto zobrazenı́ je
podle definice 2.27 takovou podmnožinou kartézského součinu A× R, že platı́: ke každému prvku
x ∈ A existuje právě jeden prvek y ∈ R takový, že (x, y) ∈ f .

Úmluva: Dále budeme mı́sto zápisu (x, y) ∈ f použı́vat pružnějšı́ označenı́ y = f (x). Řı́káme,
že funkce f přiřazuje prvku x prvek y nebo že y je hodnotou funkce f v bodě x.

Množinu všech takových y ∈ R, k nimž existuje x ∈ D(f ) tak, že y = f (x), pak nazýváme
obor hodnot funkce f a označujeme H(f ). Tj.

H(f ) = {y ∈ R : ∃x ∈ D(f ) takové, že y = f (x)}.

Zadánı́ funkce

K zadánı́ funkce f je nutné uvést jednak definičnı́ obor D(f ) a jednak pravidlo (předpis), pomocı́
něhož je každému x ∈ D(f ) přiřazen právě jeden prvek y ∈ H(f ).

Ukažme si, s jakými formami zápisu konkrétnı́ funkce se můžeme setkat. Napřı́klad funkci f ,
která každému x ∈ 〈−2, 5〉 přiřazuje čı́slo x2

+ 1, lze zapsat takto:

f : y = x2
+ 1, x ∈ 〈−2, 5〉,

f (x) = x2
+ 1, x ∈ 〈−2, 5〉,

f : x 7→ x2
+ 1, x ∈ 〈−2, 5〉.
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Zobrazit

‹
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Reálné funkce jedné reálné proměnné 73

Často se stává, že je funkce zadána pouze předpisem a definičnı́ obor nenı́ výslovně uveden. Pak
pokládáme za definičnı́ obor množinu všech takových x ∈ R, pro která má daný předpis „smysl“.

Poznámka 3.2. Je-li funkce zadána jednı́m z předchozı́ch třı́ způsobů, řı́káme že je zadána explicitně.
Kromě toho lze funkci zadat parametricky rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t) nebo implicitně rovnicı́
F(x, y) = 0 (podmı́nky, za kterých je rovnicı́ F(x, y) = 0 skutečně dána nějaká funkce, budeme
vyšetřovat v diferenciálnı́m počtu funkcı́ vı́ce proměnných). Nynı́ se budeme zabývat pouze funkcemi
zadanými explicitně. Nakonec poznamenejme, že v experimentálnı́ch úlohách se často funkce zadává
slovně, tabulkou funkčnı́ch hodnot nebo prostřednictvı́m grafu.

Rovnost funkcı́

Z definice 3.1 plyne, že dvě funkce f a g jsou si rovny (pı́šeme f = g) právě tehdy, když majı́ stejný
definičnı́ obor a v každém bodě tohoto definičnı́ho oboru platı́ f (x) = g(x). Symbolicky zapsáno:

(f = g) ⇔ [(D(f ) = D(g)) ∧ (∀x ∈ D(f ) : f (x) = g(x))]

Přı́klad 3.3. Rozhodněte, zda se následujı́cı́ funkce rovnajı́: +

f : y = x + 1, x ∈ (−∞, 0); g : y =
x2

− 1
x − 1

, x ∈ (−∞, 0).

Řešenı́. Definičnı́ obory zadaných funkcı́ se rovnajı́ a pro každé x ∈ (−∞, 0) platı́

x2
− 1

x − 1
= x + 1.

Tedy pro každé x ∈ (−∞, 0) platı́ f (x) = g(x). Proto f = g. N
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Zavřı́t dokument

Konec
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Reálné funkce jedné reálné proměnné 74

Přı́klad 3.4. Rozhodněte, zda se následujı́cı́ funkce rovnajı́: +

f : y = 2 ln x; g : y = ln x2.

Řešenı́. Funkce je zadána pouze předpisem, definičnı́ obor je tedy množina takových x ∈ R, pro
která má daný předpis smysl.

D(f ) = {x ∈ R : 2 ln x „má smysl“} = {x ∈ R : x > 0} = (0,∞).

D(g) = {x ∈ R : ln x2 „má smysl“} = {x ∈ R : x2 > 0} = R r {0}.

Definičnı́ obory D(f ) = (0,∞), D(g) = R r {0} se nerovnajı́, tedy se nerovnajı́ ani zadané
funkce. N

Graf funkce

U reálných funkcı́ jedné proměnné hraje velkou roli grafické znázorněnı́ funkce. To samozřejmě
souvisı́ s geometrickou interpretacı́ pojmů uspořádaná dvojice, kartézský součin atd.

Geometricky lze uspořádanou dvojici (x, y) chápat jako bod o souřadnicı́ch x a y. Libovolnou
množinu uspořádaných dvojic lze pak geometricky chápat jako množinu bodů v rovině. Všimněme
si s pomocı́ následujı́cı́ tabulky rozdı́lu mezi „množinovým a geometrickým chápánı́m“ téhož zápisu.
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Reálné funkce jedné reálné proměnné 75

množinově geometricky

{(x, y) ∈ R2
: x2

+ y2
= 1} množina uspořádaných dvojic

(x, y) ∈ R2 takových, že platı́
x2

+ y2
= 1,

množina bodů (x, y) v rovině,
jejichž souřadnice x a y
vyhovujı́ rovnici x2

+ y2
= 1.

{(x, y) ∈ R2
: y = x2

} množina uspořádaných dvojic
(x, y) ∈ R2 takových, že platı́
y = x2,

množina bodů (x, y) v rovině,
jejichž souřadnice x a y
vyhovujı́ rovnici y = x2.

Všimněte si, že prvnı́ množina nenı́ funkcı́, nebot’ obsahuje uspořádané dvojice typu (x, y1),
(x, y2), y1 6= y2. Druhá množina je funkcı́, nebot’ke každému x ∈ R existuje právě jedno y ∈ R
takové, že y = f (x).

V přı́padě funkcı́ zavádı́me pro množinu bodů v rovině souhrnný název graf funkce.

Grafem funkce f : D(f ) → R rozumı́me množinu bodů

{(x, y) ∈ R2
: x ∈ D(f ) ∧ y = f (x)},

kde (x, y) značı́ bod roviny o souřadnicı́ch x a y.

Graf funkce f je tedy množina bodů, jejichž prvnı́ souřadnice je x ∈ D(f ) a pro druhou
souřadnici platı́ rovnost y = f (x). Mluvı́me-li o grafu funkce, pak tuto rovnici budeme nazývat
rovnice grafu funkce f .

V mnoha přı́padech byly pro množiny bodů jistých vlastnostı́ zavedeny speciálnı́ názvy. Připo-
meňme napřı́klad, že kružnicı́ nazýváme množinu všech bodů (x, y) v rovině, které jsou od pevného
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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bodu — středu S — stejně vzdáleny, tj.

{(x, y) ∈ R2
: (x −m)2 + (y − n)2 = r2

}, m, n, r ∈ R, r > 0,

kde bod (m, n) je střed kružnice a r poloměr. Dále parabolou nazýváme množinu všech bodů (x, y)
v rovině, které jsou stejně vzdáleny od pevného bodu — ohniska F — a pevné přı́mky d . Obdobně
lze definovat elipsu, hyperbolu, přı́mku, atd.

Pak napřı́klad řı́káme, že grafem funkce f : y = 5x + 3 je přı́mka o rovnici y = 5x + 3.
V předchozı́ tabulce jsme si ukázali, že ne každá množina uspořádaných dvojic je funkcı́. Tomu

geometricky odpovı́dá, že ne každá množina bodů v rovině je grafem funkce. Např. množina bodů
{(x, y) ∈ R2

: x2
+ y2

= 1} (kružnice) nenı́ grafem funkce.
Jak poznáme, že je nějaká množina bodů v rovině grafem funkce? Aby se jednalo o graf funkce,

nesmı́ množina obsahovat body tvaru (x, y1), (x, y2), y1 6= y2, tj. body, které ležı́ nad sebou. Tedy
množina bodů v rovině je grafem nějaké funkce f právě tehdy, když libovolná rovnoběžka s osou y
protne tuto množinu nejvýše jednou (tedy jednou nebo vůbec). Situaci ilustrujı́ následujı́cı́ obrázky:

x

y

Kružnice nenı́ grafem funkce

x

y

Parabola je grafem funkce
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Přı́klad 3.5. Nakreslete graf funkce +

f : y =


−1, x < 0,

0, x = 0,
1, x > 0.

Řešenı́. Graf:

x

y

O

−1

1
y = sgn x

Tato funkce se nazývá signum a dále ji budeme značit sgn, tj. f : y = sgn x. Přitom D(f ) = R
a H(f ) = {−1, 0, 1}. N
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Přı́klad 3.6. Nakreslete graf funkce +

f : y =

{
−x, x < 0,
x, x = 0.

Řešenı́. Graf:

x

y

O

y = |x|

Tato funkce se nazývá absolutnı́ hodnota a dále budeme použı́vat zápis f : y = |x|. Přitom
D(f ) = R a H(f ) = 〈0,∞). N

Poznámka 3.7. S funkcı́ f : y = |x| se budeme dále často setkávat. Uved’me si proto jejı́ nejdůle-
žitějšı́ vlastnosti. Pro x, x1, x2 ∈ R platı́:

1. |x| = 0, |x| = x, |−x| = |x|,

2. |x1 + x2| 5 |x1| + |x2|,

3. |x1x2| = |x1||x2|,

4.
∣∣∣∣x1

x2

∣∣∣∣ = |x1|

|x2|
pro x2 6= 0.
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Z předchozı́ch přı́kladů by se mohlo zdát, že graf funkce jedné proměnné lze vždy nakreslit.
Nenı́ tomu ale tak. Uvažujme napřı́klad funkci

f : y =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ I.

Tato funkce nabývá pouze dvou hodnot a to nuly a jedničky podle toho, zda je x ∈ Q nebo
x ∈ I. Tedy napřı́klad f (1) = f

( 3
2

)
= f

( 18
17

)
= 1 a f (π) = f

(√
2
)

= 0. Vzhledem k tomu,
že racionálnı́ i iracionálnı́ čı́sla jsou na čı́selné ose rozložená velmi hustě, tj. mezi každými dvěma,
jakkoliv blı́zkými, různými reálnými čı́sly ležı́ jak nekonečně mnoho racionálnı́ch, tak nekonečně
mnoho iracionálnı́ch čı́sel, graf této funkce nelze dosti dobře nakreslit.

Tato funkce se nazývá Dirichletova funkce a dále ji budeme značit χ , tj. f : y = χ(x). Přitom
D(f ) = R a H(f ) = {0, 1}.

3.1. Některé vlastnosti funkcı́

V této kapitole si zopakujeme pojmy ohraničená funkce, monotónnı́ funkce, prostá funkce, sudá,
lichá a periodická funkce.

Ohraničená funkce

V kapitole 2.6 jsme definovali pojem ohraničená množina. Nynı́ si pojem ohraničenosti zavedeme
také pro funkce.
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Definice 3.8. Řekneme, že funkce f je shora (resp. zdola) ohraničená na množině M ⊂ D(f ),
je-li shora (resp. zdola) ohraničená množina {f (x) : x ∈ M}.
Řekneme, že funkce f je shora (resp. zdola) ohraničená, je-li shora (resp. zdola) ohraničená na
D(f ). Funkce se nazývá ohraničená, je-li současně ohraničená zdola i shora.

Poznámka 3.9.
1. Definice řı́ká, že funkce f je shora ohraničená, právě když je shora ohraničená množina

{f (x) : x ∈ D(f )}. Dále, množina {f (x) : x ∈ D(f )} je shora ohraničená (podle definice
2.21), právě když existuje konečná hornı́ závora této množiny. Tedy funkce f je shora ohrani-
čená, jestliže lze najı́t konstantu L ∈ R tak, že f (x) 5 L pro každé x ∈ D(f ). Graf shora
ohraničené funkce tedy ležı́ celý pod přı́mkou y = L — viz obr. 3.1

x

y

O

L
y = L

y = f (x)

Obr. 3.1: Funkce ohraničená shora
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2. Obdobně si rozmyslete, že funkce f je ohraničená zdola, jestliže lze najı́t konstantu K ∈ R tak,
že f (x) = K pro každé x ∈ D(f ). Graf funkce ohraničené zdola ležı́ celý nad přı́mkou y = K

— viz obr. 3.2.

x

y

O

K
y = K

y = f (x)

Obr. 3.2: Funkce ohraničená zdola

3. Funkce je ohraničená, jestliže lze najı́t konstanty K a L tak, že K 5 f (x) 5 L pro každé
x ∈ D(f ). Graf ohraničené funkce ležı́ mezi dvěma rovnoběžkami ve výškách K a L. Jedná se
tedy o ohraničenı́ funkčnı́ch hodnot (nikoli definičnı́ho oboru) — viz obr. 3.3.
Často budeme použı́vat ekvivalentnı́ vyjádřenı́ ohraničenosti: Funkce je ohraničená, jestliže
existuje konstanta C ∈ R+ taková, že pro každé x ∈ D(f ) platı́ |f (x)| 5 C. Můžeme napřı́klad
zvolit C = max{K,L}.
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x

y

O

L

K

y = L

y = K

y = f (x)

Obr. 3.3: Ohraničená funkce

Přı́klad 3.10. Určete, zda je funkce f : y =
x2

− 1
x2 + 1

, x ∈ R, ohraničená. +

Řešenı́. Upravme nejprve předpis funkce. Pro každé x ∈ R platı́

x2
− 1

x2 + 1
=
x2

+ 1 − 2
x2 + 1

= 1 +
−2
x2 + 1

.

Využijeme toho, že pro každé x ∈ R platı́ x2 = 0 a tedy x2
+ 1 = 1. Dále postupně dostáváme

0 5
1

x2 + 1
5 1 ⇔ 0 =

−2
x2 + 1

= −2 ⇔ 1 =
−2
x2 + 1

+ 1 = −1.

Vidı́me tedy, že je funkce f ohraničená. N
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Pro zájemce:

Přı́klad 3.11. Zjistěte, zda je funkce f : y =
x

1 + x2 , x ∈ R, ohraničená. +

Řešenı́. Pro libovolné x ∈ R platı́, že (|x| − 1)2 = 0, tedy |x|2 − 2|x| + 1 = 0. Z této nerovnosti dostaneme
(protože |x|2 = x2), že x2

+ 1 = 2|x|. Vydělenı́m kladným výrazem 2(x2
+ 1), což neměnı́ znaménko

nerovnosti, dostaneme
1
2

=
|x|

x2 + 1
.

Protože podle pravidel pro počı́tánı́ s absolutnı́mi hodnotami (absolutnı́ hodnota součinu je součin absolutnı́ch
hodnot, absolutnı́ hodnota podı́lu je podı́l absolutnı́ch hodnot) je

|x|

x2 + 1
=

|x|

|x2 + 1|
=

∣∣∣∣ x

x2 + 1

∣∣∣∣ = |f (x)| ,

dostáváme, že

|f (x)| 5
1
2

neboli −
1
2

5 f (x) 5
1
2
.

Tedy funkce f je ohraničená. Graf této funkce si můžete prohlédnout na straně 91. N
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Reálné funkce jedné reálné proměnné 84

Monotónnı́ funkce

Definice 3.12. Řekneme, že funkce f je

i) rostoucı́ (resp. klesajı́cı́) na množině M ⊂ D(f ), jestliže pro každé x1, x2 ∈ M takové, že
x1 < x2, platı́ f (x1) < f (x2) (resp. f (x1) > f (x2)).

ii) neklesajı́cı́ (resp. nerostoucı́) na množině M ⊂ D(f ), jestliže pro každé x1, x2 ∈ M takové,
že x1 < x2, je f (x1) 5 f (x2) (resp. f (x1) = f (x2)).

iii) rostoucı́ (resp. klesajı́cı́, neklesajı́cı́, nerostoucı́), je-li rostoucı́ (resp. klesajı́cı́, neklesajı́cı́,
nerostoucı́) na celém svém definičnı́m oboru.

Je-li funkce rostoucı́, klesajı́cı́, neklesajı́cı́ nebo nerostoucı́, řı́káme, že je monotónnı́. Speciálně,
je-li rostoucı́ nebo klesajı́cı́, řı́káme, že je ryze monotónnı́.

Zřejmě každá rostoucı́ funkce je i neklesajı́cı́ a každá klesajı́cı́ funkce je i nerostoucı́. Opak ovšem
neplatı́ (monotónnı́ funkce mohou být na nějakém intervalu konstantnı́). Situace je znázorněna na
následujı́cı́ch obrázcı́ch.
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x

y

O x1 x2

f (x1)

f (x2)

graf rostoucı́ funkce

x

y

O x1 x2

f (x1) = f (x2)

graf neklesajı́cı́ funkce
(která nenı́ rostoucı́)

x

y

O x1 x2

f (x1)

f (x2)

graf klesajı́cı́ funkce

x

y

O x1 x2

f (x1) = f (x2)

graf nerostoucı́ funkce
(která nenı́ klesajı́cı́)



Obsah

86. strana ze 616

J J I I

J I
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Zatı́m nemáme vhodné prostředky na ověřovánı́ monotonie (ty budeme mı́t k dispozici až
v kapitole týkajı́cı́ se průběhu funkce), a proto uvedeme pouze několik velmi jednoduchých přı́kladů,
kde situace bude zřejmá.

Přı́klad 3.13. Vyšetřete monotonii následujı́cı́ch funkcı́: +

a) f : y = x2, x ∈ 〈0,∞), b) g : y = x2, x ∈ (−∞, 0〉, c) h : y = x2, x ∈ R,

d) k : y =
1
x
, x ∈ (0,∞), e) l : y =

1
x
, x ∈ (−∞, 0), f) m : y =

1
x
, x ∈ R r {0}.

Řešenı́.

a) Necht’x1, x2 ∈ 〈0,∞), x1 < x2. Pak (vzhledem k tomu, že x1, x2 jsou nezáporná čı́sla) je x2
1 < x2

2 ,
tj. f (x1) < f (x2), a tedy f je rostoucı́ — viz obr. 3.4 a).

b) Necht’x1, x2 ∈ (−∞, 0〉, x1 < x2. Pak je x2
1 > x2

2 , tj. g(x1) > g(x2), a tedy g je klesajı́cı́ — viz
obr. 3.4 b).

c) Vzhledem k předešlým výsledků vı́me, že funkce h je na (−∞, 0〉 klesajı́cı́ a na 〈0,∞) rostoucı́.
Z toho vyplývá, že na (−∞,∞) funkce h nenı́ monotónnı́. Grafem funkce h je parabola — viz
obr. 3.4 c).

d) Necht’x1, x2 ∈ (0,∞), x1 < x2. Pak je
1
x1
>

1
x2

, tj. k(x1) > k(x2), a tedy k je klesajı́cı́ — viz

obr. 3.4 d).
e) Necht’x1, x2 ∈ (−∞, 0), x1 < x2. Pak je

1
x1
>

1
x2

, tj. l(x1) > l(x2), a tedy l je klesajı́cı́ — viz

obr. 3.4 e).
f) Vzhledem k předchozı́m výsledkům vı́me, že funkce m je na (−∞, 0) klesajı́cı́ a na (0,∞) také

klesajı́cı́. Na množině (−∞, 0) ∪ (0,∞) ale nenı́ klesajı́cı́ (např. dvojice bodů −3, 3 nesplňuje
podmı́nku v definici klesajı́cı́ funkce nebot’ platı́ −3 < 3, ale −

1
3 <

1
3 ). Grafem funkce m je

rovnoosá hyperbola — viz obr. 3.5. N
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x

y

O 3 6

9

36

y = f (x)

a)

x

y

O3−36−6

9

36

y = g(x)

b)

x

y

O

y = h(x)

c)

x

y

O 1 3

1
1/3

y = k(x)

d)

x

y

O1−13−3

−1
−1/3

y = l(x)

e)

Obr. 3.4
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x

y

3−3
3

A

1/3
−1/3

y = m(x)

p ‖ x

Obr. 3.5
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Prostá funkce

Definice 3.14. Řekneme, že funkce f je prostá, jestliže pro každé x1, x2 ∈ D(f ), x1 6= x2, platı́
f (x1) 6= f (x2).

Z definice plyne, že funkce je prostá právě tehdy, když libovolná rovnoběžka s osou x protne graf
funkce f nejvýše jednou, tj. vůbec neprotne nebo protne právě jednou. Ověřujeme-li, zda je funkce
prostá, využı́váme často ekvivalentnı́ podmı́nku: Jestliže pro x1, x2 ∈ D(f ) platı́, že f (x1) = f (x2),
pak musı́ být x1 = x2.

Všimněme si, že každá ryze monotónnı́ funkce je prostá (nemůže mı́t v různých bodech stejnou
funkčnı́ hodnotu), ale opak neplatı́, tj. ne každá prostá funkce musı́ být nutně monotónnı́. To ukazuje
např. funkce m z předchozı́ho přı́kladu. Zjistili jsme, že nenı́ monotónnı́, ale očividně libovolná
rovnoběžka s osou x protne jejı́ graf nejvýše jednou (osa x jej vůbec neprotne, každá jiná rovnoběžka
jej protne přesně v jednom bodě — viz bod A na obrázku 3.5). Jde tedy o prostou funkci.

Přı́klad 3.15. Dokažte, že funkce f : y = (x − 1)2 + 7, x ∈ 〈1,∞) je prostá. +

Řešenı́. K důkazu použijeme zmı́něnou ekvivalentnı́ podmı́nku (tzn. nepřı́mý důkaz):
Jestliže pro x1, x2 ∈ D(f ) platı́, že f (x1) = f (x2), pak musı́ být x1 = x2.

Necht’x1, x2 ∈ 〈1,∞), f (x1) = f (x2). Pak postupnými úpravami dostáváme

(x1 − 1)2 + 7 = (x2 − 1)2 + 7,

(x1 − 1)2 = (x2 − 1)2,

x1 − 1 = x2 − 1, (protože x1 − 1 = 0, x2 − 1 = 0)

x1 = x2.

Tı́m jsme dokázali, že funkce f je prostá. N
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Pozor! Vezmeme-li funkci se stejným předpisem a jiným definičnı́m oborem, tak již nemusı́ být
prostá. Napřı́klad funkce g : y = (x − 1)2 + 7, x ∈ R nenı́ prostá, protože lze najı́t dvě hodnoty
x1 = 0, x2 = 2, x1 6= x2, takové, že platı́ f (x1) = 8 = f (x2).

Sudá a lichá funkce

Dalšı́ dvě vlastnosti se týkajı́ určité souměrnosti grafu. Budeme uvažovat takovou funkci f , jejı́ž
definičnı́ obor D(f ) je souměrný vzhledem k počátku, tj. s každým čı́slem x současně obsahuje i
opačné čı́slo −x. Pak má smysl porovnávat funkčnı́ hodnoty f (x) a f (−x).

Definice 3.16. Funkce f se nazývá sudá (resp. lichá), jestliže platı́

i) je-li x ∈ D(f ), pak −x ∈ D(f ),
ii) f (−x) = f (x) (resp. f (−x) = −f (x)) pro každé x ∈ D(f ).

Z definice vyplývá, že graf sudé funkce je souměrný podle osy y a graf liché funkce je souměrný
podle počátku. Obecně nemusı́ být funkce ani sudá ani lichá. Všimněte si, že funkce f : y = 0 je
zároveň sudá i lichá na R.

Přı́klad 3.17. Zjistěte, zda jsou následujı́cı́ funkce sudé nebo liché. +

a) f : y =
x

x2 + 1
, x ∈ R, b) g : y =

1 − x2

1 + x2
, x ∈ R, c) h : y =

1 + x

1 + x2
, x ∈ R.

Řešenı́. Necht’x ∈ R. Pak

a) f (−x) =
−x

(−x)2 + 1
=

−x

x2 + 1
= −

x

x2 + 1
= −f (x). Tedy f je lichá funkce.
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Zavřı́t dokument

Konec
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b) g(−x) =
1 − (−x)2

1 + (−x)2
=

1 − x2

1 + x2
= g(x). Tedy g je sudá funkce.

c) h(−x) =
1 + (−x)

1 + (−x)2
=

1 − x

1 + x2
, což nenı́ rovno ani předpisu původnı́ funkce h(x) =

1 + x

1 + x2
ani

výrazu −h(x) =
−1 − x

1 + x2
. Proto h nenı́ ani sudá ani lichá funkce.

Pro ilustraci uvádı́me grafy funkcı́ f , g a h. (Grafy podobných, i složitějšı́ch funkcı́ budete po
prostudovánı́ tohoto studijnı́ho materiálu schopni sami zakreslit.) N

x

y

O 1

1−1

y = f (x)

−1/2

1/2

x

y

O

y = g(x)

−1

1

−1 1
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x

y

O

y = h(x)

−1

1

Periodická funkce

Necht’ f je funkce a p > 0 je reálné čı́slo. Předpokládejme, že definičnı́ obor D(f ) s každým
čı́slem x obsahuje i čı́slo x + p. Pak ovšem musı́ obsahovat i čı́slo (x + p) + p = x + 2p,
(x + 2p)+ p = x + 3p atd.

x x + p x + 2p x + 3p x + 4p

Definice 3.18. Řekneme, že funkce f je periodická s periodou p, p ∈ R+, jestliže platı́

i) je-li x ∈ D(f ), pak také x + p ∈ D(f ),
ii) f (x + p) = f (x) pro každé x ∈ D(f ).

Jinými slovy, v bodech majı́cı́ch od sebe vzdálenost p jsou stejné funkčnı́ hodnoty. Tedy stačı́
znát graf f na nějakém intervalu délky p a celý graf f dostaneme „kopı́rovánı́m“ této části, kterou
posouváme o p vpravo nebo vlevo (vlevo jen pokud to definičnı́ obor připouštı́).

Funkce periodická s periodoup je též periodická s periodou k ·p, k ∈ N. Pokud existuje nejmenšı́
perioda, nazývá se základnı́ perioda.
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Nejznámějšı́ periodické funkce jsou funkce goniometrické. Např. sinus a kosinus majı́ základnı́
periodu 2π, funkce f : y = sin 3x má základnı́ periodu 2

3π, obecně funkce f : y = sin ax, a > 0,
má základnı́ periodu 2

a
π. Funkce f : y = c, c ∈ R je periodická funkce, která nemá základnı́

periodu.

Přı́klad 3.19. Nakreslete graf periodické funkce f , jejı́ž perioda je p = 2 a +

D(f ) = R, jestliže vı́te, že

f (x) =


−1 pro x ∈ (−1, 0),

0 pro x = −1 a x = 0,
1 pro x ∈ (0, 1).

Řešenı́. Jelikož je funkce f periodická s periodou p = 2, stačı́ nakreslit graf f na intervalu 〈−1, 1)
a dále jej kopı́rovat vpravo a vlevo vždy po posunutı́ o 2. Uvědomte si, že f (1) už nelze zadat
libovolně, protože musı́ být f (−1) = f (1), nebot’vzdálenost 1 a −1 je právě 2.

x

y

3−3 1−1 1 3 5O

1

−1
N

S obdobnými funkcemi (tzv. periodickými signály) se velmi často setkáváme při čı́slicovém zpra-
covánı́ signálů.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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3.2. Operace s funkcemi

V této kapitole si stručně zopakujeme základnı́ operace s funkcemi, jako je součet, rozdı́l, součin,
podı́l, absolutnı́ hodnota a skládánı́ funkcı́. Podrobněji se budeme věnovat inverznı́ funkci a skládánı́
navzájem inverznı́ch funkcı́. Přı́klady k procvičenı́ této problematiky jsou zařazeny do kapitoly
Elementárnı́ funkce.

Součet, rozdı́l, součin a podı́l funkcı́

Definice 3.20. Necht’f a g jsou funkce. Součtem f +g, rozdı́lem f −g, součinem f ·g a podı́lem
f/g funkcı́ f a g nazveme funkce definované následujı́cı́mi předpisy:

(f + g)(x) = f (x)+ g(x) pro x ∈ D(f ) ∩D(g),

(f − g)(x) = f (x)− g(x) pro x ∈ D(f ) ∩D(g),

(f · g)(x) = f (x) · g(x) pro x ∈ D(f ) ∩D(g),(
f

g

)
(x) =

f (x)

g(x)
pro x ∈ D(f ) ∩D(g)r {z ∈ R : g(z) = 0}.

Absolutnı́ hodnotou funkce f nazýváme funkci |f | definovanou předpisem:

|f |(x) = |f (x)| pro x ∈ D(f ).

Je třeba si uvědomit, že napřı́klad ve vztahu (f + g)(x) = f (x) + g(x) vystupuje stejný
symbol „+“ ve dvou různých významech. Na levé straně rovnosti znamená operaci mezi funkcemi
(funkcı́m f a g je přiřazena funkce f + g) a na pravé straně má „+“ význam součtu dvou reálných
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Zavřı́t dokument

Konec
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čı́sel f (x) a g(x). Obdobně pro ostatnı́ operace. Dále poznamenejme, že v přı́padě součinu dvou
funkcı́ budeme často mı́sto f · g psát fg.

Speciálnı́m přı́padem součinu dvou funkcı́ je součin konstanty a funkce, tj. pro c ∈ R dostáváme

(c · f )(x) = c · f (x), x ∈ D(f ).

Skládánı́ funkcı́

Věnujme se nynı́ dalšı́ operaci s funkcemi — skládánı́ funkcı́. Uvažujme dvě funkce f a g. Funkce f
každému prvku x ∈ D(f ) přiřadı́ prvek y = f (x) ∈ H(f ). Jestliže tento prvek y náležı́ definičnı́mu
oboru funkce g (y ∈ D(g)), pak jej funkce g zobrazı́ na prvek z = g(y) ∈ H(g). Přitom platı́

z = g(y) = g (f (x)) .

Dostáváme tedy novou funkci, která prvku x přiřazuje prvek z = g (f (x)).

Definice 3.21. Necht’ f , g jsou funkce. Složenou funkcı́ g ◦ f nazýváme funkci definovanou
předpisem

(g ◦ f )(x) = g (f (x)) , kde x ∈ D(f ) ∧ f (x) ∈ D(g).

Funkci f nazýváme vnitřnı́ složka a funkci g vnějšı́ složka složené funkce g ◦ f .

Zápis g ◦ f čteme „g po f “ nebo „g složena s f “ (nejprve bereme funkci f a pak funkci g).
Situace je znázorněna na následujı́cı́m obrázku.
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D(f )

x

H(f )

f (x)

D(g)

g[f (x)]

H(g)

f

g

g ◦ f

Jsou-li složky složené funkce samy o sobě složenými funkcemi, dostáváme vı́cenásobně složenou
funkci. Např. pro trojnásobně složenou funkci, jejı́ž složky jsou f , g a h, platı́:

(h ◦ g ◦ f )(x) = h (g (f (x))) .

Při určovánı́ D(g ◦ f ) (který je zřejmě obecně pouze částı́ D(f ) ) musı́me vždy zvážit, „která
x je možno vzı́t, abychom mohli f (x) dosadit do předpisu pro funkci g“.

Přı́klad 3.22. Jsou dány funkce f : y = 3 − 2x, g : z = ln y. Určete složenou funkci +

g ◦ f a jejı́ definičnı́ obor.

Řešenı́. Přı́mo z definice složené funkce dostáváme

(g ◦ f )(x) = g (f (x)) = g(3 − 2x) = ln(3 − 2x).

Hledaná funkce je tedy g ◦ f : z = ln(3 − 2x).
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Zobrazit

‹
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Nynı́ určeme definičnı́ obor funkce g ◦ f . Vı́me, že D(f ) = R a D(g) = (0,∞) (přirozený
logaritmus je definován jen pro kladná čı́sla). Chceme najı́t taková x ∈ D(f ), aby platilo, že
f (x) ∈ D(g), tj. hledáme x ∈ R taková, že 3 − 2x ∈ (0,∞). Dostáváme tedy jedinou podmı́nku:

3 − 2x > 0 =⇒ 3 > 2x =⇒
3
2
> x.

Tudı́ž D(g ◦ f ) = (−∞, 3/2). N

Dalšı́ přı́klady k procvičenı́ definičnı́ch oborů složených funkcı́ jsou zařazeny v následujı́cı́
kapitole.

Poznámka 3.23.
1. Lze jednoduše dokázat, že složenı́m dvou prostých funkcı́ dostaneme funkci prostou. Speciálně,

složenı́m dvou rostoucı́ch funkcı́ dostáváme rostoucı́ funkci, složenı́m dvou klesajı́cı́ch funkcı́
dostáváme rostoucı́ funkci, složenı́m funkce rostoucı́ a klesajı́cı́ (v libovolném pořadı́) dostáváme
funkci klesajı́cı́.

2. Složenı́m dvou sudých funkcı́ dostáváme sudou funkci. Složenı́m dvou lichých funkcı́ dostáváme
lichou funkci. Složı́me-li sudou a lichou funkci (v libovolném pořadı́), dostáváme sudou funkci.

Inverznı́ funkce

Definice 3.24. Necht’f je funkce. Funkce f −1 se nazývá funkce inverznı́ k funkci f , jestliže

i) D(f −1) = H(f ),
ii) pro každé y ∈ D(f −1) platı́ f −1(y) = x ⇔ f (x) = y.



Obsah

98. strana ze 616

J J I I

J I
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V definici inverznı́ funkce vystupujı́ funkce f a f −1. Kvůli praktickým výpočtům inverznı́
funkce označujeme nezávisle proměnnou ve funkci f stále x a nezávisle proměnnou ve funkci f −1

pı́smenem y. To ovšem samo o sobě nenı́ podstatné. Fakt, že funkce f −1 je inverznı́ k funkci f , závisı́
na tvaru těchto funkcı́ a ne na pı́smenu, kterým označujeme nezávisle proměnnou. Poznamenejme,
že f −1 je označenı́ pro inverznı́ funkci. Pozor: f −1

6=
1
f

!

Věta 3.25. Necht’f je funkce. Pak f −1 existuje právě tehdy, když f je prostá.

Je-li f funkce, pak ke každému x ∈ D(f ) existuje právě jedno y ∈ H(f ) tak, že y = f (x).
Je-li navı́c f prostá funkce, pak také ke každému y ∈ H(f ) existuje právě jedno x ∈ D(f ) tak,
že y = f (x). Jinak řečeno, je-li f prostá, pak se lze jednoznačně dostat nejen z bodu x do bodu y
(funkce f ), ale také naopak z bodu y do bodu x (funkce f −1); viz obrázek 3.6.

x y

D(f ) = H(f−1) H(f ) = D(f−1)

f

f−1

Obr. 3.6

Věnujme se nynı́ skládánı́ funkcı́ f a f −1. Zřejmě, složı́me-li f a f −1, vrátı́me se na stejné
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mı́sto v množině D(f ). Dostaneme tudı́ž:

(f −1
◦ f )(x) = f −1

[f (x)] = x pro x ∈ D(f ).

Podobně můžeme složit f −1 a f a vrátı́me se na stejné mı́sto v D(f −1). Tedy:

(f ◦ f −1)(x) = f [f −1(x)] = x pro x ∈ D(f −1).

Dále nás bude zajı́mat vztah mezi grafem f a grafem f −1. Graf f je tvořen body v rovině
tvaru (x, f (x)) = (x, y), kdežto graf f −1 je tvořen body (y, f −1(y)) = (y, x). Jestliže např. graf f
obsahuje bod (2, 3), tj. f (2) = 3, bude graf f −1 obsahovat bod (3, 2), tj. f −1(3) = 2. Vyneseme-li
hodnotu x funkce f a funkce f −1 na osu x a hodnotu y obou funkcı́ na osu y, dostaneme vlastně
dvakrát totéž. Často ale chceme vynášet prvnı́ složku ve dvojici na vodorovnou osu (obvykle osu x)
a druhou složku ve dvojici na svislou osu (obvykle osu y). Za tı́mto účelem většinou provádı́me
vzájemné přeznačenı́ x a y a mı́sto x = f −1(y) pak pı́šeme (v novém označenı́) y = f −1(x). Protože
body (x, y) a (y, x) jsou souměrné podle osy I. a III. kvadrantu (přı́mky y = x), jsou také grafy f
a f −1 souměrné podle této přı́mky — viz obr. 3.7. Tyto a dalšı́ vlastnosti jsou shrnuty v následujı́cı́
větě.

Věta 3.26. Necht’f je prostá funkce a f −1 funkce k nı́ inverznı́. Potom platı́:

1. f −1 je prostá funkce.

2. Je-li f rostoucı́, resp. klesajı́cı́, potom je i f −1 rostoucı́, resp. klesajı́cı́.

3. Pro každé x ∈ D(f ) platı́ (f −1
◦ f )(x) = x.

Pro každé x ∈ D(f −1) platı́ (f ◦ f −1)(x) = x.

4. Inverznı́ funkce k f −1 je f , tj. (f −1)−1
= f .

5. Grafy funkcı́ f a f −1 jsou (v téže kartézské soustavě souřadnic) navzájem souměrné podle
přı́mky y = x.
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Zavřı́t dokument

Konec
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x

y

O 2 3

2

3

y = f−1(x)

y = f (x) y = x

Obr. 3.7
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Přı́kladem dvojice vzájemně inverznı́ch funkcı́ jsou funkce exponenciálnı́ a logaritmická, moc-
ninná funkce a funkce n-tá odmocnina, funkce sinus a arkussinus, kosinus a arkuskosinus atd.
Podrobněji se těmto funkcı́m budeme věnovat v následujı́cı́ kapitole. Nynı́ si uvedeme postup
nalezenı́ inverznı́ funkce f −1 k zadané funkci f a jeden ilustračnı́ přı́klad.

Jak postupujeme, chceme-li k zadané funkci f nalézt funkci inverznı́ f −1:

1. Určı́me definičnı́ obor D(f ) zadané funkce.

2. Ověřı́me, že je funkce f prostá. Přitom bud’ využijeme ekvivalentnı́ podmı́nku uvedenou za
definicı́ 3.14 nebo vyjdeme z poznámky 3.23. Podle této poznámky je napřı́klad funkce f (x) =

= ln(x3
+ 1) je prostá, nebot’vznikla složenı́m funkcı́ f1(x) = x3

+ 1 a f2(x) = ln x, které jsou
obě rostoucı́ a tedy prosté.

3. Najdeme funkci f −1:

i) Určı́me definičnı́ obor D(f −1) funkce inverznı́ pomocı́ oboru hodnot funkce původnı́. Platı́
totiž D(f −1) = H(f ).

ii) Nalezneme předpis funkce f −1. Přitom využijeme vztah f −1(y) = x ⇔ f (x) = y, který
platı́ pro každé y ∈ D(f −1). Vyjdeme tedy z rovnice y = f (x) a vyjádřı́me x v závislosti
na y.

Přı́klad 3.27. Ověřte, že k funkci f : y =
x + 2
x − 3

existuje inverznı́ funkce, a najděte ji. +

Řešenı́.

1. Zřejmě ze zadánı́ D(f ) = R r {3}.

2. Ověřı́me, zda je funkce f prostá. Chceme tedy ukázat, že jestliže pro x1, x2 ∈ D(f ) platı́, že
f (x1) = f (x2), pak musı́ být x1 = x2.
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Necht’tedy x1, x2 ∈ R r {3} a f (x1) = f (x2). Pak postupnými úpravami dostáváme

x1 + 2
x1 − 3

=
x2 + 2
x2 − 3

,

x1x2 + 2x2 − 3x1 − 6 = x1x2 + 2x1 − 3x2 − 6,

5x1 = 5x2,

x1 = x2.

Dokázali jsme, že funkce f je prostá, a proto existuje funkce f −1 inverznı́ k funkci f .
3. K nalezenı́ funkce f −1 využijeme definici 3.24, která řı́ká, že funkce f −1 je funkcı́ inverznı́

k funkci f , jestliže platı́:

i) D(f −1) = H(f ),
ii) pro každé y ∈ D(f −1) platı́ f −1(y) = x ⇔ f (x) = y.

Postupujme podle této definice.

i) Určı́me definičnı́ obor funkce inverznı́, který je roven oboru hodnot H(f ) funkce f . Nejprve
si upravı́me předpis funkce f . Platı́

x + 2
x − 3

=
x − 3 + 5
x − 3

= 1 +
5

x − 3
.

Hledáme obor hodnotH(f ) = {f (x) : x ∈ D(f )}. Vezmeme x ∈ D(f ) a zkoumáme, jakých
hodnot (graficky ve směru osy y) nabývá f (x).

x ∈ R r {3} ⇔ x − 3 ∈ R r {0} ⇔
1

x − 3
∈ R r {0} ⇔

⇔
5

x − 3
∈ R r {0} ⇔ 1 +

5
x − 3

∈ R r {1} ⇔
x + 2
x − 3

∈ R r {1}.
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Zavřı́t dokument

Konec
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Tedy celkem
D(f −1) = H(f ) = R r {1}.

ii) K určenı́ předpisu funkce f −1 využijeme vztah f −1(y) = x ⇔ f (x) = y, který platı́ pro
každé y ∈ D(f −1). Vyjděme tedy z rovnice y = f (x) a vyjádřeme x v závislosti na y.
Pro každé y ∈ R r {1} platı́

y =
x + 2
x − 3

⇔ (x − 3)y = x + 2 ⇔ xy − 3y = x + 2 ⇔

⇔ xy − x = 3y + 2 ⇔ x(y − 1) = 3y + 2 ⇔ x =
3y + 2
y − 1

.

Tedy

f −1
: x =

3y + 2
y − 1

, y ∈ R r {1}.

Po přeznačenı́ proměnných

f −1
: y =

3x + 2
x − 1

, x ∈ R r {1}.
N
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3.3. Transformace grafu funkce

Necht’ je dána funkce f : y = f (x), x ∈ D(f ). Připomeňme si, jak lze pomocı́ grafu funkce f
sestrojit grafy následujı́cı́ch funkcı́:

a) f1 : y = −f (x), b) f2 : y = f (−x), c) f3 : y = f (x)+ b,

d) f4 : y = f (x − a), e) f5 : y = k · f (x), f) f6 : y = f (mx),

kde a, b ∈ R r {0}, k ∈ R+, m ∈ R+ jsou konstanty.

a) f1 : y = −f (x).
Zřejmě D(f1) = D(f ). Pro každé x ∈ D(f1) platı́ f1(x) = −f (x), tj. funkčnı́ hodnotu funkce
f1 v bodě x dostaneme tak, že funkčnı́ hodnotu funkce f v bodě x vynásobı́me čı́slem −1. Tedy
grafy funkcı́ f a f1 jsou symetrické podle osy x — viz obr. 3.8 a).

b) f2 : y = f (−x).
Zřejmě D(f2) = {x ∈ R : −x ∈ D(f )}. Pro každé x ∈ D(f2) platı́ f2(x) = f (−x), tj. funkčnı́
hodnota funkce f2 v bodě x je stejná jako funkčnı́ hodnota funkce f v bodě −x. Tedy grafy
funkcı́ f a f2 jsou symetrické podle osy y — viz obr. 3.8 b).

c) f3 : y = f (x)+ b, b ∈ R r {0}.
ZřejměD(f3) = D(f ). Pro každé x ∈ D(f3) platı́ f3(x) = f (x)+b, tj. funkčnı́ hodnotu funkce
f3 v bodě x dostaneme tak, že k funkčnı́ hodnotě funkce f v bodě x přičteme čı́slo b. Tedy graf
funkce f3 je posunutı́m grafu funkce f o vzdálenost |b| ve směru osy y. Konkrétně, je-li b > 0,
jde o posunutı́ v kladném směru osy y (nahoru), a je-li b < 0, v záporném směru osy y (dolů) —
viz obr. 3.8 c).

d) f4 : y = f (x − a), a ∈ R r {0}.
ZřejměD(f4) = {x ∈ R : x−a ∈ D(f )}. Pro každé x ∈ D(f4) je f4(x) = f (x−a), tj. funkčnı́
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hodnota funkce f4 v bodě x je stejná jako funkčnı́ hodnota funkce f v bodě x − a. Tedy graf
funkce f4 je posunutı́m grafu funkce f o vzdálenost |a| ve směru osy x. Konkrétně, je-li a > 0,
jde o posunutı́ v kladném směru osy x (doprava), a je-li a < 0, v záporném směru osy x (doleva)
— viz obr. 3.8 d).

e) f5 : y = k · f (x), k ∈ R+.
Zřejmě D(f5) = D(f ). Pro každé x ∈ D(f5) platı́ f5(x) = k · f (x), tj. funkčnı́ hodnotu funkce
f5 v bodě x dostaneme tak, že funkčnı́ hodnotu funkce f v bodě x vynásobı́me čı́slem k. Tedy graf
funkce f5 je deformacı́ grafu funkce f ve směru osy y. Konkrétně, je-li k > 1, jde o k-násobné
„zvětšenı́“ ve směru osy y, a je-li 0 < k < 1, jde o k-násobné „zmenšenı́“ ve směru osy y — viz
obr. 3.9 a).

f) f6 : y = f (mx), m ∈ R+.
Zřejmě D(f6) = {x ∈ R : mx ∈ D(f )}. Pro každé x ∈ D(f6) platı́ f6(x) = f (mx), tj. funkčnı́
hodnota funkce f6 v bodě x je stejná jako funkčnı́ hodnota funkce f v boděmx. Tedy graf funkce
f6 je deformacı́ grafu funkce f ve směru osy x. Konkrétně, je-li m > 1, jde o 1/m-násobné
„zmenšenı́ (zúženı́)“ ve směru osy x, a je-li 0 < m < 1, jde o 1/m-násobné „zvětšenı́ (roztaženı́)“
ve směru osy x — viz obr. 3.9 b).



Obsah

106. strana ze 616

J J I I

J I
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x

y
f (x)

−f (x)

a)

x

y
f (x)f (−x)

b)

x

y

f (x)

f (x)+ b, b > 0

f (x)+ b, b < 0

c)

x

y

f (x)f (x − a), a < 0 f (x − a), a > 0

d)

Obr. 3.8: Transformace grafu funkce — prvnı́ část
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x

y

f (x)
k · f (x), k > 1

k · f (x), 0 < k < 1

a)

x

y

f (x)

f (mx),

m > 1
f (mx),

0 < m < 1

b)

Obr. 3.9: Transformace grafu funkce — druhá část

Přı́klad 3.28. Nakreslete graf funkce f : y =
1
2
x2

− 4x + 5. +

Řešenı́. Jedná se o kvadratickou funkci, jejı́mž definičnı́m oborem je R a grafem je parabola.
Doplněnı́m kvadratického trojčlenu 1

2x
2

− 4x + 5 na druhou mocninu lineárnı́ho dvojčlenu
(„doplněnı́ na čtverec“) zı́skáme

1
2
x2

− 4x + 5 =
1
2
(x2

− 8x + 10) =
1
2
(x2

− 8x + 16 − 6) =

=
1
2
(x2

− 8x + 16)+
1
2
(−6) =

1
2
(x − 4)2 − 3.

Graf funkce f lze sestrojit postupně takto:
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1. Vyjdeme ze základnı́ kvadratické funkce f1 : y = x2, jejı́mž grafem je parabola s vrcholem v bodě
(0, 0).

2. Graf funkce f2 : y = (x − 4)2 dostaneme posunutı́m grafu funkce f1 ve směru osy x o hodnotu
4 (doprava). Vrchol paraboly je v bodě (4, 0).

3. Graf funkce f3 : y =
1
2(x − 4)2 sestrojı́me takto: Funkčnı́ hodnotu funkce f3 v každém bodě

x dostaneme vynásobenı́m funkčnı́ hodnoty funkce f2 v bodě x hodnotou 1
2 . Vrchol paraboly

zůstává v bodě (4, 0).

4. Graf funkce f : y =
1
2(x − 4)2 − 3 dostaneme posunutı́m grafu funkce f3 ve směru osy y

o hodnotu −3 (dolů). Vrchol paraboly je v bodě (4,−3).

Výsledná funkce f i pomocné funkce f1, f2, f3 jsou znázorněny na obr. 3.10 N

x

y

O

−3

4

f1 : y = x2

f2 : y = (x − 4)2

f3 : y =
1
2 (x − 4)2

f : y =
1
2 (x − 4)2 − 3

Obr. 3.10: Graf funkce f : y =
1
2 x

2
− 4x + 5



Obsah

109. strana ze 616

J J I I

J I
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Pojmy k zapamatovánı́
∑

— reálná funkce jedné reálné proměnné,

— graf funkce,

— ohraničená funkce,

— monotónnı́ funkce,

— prostá funkce,

— sudá a lichá funkce,

— periodická funkce,

— složená funkce,

— inverznı́ funkce.

Kontrolnı́ otázky ?
1. Jak poznáme, že je daná množina bodů v rovině grafem nějaké funkce?

2. Nakreslete graf libovolné ohraničené funkce.

3. Jaký je rozdı́l mezi rostoucı́ a neklesajı́cı́ funkcı́?

4. Uved’te přı́klad funkce, která nenı́ prostá.

5. Jaké vlastnosti majı́ grafy sudých, resp. lichých, funkcı́?

6. Uved’te přı́klad funkce, jejı́ž základnı́ perioda je π.

7. Kdy existuje k dané funkci f funkce inverznı́ f −1?
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Přı́klady k procvičenı́ !
1. Zakreslete grafy následujı́cı́ch funkcı́ a rozhodněte o monotonii a sudosti, resp. lichosti, těchto funkcı́.

a) f : y =

{
1 pro x = 0,

−1 pro x < 0, b) f : y =

{
x pro x = 0,

−x pro x < 0,

c) f : y =

−1 pro x 5 −1,
x pro x ∈ (−1, 1),
1 pro x = 1,

d) f : y =

1 + x pro x 5 −1,
0 pro x ∈ (−1, 1),

1 − x pro x = 1.

2. Rozhodněte, zda je daná funkce sudá nebo lichá.

a) f : y = 2, b) f : y = 3x2, c) f : y =
x2

+ 1
x

, d) f : y = x2
+ x,

e) f : y = −1, f) f : y = sgn x, g) f : y =
5x

2x2 + 1
, h) f : y =

x + 1
x − 1

.

3. Rozhodněte, zda se následujı́cı́ funkce rovnajı́:

f : y = x2, g : y = |x|2.

4. Nakreslete grafy následujı́cı́ch funkcı́.

a) f : y = |x| + 1, b) f : y = |x + 1| + 2, c) f : y = 2|x − 1| + |x| + 2,
d) f : y = |x − 1|, e) f : y = 2|x + 3| − 2, f) f : y = −2|x − 1| + |2x − 1| − 3.

5. Nakreslete graf periodické funkce s periodou p = 1, která je pro x ∈ 〈0, 1) definována následovně:

a) f : y =
x

2
, b) f : y = x2.
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6. Nakreslete grafy následujı́cı́ch funkcı́:

a) f : y = 2x2
+ 4x − 1, b) f : y =

1
2x

2
− 3x +

11
2 .

7. Necht’ f je libovolná nekonstantnı́ funkce. Vyberte z nabı́zených možnostı́ právě jednu tak, aby bylo
tvrzenı́ pravdivé.

a) Grafy funkcı́ f : y = f (x) a g : y = f (−x) jsou
{

souměrné podle počátku
souměrné podle osy y

}
.

b) Graf liché funkce je

 souměrný podle počátku
souměrný podle osy x
souměrný podle osy y

.

c) Grafy funkcı́ f : y = f (x) a g : y = |f (x)| jsou totožné, je-li

 f sudá funkce
D(f ) = 〈0,∞)

H(f ) = 〈0,∞)

.

d) Grafy funkcı́ f : y = f (x) a g : y = −f (−x) jsou
{

souměrné podle počátku
souměrné podle osy y

}
.

e) Je-li funkce f : y = f (x) rostoucı́, pak je funkce g : y = −f (x)

{
rostoucı́
klesajı́cı́

}
.

f) Je-li funkce f ryze monotónnı́, pak
{

je vždy prostá
nemusı́ být prostá

}
.

g) Je-li funkce f : y = f (x) lichá, pak funkce g : y = −f (x) je

 lichá
sudá
nenı́ lichá ani sudá

.
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8. Rozhodněte, které z následujı́cı́ch tvrzenı́ jsou pravdivá.

a) Každá prostá funkce je ryze monotónnı́.
b) Jestliže funkce nenı́ sudá, pak je lichá.
c) Funkce f je rostoucı́ právě tehdy, když je funkce −f klesajı́cı́.
d) Je-li f ryze monotónnı́ na R, pak existuje funkce f−1.
e) Jestliže pro každé x ∈ D(f ) platı́ f (x) = |f (x)|, pak je funkce f sudá.
f) Složenı́m dvou prostých funkcı́ vznikne prostá funkce.
g) Jestliže platı́ |f (0)| + |f (1)| = 0, pak funkce f nenı́ rostoucı́ na intervalu 〈0, 1〉.
h) Je-li funkce f lichá, pak existuje inverznı́ funkce f−1.
i) Je-li funkce f sudá, pak nenı́ periodická.
j) Jestliže pro každé x ∈ D(f ) platı́ f (x) = −|f (x)|, pak je funkce f prostá.

9. Najděte všechny funkce f , jejichž graf je souměrný vzhledem k ose x s grafem funkce

a) g(x) = f (−x), b) g(x) = −f (−x), c) g(x) = −f (x).

10. Dva přátelé šli na výlet a každý z nich vzal svého syna. Cestou museli překonat řeku na přenosné lod’ce,
která unese jen 100 kg. Každý z přátel vážı́ i s batohem 100 kg, každý z chlapců právě polovinu. Jak se
dostali všichni přes řeku?

*****
Vědomosti vašı́ dcery se rovnajı́ nule; pro postup do vyššı́ho ročnı́ku je třeba,

aby je minimálně zdvojnásobila.

(Poznámka v žákovské knı́žce)

*****
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Kapitola 4

Elementárnı́ funkce

Základnı́mi elementárnı́mi funkcemi budeme nazývat funkce exponenciálnı́ a logaritmické, moc-
ninné, goniometrické a cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické.

Elementárnı́mi funkcemi budeme nazývat funkce, které lze vytvořit ze základnı́ch elementárnı́ch
funkcı́ pomocı́ konečného počtu operacı́ sčı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́, dělenı́ a skládánı́ funkcı́.

Průvodce studiem
S

J

VZ

Většina základnı́ch elementárnı́ch funkcı́ je probı́rána na střednı́ škole, a proto lze tuto
kapitolu považovat z velké části za opakovánı́ a souhrnné připomenutı́ základnı́ch vlastnostı́
těchto funkcı́. Rozšı́řenı́m oproti střednı́ škole budou zřejmě pro většinu z vás pouze funkce
cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické.

Kapitola je rozdělena na menšı́ oddı́ly (podkapitoly) věnované jednotlivým funkcı́m.
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Teorie je doplněna o velké množstvı́ řešených i neřešených přı́kladů k procvičenı́ nových
pojmů, se kterými jsme se seznámili v minulé kapitole. Jde předevšı́m o určovánı́ defi-
ničnı́ho oboru, sudosti, lichosti a periodičnosti funkce a nalezenı́ funkce inverznı́. Dalšı́
vlastnosti, např. monotonii, budeme vyšetřovat, až budeme mı́t k dispozici prostředky dife-
renciálnı́ho počtu.

Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni

• určit definičnı́ obor dané funkce,

• najı́t k dané funkci funkci inverznı́,

• načrtnout grafy základnı́ch elementárnı́ch funkcı́.

4.1. Funkce exponenciálnı́ a logaritmická

Existuje několik způsobů, jak zavést exponenciálnı́ a logaritmickou funkci. Jednı́m z nejčastějšı́ch
způsobů je definovat exponenciálnı́ funkci pomocı́ součtu nekonečné mocninné řady a funkci lo-
garitmickou zavést jako funkci inverznı́ k funkci exponenciálnı́. Jiná možnost je nejdřı́ve definovat
logaritmickou funkci pomocı́ primitivnı́ funkce, a pak funkci exponenciálnı́ zavést jako funkci k nı́
inverznı́. V této chvı́li však nemůžeme použı́t ani jednu ze zmı́něných možnostı́, nebot’prvnı́ přı́pad
předpokládá znalost nekonečných řad a druhý přı́pad znalost integrálnı́ho počtu.

My vyjdeme z toho, co již známe. V kapitole 2.6 jsme definovali symbol ar pro a kladné reálné
a r libovolné reálné. Zvolı́me-li čı́slo a pevné a měnı́me r , dostaneme funkci, kterou nazýváme
exponenciálnı́. Pokud naopak bereme r pevné a měnı́me a, dostáváme tzv. mocninnou funkci.
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Skrýt menu

Elementárnı́ funkce 115

Exponenciálnı́ funkce

Necht’a ∈ R+. Funkci f : y = ax , x ∈ R, nazýváme exponenciálnı́ funkcı́ o základu a.

Graf:

x

y

O

1

y = ax , 0 < a < 1 y = ax , a > 1

Obr. 4.1

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,∞).

• Obor hodnot: (0,∞).

• Funkce nenı́ ani sudá, ani lichá.

• Funkce nenı́ periodická pro a 6= 1.

• Funkce je rostoucı́ pro a > 1, klesajı́cı́ pro 0 < a < 1, konstantnı́ pro a = 1.
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Pravidla pro počı́tánı́ s exponenciálnı́ funkcı́:

Necht’a ∈ R+. Pak pro každé x, y ∈ R platı́:

ax+y = ax · ay, ax−y =
ax

ay
, (ax)y = axy .

Poznámka 4.1.
1. Velmi významné mı́sto mezi exponenciálnı́mi funkcemi zaujı́má tzv. přirozená exponenciálnı́

funkce f : y = ex , kde e je tzv. Eulerovo čı́slo1 (e = 2, 718 281 828 45 . . .). Později, v kapitole
o posloupnostech, si definujeme čı́slo e pomocı́ limity posloupnosti: e = lim

n→∞
(1 +

1
n
)n.

2. Již jsme se zmı́nili o tom, že funkci f : y = ex lze definovat pomocı́ součtu nekonečné mocninné
řady. Jen pro zajı́mavost tuto řadu uved’me:

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 +

x1

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · .

3. Exponenciálnı́ funkce o základu 10 se nazývá dekadická exponenciálnı́ funkce.

4. Exponenciálnı́ funkce je důležitá pro modelovánı́ přı́rodnı́ch jevů, protože vyjadřuje „zákon
přirozeného růstu“. Sem patřı́ organický růst (např. množstvı́ dřeva v lese, počet obyvatelstva),
vyrovnávánı́ rozdı́lů (např. ochlazovánı́, rozpouštěnı́, vybı́jenı́ kondenzátoru), některé chemické
reakce atd. Typickým přı́kladem přirozeného růstu je tzv. nepřetržité či spojité úrokovánı́.

1Označenı́ e pro toto iracionálnı́ čı́slo zavedl roku 1731 L. Euler. Významem se Eulerovo čı́slo e vyrovnává Ludolfovu
čı́slu π.
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Logaritmická funkce

Uvažujme funkci f : y = ax , a > 0, a 6= 1, x ∈ R. Tato funkce je prostá, proto k nı́ existuje
funkce inverznı́. Inverznı́ funkce f −1 k funkci f se nazývá logaritmická funkce o základu a. Přitom
D(f −1) = H(f ) = (0,∞).

Označenı́: f −1
: y = loga x, a > 0, a 6= 1, x ∈ R+.

Dle definice 3.24 tedy platı́:

y = loga x ⇔ x = ay, kde x ∈ R+, y ∈ R, a ∈ R+ r {1}.

Graf:

x

y

O 1

y = loga x, a > 1

y = loga x, 0 < a < 1

Obr. 4.2
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Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (0,∞).

• Obor hodnot: (−∞,∞).

• Funkce nenı́ ani sudá, ani lichá.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je rostoucı́ pro a > 1 a klesajı́cı́ pro 0 < a < 1.

Pravidla pro počı́tánı́ s logaritmy:

1. Necht’a > 0, a 6= 1. Pak platı́:

loga (x · y) = loga x + loga y pro x, y ∈ R+,

loga
x

y
= loga x − loga y pro x, y ∈ R+,

loga x
s
= s loga x pro x ∈ R+, s ∈ R.

2. Necht’a > 0, a 6= 1, b > 0, b 6= 1. Pak platı́:

loga x =
logb x
logb a

pro x ∈ R+.
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Poznámka 4.2.
1. Funkčnı́ hodnoty logaritmické funkce se nazývajı́ logaritmy. Symbol loga x čteme: logaritmus

čı́sla x o základu a.

2. Logaritmickou funkci o základu a = e (Eulerovo čı́slo) nazýváme přirozenou logaritmickou
funkcı́ a označujeme f : y = ln x. Jejı́ funkčnı́ hodnoty se nazývajı́ přirozené logaritmy.

3. Logaritmickou funkci o základu a = 10 nazýváme dekadickou logaritmickou funkcı́ a označu-
jeme f : y = log10 x nebo f : y = log x. Jejı́ funkčnı́ hodnoty se nazývajı́ dekadické logaritmy.

4. Všimněme si nynı́ složenı́ funkce exponenciálnı́ a logaritmické. Je-li

f : y = ax, a > 0, a 6= 1, D(f ) = (−∞,+∞), H(f ) = (0,+∞),

f −1
: y = loga x, a > 0, a 6= 1, D(f −1) = (0,+∞), H(f −1) = (−∞,+∞),

pak platı́:

(f ◦ f −1)(x) = aloga x = x pro x ∈ R+,

(f −1
◦ f )(x) = loga a

x
= x pro x ∈ R.

5. Vztah mezi exponenciálnı́ funkcı́ o základu a a o základu e je dán rovnostı́

ax = ex·ln a pro a > 0, a 6= 1, x ∈ R.
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Skrýt menu

Elementárnı́ funkce 120

Přı́klad 4.3. Určete definičnı́ obor funkce f : y = log 1
3

x − 3
x + 3

. +

Řešenı́. Aby měl logaritmus smysl, musı́ platit x−3
x+3 > 0. Zlomek je kladný, jestliže je současně

čitatel i jmenovatel kladný nebo současně čitatel i jmenovatel záporný, tj.

(x − 3 > 0 ∧ x + 3 > 0) ∨ (x − 3 < 0 ∧ x + 3 < 0),

(x > 3 ∧ x > −3) ∨ (x < 3 ∧ x < −3),

(x > 3) ∨ (x < −3).

Odtud D(f ) = (−∞,−3) ∪ (3,∞). N

Přı́klad 4.4. Určete definičnı́ obor funkce g : y = log 1
3
(x − 3)− log 1

3
(x + 3). +

Řešenı́. Rozdı́l funkcı́ je definován na průniku definičnı́ch oborů jednotlivých funkcı́. Tedy dostá-
váme dvě podmı́nky

x − 3 > 0 ∧ x + 3 > 0.

Z toho D(f ) = (3,∞). N

Poznámka 4.5. Uvažujme funkci f : y = log 1
3

x−3
x+3 z přı́kladu 4.3, jejı́ž definičnı́ obor je D(f ) =

= (−∞,−3) ∪ (3,∞) a funkci g : y = log 1
3
(x − 3) − log 1

3
(x + 3) z přı́kladu 4.4, jejı́ž definičnı́

obor je D(g) = (3,∞).
Podle pravidel pro počı́tánı́ s logaritmy platı́

log 1
3

x − 3
x + 3

= log 1
3
(x − 3)− log 1

3
(x + 3).
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Jak je možné, že platı́ uvedená rovnost a funkce f a g, jež vystupujı́ na levé a pravé straně rovnosti,
se nerovnajı́ (majı́ jiný definičnı́ obor)?

Podı́vejme se znovu na tabulku pravidel pro počı́tánı́ s logaritmy. Vidı́me, že vztah pro logaritmus
podı́lu

loga
x

y
= loga x − loga y

platı́ pro x, y ∈ R+.
Tedy funkce f je sice definována pro každé x ∈ (−∞,−3) ∪ (3,∞), ale daná rovnost platı́

pouze pro x ∈ (3,∞).
Zapamatujte si proto, upravı́me-li nějaký vztah užitı́m pravidel pro počı́tánı́ s logaritmy, může

dojı́t ke změně definičnı́ho oboru. Tyto podmı́nky je třeba hlı́dat napřı́klad při řešenı́ logaritmických
rovnic a nerovnic.

Přı́klad 4.6. Určete definičnı́ obor funkce f : y =
√

ln(x2 − 1) . +

Řešenı́. Definičnı́ obor je množina takových x ∈ R, pro něž má výraz smysl.

D(f ) =
{
x ∈ R :

√
ln(x2 − 1) „má smysl“

}
=

= {x ∈ R : ln(x2
− 1) = 0}.

Najděme nynı́ řešenı́ podmı́nky ln(x2
− 1) = 0. Vzhledem k tomu, že přirozený logaritmus je

rostoucı́ funkce a ln 1 = 0, musı́ být x2
− 1 = 1. Tedy

D(f ) = {x ∈ R : x2
− 1 = 1} = {x ∈ R : x2

− 2 = 0} =
(
−∞,−

√
2
〉

∪
〈√

2,+∞
)
. N
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Přı́klad 4.7. Určete definičnı́ obor funkce f : y =

√
x2 − 1

ln (2x − 3)
. +

Řešenı́. Vı́me, že definičnı́ obor je množina takových x ∈ R, pro něž má výraz smysl. Zlomek má
smysl, jestliže je jmenovatel různý od nuly a majı́ smysl funkce v čitateli a jmenovateli, tj.

D(f ) = {x ∈ R : ln(2x − 3) 6= 0 ∧

√
x2 − 1 „má smysl“ ∧ ln (2x − 3) „má smysl“}

= {x ∈ R : 2x − 3 6= 1 ∧ x2
− 1 = 0 ∧ 2x − 3 > 0} =

=

{
x ∈ R : x 6= 2 ∧ (x − 1)(x + 1) = 0 ∧ x >

3
2

}
.

Podmı́nka (x + 1)(x − 1) = 0 je splněna, jestliže oba činitelé x + 1 a x − 1 majı́ stejné znaménko.
Postupně dostáváme:

( x + 1 = 0 ∧ x − 1 = 0 ) ∨ ( x + 1 5 0 ∧ x − 1 5 0 ),
( x = −1 ∧ x = 1 ) ∨ ( x 5 −1 ∧ x 5 1 ),

( x = 1 ) ∨ ( x 5 −1 ).

Tedy x ∈ (−∞,−1〉 ∪ 〈1,+∞). Celkově definičnı́ obor

D(f ) =

{
x ∈ R : x 6= 2 ∧ x ∈ (−∞,−1〉 ∪ 〈1,+∞) ∧ x >

3
2

}
=

=

(
3
2
, 2
)

∪ (2,∞).

N

Přı́klad 4.8. Je dána funkce f : y =

√
1 + e2x . Určete funkci f −1 inverznı́ k funkci f . +
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Řešenı́.
1. Určeme nejprve definičnı́ obor funkce f .

D(f ) =
{
x ∈ R :

√
1 + e2x „má smysl“

}
=

= {x ∈ R : 1 + e2x = 0}.

Podmı́nka 1 + e2x = 0 je splněna vždy, nebot’pro každé x ∈ R je e2x > 0, a tedy i 1 + e2x > 0.
Proto D(f ) = R.

2. Ověřı́me, zda je funkce f prostá. Funkce f vznikla složenı́m následujı́cı́ch funkcı́

f1 : u = 2x, f2 : v = 1 + eu, f3 : y =
√
v.

Funkce f1, f2 i f3 jsou prosté (rostoucı́ nebo klesajı́cı́). Podle poznámky 3.23 vı́me, že slože-
nı́m prostých funkcı́ dostaneme zase funkci prostou. Tedy funkce f je prostá, a tudı́ž existuje
funkce f −1 inverznı́ k funkci f .

3. K nalezenı́ funkce f −1 využijeme definici 3.24:

i) Nejprve určı́me definičnı́ obor funkce inverznı́, který je roven oboru hodnot H(f ) funkce f .
Zřejmě

x ∈ R ⇔ e2x
∈ (0,∞) ⇔ 1 + e2x

∈ (1,∞).

Dále vı́me, že funkce odmocnina zobrazı́ interval (1,∞) na interval (1,∞), tedy musı́ platit
√

1 + e2x ∈ (1,∞). Celkem

D(f −1) = H(f ) = (1,∞).

ii) K určenı́ předpisu funkce f −1 využijeme vztah f −1(y) = x ⇔ f (x) = y, který platı́ pro
každé y ∈ D(f −1). Vyjdeme tedy z rovnice y = f (x), tj. y =

√
1 + e2x , a vyjádřı́me x

v závislosti na y.
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x

y

√
2O 1

1

y =
√

1 + e2x

y =
1
2 ln(x2

− 1)

y = x

Pro každé y ∈ (1,∞) platı́

y =

√
1 + e2x ⇔ y2

= 1 + e2x
⇔ y2

− 1 = e2x (?)
⇔

(?)
⇔ ln(y2

− 1) = 2x ⇔ x =
1
2

ln(y2
− 1).

(?): Protože y > 1, je y2
−1 > 0, a je tedy možno logaritmovat (ln z = u ⇔ z = eu, u ∈ R).
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Inverznı́ funkce f −1 k funkci f je

f −1
: x =

1
2

ln(y2
− 1), y ∈ (1,∞).

Po přeznačenı́ proměnných

f −1
: y =

1
2

ln(x2
− 1), x ∈ (1,∞).

N

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— exponenciálnı́ funkce,

— logaritmická funkce.

Kontrolnı́ otázky ?
1. Pro které hodnoty základu a je exponenciálnı́ funkce rostoucı́ a pro které je klesajı́cı́?

2. Jakých hodnot může nabývat základ logaritmické funkce?

3. Pro které hodnoty základu a je logaritmická funkce rostoucı́ a pro které je klesajı́cı́?

4. Vyslovte základnı́ pravidla pro počı́tánı́ s logaritmy.

5. Co rozumı́me pojmy dekadický a přirozený logaritmus?

6. Jak se změnı́ logaritmus čı́sla x > 0, jestliže mı́sto základu a > 0, a 6= 1 vezmeme jiný
základ b > 0, b 6= 1 ?
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Zavřı́t dokument

Konec
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Přı́klady k procvičenı́ !
1. Určete.

a) log3 9, b) log5 25, c) log10
1
10
, d) log7 1, e) log2

1
4
.

2. Stanovte n tak, aby platily následujı́cı́ rovnosti:

a) log2 n = 5, b) log2 n = 0, c) log2 n =
1
3
,

d) log5 n = −3, e) log3 n = −2, f) log3 n = −
1
4
.

3. Stanovte z tak, aby platily následujı́cı́ rovnosti:

a) logz 5 =
1
2
, b) logz 4 = 2, c) logz 100 = 2,

d) logz 1 = 0, e) logz
1

10000
= 2.

4. Určete definičnı́ obory funkcı́.

a) f : y = ln(2 − x), b) f : y = ln(x2
− 4),

c) f : y = e
√
x2−1

, d) f : y = ln(ex − e−x),

e) f : y = ln
∣∣√1 − |x|

∣∣+ 1√
x +

1
2

, f) f : y = loga (x − 4)(x − 1),

g) f : y = ln
ex − 1

ex
, h) f : y = ln ex + ln

√
3 − 2x − x2,

i) f : y = loga (1 − x2), j) f : y = loga
√
x + 2,

k) f : y = loga
x − 3
x + 2

.
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Zavřı́t dokument

Konec

Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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5. Zjistěte, zda je daná funkce sudá nebo lichá.

a) f : y = ln
2 − x

2 + x
, b) f : y =

ax + 1
ax − 1

.

6. K daným funkcı́m sestrojte inverznı́ funkce a určete D(f−1).

a) f : y = ln(2 − x), b) f : y = 1 +
√

3 + e2x, c) f : y =
4 + ex

4 − ex
,

d) f : y = ln(5 − 2x), e) f : y =
√

3 − ex, f) f : y =
2 + ex

ex
.

7. Pomocı́ grafu funkce f : y = 2x nakreslete grafy následujı́cı́ch funkcı́:

a) f : y = 2−x, b) f : y = 2|x|, c) f : y = 1 + 2−x,

e) f : y = −2x, f) f : y = 2x
2
, g) f : y = 2

1
x .

8. Pomocı́ grafu funkce f : y = ln x nakreslete grafy následujı́cı́ch funkcı́:

a) f : y = ln(−x), b) f : y = − ln x, c) f : y = ln |x|,

d) f : y = ln x2, e) f : y = ln
1
x
.
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4.2. Funkce mocninné

A) Mocninná funkce s přirozeným exponentem a funkce n-tá odmocnina

Necht’n ∈ N. Funkci
f : y = xn, x ∈ R, kde xn = x · x · · · x︸ ︷︷ ︸

n-krát

,

nazýváme mocninnou funkcı́ s přirozeným exponentem.

Vlastnosti:
Funkce f : y = xn, kde n je sudé, má definičnı́ oborD(f ) = R a obor hodnotH(f ) = 〈0,∞).

Je to sudá funkce, zdola ohraničená, klesajı́cı́ na intervalu (−∞, 0〉 a rostoucı́ na intervalu 〈0,∞).
Funkce f : y = xn, kde n je liché, má definičnı́ obor D(f ) = R a obor hodnot H(f ) = R. Je

to lichá funkce, nenı́ zdola ani shora ohraničená, je rostoucı́ na D(f ).

Pro n liché je funkce f : y = xn prostá na celém R. Existuje tedy funkce f −1 inverznı́ k funkci
f .

Pro n sudé funkce f : y = xn nenı́ prostá. Pokud však funkci f budeme uvažovat jen na
intervalu 〈0,∞), pak je tato nová funkce prostá a existuje k nı́ funkce inverznı́.

Funkci n-tá odmocnina (n ∈ N, n = 2) definujeme:

1. pro n sudé jako funkci inverznı́ k funkci f : y = xn, x ∈ 〈0,∞),

2. pro n liché jako funkci inverznı́ k funkci f : y = xn, x ∈ R.

Funkci n-tá odmocnina označujeme f : y = n
√
x.
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Vlastnosti:
Funkce f : y = n

√
x, kde n je sudé, má definičnı́ obor D(f ) = 〈0,∞) a obor hodnot H(f ) =

= 〈0,∞). Funkce nenı́ sudá ani lichá, je rostoucı́ na D(f ) a je zdola ohraničená.
Funkce f : y = n

√
x, kde n je liché (n = 3), má definičnı́ obor D(f ) = R a obor hodnot

H(f ) = R. Je to lichá funkce, nenı́ zdola ani shora ohraničená, je rostoucı́ na D(f ).

Na obrázku 4.3 a) jsou uvedeny grafy funkcı́ f : y = x2 a f : y = x4 (obdobně vypadajı́ grafy
všech funkcı́ f : y = xn pro n sudé). Na obrázku 4.3 b) je pak uveden graf funkce f : y =

√
x.

x

y

O

y = x4 y = x2

1

1

a)

x

y

O

y = x2

y =
√
x

1

1

b)

Obr. 4.3

Na obrázku 4.4 a) jsou uvedeny grafy funkcı́ f : y = x, f : y = x3 a f : y = x5 (obdobně
vypadajı́ grafy všech funkcı́ f : y = xn pro n liché). Na obrázku 4.4 b) je pak uveden graf funkce
f : y = 3

√
x.
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x

y

O

y = x5 y = x3

y = x

1

1

a)

x

y

O

y = x3

y = 3
√
x

1

1

b)

Obr. 4.4

Přı́klad 4.9. Rozhodněte, zda majı́ smysl následujı́cı́ výrazy, a je-li možno, určete jejich

+hodnotu: 3
√

8, 3
√

−8, 4
√

16, 4
√

−16, 5
√

0.

Řešenı́. 3
√

8 = 2, 3
√

−8 = −2, 4
√

16 = 2, 5
√

0 = 0.
Výraz 4

√
−16 nemá smysl, protože sudé odmocniny jsou definovány jen z kladných čı́sel a nuly. N
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Zapamatujte si:

1. Sudé odmocniny jsou definovány jen pro x ∈ 〈0,∞).
(! Nenı́ pravda, že

√
−4 = −2.)

2. Liché odmocniny jsou definovány pro všechna x ∈ R.

3. Odmocnina je funkce, proto je dána jednoznačně.
(! Nenı́ pravda, že

√
4 = ±2. Správně je pouze

√
4 = 2.)

Uvědomte si, že pracujeme v množině reálných čı́sel. Jinak bychom s těmito výrazy zacházeli
v množině komplexnı́ch čı́sel.

B) Mocninná funkce se záporným celým exponentem

Necht’n ∈ N. Funkci

f : y = x−n, x ∈ R r {0}, kde x−n
=

1
xn

=
1

x · x · · · x
,

nazýváme mocninnou funkcı́ se záporným celým exponentem.

Vlastnosti:
Funkce f : y = x−n, kde n je sudé, má definičnı́ obor D(f ) = R r {0} a obor hodnot

H(f ) = (0,∞). Je to sudá funkce, zdola ohraničená, klesajı́cı́ na intervalu (0,∞) a rostoucı́ na
intervalu (−∞, 0).

Funkce f : y = x−n, kde n je liché, má definičnı́ obor D(f ) = R r {0} a obor hodnot
H(f ) = R r {0}. Je to lichá funkce, nenı́ zdola ani shora ohraničená, je klesajı́cı́ na intervalu
(−∞, 0) a klesajı́cı́ na intervalu (0,∞).
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Pro ilustraci uvádı́me na obr. 4.5 a) graf funkce f : y = x−1 (obdobně vypadá každá funkce
f : y = x−n, kde n je liché) a na obr. 4.5 b) graf funkce g : y = x−2 (obdobně vypadajı́ všechny
funkce g : y = x−n, kde n je sudé).

x

y

O

y =
1
x

a)

x

y

O

y =
1
x2

b)

Obr. 4.5
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Zobrazit

‹
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C) Mocninná funkce s racionálnı́m exponentem

Necht’ r ∈ Q r Z, r =
m
n

(m ∈ Z, n ∈ N, n = 2) a necht’ p
q

je zlomek v základnı́m tvaru (tj.
p ∈ Z, q ∈ N, q = 2 a čı́sla p, q jsou nesoudělná) takový, že r =

p

q
=

m
n

. Pak funkci

f : y = xr , kde xr = x
m
n

= x
p
q

=
q
√
xp,

nazýváme mocninnou funkcı́ s racionálnı́m exponentem r ∈ Q r Z.

Přitom definičnı́ obor takto definované funkce závisı́ na čı́slech p a q. Celkem mohou nastat tyto
čtyři přı́pady:

Je-li p > 0 a q liché, pak je D(f ) = R,
je-li p < 0 a q liché, pak je D(f ) = R r {0},
je-li p > 0 a q sudé, pak je D(f ) = 〈0,∞),
je-li p < 0 a q sudé, pak je D(f ) = (0,∞).

Poznámka 4.10.
1. Pokud nenı́ racionálnı́ exponent (zlomek) v základnı́m tvaru, musı́me ho nejdřı́ve upravit na

základnı́ tvar.

2. Předpoklad nesoudělnosti čı́sel p, q (který je podstatný), nám umožnı́ pracovat s q-tými odmoc-
ninami (pro q liché) ze záporných čı́sel. Napřı́klad

(−8)
2
6

= (−8)
1
3

=
3
√

−8 = −2.

Kdybychom vynechali předpoklad nesoudělnosti čı́sel p a q, pak by definice nebyla korektnı́,

nebot’bychom dostali (−8)
2
6

=
6
√
(−8)2 =

6
√

64 = 2 a zároveň (−8)
1
3

=
3
√

−8 = −2.
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Zavřı́t dokument

Konec
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Skrýt menu

Elementárnı́ funkce 134

Přı́klad 4.11. Rozhodněte, zda majı́ smysl následujı́cı́ výrazy, a je-li možno, určete jejich +

hodnotu: 4
2
4 , (−8)

6
4 , 8

4
6 , (−8)

4
6 , (−64)

2
6 , 8

−
4
6 , (−64)

−
2
6 .

Řešenı́.

a) 4
2
4

= 4
1
2

=
√

4 = 2,

b) (−8)
6
4 nemá dle definice smysl, nebot’ 6

4 =
3
2 a mocninná funkce s takovýmto exponentem je

definována pouze pro nezáporné hodnoty,

c) 8
4
6

= 8
2
3

=
3
√

82 =
3
√

64 = 4,

d) (−8)
4
6

= (−8)
2
3

=
3
√
(−8)2 =

3
√

64 = 4,

e) (−64)
2
6

= (−64)
1
3

=
3
√

−64 = −4,

f) 8
−

4
6

= 8
−

2
3

=
3
√

8−2 =
3
√

1
82 =

3
√

1
64 =

1
4 ,

g) (−64)
−

2
6

= (−64)
−

1
3

=
3
√
(−64)−1 =

3
√

−1
64 = −

1
4 .

N

D) Mocninná funkce s reálným exponentem

Znovu připomeňme, že v kapitole 2.6 na str. 50 jsme definovali symbol ar pro a kladné reálné
a r libovolné reálné. Naše definice mocninné funkce f : y = xr s přirozeným exponentem, se
záporným celým exponentem a s racionálnı́m exponentem (odstavce A), B) a C)) jsou v souladu
s dřı́ve zavedeným symbolem ar . Pouze jsme poněkud rozšı́řili definičnı́ obory těchto funkcı́. Zbývá
nám mocninná funkce s iracionálnı́m exponentem. Přitom symbol ar pro a > 0, r ∈ I byl definován
pomocı́ suprema na str. 51.



Obsah

135. strana ze 616

J J I I

J I
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Necht’ r ∈ R r Q. Funkci f : y = xr , x ∈ R+, nazýváme mocninnou funkcı́ s reálným
exponentem r ∈ R r Q.

Na následujı́cı́ch obrázcı́ch jsou přı́klady funkce f : y = xr , kde r jsou iracionálnı́ čı́sla
√

2,
π, e2.

x

y

O

y = x
√

2

1

1

x

y

O

y = xπ

1

1

x

y

O

y = xe2

1

1

Obr. 4.6: Grafy funkcı́ f : y = x
√

2, f : y = xπ, f : y = xe2
.

E) Mocninná funkce s nulovým exponentem

Jestli jste pozorně studovali odstavce A), B), C) a D), jistě vám neuniklo, že jsme doposud nedefi-
novali funkci f : y = xr pro r = 0. To nynı́ napravı́me:

Pro každé x ∈ R definujeme x0
= 1.

Je-li tedy r = 0, pak je mocninná funkce f : y = xr , x ∈ R, rovna konstantnı́ funkci f : y = 1.

Tı́m máme funkci f : y = xr definovánu pro všechna různá r ∈ R.
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Z jednotlivých definic mocninných funkcı́ pro různé exponenty vidı́me, že funkce f : y = xr je
ve všech přı́padech definována na intervalu (0,+∞) (v některých přı́padech i na širšı́ch intervalech).
Na tomto intervalu platı́ následujı́cı́ vztah

xr = er·ln x, x ∈ R+, r ∈ R.

Všimněme si nynı́ monotonie funkce f : y = xr , x ∈ (0,+∞) pro různé hodnoty exponentu r . Je-li
r < 0, je f klesajı́cı́ funkce, je-li r = 0, dostáváme konstantnı́ funkci f : y = 1, pro 0 < r < 1 je
f rostoucı́ funkce, pro r = 1 dostáváme lineárnı́ rostoucı́ funkci f : y = x a konečně pro r > 1 je
f rostoucı́ funkce. Přehledně jsou všechny možnosti ilustrovány na následujı́cı́m obrázku.

x

y

O

r > 1 r = 1

0 < r < 1

r = 0

r < 0

1

1

Z předchozı́ úvahy o monotonii funkce f : y = xr vyplývajı́ pravidla pro úpravy nerovnostı́.
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Necht’x, y ∈ R+, a, b ∈ R. Pak platı́

1. xa > 0;

2. je-li x < y, a > 0, pak xa < ya; (např. 23 < 73,
( 1

2

)5
<
( 4

3

)5);

3. je-li x < y, a < 0, pak xa > ya; (např. 2−4 > 7−4,
( 1

2

)−5
>
( 4

3

)−5);

4. je-li x > 1, a < b, pak xa < xb; (např. 32 < 35,
( 17

9

)7
<
( 17

9

)8);

5. je-li x < 1, a < b, pak xa > xb; (např.
( 1

2

)2
>
( 1

2

)5,
( 1

2

)−3
>
( 1

2

)−2).

Závěrem ještě připomeňme základnı́ pravidla pro počı́tánı́ s mocninami a odmocninami.

Necht’x, y ∈ R+, a, b ∈ R. Pak platı́

1. xaya = (xy)a;
xa

ya
=

(
x

y

)a
;

1
xa

=

(
1
x

)a
;

2. xaxb = xa+b;
xa

xb
= xa−b; x−a

=
1
xa

; (xa)b = xab.

Necht’x, y ∈ R+, m, n ∈ N, m, n = 2. Pak platı́

1. n
√
x · y = n

√
x · n

√
y; n

√
x

y
=

n
√
x

n
√
y

;

2. n
√
xk = ( n

√
x)k, k ∈ Z; m

√
n
√
x = m·n

√
x; ( n

√
x)n =

n
√
xn = x.

Všimněte si, že všechny uvedené vzorce platı́ pro x > 0, y > 0. Napřı́klad
√
x2 = x platı́ pouze

pro kladná x! Obecně pro x ∈ R platı́
√
x2 = |x|.
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Přı́klad 4.12. Je dána funkce f : y = 4x2
− 4x + 2, x ∈

(
−∞, 1

2

〉
. Určete funkci f −1 +

inverznı́ k funkci f .

Řešenı́.

1. Definičnı́ obor je zadán: D(f ) =
(
−∞, 1

2

〉
.

2. Ověřı́me, zda je funkce f prostá. Jedná se o kvadratickou funkci, jejı́mž grafem je parabola.
Pomocı́ „úpravy na čtverec“ zjistı́me vrchol paraboly:

4x2
− 4x + 2 = 4

(
x2

− x +
1
4

−
1
4

)
+ 2 = 4

(
x −

1
2

)2
− 1 + 2 = 4

(
x −

1
2

)2
+ 1.

Parabola má tedy vrchol v bodě
( 1

2 , 1
)
. Funkce f je proto na zadaném intervalu

(
−∞, 1

2

〉
klesajı́cı́, a tudı́ž prostá.

3. K nalezenı́ funkce f −1 využijeme definici 3.24:

i) Nejprve určı́me definičnı́ obor funkce inverznı́, který je roven oboru hodnot H(f ) funkce f .
Vı́me, že funkce f je na intervalu

(
−∞, 1

2

〉
klesajı́cı́ a bod

( 1
2 , 1
)

je vrchol paraboly. Tedy
obor hodnot je interval 〈1,∞).

D(f −1) = H(f ) = 〈1,∞).

ii) K určenı́ předpisu funkce f −1 využijeme vztah f −1(y) = x ⇔ f (x) = y, který platı́ pro
každé y ∈ D(f −1). Vyjděme tedy z rovnice y = f (x), tj. y = 4x2

− 4x + 2, a vyjádřeme x
v závislosti na y.
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Pro každé y ∈ 〈1,∞) platı́

y = 4x2
− 4x + 2 ⇔ y = 4

(
x −

1
2

)2
+ 1 ⇔

y − 1
4

=

(
x −

1
2

)2 (?)
⇔

(?)
⇔

√
y − 1

4
=

∣∣∣x −
1
2

∣∣∣ (??)
⇔

√
y − 1

4
= −x +

1
2

⇔

⇔ x =
1
2

−

√
y − 1
2

.

(?): Zde bylo podstatné, že y ∈ 〈1,∞).
(??): Protože x ∈

(
−∞, 1

2

〉
, je
∣∣x −

1
2

∣∣ = −x +
1
2 .

Inverznı́ funkce f −1 k funkci f je

f −1
: x =

1
2

(
1 −

√
y − 1

)
, y ∈ 〈1,∞).

Po přeznačenı́ proměnných

f −1
: y =

1
2

(
1 −

√
x − 1

)
, x ∈ 〈1,∞).

N
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Pro zájemce:
Zkusme se zamyslet nad funkcı́ f : y = x10. Je f (0) = 0, f (0,8) .= 0,107, f (1) = 1, ale f (10) = 1010

=

= 10 000 000 000 je deset miliard! Představme si, že bychom chtěli nakreslit graf této funkce pro x z intervalu
〈0, 10〉 a chtěli volit na obou osách stejná měřı́tka s jednotkou délky 1 cm. Jak bychom odpověděli na otázku,
zda jsme ochotni zaplatit potřebný papı́r? Počı́tejme: Potřebujeme obdélnı́k o základně 10 cm a výšce 1010 cm.
Jeho plocha je tudı́ž 10 · 1010

= 1011 cm2
= 107 m2

= 10 km2. Balı́k 500 listů běžného kancelářského
papı́ru A4 o rozměrech 210 mm × 297 mm stojı́ 110 Kč. Jeho plocha je 0,210 · 0,297 · 500 .

= 31,185 m2.
Potřebovali bychom tedy 107/31,185 .

= 320 667 balı́ků, jejichž cena by byla 320 667 · 110 .
= 35 273 370 Kč.

Unesla by to naše kapsa?
Přitom graf by byl poměrně nezajı́mavý, našemu oku by se jevil skoro jako otočené velké L. Až skoro

po jedničku by to byla zdánlivě téměř vodorovná úsečka a kousek za jedničkou by vypadal skoro jako svislá
úsečka. (Srovnejte graf funkce f : y = xe2

na obr. 4.6)
Je tedy vidět, že obyčejná mocninná funkce f : y = xr s ne přı́liš velikým r velmi rychle nabývá

závratných hodnot. Ještě markantnějšı́ je to u exponenciálnı́ch funkce, s nı́ž jsme se seznámili v předchozı́m
odstavci.

Tato úvaha ukazuje, že je užitečné zamýšlet se nad věcmi, s nimiž často pracujeme zcela formálně
a bez jakékoli představy, a kriticky je hodnotit. Na druhé straně ukazuje, jak obrovskou sı́lu představuje
matematika, která nám tak snadno umožňuje zvládat věci zcela se vymykajı́cı́ běžné lidské představě. (Co si
napřı́klad představı́te pod čı́slem 101010

= 1010 000 000 000 majı́cı́m deset miliard nul? Pro vaši představu —
počet elementárnı́ch částic ve známém vesmı́ru se odhaduje na pouhých 1082.)

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— mocninná funkce f : y = xr , kde r ∈ Z, r ∈ Q r Z, r ∈ R r Q,

— funkce n-tá odmocnina f : y = n
√
x, kde n ∈ N, n = 2.
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Kontrolnı́ otázky ?
1. Načrtněte grafy funkcı́ f : y = xn pro n = 1, 2, 3, 4, 5.

2. Načrtněte grafy funkcı́ f : y =
√
x a f : y = 3

√
x.

3. Načrtněte grafy funkcı́ f : y = xn pro n = −1,−2,−3,−4,−5.

4. Pro které hodnoty x je funkce f : y = xr , kde r ∈ R, vždy definována?

5. Uved’te základnı́ pravidla pro počı́tánı́ s mocninami a odmocninami.

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Určete definičnı́ obory funkcı́.

a) f : y =
1
x
, b) f : y =

x − 1
x2 − 4

, c) f : y =
√
x − 1,

d) f : y =
√
x2 − 3x + 2, e) f : y =

4

√
x + 1
x − 1

, f) f : y =
1

x + 1
+

6√x + 3,

g) f : y =
√
x + 4 +

4√
x2 − 5x + 6, h) f : y = x2

+ 3
√
x.

2. Určete definičnı́ obory funkce f : y = xs pro s = 2,−1, 1
2 ,−

1
2 .

3. Nakreslete grafy daných funkcı́ a stanovte jejich základnı́ vlastnosti.

a) f : y = 2x, b) f : y = x2
+ 1, c) f : y =

1
x
,

d) f : y = −3x, e) f : y = −x2
− 2, f) f : y = −

1
x
.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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4. Rozhodněte, zda majı́ smysl následujı́cı́ výrazy, a je-li možno, určete jejich hodnotu.

a) (−5)
3
2 , b) (−27)

−
2
6 , c) (−32)

−
1
4 , d) 32

−
1
4 .

5. K daným funkcı́m sestrojte inverznı́ funkce a určete D(f−1).

a) f : y = x2
+ 1, x ∈ 〈0,∞), b) f : y =

√
1 − x2, x ∈ 〈−1, 0〉 ,

c) f : y = 1 +
1
x
, d) f : y = 3 − 5x, x ∈ 〈−5, 5〉 .

6. Najděte chybu v následujı́cı́m výpočtu:

(x + 1)2 = x2
+ 2x + 1,

(x + 1)2 − (2x + 1) = x2,

(x + 1)2 − (2x + 1)− x(2x + 1) = x2
− x(2x + 1),

(x + 1)2 − (2x + 1)(x + 1) = x2
− x(2x + 1),

(x + 1)2 − (2x + 1)(x + 1)+
1
4
(2x + 1)2 = x2

− x(2x + 1)+
1
4
(2x + 1)2,[

(x + 1)−
1
2
(2x + 1)

]2

=

[
x −

1
2
(2x + 1)

]2

,

(x + 1)−
1
2
(2x + 1) = x −

1
2
(2x + 1),

x + 1 = x,

1 = 0.
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4.3. Funkce goniometrické a cyklometrické

Funkce goniometrické

Goniometrickými funkcemi nazýváme funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens. Stejně jako
u funkce exponenciálnı́, tak i u funkcı́ goniometrických existuje několik možnostı́ jejich zavedenı́.
Jednı́m z nejčastějšı́ch způsobů je definovat funkce sinus a kosinus pomocı́ součtu nekonečné řady.
Jinou možnostı́ je využitı́ funkcionálnı́ch rovnic. Bohužel, vzhledem k našim znalostem, nemůžeme
žádnou z těchto možnostı́ využı́t. Vyjdeme proto ze středoškolských poznatků a pouze připomeneme
zavedenı́ těchto funkcı́ pomocı́ jednotkové kružnice. Budeme přitom předpokládat znalost pojmu
orientovaný úhel. Podrobně je tento přı́stup uveden napřı́klad v [15]. Úhly budeme nadále měřit
v mı́ře obloukové, nikoliv stupňové. Připomeňme, že úhel 1◦ v mı́ře stupňové je roven úhlu π/180
v mı́ře obloukové. Obecně úhel n stupňů má obloukovou mı́ru n π

180 .

Sinus a kosinus

u

v

O cos x

sin x x

1

1

A = (m, n)

Necht’A = (m, n) je průsečı́k jednotkové kružnice s konco-
vým ramenem orientovaného úhlu o velikosti x v soustavě
pravoúhlých souřadnic u, v. (Vrchol úhlu je v počátku sou-
stavy souřadnic O a počátečnı́ rameno orientovaného úhlu
splývá s kladnou částı́ osy u.)

Funkce f , jejı́ž hodnota je v každém bodě x ∈ R rovna
souřadnici n bodu A, se nazývá sinus a funkce f , jejı́ž hod-
nota je v každém bodě x ∈ R rovna souřadnici m bodu A, se
nazývá kosinus.
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Sinus

Označenı́: f : y = sin x, x ∈ R.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,∞).

• Obor hodnot: 〈−1, 1〉.

• Funkce je lichá, tj. sin (−x) = − sin x.

• Funkce je periodická se základnı́ periodou 2π, tj. sin (x + 2kπ) = sin x, k ∈ Z.

• Funkce je rostoucı́ na intervalech
〈
−

π
2 + 2kπ, π

2 + 2kπ
〉
, k ∈ Z a klesajı́cı́ na intervalech〈

π
2 + 2kπ, 3π

2 + 2kπ
〉
, k ∈ Z.

Animace A
Animace ilustruje sestrojenı́ grafu funkce sinus na základě definice pomocı́ jednotkové kružnice
— sinus argumentu x je roven druhé souřadnici bodu A. Bod A je na kružnici znázorněn modrým
kroužkem. Animaci spustı́te kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu A

Podle definice stačı́ sestrojit graf v intervalu 〈0, 2π) a pak jej periodicky prodloužit. Pozname-
nejme, že graf funkce sinus se nazývá sinusoida.
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Graf:

x

y

y = sin x1

−1

0 2π−π π−π/2 π/2 3π/2

Tabulka hodnot funkce sinus ve význačných bodech:

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2 π 3

2π

sin x 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1 0 −1

Kosinus

Označenı́: f : y = cos x, x ∈ R.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,∞).

• Obor hodnot: 〈−1, 1〉.

• Funkce je sudá, tj. cos (−x) = cos x.

• Funkce je periodická se základnı́ periodou 2π, tj. cos (x + 2kπ) = cos x, k ∈ Z.

• Funkce je rostoucı́ na intervalech 〈−π + 2kπ, 0 + 2kπ〉, k ∈ Z a klesajı́cı́ na intervalech
〈0 + 2kπ,π + 2kπ〉, k ∈ Z.
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Animace A
Animace ilustruje sestrojenı́ grafu funkce kosinus na základě definice pomocı́ jednotkové kružnice
— kosinus argumentu x je roven prvnı́ souřadnici bodu A. Bod A je znázorněn modrým kroužkem.
Animaci spustı́te kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu A

Stejně jako u funkce sinus stačı́ sestrojit graf na intervalu 〈0, 2π) a pak jej periodicky prodloužit.
Graf funkce kosinus se nazývá kosinusoida.

Graf:

x

y

y = cos x1

−1

−π π 2π0−π/2 3π/2π/2

Tabulka hodnot funkce kosinus ve význačných bodech:

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2 π 3

2π

cos x 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0 −1 0
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Zobrazit

‹
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Základnı́ vztahy a vzorce

Uved’me si nynı́ přehledně základnı́ vztahy a vzorce pro počı́tánı́ s funkcemi sinus a kosinus.
Poznamenejme ještě, že všechny dále uvedené rovnosti platı́ všude, kde je současně definována levá
i pravá strana rovnosti.

(1) sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y,

(2) cos (x + y) = cos x cos y − sin x sin y,

(3) sin (x − y) = sin x cos y − cos x sin y,

(4) cos (x − y) = cos x cos y + sin x sin y.

Těmto vztahům řı́káme součtové vzorce pro funkce sinus a kosinus. Přitom součtové vzorce (1)
a (2) je užitečné si zapamatovat, nebot’se často použı́vajı́ a jak si ukážeme dále, lze z nich odvodit
řadu dalšı́ch vzorců. Vzorce (3) a (4) dostaneme tak, že ve vzorcı́ch (1) a (2) nahradı́me symbol y
symbolem −y:

sin (x − y) = sin x cos (−y)+ cos x sin (−y) = sin x cos y − cos x sin y,

cos (x − y) = cos x cos (−y)− sin x sin (−y) = cos x cos y + sin x sin y.

(5) sin2 x + cos2 x = 1,

(6) sin x = cos
(π

2
− x
)

,

(7) cos x = sin
(π

2
− x
)
.
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Vzorec (5) dostaneme tak, že ve vzorci (2) položı́me y = −x:

cos (x + (−x)) = cos x cos (−x)− sin x sin (−x),

cos 0 = cos2 x + sin2 x,

1 = cos2 x + sin2 x.

Vzorec (6) dostaneme ihned pomocı́ součtového vzorce (4):

cos
(π

2
− x
)

= cos
π

2
cos x + sin

π

2
sin x = 0 · cos x + 1 · sin x = sin x.

Obdobně vzorec (7).

(8) sin 2x = 2 sin x cos x,

(9) cos 2x = cos2 x − sin2 x,

(10)
∣∣∣sin

x

2

∣∣∣ =√1 − cos x
2

,

(11)
∣∣∣cos

x

2

∣∣∣ =√1 + cos x
2

.

Vzorce (8) a (9) dostaneme tak, že v součtových vzorcı́ch (1) a (2) položı́me y = x:

sin 2x = sin(x + x) = sin x cos x + cos x sin x = 2 sin x cos x,

cos 2x = cos(x + x) = cos x cos x − sin x sin x = cos2 x − sin2 x.

Vzorec (10) odvodı́me pomocı́ vzorců (9) a (5) takto:

cos x = cos 2
x

2
= cos2 x

2
− sin2 x

2
= 1 − 2 sin2 x

2
.
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Z toho plyne

sin2 x

2
=

1 − cos x
2

⇒

∣∣∣sin
x

2

∣∣∣ =√1 − cos x
2

.

Analogicky vzorec (11).

(12) sin x + sin y = 2 sin
x + y

2
cos

x − y

2
,

(13) sin x − sin y = 2 cos
x + y

2
sin

x − y

2
,

(14) cos x + cos y = 2 cos
x + y

2
cos

x − y

2
,

(15) cos x − cos y = −2 sin
x + y

2
sin

x − y

2
.

Vzorec (12) v proměnných α a β dostaneme, sečteme-li rovnice (1) a (3) a položı́me-li x+y = α,
x − y = β, tj. x =

α+β

2 , y =
α−β

2 :

sin(x + y)+ sin(x − y) = 2 sin x cos x,

sinα + sinβ = 2 sin
α + β

2
cos

α − β

2
.

Analogicky odvodı́me vzorce (13), (14) a (15).
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Tangens

Funkci f : y =
sin x
cos x

nazýváme tangens a značı́me f : y = tg x. Platı́ tedy

tg x =
sin x
cos x

.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: R r
{

π
2 + kπ, k ∈ Z

}
.

• Obor hodnot: (−∞,∞).

• Funkce je lichá, tj. tg (−x) = − tg x.

• Funkce je periodická se základnı́ periodou π, tj. tg (x + kπ) = tg x, k ∈ Z.

• Funkce je rostoucı́ na intervalech
(
−

π
2 + kπ, π

2 + kπ
)
, k ∈ Z.
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Graf:

x

y y = tg x

−π π 2π−
3π
2 −

π
2

π
2

3π
2

5π
20

Tabulka hodnot funkce tangens ve význačných bodech:

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2 π 3π

2

tg x 0
√

3
3 1

√
3 — 0 —
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Kotangens

Funkci f : y =
cos x
sin x

nazýváme kotangens a značı́me f : y = cotg x. Platı́ tedy

cotg x =
cos x
sin x

.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: R r {kπ, k ∈ Z}.

• Obor hodnot: (−∞,∞).

• Funkce je lichá, tj. cotg (−x) = − cotg x.

• Funkce je periodická se základnı́ periodou π, tj. cotg (x + kπ) = cotg x, k ∈ Z.

• Funkce je klesajı́cı́ na intervalech (0 + kπ,π + kπ), k ∈ Z.
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Graf:

x

y
y = cotg x

−2π −π 0 π 2π

Tabulka hodnot funkce kotangens ve význačných bodech:

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2 π 3π

2

cotg x —
√

3 1
√

3
3 0 — 0
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Test T
Vzhledem k důležitosti goniometrických funkcı́ a jejich častému užitı́ v dalšı́m studiu i praxi, je třeba
znát hodnoty těchto funkcı́ ve význačných bodech zpaměti. K procvičenı́ můžete využı́t následujı́cı́
dva testy, které spustı́te kliknutı́m na následujı́cı́ ikony:

Prvnı́ test A Druhý test A

Určovánı́ hodnot goniometrických funkcı́

Předpokládejme, že známe hodnoty goniometrických funkcı́ pro argumenty 0, π/6, π/4, π/3, π/2,
π a 3π/2. Ukažme si nynı́, jak určit hodnoty goniometrických funkcı́ v násobcı́ch těchto argumentů,
např. pro 4π/3, 9π/4, 5π/6. Tyto hodnoty vypočı́táme pomocı́ hodnot goniometrických funkcı́
z intervalu (0,π/2) takto:

a) Je-li x < 0, využijeme k výpočtu sudosti a lichosti přı́slušné funkce, tj.

sin (−x) = − sin x, cos (−x) = cos x, tg (−x) = − tg x, cotg (−x) = − cotg x.

Užitı́m těchto vztahů převedeme výpočet na určenı́ hodnot goniometrických funkcı́ argumentu
x > 0.

b) Je-li x > 2π, využijeme toho, že funkce sinus a kosinus jsou periodické s periodou 2π. Obdobně
pro x > π využijeme toho, že funkce tangens a kotangens jsou periodické s periodou π.

c) Chceme-li určit sinus a kosinus argumentu x v intervalech (π/2,π), (π, 3π/2), (3π/2, 2π) nebo
tangens a kotangens argumentu x v intervalu (π/2,π), postupujeme takto:
Zjistı́me, v kterém z těchto intervalů x ležı́ (zjistı́me kvadrant) a podle toho vyjádřı́me x v jednom
z následujı́ch tvarů, kde x0 ∈

(
0, π

2

)
:
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x = π − x0, pro x ∈

(
π

2
,π

)
, tj. pro II. kvadrant,

x = π + x0, pro x ∈

(
π,

3π

2

)
, tj. pro III. kvadrant,

x = 2π − x0, pro x ∈

(
3π

2
, 2π

)
, tj. pro IV. kvadrant.

Dále využijeme toho, že pro kteroukoliv goniometrickou funkci f platı́

|f (π − x0)| = |f (π + x0)| = |f (x0)|, kde x0 ∈

(
0,

π

2

)
.

Tı́m stanovı́me absolutnı́ hodnotu určované hodnoty goniometrické funkce. Znaménko pak ur-
čı́me podle intervalu, ve kterém se nacházı́ argument x. Jinými slovy, znaménko určı́me podle
kvadrantu, v němž ležı́ bod A jednotkové kružnice.

Přı́klady:

sin
(

−
9
4
π

)
= − sin

9
4
π = − sin

(
π

4
+ 2π

)
= − sin

π

4
= −

√
2

2
,

cos
7
6
π = cos

(
π +

π

6

)
= − cos

π

6
= −

√
3

2
,

sin
5
6
π = sin

(
π −

π

6

)
= sin

π

6
=

1
2
.
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Test T
Pomocı́ následujı́cı́ho testu si můžete procvičit určovánı́ hodnot goniometrických funkcı́ pro argu-
menty ležı́cı́ mimo I. kvadrant. Test spustı́te kliknutı́m na ikonu A
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Funkce cyklometrické

Cyklometrickými funkcemi nazýváme funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens. Budeme je definovat jako inverznı́ funkce k odpovı́dajı́cı́m funkcı́m goniometrickým. To je
však velmi nepřesně řečeno, nebot’ani jedna z funkcı́ sinus, kosinus, tangens a kotangens nenı́ prostá.
Nelze tedy mluvit o funkcı́ch inverznı́ch k těmto funkcı́m.

Podı́vejme se nejprve na funkci sinus. Funkce f : y = sin x, x ∈ R, nenı́ prostá. Ale funkce
f1 : y = sin x, x ∈ 〈−π/2,π/2〉, f2 : y = sin x, x ∈ 〈π/2, 3π/2〉, f3 : y = sin x, x ∈ 〈π, 3π/2〉

už prosté jsou. Lze tedy mluvit o funkcı́ch inverznı́ch k těmto funkcı́m. Přitom jedna z těchto funkcı́,
konkrétně funkce f1, je standardně považována za „základnı́“ a funkce k nı́ inverznı́ se nazývá
arkussinus. Obdobnou úvahu lze provést i pro ostatnı́ goniometrické funkce.

Arkussinus

Uvažujme funkci f : y = sin x, x ∈ 〈−π/2,π/2〉. Tato funkce je rostoucı́, a tedy prostá. Inverznı́
funkce f −1 k funkci f se nazývá arkussinus. Přitom D(f −1) = H(f ) = 〈−1, 1〉.

Označenı́: f −1
: y = arcsin x, x ∈ 〈−1, 1〉.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: 〈−1, 1〉.

• Obor hodnot:
〈
−

π
2 ,

π
2

〉
.

• Funkce je lichá, tj. arcsin (−x) = − arcsin x.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je rostoucı́.



Obsah

158. strana ze 616

J J I I

J I
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Graf:

x

y

1 π/2O

1−1π/2−π/2

1

π/2

−1

−π/2

y = sin x

y = arcsin x

Animace A
Funkce f : y = sin x, x ∈ 〈−π/2,π/2〉 a f −1

: y = arcsin x, x ∈ 〈−1, 1〉 jsou navzájem inverznı́.
Jejich grafy jsou tedy souměrné podle přı́mky y = x neboli podle osy I. kvadrantu. To ilustruje
následujı́cı́ animace A .

Arkuskosinus

Uvažujme funkci f : y = cos x, x ∈ 〈0,π〉. Tato funkce je klesajı́cı́, a tedy prostá. Inverznı́ funkce
f −1 k funkci f se nazývá arkuskosinus. Přitom D(f −1) = H(f ) = 〈−1, 1〉.

Označenı́: f −1
: y = arccos x, x ∈ 〈−1, 1〉.
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Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: 〈−1, 1〉.

• Obor hodnot: 〈0,π〉.

• Funkce nenı́ ani lichá, ani sudá.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je klesajı́cı́.

Graf:

x

y

1−1 1O

π/2 π

π

π/2

−1

1

y = cos x

y = arccos x
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Animace A
Funkce f : y = cos x, x ∈ 〈0,π〉 a f −1

: y = arccos x, x ∈ 〈−1, 1〉 jsou navzájem inverznı́. Jejich
grafy jsou tedy souměrné podle přı́mky y = x neboli podle osy I. kvadrantu. To ilustruje následujı́cı́
animace A .

Při vyčı́slenı́ některých hodnot funkcı́ arkussinus a arkuskosinus využijeme znalosti odpovı́dajı́cı́ch
hodnot funkcı́ sinus a kosinus, přı́padně lichosti funkce arkussinus. Napřı́klad

arcsin 1
2 =

π
6 , protože sin π

6 =
1
2 ,

arcsin
(
−

√
3

2

)
= − arcsin

√
3

2 = −
π
3 , protože sin π

3 =

√
3

2 a arkussinus je lichá funkce,

arccos
√

3
2 =

π
6 , protože cos π

6 =

√
3

2 ,

arccos (−1) = π, protože cos π = −1.

Arkustangens

Uvažujme funkci f : y = tg x, x ∈ (−π/2,π/2). Tato funkce je rostoucı́, a tedy prostá. Inverznı́
funkce f −1 k funkci f se nazývá arkustangens. Přitom D(f −1) = H(f ) = (−∞,+∞).

Označenı́: f −1
: y = arctg x, x ∈ (−∞,+∞).

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,+∞).

• Obor hodnot: (−π
2 ,

π
2 ).
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• Funkce je lichá, tj. arctg (−x) = − arctg x.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je rostoucı́.

Graf:

x

y

O π/2−π/2

π/2

−π/2

y = arctg x

y = tg x
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Při vyčı́slenı́ hodnot funkce arkustangens využijeme znalosti hodnot funkce tangens a lichosti
funkce arkustangens. Napřı́klad

arctg
√

3 =
π
3 , protože tg π

3 =
√

3,

arctg (−1) = − arctg 1 = −
π
4 , protože tg π

4 = 1 a arkustangens je lichá funkce.

Arkuskotangens

Uvažujme funkci f : y = cotg x, x ∈ (0,π). Tato funkce je klesajı́cı́, a tedy prostá. Inverznı́ funkce
f −1 k funkci f se nazývá arkuskotangens. Přitom D(f −1) = H(f ) = (−∞,+∞).

Označenı́: f −1
: y = arccotg x, x ∈ (−∞,+∞).

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,+∞).

• Obor hodnot: (0,π).

• Funkce nenı́ ani lichá, ani sudá.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je klesajı́cı́.
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Graf:

x

y

O ππ/2

π

π/2
y = arccotg x

y = cotg x
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Při vyčı́slenı́ hodnot funkce arkuskotangens využijeme znalosti hodnot funkce kotangens. Na-
přı́klad

arccotg
√

3 =
π
6 , protože cotg π

6 =
√

3,

arccotg (−1) =
3π
4 , protože cotg 3π

4 = −1 ; arkuskotangens nenı́ ani sudá ani lichá
funkce a nenı́ tedy možné postupovat jako u funkce arkustan-
gens.

Test T
Již vı́te, že k vyčı́slenı́ hodnot cyklometrických funkcı́ využı́váme znalostı́ hodnot odpovı́dajı́cı́ch
goniometrických funkcı́. K procvičenı́ můžete využı́t následujı́cı́ test A .
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Přı́klad 4.13. Nakreslete graf funkce f : y = 2 − sin
(
x
2 + π

)
a určete jejı́ periodu. +

Řešenı́. Nejprve určı́me periodu funkce f . Vı́me, že funkce sinus je periodická se základnı́ periodou
2π. Obecně funkce g : y = sin kx má periodu 2π

k
. Tedy naše funkce f má periodu

p =
2π

1
2

= 4π.

V kapitole 3.3 na str. 104 jsme si připomenuli transformace grafu funkce. Nakreslı́me postupně
následujı́cı́ funkce:

f1 : y = sin
x

2
, f2 : y = sin

(x
2

+ π
)
, f3 : y = − sin

(x
2

+ π
)

a nakonec funkci f : y = 2 − sin
(
x
2 + π

)
. Výsledná funkce f je znázorněna na obrázku.

x

y

2π−2π π−π π 2πO

1
2

3
y = 2 − sin

(
x
2 + π

)

N
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Poznámka 4.14.
1. Dle definice 3.24 platı́:

y = arcsin x ⇔ x = sin y, kde x ∈ 〈−1, 1〉, y ∈ 〈−π/2,π/2〉,

y = arccos x ⇔ x = cos y, kde x ∈ 〈−1, 1〉, y ∈ 〈0,π〉,

y = arctg x ⇔ x = tg y, kde x ∈ R, y ∈ (−π/2,π/2),

y = arccotg x ⇔ x = cotg y, kde x ∈ R, y ∈ (0,π).

2. Protože pro vzájemně inverznı́ funkce platı́

(f −1
◦ f )(x) = f −1(f (x)) = x pro x ∈ D(f ),

(f ◦ f −1)(x) = f (f −1(x)) = x pro x ∈ D(f −1),

dostáváme ihned vztahy:

arcsin (sin x) = x pro x ∈ 〈−π/2,π/2〉,

sin(arcsin x) = x pro x ∈ 〈−1, 1〉,

arctg(tg x) = x pro x ∈ (−π/2,π/2),

tg(arctg x) = x pro x ∈ (−∞,+∞).

Pozor! Např. složená funkce arcsin(sin x) je definovaná pro všechna x ∈ R, ale předchozı́ rovnost
platı́ jen na výše uvedeném intervalu. Proto napřı́klad

arcsin
(

sin
π

4

)
=

π

4
, ale arcsin(sin π) = 0.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Přı́klad 4.15. Nakreslete graf funkce f : y = arcsin(sin x). +

Řešenı́. ZřejměD(f ) = (−∞,+∞). Dále je třeba si uvědomit, že funkcef je periodická s periodou
2π (f (x + 2π) = arcsin(sin(x + 2π)) = arcsin(sin x) = f (x)). Funkci f tedy stačı́ vyšetřovat na
intervalu délky 2π. My si vybereme interval

〈
−

π
2 ,

3π
2

〉
.

Na intervalu
〈
−

π
2 ,

π
2

〉
, vzhledem k inverznosti funkcı́ sinus a arkussinus, platı́

arcsin(sin x) = x.

Na intervalu
〈

π
2 ,

3π
2

〉
nenı́ možné využı́t stejného vztahu, nebot’ ten platı́ pouze pro x ∈

〈
−

π
2 ,

π
2

〉
.

Abychom mohli tohoto vztahu využı́t, musı́me nejprve upravit funkci f tak, aby jejı́ argument ležel
v intervalu

〈
−

π
2 ,

π
2

〉
. Postupně dostáváme:

arcsin(sin x) = arcsin
(
sin
(
(x − π)+ π

)) (?)
= arcsin

(
− sin(x − π)

) (??)
=

(??)
= − arcsin

(
sin(x − π)

) (???)
= −(x − π) = π − x,

kde rovnost (?) plyne ze součtového vzorce sin((x−π)+π) = sin(x−π) cos π+cos(x − π) sin π =

= − sin(x − π), rovnost (??) plyne z lichosti funkce arkussinus a rovnost (???) plyne z inverznosti
funkcı́ sinus a arkussinus na

〈
−

π
2 ,

π
2

〉
, nebot’platı́, že x − π ∈

〈
−

π
2 ,

π
2

〉
. Nynı́ již můžeme zakreslit

graf funkce f — viz obr. 4.7. Nejprve zakreslı́me část grafu na intervalu
〈
−

π
2 ,

3π
2

〉
, pro dalšı́

intervaly využijeme periodičnosti. N
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x

y

0 π
2 π 3π

2 2π
5π
2−

π
2−π−

3π
2−2π

−
π
2

π
2 y = arcsin(sin x)

Obr. 4.7

Přı́klad 4.16. Určete definičnı́ obor funkce f : y =
√

log (cos x). +

Řešenı́. Platı́

D(f ) = {x ∈ R :
√

log (cos x) „má smysl“} =

= {x ∈ R : log(cos x) = 0} =

= {x ∈ R : cos x = 1} =

= {x ∈ R : ∃k ∈ Z tak, že x = 2kπ} =

⋃
k∈Z

{2kπ} .
N

Přı́klad 4.17. Určete definičnı́ obor funkce +

f : y = arcsin
x − 3

2
+ ln (x3

− x).
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Zavřı́t dokument

Konec
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Řešenı́. Označme funkci f1 : y = arcsin x−3
2 a určeme D(f1). Vı́me, že definičnı́ obor funkce

arkussinus je interval 〈−1, 1〉. Proto

D(f1) =

{
x ∈ R :

x − 3
2

∈ 〈−1, 1〉

}
=

=

{
x ∈ R : − 1 5

x − 3
2

5 1
}

=

= {x ∈ R : − 2 5 x − 3 5 2} =

= {x ∈ R : 1 5 x 5 5} =

= 〈1, 5〉.

Dále označme f2 : y = ln (x3
− x) a určeme D(f2). Vı́me, že definičnı́ obor logaritmické funkce

je interval (0,∞). Proto

D(f2) = {x ∈ R : x3
− x > 0} =

= {x ∈ R : x(x − 1)(x + 1) > 0}.

Uvedená nerovnice je splněna, nastane-li některý z následujı́cı́ch přı́padů:

i) (x > 0) ∧ (x − 1 > 0) ∧ (x + 1 > 0) ⇔ (x > 0) ∧ (x > 1) ∧ (x > −1)
Řešenı́m je množina M1 = (1,∞).

ii) (x > 0) ∧ (x − 1 < 0) ∧ (x + 1 < 0) ⇔ (x > 0) ∧ (x < 1) ∧ (x < −1)
Řešenı́m je prázdná množina, tj. M2 = ∅.

iii) (x < 0) ∧ (x − 1 < 0) ∧ (x + 1 > 0) ⇔ (x < 0) ∧ (x < 1) ∧ (x > −1)
Řešenı́m je množina M3 = (−1, 0).

iv) (x < 0) ∧ (x − 1 > 0) ∧ (x + 1 < 0) ⇔ (x < 0) ∧ (x > 1) ∧ (x < −1)
Řešenı́m je prázdná množina, tj. M4 = ∅.
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Nynı́ D(f2) = M1 ∪M2 ∪M3 ∪M4, tedy D(f2) = (−1, 0) ∪ (1,∞).

Celkem D(f ) = D(f1) ∩D(f2). Tedy D(f ) = (1, 5〉.
Poznamenejme, že uvedený výpočet by bylo možno zkrátit, nebot’D(f ) je zřejmě podmnožinou

D(f1) = 〈1, 5〉. Nemusı́me tedy prověřovat možnosti (iii) a (iv). N

Přı́klad 4.18. Určete definičnı́ obor funkce +

f : y =

√
ln

5x − x2

4
+ arcsin

3
x
.

Řešenı́. Definujme funkci f1 : y =

√
ln 5x−x2

4 a určeme D(f1).

D(f1) =

{
x ∈ R : ln

5x − x2

4
= 0
}

=

=

{
x ∈ R :

5x − x2

4
= 1
}

=

= {x ∈ R : x2
− 5x + 4 5 0} =

= {x ∈ R : (x − 1)(x − 4) 5 0}.

Řešme nerovnici:

(x − 1)(x − 4) 5 0 ⇔ (x − 1 = 0 ∧ x − 4 5 0) ∨ (x − 1 5 0 ∧ x − 4 = 0)

⇔ (x = 1 ∧ x 5 4) ∨ (x 5 1 ∧ x = 4).

Tedy D(f1) = 〈1, 4〉.
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Dále definujme funkci f2 : y = arcsin 3
x

a určeme D(f2).

D(f2) =

{
x ∈ R : − 1 5

3
x

5 1
}

=

=

{
x ∈ R :

3
x

= −1 ∧
3
x

5 1
}

=

=

{
x ∈ R :

x + 3
x

= 0 ∧
3 − x

x
5 0
}
.

Vyřešme prvnı́ nerovnici:

x + 3
x

= 0 ⇔ (x + 3 = 0 ∧ x > 0) ∨ (x + 3 5 0 ∧ x < 0)

⇔ (x = −3 ∧ x > 0) ∨ (x 5 −3 ∧ x < 0).

Řešenı́m je tedy množina M1 = (−∞,−3〉 ∪ (0,+∞).

Vyřešme druhou nerovnici:

3 − x

x
5 0 ⇔ (3 − x = 0 ∧ x < 0) ∨ (3 − x 5 0 ∧ x > 0)

⇔ (x 5 3 ∧ x < 0) ∨ (x = 3 ∧ x > 0).

Řešenı́m je M2 = (−∞, 0) ∪ 〈3,+∞).

Definičnı́ obor D(f2) = M1 ∩M2 = (−∞,−3〉 ∪ 〈3,+∞).
Konečně

D(f ) = D(f1) ∩D(f2) = 〈3, 4〉. N
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Přı́klad 4.19. Je dána funkce f : y = sin
2x − 1

3
, x ∈

〈
−

3π

4
+

1
2
,

3π

4
+

1
2

〉
. Určete +

funkci f −1 inverznı́ k funkci f .

Řešenı́.

1. Definičnı́ obor je zadán: D(f ) =
〈
−

3π
4 +

1
2 ,

3π
4 +

1
2

〉
.

2. Ověřı́me, zda je funkce f prostá. Nejdřı́ve se podı́váme, v jakém intervalu ležı́ hodnoty argumentu
funkce sinus. Postupnými úpravami dostáváme:

−
3π

4
+

1
2

5 x 5
3π

4
+

1
2
,

−
3π

2
+ 1 5 2x 5

3π

2
+ 1 ,

−
3π

2
5 2x − 1 5

3π

2
,

−
π

2
5

2x − 1
3

5
π

2
.

Vidı́me, že 2x−1
3 ∈

〈
−

π
2 ,

π
2

〉
. Funkce f je tedy prostá (vznikla složenı́m dvou prostých funkcı́),

a tudı́ž existuje funkce f −1 inverznı́ k funkci f .

3. K nalezenı́ funkce f −1 využijeme definici 3.24.

i) Nejprve určı́me definičnı́ obor funkce inverznı́, který je roven oboru hodnot H(f ) funkce f .
Vı́me, že x ∈

〈
−

3π
4 +

1
2 ,

3π
4 +

1
2

〉
právě tehdy, když 2x−1

3 ∈
〈
−

π
2 ,

π
2

〉
. Dále vı́me, že funkce

sinus zobrazı́ interval
〈
−

π
2 ,

π
2

〉
na interval 〈−1, 1〉. Celkem tedy

D(f −1) = H(f ) = 〈−1, 1〉.
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Zavřı́t dokument

Konec
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ii) K určenı́ předpisu funkce f −1 využijeme vztah f −1(y) = x ⇔ f (x) = y, který platı́ pro
každé y ∈ D(f −1). Vyjděme tedy z rovnice y = f (x), tj. y = sin 2x−1

3 , a vyjádřeme x
v závislosti na y.
Pro každé y ∈ 〈−1, 1〉 platı́

y = sin
2x − 1

3
(?)
⇔ arcsin y =

2x − 1
3

⇔

⇔ 2x = 3 arcsin y + 1 ⇔

⇔ x =
3
2

arcsin y +
1
2
.

(?): využili jsme definice funkce arkussinus (arcsin z = u ⇔ z = sin u, pokud u ∈
〈
−

π
2 ,

π
2

〉
).

To, že argument funkce sinus ležı́ v intervalu
〈
−

π
2 ,

π
2

〉
jsme ověřili na začátku přı́kladu.

Funkce f −1 inverznı́ k funkci f je tedy

f −1
: x =

3
2

arcsin y +
1
2
, y ∈ 〈−1, 1〉.

Po přeznačenı́ proměnných:

f −1
: y =

3
2

arcsin x +
1
2
, x ∈ 〈−1, 1〉.

N
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Přı́klad 4.20. Je dána funkce g : y = 3 − 2 arccos (2x − 3), x ∈ 〈1, 2〉. Určete funkci g−1 +

inverznı́ k funkci g.

Řešenı́.

1. Definičnı́ obor je zadán: D(f ) = 〈1, 2〉.

2. Ověřı́me, zda je funkce g prostá. Funkce g vznikla složenı́m funkcı́ g1 : u = 2x − 3, g2 : y =

= 3 − 2 arccos u. Obě tyto funkce jsou prosté, proto dle poznámky 3.23 je funkce g prostá, a
tudı́ž existuje funkce g−1 inverznı́ k funkci g.

3. Při hledánı́ funkce g−1 budeme postupovat podle definice 3.24.

i) Určı́me definičnı́ obor funkce inverznı́, který je roven oboru hodnot H(g) funkce g. Nejprve
se podı́vejme jakých hodnot nabývá argument funkce arkuskosinus. Platı́

1 5 x 5 2,

2 5 2x 5 4,

−1 5 2x − 3 5 1.

Tedy 2x − 3 ∈ 〈−1, 1〉. Funkce arkuskosinus zobrazı́ interval 〈−1, 1〉 na interval 〈0,π〉. Při
použitı́ zápisu pomocı́ nerovnostı́ dostáváme:

−1 5 2x − 3 5 1,

0 5 arccos (2x − 3) 5 π,

0 5 2 arccos (2x − 3) 5 2π,

−2π 5 −2 arccos (2x − 3) 5 0,

3 − 2π 5 3 − 2 arccos (2x − 3) 5 3.
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Celkem jsme tedy dostali, že pro x ∈ 〈1, 2〉 je 3 − 2 arccos (2x − 3) ∈ 〈3 − 2π, 3〉. Tedy

D(g−1) = H(g) = 〈3 − 2π, 3〉.

ii) K určenı́ předpisu funkce g−1 využijeme vztah g−1(y) = x ⇔ g(x) = y, který platı́ pro
každé y ∈ D(g−1). Vyjděme tedy z rovnice y = g(x) a vyjádřeme x v závislosti na y.
Pro každé y ∈ 〈3 − 2π, 3〉 platı́

y = 3−2 arccos (2x − 3) ⇔ y − 3 = −2 arccos (2x − 3) ⇔

⇔ arccos (2x − 3) =
3 − y

2
(?)
⇔

(?)
⇔ 2x − 3 = cos

3 − y

2
⇔ x =

3
2

+
1
2

cos
3 − y

2
.

(?) Protože y ∈ 〈3 − 2π, 3〉, je 3−y

2 ∈ 〈0,π〉, a je tedy možno využı́t definice funkce
arkuskosinus (arccos z = u ⇔ z = cos u, u ∈ 〈0,π〉).

Inverznı́ funkce g−1 k funkci g je tedy

g−1
: x =

3
2

+
1
2

cos
3 − y

2
, y ∈ 〈3 − 2π, 3〉.

Po přeznačenı́ proměnných:

g−1
: y =

3
2

+
1
2

cos
3 − x

2
, x ∈ 〈3 − 2π, 3〉.

N
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Přı́klad 4.21. Je dána funkce h : y = 3 − 2 cotg (x + 2), x ∈ (−2,π − 2). Určete +

funkci h−1 inverznı́ k funkci h.

Řešenı́.

1. Definičnı́ obor je zadán: D(f ) = (−2,π − 2).
2. Ověřme, zda je funkce h prostá. Podı́vejme se nejdřı́ve, v jakém intervalu ležı́ hodnoty argumentu

funkce kotangens. Platı́

−2 < x < π − 2 ⇒ 0 < x + 2 < π,

tedy x + 2 ∈ (0,π). Z toho plyne, že funkce h je prostá, a tudı́ž existuje funkce h−1 inverznı́
k funkci h.

3. Při hledánı́ funkce h−1 budeme opět postupovat podle definice 3.24.

i) Nejprve určı́me definičnı́ obor funkce inverznı́, který je roven oboru hodnot H(h) funkce h.
Vı́me, že x ∈ (−2,π − 2) právě tehdy, když x + 2 ∈ (0,π). Dále vı́me, že funkce ko-
tangens zobrazı́ interval (0,π) na interval (−∞,∞). Z toho plyne, že rovněž platı́ vztah
3 − 2 cotg (x + 2) ∈ (−∞,∞). Celkem tedy

D(h−1) = H(h) = R.

ii) K určenı́ předpisu funkce h−1 využijeme vztah h−1(y) = x ⇔ h(x) = y, který platı́ pro
každé y ∈ D(h−1). Vyjděme tedy z rovnice y = h(x), tj. y = 3 − 2 cotg (x + 2), a vyjádřeme
x v závislosti na y.
Pro každé y ∈ R tedy platı́

y = 3 − 2 cotg (x + 2) ⇔ y − 3 = −2 cotg (x + 2) ⇔



Obsah

177. strana ze 616

J J I I

J I
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⇔ cotg (x + 2) =
3 − y

2
(?)
⇔

(?)
⇔ x + 2 = arccotg

3 − y

2
⇔

⇔ x = arccotg
3 − y

2
− 2.

(?): využili jsme definice funkce arkuskotangens (arccotg z = u ⇔ z = cotg u, pokud
u ∈ (0,π)). To, že je argument funkce kotangens, tj. x + 2, z intervalu (0,π), jsme ověřili na
začátku přı́kladu.

Inverznı́ funkce h−1 je tedy

h−1
: y = arccotg

3 − x

2
− 2, y ∈ R.

N

Přı́klad 4.22. Dokažte, že pro každé x ∈ 〈−1, 1〉 platı́ arcsin x + arccos x =
π

2
. +

Řešenı́. Necht’x ∈ 〈−1, 1〉. Označme y = arcsin x. Pak dostáváme

y = arcsin x (?)
⇔

(
x = sin y ∧ y ∈

〈
−

π

2
,
π

2

〉)
⇔

⇔
(
x = cos

(π

2
− y
)

∧
π

2
− y ∈

〈
0,π

〉) (??)
⇔

(??)
⇔ arccos x =

π

2
− y.

(?): využili jsme definice funkce arkussinus (arcsin z = u ⇔ z = sin u, u ∈
〈
−

π
2 ,

π
2

〉
).
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(??): využili jsme definice funkce arkuskosinus (arccos z = u ⇔ z = cos u, u ∈ 〈0,π〉).
Na začátku jsme předpokládali, že y = arcsin x, nynı́ nám vyšlo arccos x =

π
2 −y. Celkem tedy

arcsin x + arccos x = y +
π

2
− y =

π

2
.

N

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— funkce sinus a arkussinus,

— funkce kosinus a arkuskosinus,

— funkce tangens a arkustangens,

— funkce kotangens a arkuskotangens.

Kontrolnı́ otázky ?
1. Jaké jsou definičnı́ obory a obory hodnot funkcı́ sinus, kosinus, tangens a kotangens?
2. Vyjmenujte základnı́ vlastnosti těchto funkcı́ (monotónnost, ohraničenost, sudost, lichost,

periodičnost).
3. Nakreslete grafy těchto funkcı́.
4. Určete definičnı́ obory a obory hodnot funkcı́ arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a ar-

kuskotangens.
5. Jaké jsou jejich základnı́ vlastnosti?
6. Nakreslete grafy těchto funkcı́.
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Přı́klady k procvičenı́ !
1. Určete definičnı́ obory funkcı́.

a) f : y =
1

sin x
, b) f : y =

1
1 − cos x

, c) f : y = tg 2x,

d) f : y = 1 − cotg
x

2
, e) f : y = 1 +

1
cos x

, f) f : y =
1

sin x − 1
,

g) f : y = cotg 2x, h) f : y =
√

cos x, i) f : y = log (cos x),

j) f : y = e
q

1
2 −sin x

, k) f : y =

√
cotg

(
x −

π

4

)
, l) f : y =

√
1 − cotg2 x.

2. Určete definičnı́ obory funkcı́.

a) f : y = arcsin(2 − 3x), b) f : y = arccos
1 − 2x

4
,

c) f : y = arcsin
1

2x − 1
, d) f : y =

√
3 − x + arcsin

3 − 2x
5

,

e) f : y = arcsin(1 − x)+ ln ln x, f) f : y =

√
arctg

x + 3
2

−
π

4
,

g) f : y =
ln(2x − 3)
√
x2 − 1

+ arcsin
x − 4

7
, h) f : y = arcsin

2x
1 + x

,

i) f : y = arcsin x + x
√

1 − x2, j) f : y = arccos(ln x3) .

3. Nakreslete grafy funkcı́ a určete jejich nejmenšı́ periodu.

a) f : y = sin 2x, b) f : y = cos
(x

2
+ π

)
,

c) f : y = 2 sin(2x − π), d) f : y = 1 + cos(2x + π),
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e) f : y = cos
x

2
, f) f : y = sin(2x − π),

g) f : y = −3 sin 3x, h) f : y = −3 + 2 cos
(x

2
+

π

2

)
.

4. Vypočtěte uvedené hodnoty.

a) arcsin
1
2
, b) arcsin(−1), c) arcsin

√
3

2
, d) arcsin

(
−

√
2

2

)
,

e) arccos 0, f) arccos(−1), g) arccos

√
2

2
, h) arccos

(
−

1
2

)
,

i) arctg
√

3, j) arctg(−1), k) arctg 0, l) arccotg
(
−

1
√

3

)
.

5. Určete, pro která x platı́ následujı́cı́ rovnosti.

a) arccos (cos x) = x, b) cos (arccos x) = x,

c) arccotg (cotg x) = x, d) cotg (arccotg x) = x.

6. Určete funkci f−1 inverznı́ k zadané funkci f a stanovte D(f−1).

a) f : y = 2 cos(1 − 3x), x ∈
〈 1−π

3 , 1
3

〉
,

b) f : y = 2 + tg (5x − 2), x ∈
( 4−π

10 ,
4+π
10

)
,

c) f : y = 3 + 4 arccos (2x − 1), x ∈ 〈0, 1〉,

d) f : y = 2 − arccotg(x − 2), x ∈ R,

e) f : y = sin(3x − 1), x ∈
〈 1

3 −
π
6 ,

1
3 +

π
6

〉
,
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f) f : y = 1 + arctg(3x − 4), x ∈ R,

g) f : y = 2 − cos(2x + 1), x ∈
〈
−

1
2 ,π −

1
2

〉
.

7. Upravte.

a) f : y = sin(arccos x), x ∈ 〈−1, 1〉, b) f : y = sin(arctg x), x ∈ R.

8. Dokažte, že pro každé reálné čı́slo platı́ arctg x + arccotg x =
π
2 .
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4.4. Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Hyperbolickými funkcemi nazýváme funkce: hyperbolický sinus, hyperbolický kosinus, hyperbo-
lický tangens a hyperbolický kotangens. Tyto funkce se velmi často vyskytujı́ v technické praxi.
Jejich hodnoty bez problémů nalezneme skoro na každé kalkulačce, často však ani nevı́me, jak jsou
tyto funkce definovány. Uved’me si proto alespoň základnı́ vlastnosti a grafy těchto funkcı́.

Hyperbolický sinus

Funkci f : y =
ex − e−x

2
nazýváme hyperbolický sinus a značı́me f : y = sinh x.

Tedy

sinh x =
ex − e−x

2
.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,+∞).

• Obor hodnot: (−∞,+∞).

• Funkce je lichá, tj. sinh (−x) = − sinh x.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je rostoucı́.

• Graf viz obr. 4.8 a).
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x

y

1O

1 y = sinh x

a)

x

y

1O

1

y = cosh x

b)

Obr. 4.8
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Hyperbolický kosinus

Funkci f : y =
ex + e−x

2
nazýváme hyperbolický kosinus a značı́me f : y = cosh x.

Tedy

cosh x =
ex + e−x

2
.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,+∞).

• Obor hodnot: 〈1,+∞).

• Funkce je sudá, tj. cosh (−x) = cosh x.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je rostoucı́ v intervalu 〈0,+∞) a klesajı́cı́ v intervalu (−∞, 0〉.

• Graf viz obr. 4.8 b).
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Hyperbolický tangens

Funkci f : y =
sinh x
cosh x

nazýváme hyperbolický tangens a značı́me f : y = tgh x.
Tedy

tgh x =
sinh x
cosh x

=
ex − e−x

ex + e−x
.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,+∞).

• Obor hodnot: (−1, 1).

• Funkce je lichá, tj. tgh (−x) = − tgh x.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je rostoucı́.

• Graf viz obr. 4.9 a).
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x

y

1O

1

−1

y = tgh x

a)

x

y

1O

1

−1

y = cotgh x

b)

Obr. 4.9
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Hyperbolický kotangens

Funkci f : y =
cosh x
sinh x

nazýváme hyperbolický kotangens a značı́me f : y = cotgh x.
Tedy

cotgh x =
cosh x
sinh x

=
ex + e−x

ex − e−x
.

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: R r {0}.

• Obor hodnot: (−∞,−1) ∪ (1,∞).

• Funkce je lichá, tj. cotgh (−x) = − cotgh x.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je klesajı́cı́ na intervalu (−∞, 0) a na intervalu (0,+∞).

• Graf viz obr. 4.9 b).

Hyperbolické funkce majı́ řadu zajı́mavých vlastnostı́ a aplikacı́. Např. dokonale ohebné vlákno
zanedbatelné tloušt’ky upevněné svými konci ve dvou bodech se prověsı́ do křivky (řı́ká se jı́
řetězovka), která je v podstatě grafem hyperbolického kosinu.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Funkce hyperbolometrické

Hyperbolometrickými funkcemi nazýváme funkce: argument hyperbolického sinu, argument hyper-
bolického kosinu, argument hyperbolického tangens a argument hyperbolického kotangens. Tyto
funkce budeme definovat jako inverznı́ funkce k funkcı́m hyperbolickým. To je však opět (stejně
jako u cyklometrických funkcı́) nepřesně řečeno, nebot’ne všechny hyperbolické funkce jsou prosté.
Konkrétně, prostá nenı́ funkce hyperbolický kosinus. Zbývajı́cı́ tři hyperbolické funkce prosté jsou.

Argument hyperbolického sinu

Uvažujme funkci f : y = sinh x, x ∈ R. Tato funkce je rostoucı́, a tedy prostá. Inverznı́ funkce f −1

k funkci f se nazývá argument hyperbolického sinu. Přitom D(f −1) = H(f ) = (−∞,+∞).

Označenı́: f −1
: y = argsinh x, x ∈ (−∞,+∞).

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,+∞).

• Obor hodnot: (−∞,+∞).

• Funkce je lichá, tj. argsinh (−x) = − argsinh x.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je rostoucı́.

• Graf viz obr. 4.10 a).
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x

y

1O

1 y = argsinh x

a)

x

y

1O

1 y = argcosh x

b)

x

y

O

1−1

1 y = argtgh x

c)

Obr. 4.10
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Argument hyperbolického kosinu

Uvažujme funkci f : y = cosh x, x ∈ 〈0,∞). Tato funkce je rostoucı́, a tedy prostá. Inverznı́ funkce
f −1 k funkci f se nazývá argument hyperbolického kosinu. Přitom D(f −1) = H(f ) = 〈1,+∞).

Označenı́: f −1
: y = argcosh x, x ∈ 〈1,∞).

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: 〈1,+∞).

• Obor hodnot: 〈0,+∞).

• Funkce nenı́ ani lichá, ani sudá.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je rostoucı́.

• Graf viz obr. 4.10 b).
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Argument hyperbolického tangens

Uvažujme funkci f : y = tgh x, x ∈ R. Tato funkce je rostoucı́, a tedy prostá. Inverznı́ funkce f −1

k funkci f se nazývá argument hyperbolického tangens. Přitom D(f −1) = H(f ) = (−1, 1).

Označenı́: f −1
: y = argtgh x, x ∈ (−1, 1).

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−1, 1).

• Obor hodnot: (−∞,+∞).

• Funkce je lichá, tj. argtgh (−x) = − argtgh x.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je rostoucı́.

• Graf viz obr. 4.10 c).
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Skrýt menu

Elementárnı́ funkce 192

Argument hyperbolického kotangens

Uvažujme funkci f : y = cotgh x, x ∈ R r {0}. Tato funkce je prostá. Inverznı́ funkce f −1 k funkci
f se nazývá argument hyperbolického kotangens.
Přitom D(f −1) = H(f ) = (−∞,−1) ∪ (1,∞).

Označenı́: f −1
: y = argcotgh x, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞).

Vlastnosti:

• Definičnı́ obor: (−∞,−1) ∪ (1,∞).

• Obor hodnot: R r {0}.

• Funkce je lichá, tj. argcotgh (−x) = − argcotgh x.

• Funkce nenı́ periodická.

• Funkce je klesajı́cı́ na intervalu (−∞,−1) a na intervalu (1,∞).

• Graf viz obr. 4.11.



Obsah

193. strana ze 616

J J I I

J I
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x

y

1O−1

1
y = argcotgh x

Obr. 4.11

Poznámka 4.23. Jak již napovı́dajı́ názvy funkcı́, existuje analogie mezi goniometrickými a hyper-
bolickými funkcemi. Ve skutečnosti lze všechny tyto funkce vyjádřit pomocı́ exponenciály. Hyper-
bolické funkce jsou tak definované. Aby tak bylo možné vyjádřit i goniometrické funkce, je nutné
rozšı́řit exponenciálu do komplexnı́ho oboru. Základem je tzv. Eulerův vzorec eix

= cos x + i sin x,
x ∈ R.1

Podobně je tomu i s cyklometrickými a hyperbolometrickými funkcemi. Hyperbolometrické
funkce lze vyjádřit pomocı́ logaritmu (a zdánlivě by nebylo nutné pro ně zavádět nové symboly).

1Dosadı́me-li do Eulerova vzorce za proměnnou x hodnotu π, pak užitı́m vztahů cos π = −1 a sin π = 0 dostáváme
rovnost eiπ

= −1. Tu lze dále upravit na jednoduchou rovnici eiπ
+ 1 = 0 obsahujı́cı́ pět nejznámějšı́ch matematických

konstant: e, π, i, 0 a 1.
Také si všimněte zajı́mavého faktu, že výsledkem mocniny s iracionálnı́m základem a s iracionálnı́m imaginárnı́m

exponentem je celé čı́slo.
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S použitı́m logaritmu v komplexnı́m oboru je možné analogicky vyjádřit i cyklometrické funkce. To
vše je ale již mimo rámec tohoto kurzu.

Přı́klad 4.24. Dokažte platnost vztahu cosh2 x − sinh2 x = 1. +

Řešenı́. Při úpravě levé strany rovnice vyjděme z definice funkcı́ cosh x a sinh x.

cosh2 x − sinh2 x =

(
ex + e−x

2

)2

−

(
ex − e−x

2

)2

=

=
1
4

[
(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2

]
=

=
1
4

[
(ex)2 + 2exe−x

+ (e−x)2 − (ex)2 + 2exe−x
− (e−x)2

]
=

=
1
4

4exe−x
= e0

= 1,

což je pravá strana rovnosti. Tı́m je vztah dokázán. N

Poznámka 4.25. Vı́me, že bod M = (x, y), kde x = cosϕ, y = sinϕ ležı́ na jednotkové kružnici
x2

+ y2
= 1.

Zamysleme se nad tı́m, na jaké křivce ležı́ bod M = (x, y), když x = coshϕ, y = sinhϕ.
Využijeme vztah, který jsme dokázali v předchozı́m přı́kladě, tj.

cosh2 ϕ − sinh2 ϕ = 1 a odtud x2
− y2

= 1.

Tedy bod M = (x, y) ležı́ na rovnoosé hyperbole o rovnici x2
− y2

= 1.
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Přı́klad 4.26. Dokažte, že pro x ∈ R platı́: argsinh x = ln
(
x +

√
x2 + 1

)
. +

Řešenı́. Necht’x ∈ R. Vyjděme z levé strany rovnosti a označme argsinh x = y. Protože funkce
hyperbolický sinus a argument hyperbolického sinu jsou navzájem inverznı́, platı́ x = sinh y, kde
x ∈ R a y ∈ R. Odtud

x =
ey − e−y

2
.

Tuto rovnost chápejme jako rovnici pro neznámou y a řešme substitucı́ ey = z (ey 6= 0). Postupně
dostáváme:

2x = z−
1
z

=⇒ 2xz = z2
− 1 =⇒ z2

− 2xz− 1 = 0.

Vypočteme kořeny této kvadratické rovnice a dostaneme

z1,2 =
2x ±

√
4x2 + 4
2

= x ±

√
x2 + 1.

Vrátı́me se k původnı́ proměnné, tj. ey = z. Funkce ey je vždy kladná, proto výraz x −
√
x2 + 1,

který nabývá vždy záporných hodnot, dále neuvažujeme. Tedy

ey = x +

√
x2 + 1.

S využitı́m inverznosti exponenciálnı́ a logaritmické funkce pak dostáváme

y = ln
(
x +

√
x2 + 1

)
.

Celkem argsinh x = y a zároveň y = ln
(
x +

√
x2 + 1

)
. Tı́m je vztah dokázán. N
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Zavřı́t dokument

Konec
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Pojmy k zapamatovánı́
∑

— hyperbolický sinus a argument hyperbolického sinu,

— hyperbolický kosinus a argument hyperbolického kosinu,

— hyperbolický tangens a argument hyperbolického tangens,

— hyperbolický kotangens a argument hyperbolického kotangens.

Kontrolnı́ otázky ?
1. Nakreslete grafy hyperbolických funkcı́.

2. Vyjmenujte základnı́ vlastnosti těchto funkcı́ (definičnı́ obory, obory hodnot, monotónnost,
ohraničenost, sudost, lichost, periodičnost).

3. Nakreslete grafy hyperbolometrických funkcı́.

4. Jaké jsou základnı́ vlastnosti hyperbolometrických funkcı́?
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Přı́klady k procvičenı́ !
1. Dokažte, že pro x ∈ 〈1,+∞) platı́:

argcosh x = ln
(
x +

√
x2 − 1

)
.

2. Dokažte, že pro x ∈ (−1, 1) platı́:

argtgh x =
1
2

ln
1 + x

1 − x
.

3. Dokažte, že pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) platı́:

argcotgh x =
1
2

ln
x + 1
x − 1

.
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4.5. Polynomy a racionálnı́ lomené funkce

V této kapitole se seznámı́me s polynomy a racionálnı́mi lomenými funkcemi, které jsou jedny
z nejjednoduššı́ch a nejčastěji se vyskytujı́cı́ch elementárnı́ch funkcı́.

Necht’n ∈ N0, a0, a1, . . . , an−1, an ∈ R, an 6= 0. Funkci

P : y = anx
n
+ an−1x

n−1
+ · · · + a1x + a0, x ∈ R, (4.1)

nazýváme reálný polynom (mnohočlen), čı́sla a0, a1, . . . , an−1, an nazýváme koeficienty polynomu,
a čı́slo n stupeň polynomu (pı́šeme stP = n).

Poznámka 4.27.
1. Stupeň polynomu je tedy nejvyššı́ mocnina neznámé s nenulovým koeficientem.

2. Mezi polynomy počı́táme i tzv. nulový polynom P : y = 0 nemajı́cı́ žádné nenulové koeficienty.
Nulový polynom nemá přiřazen žádný stupeň nebo se mu jako stupeň přiřadı́ symbol −∞.
Je nutné důsledně rozlišovat mezi polynomem stupně nula, což je vlastně nenulová konstantnı́
funkce, jejı́mž grafem je rovnoběžka s osou x různá od této osy, a nulovým polynomem, což je
nulová konstantnı́ funkce, jejı́mž grafem je právě osa x.

3. Pro řadu úvah je výhodné uvažovat obecněji i polynomy s komplexnı́mi koeficienty.

Uvedeme několik přı́kladů polynomů.

1. Polynom R : y = x3 má stupeň 3. Přitom a3 = 1, a2 = a1 = a0 = 0.

2. Polynom P : y = 3x2
− 4x + 2 má stupeň 2. Přitom a2 = 3, a1 = −4, a0 = 2.

3. Polynom S : y = 2x − 3 má stupeň 1. Přitom a1 = 2, a0 = −3.

4. Polynom T : y = 3 má stupeň 0. Přitom a0 = 3.
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Polynomy jsou funkce, lze je tedy sčı́tat (sečteme koeficienty u stejných mocnin), odčı́tat (ode-
čteme koeficienty u stejných mocnin) a násobit (násobı́me každý člen jednoho polynomu s každým
členem druhého polynomu a sloučı́me členy se stejnými mocninami) a výsledkem je opět polynom.
Dělenı́m dvou polynomů nemusı́me dostat polynom, ale obecnějšı́ funkci, kterou nynı́ zavedeme.

Funkce R daná předpisem

R(x) =
P(x)

Q(x)
,

kde P , Q jsou polynomy a Q je nenulový polynom, se nazývá racionálnı́ lomená funkce. Řı́káme,
že funkce R je ryze lomená jestliže stP < stQ, a neryze lomená, jestliže stP = stQ.

Napřı́klad

1. R1 : y =
3x2

+ 2
x − 2

je neryze lomená racionálnı́ funkce,

2. R2 : y =
2x

5x3 + 7x2 + x − 2
je ryze lomená racionálnı́ funkce.

Je-li R neryze lomená racionálnı́ funkce, pak lze provést dělenı́ (přı́slušný algoritmus je znám
ze střednı́ školy). Při dělenı́ P(x) : Q(x) dostaneme podı́l S(x) a zbytek T (x). Přitom platı́, že
st T < stQ (dělı́me tak dlouho, dokud to jde), tj.

R(x) =
P(x)

Q(x)
= S(x)+

T (x)

Q(x)
. (4.2)

Přı́klad 4.28. Vyjádřete racionálnı́ neryze lomenou funkci f jako součet polynomu +

a racionálnı́ ryze lomené funkce:

f : y =
2x6

− 9x4
+ 4x3

+ 8x2
− 7x + 4

x4 − 3x2 + 2x − 1
.
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Řešenı́. Pomocı́ známého algoritmu na dělenı́ dostáváme:

(2x6
− 9x4

+ 4x3
+ 8x2

− 7x + 4) : (x4
− 3x2

+ 2x − 1) = 2x2
− 3,

−2x6
+ 6x4

− 4x3
+ 2x2

−3x4
+ 10x2

− 7x + 4
+3x4

− 9x2
+ 6x − 3

+x2
− x + 1

Tedy
T (x)

Q(x)
=

x2
− x + 1

x4 − 3x2 + 2x − 1
a

2x6
− 9x4

+ 4x3
+ 8x2

− 7x + 4
x4 − 3x2 + 2x − 1

= 2x2
− 3 +

x2
− x + 1

x4 − 3x2 + 2x − 1
.

N

4.5.1. Rozklad polynomu na součin

Uvažujme libovolný reálný polynomP . Věnujme se otázce nalezenı́ řešenı́ rovniceP(x) = 0. Přitom
mı́sto „najı́t řešenı́ rovnice“ budeme často řı́kat „najı́t kořeny rovnice“. Problém nalezenı́ kořenů
rovnice P(x) = 0 je obecně velmi složitý. Napřı́klad již kvadratická rovnice ax2

+ bx + c = 0,
a 6= 0, nemusı́ mı́t mezi reálnými čı́sly žádný kořen (když diskriminantD = b2

− 4ac < 0). Avšak
v oboru komplexnı́ch čı́sel má právě dva kořeny. To je jeden z důvodů, proč budeme hledat nejen
reálné, ale obecně komplexnı́ kořeny dané rovnice. (I když komplexnı́ kořen na grafu v reálné rovině
R2 nijak nevidı́me.)

Kořenem polynomu rozumı́me libovolné komplexnı́ čı́slo α takové, že P(α) = 0.
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Uvědomte si, že za kořen polynomu považujeme obecně komplexnı́ čı́slo, i když jde o polynom
s reálnými koeficienty. Napřı́klad polynom P(x) = x2

+ 1 má právě dva kořeny ±i.
Zajı́má nás, zda každý polynom stupně alespoň jedna (tj. takový, který vůbec obsahuje neznámou)

má nějaký kořen. Na počátku 19. stoletı́ Gauss1 poprvé přesně dokázal větu, která byla vzhledem
k velkému významu pro tehdejšı́ matematiku nazývána základnı́ větou algebry. Tato věta řı́ká, že
libovolný polynom (s reálnými nebo komplexnı́mi koeficienty) stupně alespoň jedna má v množině
komplexnı́ch čı́sel alespoň jeden kořen.

Vezmeme nynı́ nějaký polynom Pn(x) tvaru (4.1) stupně n = 1. Podle základnı́ věty algebry
existuje kořen tohoto polynomu. Označme jej α1. Vypočteme (dělenı́ bude beze zbytku)

Pn(x)

x − α1
= Qn−1(x) , tj. Pn(x) = (x − α1)Qn−1(x),

kde Qn−1(x) je polynom stupně n− 1. Pokud n− 1 = 1, má Qn−1(x) opět kořen x = α2 a

Qn−1(x)

x − α2
= Sn−2(x) , tj. Qn−1(x) = (x − α2)Sn−2(x).

Po dosazenı́ dostáváme
Pn(x) = (x − α1)(x − α2)Sn−2(x).

Takto můžeme pokračovat, až dostaneme při dělenı́ konstantu a 6= 0. Postupně tedy najdeme n ko-
řenů α1, . . . , αn (obecně komplexnı́ch) a polynom Pn(x) rozložı́me na součin lineárnı́ch polynomů
tvaru x − αi , i = 1, . . . , n, které nazýváme kořenové činitele (kořenový činitel x − αi přı́slušı́
kořenu αi). Vyjde

Pn(x) = a(x − α1)(x − α2) · · · (x − αn).

1Carl Friedrich Gauss (1777–1855) — německý matematik, astronom a kartograf. Je považován za jednoho z nej-
většı́ch matematiků všech dob. Svými pracemi významně ovlivnil mnoho matematických disciplı́n.



Obsah

202. strana ze 616

J J I I

J I
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V tomto rozkladu pěkně vidı́me všechny kořeny polynomu Pn(x). Konstanta a je právě koeficient an
u nejvyššı́ mocniny xn polynomu Pn(x).

Některé kořenové činitele v rozkladu mohou být totožné. Sloučı́me-li stejné kořenové činitele,
pak dostáváme:

Pn(x) = an(x − β1)
k1(x − β2)

k2 · · · (x − βs)
ks , (4.3)

kde β1, β2, . . . , βs jsou navzájem různé kořeny polynomu Pn. Čı́slům k1, k2, . . . , ks se pak řı́ká
násobnosti kořenů β1, β2, . . . , βs . Přitom s 5 n a k1 +k2 +· · ·+ks = n. Tvaru (4.3) řı́káme rozklad
polynomu na součin kořenových činitelů v komplexnı́m oboru.

Z předchozı́ho výkladu vyplývá následujı́cı́ důležité tvrzenı́.

Věta 4.29. Každý polynom stupně n má v komplexnı́m oboru právě n kořenů, počı́táme-li každý
kořen tolikrát, kolik činı́ jeho násobnost.

Dle předchozı́ věty polynom stupně nula nemá kořen, lineárnı́ polynom má právě jeden kořen atd.
Dále platı́, že má-li polynom s reálnými koeficienty imaginárnı́ kořen x = α+ βi, α, β ∈ R, β 6= 0,
potom má i komplexně sdružený kořen x = α − βi, přičemž jejich násobnosti jsou stejné. Pokud
roznásobı́me kořenové činitele odpovı́dajı́cı́ komplexně sdruženým kořenům α ± βi, dostáváme

(x − α − βi)(x − α + βi) = x2
− 2αx + α2

+ β2.

To je kvadratický trojčlen, který si označme x2
+ px + q.

Tento obrat v rozkladu polynomu můžeme udělat se všemi kořenovými činiteli odpovı́dajı́cı́mi
komplexně sdruženým dvojicı́m kořenů. Ztratı́me tı́m sice jednoduchost činitelů v rozkladu (nebudou
již lineárnı́ ale kvadratické), ale jejich koeficienty budou vždy reálná čı́sla.
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Je-li tedy Pn(x) polynom stupně n, n = 1, tvaru (4.1), označme β1, . . . , βs všechny jeho
různé reálné kořeny s násobnostmi k1, . . . , ks a dále označme x2

+ p1x + q1, . . . , x
2
+ prx + qr

všechny kvadratické trojčleny odpovı́dajı́cı́ všem různým dvojicı́m komplexně sdružených kořenů
s násobnostmi l1, . . . , lr . Pak dostaneme

Pn(x) = an(x − β1)
k1 · · · (x − βs)

ks (x2
+ p1x + q1)

l1 · · · (x2
+ prx + qr)

lr . (4.4)

Zřejmě je k1 + · · · + ks + 2l1 + · · · + 2lr = n. Tento tvar nazýváme rozklad polynomu na součin
ireducibilnı́ch1 činitelů v reálném oboru.

Přı́klad 4.30. Rozložte polynom P5(x) = 2x5
+ x4

+ 4x3
+ 2x2

+ 2x + 1 na součin +

ireducibilnı́ch činitelů v reálném oboru, vı́te-li, že jeden kořen je x = −1/2.

Řešenı́. Známe jeden kořen β1 = −
1
2 . Vydělme P5(x) kořenovým činitelem x − β1 = x −

(
−

1
2

)
=

= x +
1
2 . Vydělenı́m dostaneme polynom 2x4

+ 4x2
+ 2. Tedy

P5(x) =
(
x +

1
2

)
(2x4

+ 4x2
+ 2) = 2

(
x +

1
2

)
(x4

+ 2x2
+ 1) = 2

(
x +

1
2

)
(x2

+ 1)2.

Polynom x2
+ 1 již nemá reálné kořeny (má komplexnı́ kořeny ±i). Tedy rozklad polynomu P5(x)

na součin ireducibilnı́ch činitelů má tvar

P5(x) = 2
(
x −

(
−

1
2

))
(x2

+ 1)2. N

Poznámka 4.31.
1. Lze ukázat, že jak rozklad (4.3) na součin kořenových činitelů v komplexnı́m oboru tak rozklad

(4.4) na součin ireducibilnı́ch činitelů v reálném oboru je jednoznačný až na pořadı́ činitelů.
Jestliže má polynom pouze reálné kořeny, pak pochopitelně rozklad v komplexnı́m oboru bude
stejný jako rozklad v reálném oboru (kvadratické trojčleny zde nebudou).
1nerozložitelných
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2. Protože u polynomů s reálnými koeficienty se imaginárnı́ kořeny vyskytujı́ vždy po dvojicı́ch
(komplexně sdružené kořeny) se stejnými násobnostmi, musı́ mı́t polynomy lichého stupně lichý
počet reálných kořenů, tedy aspoň jeden. Např. každý polynom ax3

+ bx2
+ cx + d , a 6= 0, má

bud’jeden nebo tři reálné kořeny.
Naproti tomu polynomy sudého stupně nemusı́ mı́t žádný reálný kořen. Např. polynom x2

+

+ px + q, kde p2
− 4q < 0, má pouze dva komplexnı́ kořeny. Podobně jsme viděli v přı́kladu

4.30, že polynom čtvrtého stupně x4
+ 2x2

+ 1 má jen dvojnásobné komplexnı́ kořeny ±i.

3. Smyslem rozkladů je napsat daný polynom jako součin co nejjednoduššı́ch polynomů. Ještě
jednou připomeňme, že v reálném oboru jsou činitele v rozkladu polynomu bud’ lineárnı́ tvaru
x−α nebo kvadratické tvaru x2

+px+q (kde p2
− 4q < 0). V komplexnı́m oboru jsou činitele

jen lineárnı́ tvaru x − α, kde α je reálné nebo komplexnı́ čı́slo.

Zopakujte si následujı́cı́ vzorce (známé ze střednı́ školy), které využı́váme při rozkladu polynomu
na součin.

(a + b)2 = a2
+ 2ab + b2, (a − b)2 = a2

− 2ab + b2,

(a + b)3 = a3
+ 3a2b + 3ab2

+ b3, (a − b)3 = a3
− 3a2b + 3ab2

− b3,

a2
− b2

= (a − b)(a + b),

a3
+ b3

= (a + b)(a2
− ab + b2), a3

− b3
= (a − b)(a2

+ ab + b2).
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4.5.2. Nalezenı́ kořenů polynomu

Úloha najı́t rozklad polynomu na součin kořenových činitelů (at’v reálném nebo komplexnı́m oboru)
je rovnocenná úloze najı́t všechny kořeny polynomu. Známe-li totiž všechny kořeny, obdržı́me
postupným dělenı́m přı́slušnými kořenovými činiteli hledaný rozklad. Naopak máme-li rozklad
typu (4.3), jsou v něm přı́mo vidět kořeny. V přı́padě rozkladu typu (4.4) stačı́ vyřešit přı́slušné
kvadratické rovnice.

Nalézt kořeny polynomu P ve tvaru (4.1), kde n = 1, znamená vyřešit algebraickou rovnici
P(x) = 0, tj.

anx
n
+ an−1x

n−1
+ · · · + a1x + a0 = 0. (4.5)

Hledánı́ kořenů polynomu převádı́me na hledánı́ kořenů rovnice (řešenı́ rovnice) (4.5). Všimněme
si, jak lze pro malá n algebraické rovnice řešit.

Lineárnı́ rovnice

Pro n = 1 jde o lineárnı́ rovnici ax + b = 0, a 6= 0, jejı́ž jediný kořen je

x1 = −
b

a
.

Kvadratické rovnice

Pro n = 2 jde o kvadratickou rovnici ax2
+ bx + c = 0, a 6= 0, pro jejı́ž kořeny se na střednı́ škole

odvozuje (doplněnı́m na čtverec) vzorec

x1,2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
.
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O povaze kořenů rozhoduje diskriminant kvadratické rovnice D = b2
− 4ac. Je-li D > 0, má

rovnice dva různé reálné kořeny, je-li D = 0, má jeden dvojnásobný reálný kořen, a je-li D < 0,
má dvojici komplexně sdružených kořenů.

Rovnice třetı́ho a čtvrtého stupně

Pro n = 3 je nalezenı́ kořenů podstatně obtı́žnějšı́. Na výpočet kořenů existujı́ tzv. Cardanovy
vzorce,1 které však vyjadřujı́ reálné kořeny přes třetı́ odmocniny z komplexnı́ch čı́sel. Bohužel ani
v přı́padě, že kubická rovnice má tři reálné kořeny, nenı́ možné najı́t vzorec, který by obsahoval jen
koeficienty dané rovnice, konečný počet aritmetických operacı́ (sčı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́ a dělenı́)
a odmocniny pouze z reálných čı́sel.

Pro rovnice čtvrtého stupně existujı́ také obecné vztahy k výpočtu kořenů. Jejich řešenı́ je však
ještě obtı́žnějšı́ než řešenı́ rovnic třetı́ho stupně.

Rovnice pátého stupně a vyššı́ch stupňů

Vzorce pro kořeny rovnice třetı́ho a čtvrtého stupně byly nalezeny v prvnı́ polovině 16. stoletı́. Pokusy
najı́t obdobné vzorce pro kořeny rovnice pátého stupně však byly po vı́ce než 200 následujı́cı́ch
let neúspěšné. Nakonec norský matematik Abel2 dokázal, že pro kořeny rovnic pátého stupně
(a tudı́ž ani vyššı́ch stupňů) neexistuje univerzálnı́ vzorec, který by obsahoval jen koeficienty dané
rovnice, konečný počet aritmetických operacı́ a konečný počet odmocnin. To však v žádném přı́padě
neznamená, že rovnice vyššı́ch stupňů nemajı́ kořeny — z předchozı́ho oddı́lů totiž vı́me, že majı́

1Girolamo Cardano (1501–1576) (čti kardano) — italský matematik, mechanik a lékař. Zabýval se algebrou.
2Niels Henrik Abel (1802–1829) — norský matematik. Přes svůj krátký život významně ovlivnil řadu matematických

disciplı́n. Kromě pracı́ v algebře, kde zavedl grupy, což je klı́čový pojem modernı́ matematiky, je rovněž zakladatelem
teorie eliptických funkcı́.
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Zobrazit

‹
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přesně tolik (komplexnı́ch) kořenů, jaký je jejich stupeň. Tento výsledek pouze řı́ká, že tyto kořeny
nelze vyjádřit jistým vzorcem přesně popsaného typu.

Existuje však celá řada tzv. numerických metod, kterými lze jak reálné tak komplexnı́ kořeny
přibližně vyjádřit. Dále je možné efektivně k dané rovnici sestavit novou rovnici, která má tytéž
kořeny jako zadaná rovnice, ale všechny jsou jednoduché (majı́ násobnost jedna). Konečně existuje
efektivnı́ metoda (i když značně pracná), která pro rovnici s reálnými koeficienty umožňuje stanovit,
kolik má daná rovnice v libovolném intervalu přesně reálných kořenů. To pak dovoluje určit, kolik
má tato rovnice celkem reálných kořenů. Je to tzv. Sturmova1 věta. Zájemcům o problematiku
algebraických rovnic lze doporučit např. publikace [3], [12] nebo [21].

Z předchozı́ho textu je jasné, že neexistuje žádný univerzálnı́ postup, kterým bychom byli
schopni zjistit všechny kořeny daného polynomu. Dále si v části pro zájemce uvedeme jeden
praktický výsledek, který nám v přı́padě polynomu s celočı́selnými koeficienty umožnı́ vytipovat
všechny celočı́selné a racionálnı́ kořeny.

Pro zájemce:

Celočı́selné a racionálnı́ kořeny polynomu s celočı́selnými koeficienty

Budeme uvažovat polynom (4.1), avšak budeme předpokládat, že koeficienty jsou celá čı́sla. Zabývejme se
hledánı́m racionálnı́ch kořenů. Jestliže je nula k-násobným kořenem polynomu P , pak se tento polynom dá
vyjádřit ve tvaru

P : y = xk(anx
n

+ an−1x
n−1

+ · · · + a1x + a0), kde a0 6= 0.

Přitom polynom v závorce má zřejmě stejné nenulové racionálnı́ kořeny jako původnı́ polynom P . Stačı́ nám
tedy, abychom se zabývali hledánı́m (nenulových) racionálnı́ch kořenů polynomů s celočı́selnými koeficienty,
pro něž platı́ a0 6= 0.

1Jean Charles François Sturm (1803–1855) (čti šturm) — švýcarský matematik. Zabýval se mimo jiné okrajovými
úlohami pro obyčejné diferenciálnı́ rovnice. Dosáhl též významných výsledků v geometrické optice.
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Věta 4.32. Uvažujme polynom R s celočı́selnými koeficienty:

R : y = anx
n

+ an−1x
n−1

+ · · · + a1x + a0, x ∈ R, (4.6)

kde n ∈ N, a0, a1, . . . , an−1, an ∈ Z, an 6= 0, a0 6= 0.
Necht’α =

p

q
(p, q ∈ Z jsou nesoudělná čı́sla) je kořenem polynomu R. Pak p dělı́ beze zbytku koeficient

a0 a q dělı́ beze zbytku koeficient an (pı́šeme p | a0, q | an).

Praktický výpočet racionálnı́ch kořenů polynomu (4.6) podle předchozı́ věty spočı́vá v tom, že vypı́šeme
všechna možná racionálnı́ čı́sla p

q
(p, q nesoudělná), splňujı́cı́ podmı́nku p | a0, q | an a dosazenı́m do

polynomu zjistı́me, zda se jedná, či nejedná o kořeny. Pokud mezi těmito čı́sly kořen nenı́, pak polynom
vůbec racionálnı́ kořen nemá.

Vzhledem k tomu, že a0 6= 0, an 6= 0, je čı́sel p
q

konečně mnoho, tzn. po konečném počtu kroků takto
nalezneme všechny racionálnı́ kořeny daného polynomu.

Poznámka 4.33. Uvědomte si, že předchozı́ větu lze použı́t i pro polynomy s racionálnı́mi koeficienty. Stačı́
totiž vytknout společný násobek jmenovatelů koeficientů a0, . . . , an.

Chceme-li najı́t pouze celočı́selné kořeny, pak využijeme následujı́cı́ho tvrzenı́, které je důsledkem
předchozı́ věty.

Důsledek 4.34. Je-li α celočı́selný kořen polynomu (4.6), pak α dělı́ beze zbytku koeficient a0 (pı́šeme α | a0).

Přı́klad 4.35. Najděte kořeny polynomu P : y = 3x3
− 5x2

+ 8x − 4. +

Řešenı́. Koeficienty polynomu jsou celočı́selné, takže lze použı́t předchozı́ věty. Nejprve zkusı́me najı́t
celočı́selné kořeny (to je méně pracné). V úvahu přicházejı́ čı́sla ±1,±2 a ±4. Dosazenı́m těchto čı́sel do
zadaného polynomu zjistı́me, že ani jedno nenı́ kořenem. Tedy daný polynom nemá celočı́selný kořen.

Zkusı́me najı́t racionálnı́ kořen ve tvaru p/q. Čı́slo p musı́ dělit beze zbytku koeficient a0 = −4, tj. může
to být některé z čı́sel ±1,±2,±4. Čı́slo q musı́ dělit beze zbytku koeficient a3 = 3, tj. může to být ±1,±3.
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Zobrazit

‹
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Předně se stačı́ omezit na kladné hodnoty, znaménko je obsaženo již v čitateli. Dále pro q = 1 dostaneme
vlastně celočı́selné kořeny. Zbývá tedy q = 3. Kandidáty jsou tedy racionálnı́ čı́sla ±

1
3 ,±

2
3 ,±

4
3 .

Dosazenı́m zjistı́me, že jeden kořen je x1 =
2
3 . Vydělı́me tedy polynom P kořenovým činitelem x −

2
3 a

dostaneme 3x2
− 3x + 6 = 3(x2

− x + 2). Odpovı́dajı́cı́ kvadratická rovnice dává zbývajı́cı́ dva kořeny

x2,3 =
1 ±

√
1 − 8

2
=

1 ± i
√

7
2

.

Kořeny polynomu P tedy jsou x1 =
2
3 , x2 =

1+i
√

7
2 , x3 =

1−i
√

7
2 . N

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— polynom,

— racionálnı́ lomená funkce,

— kořen polynomu,

— rozklad polynomu na součin kořenových činitelů v komplexnı́m oboru,

— rozklad polynomu na součin ireducibilnı́ch činitelů v reálném oboru.

Kontrolnı́ otázky ?
1. Jaký je rozdı́l mezi nulovým polynomem a polynomem stupně nula?
2. Jaký je vztah mezi počtem kořenů daného polynomu a stupněm tohoto polynomu?
3. Může mı́t polynom třetı́ho stupně právě dva reálné kořeny?
4. Popište rozklad polynomu s reálnými koeficienty na součin ireducibilnı́ch činitelů v reálném

oboru.
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Přı́klady k procvičenı́ !
1. Určete kořeny polynomu:

a) f : y = x3
− 3x2

+ 3x − 1, vı́te-li, že má kořen 1.
b) f : y = x3

− x2
− 8x + 12, vı́te-li, že má kořen 2.

c) f : y = 2x5
− 7x4

+ 8x3
− 3x2, vı́te-li, že jeden jeho kořen je 1.

d) f : y = x4
+ 4x3

− 16x − 16, vı́te-li, že má kořeny x1 = 2 a x2 = −2.
e) f : y = x5

− 3x4
− x3

+ 11x2
− 12x + 4, vı́te-li, že má kořeny x1 = 2 a x2 = 1.

f) f : y = x5
+ 2x4

− 9x3
− 4x2

+ 30x − 36, vı́te-li, že má kořeny x1 = 1 + i a x3 = −3.
g) f : y = x4

− 4x3
− 10x2

+ 28x − 15, vı́te-li, že má kořen 1.
h) f : y = x5

− 3x4
+ x3

+ x2
+ 4, vı́te-li, že má kořen i.

2. Napište polynom nejnižšı́ho stupně, který má kořeny:

a) x1 = 2, x2 = 1, x3 = −1 a v čı́sle x0 = −2 nabývá hodnoty 1.
b) x1 = 1, x2 = i, x3 = 2 a v čı́sle x0 = −1 nabývá hodnoty 2.
c) x1,2 = 2, x3 = 1 + i, x4 = 3 a v čı́sle x0 = 1 nabývá hodnoty 3.
d) x1 = 1 + i, x2 = 2 − i a v čı́sle x0 = −1 nabývá hodnoty 1.
e) x1,2 = 2, x3 = −1 a v čı́sle x0 = −2 nabývá hodnoty −2.
f) x1 = i, x2 = 1 a v čı́sle x0 = 2 nabývá hodnoty −1.
g) x1 = 1 + i, x2 = 1, x3 = 2 a v čı́sle x0 = −1 nabývá hodnoty 1.

3. Vyjádřete racionálnı́ neryze lomenou funkci jako součet polynomu a racionálnı́ ryze lomené funkce.

a) f : y =
−4x2

+ 10x − 1
x2 − 3x + 6

, b) f : y =
2x3

− 2x2
+ 5

x2 − 2x
,

c) f : y =
3x5

− 3x2
+ 2x − 5

x3 − x + 1
.
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4. Rozložte polynom na součin ireducibilnı́ch činitelů v reálném oboru.

a) f : y = x3
+ 1, b) f : y = x4

− 16,

c) f : y = x3
− 3x2

− x + 3, d) f : y = 5x3
− 21x2

− 21x + 5,

e) f : y = x3
− 1, f) f : y = x4

− x2
− 12,

g) f : y = 5x3
− 3x2

+ 3x − 5, h) f : y = x4
− 2x2

− 3x − 2,

i) f : y = x5
− x4

− 10x3
− 5x2

− 21x + 36.

Průvodce studiem
S

J

VZ

Právě jste na konci kapitoly věnované elementárnı́m funkcı́m. Již vı́te, že mezi elementárnı́
funkce patřı́ funkce exponenciálnı́, logaritmické, mocninné, goniometrické, cyklometrické,
hyperbolické, hyperbolometrické a všechny dalšı́, které lze z výše jmenovaných vytvořit
pomocı́ konečného počtu operacı́ sčı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́, dělenı́ a skládánı́ funkcı́.
Tedy napřı́klad funkce

f : y =

√
x + tg(x − ln x)

e2x arctg(
√
x + 1)

je elementárnı́.
Nynı́ již znáte vlastnosti, definičnı́ obory a grafy základnı́ch elementárnı́ch funkcı́. Tyto

znalosti uplatnı́te nejen při studiu dalšı́ch kapitol matematické analýzy, ale také v jiných
předmětech. Jedná se skutečně o základnı́ poznatky, s nimiž budete často pracovat.
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Na závěr ještě poznamenejme, že ne všechny reálné funkce jedné reálné proměnné
jsou elementárnı́. Napřı́klad funkce signum (viz str. 77) nebo Dirichletova funkce (viz str. 79)
nejsou elementárnı́. S dalšı́mi funkcemi, které nejsou elementárnı́, se setkáte v integrálnı́m
počtu.

Autotest -
Máte-li prostudovány předchozı́ kapitoly a spočteny přı́klady za jednotlivými kapitolami, můžete směle
přistoupit k následujı́cı́mu testu. Test by vám měl pomoci zhodnotit, nakolik jste zvládli a osvojili si doposud
probı́rané učivo a zda můžete s dobrým pocitem přistoupit ke studiu dalšı́ch kapitol.

V testu jsou zahrnuty jak otázky testového charakteru (je možno vı́ce správných odpovědı́), tak početnı́
přı́klady. Vypracovánı́ by vám nemělo zabrat vı́ce než 60 minut. Odložte obavy a s chutı́ do toho.

1. Nakreslete graf funkce f : y = 2|x − 3| + 3|x + 2|.
2. Rozhodněte, která z daných funkcı́ je sudá nebo lichá.

a) f : y = 3x2
− 1, b) f : y = 2 sin x − 3, c) f : y =

tg x
x

.

3. Určete definičnı́ obor funkcı́.

a) f : y = arccos
3x + 2

4
, b) f : y = ln

x − 1
x − 3

+
√
x2 − 4,

c) f : y =

√
x2

− 5x + 4
x + 2

+ 2 ln
x2

+ 1
x

.

4. Napište hodnoty funkcı́ v daných bodech.

a) tg π, b) sin
π

6
, c) arctg 1, d) arccos

√
2

2
.

5. Je-li funkce f klesajı́cı́, pak (může ale nemusı́, nemůže, musı́) být prostá.
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6. Funkce f : y = sin 2x je na intervalu 〈0,π〉

a) rostoucı́, b) klesajı́cı́, c) nenı́ monotónnı́.
7. Funkce f : y = x2, x ∈ R, je

a) ohraničená, b) ohraničená zdola, c) sudá,

d) lichá, e) prostá, f) rostoucı́.

8. Je-li f prostá funkce, pak (může ale nemusı́, musı́, nemůže) být ryze monotónnı́.
9. Určete funkci f−1 inverznı́ k funkci

f : y = 2 + ln(2x − 1), x ∈

(1
2
,∞
)
.

10. Určete funkci f−1 inverznı́ k funkci

f : y = −3 + cos
4x − 5

2
, x ∈

〈5
4
,

5 + 2π

4

〉
.

11. Nakreslete grafy funkcı́

a) f : y =

x pro x 6= 1,

0 pro x = 1,
b) f : y =


−1 pro x < 0,

1 pro x ∈ 〈0, 1),

−1 pro x = 1.

12. Najděte všechny kořeny polynomu f : y = x5
− x4

− 3x3
+ 5x2

− 2x, vı́te-li, že má kořeny x1 = −2 a
x2 = 1.

13. Polynom s reálnými koeficienty stupně n = 1 má v oboru reálných čı́sel (aspoň, právě, nejvýše) n různých
kořenů.

14. Necht’polynom stupně n = 4 má trojnásobný kořen x0. Pak tento polynom (může, nemůže, musı́) být
monotónnı́.
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15. Když jedna a půl slepice snese jedno a půl vejce za jeden a půl dne, kolik vajec snesou tři slepice za tři
dny?

Výsledky autotestu najdete v Klı́či k řešeným přı́kladům. Zkontrolujte si výsledky a pokuste
se objektivně sami sebe ohodnotit. Nemáte-li žádnou nebo jednu chybu, je třeba vám skutečně
pogratulovat. Zvládli jste to skvěle. Pokud jste se dopustili nějakých chyb v přı́kladu 3 nebo 10,
tak také nevěšte hlavu — tyto přı́klady patřı́ mezi obtı́žnějšı́. V ostatnı́ch přı́padech (obzvláště
máte-li vı́ce než třetinu otázek odpovězenu špatně) se budete muset vrátit k předchozı́m kapitolám
a znovu si promyslet pojmy, v kterých jste chybovali. Doporučujeme si znovu prostudovat definice
i řešené přı́klady. Poté se znovu vrat’te k AUTOTESTU a vypočtěte ještě jednou přı́klady, v nichž
jste chybovali.

*****

Nazvěte svůj omyl zkušenostı́ — jeho tı́ha bude hned o polovinu menšı́.
(G. K. Chesterton)

*****
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Kapitola 5

Posloupnosti

Průvodce studiem
S

J

VZ

V této kapitole se budeme zabývat speciálnı́m přı́padem funkcı́, jejichž definičnı́m oborem
je množina všech přirozených čı́sel. Takové funkce nazveme posloupnosti.

Nejprve si připomeneme základnı́ vlastnosti posloupnostı́ a stručně se zmı́nı́me o po-
sloupnostech známých ze střednı́ školy — aritmetické a geometrické posloupnosti.

Stěžejnı́m cı́lem této kapitoly je zavedenı́ pojmu limita posloupnosti, diskuse vlastnostı́
limity a konkrétnı́ výpočet limit. Volně řečeno, bude nás zajı́mat, k čemu se členy posloup-
nosti „přibližujı́ “. Uvažujeme-li napřı́klad posloupnost 1,9; 1,99; 1,999; . . . , je jasné, že se
členy této posloupnosti neustále přibližujı́ k čı́slu 2. Našı́m cı́lem bude toto „blı́ženı́ se“ ma-
tematicky popsat, zpřesnit. I když se zdá pojem limity intuitivně zcela jasný, matematikům
trvalo několik stoletı́ než došli k dnešnı́, zcela přesné, definici. A to i přesto, že v intuitivnı́
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podobě se tento pojem již dlouho použı́val. Problém je v tom, že definovat limitu znamená
popsat dynamický proces (něco se k něčemu přibližuje) statickými nástroji.

V dalšı́ch kapitolách pak zavedeme pojem limity pro funkce a na základě limity definu-
jeme dalšı́ dva základnı́ pojmy diferenciálnı́ho počtu — spojitost a derivaci.

Upozorňujeme čtenáře, že se v definici pojmu limita poprvé setká se třemi po sobě
jdoucı́mi kvantifikátory. Pochopit význam sledu třı́ kvantifikátorů nenı́ zcela triviálnı́, a je
proto třeba mu věnovat dostatečnou pozornost.

Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly budete umět

• objasnit definice pojmů posloupnost, ohraničená a monotónnı́ posloupnost,

• definovat a vysvětlit pojem limity posloupnosti,

• vypočı́tat jednoduché limity.

5.1. Definice posloupnosti

Definice 5.1. Posloupnostı́ reálných čı́sel (dále jen posloupnostı́) budeme nazývat funkci, jejı́mž
definičnı́m oborem je množina všech přirozených čı́sel N.

Funkčnı́ hodnoty posloupnosti se nazývajı́ členy posloupnosti. Funkčnı́ hodnota posloupnosti f
v bodě n ∈ N se nazývá n-tý člen posloupnosti a značı́ se mı́sto f (n) zpravidla fn.

Posloupnost, která každému n ∈ N přiřazuje čı́slo an ∈ R, budeme zapisovat některým z násle-
dujı́cı́ch způsobů: (a1, a2, a3, . . . ); (an); (an)∞n=1.
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Skrýt menu

Posloupnosti 217

Zadánı́ posloupnosti

Vı́me, že libovolná funkce f je zadána, je-li dán definičnı́ obor funkce a předpis, kterým každému
x ∈ D(f ) přiřazujeme právě jedno y ∈ H(f ). Definičnı́m oborem posloupnostı́ je vždy množina
N1, nebudeme tedy definičnı́ obor uvádět. Stačı́ tudı́ž zadat funkčnı́ předpis posloupnosti a ten se
zpravidla zadává jednı́m z následujı́cı́ch způsobů:

a) vzorcem pro n-tý člen an, např. an = 2n−1, an = 2n− 1.
b) rekurentně zadánı́m prvnı́ho členu posloupnosti nebo několika prvnı́ch členů posloupnosti a

vzorcem, podle něhož lze určit dalšı́ členy pomocı́ předchozı́ch členů. Např. a1 = 1, a2 = 3,
an+1 = an + an−1, n = 2.

Přı́klad 5.2. Určete prvnı́ch pět členů následujı́cı́ch posloupnostı́:

+a) an = (−1)n−1, b) an =
1
n
, c) a1 = 1, an+1 = an + 2, n = 1,

d) an =
√

3, e) a1 = a2 = 1, an = an−1 + an−2, n = 3.

Řešenı́.

a) Dosadı́me postupně n = 1, 2, 3, 4, 5 a dostáváme: 1,−1, 1,−1, 1.
b) Obdobně jako v přı́padě a) dostaneme: 1, 1

2 ,
1
3 ,

1
4 ,

1
5 . Tato posloupnost je nazývá harmonická.

c) Do vzorce pro an+1 dosadı́me postupně n = 1, 2, 3, 4 a dostáváme spolu s prvnı́m členem:
1, 3, 5, 7, 9.

d) Jedná se o konstantnı́ posloupnost:
√

3,
√

3,
√

3,
√

3,
√

3.
e) Do vzorce pro an dosadı́me postupně n = 3, 4, 5 a dostáváme spolu s prvnı́mi dvěma členy:

1, 1, 2, 3, 5. Jedná se o tzv. Fibonacciho posloupnost2. N

1Bude upřesněno v poznámce 5.11
2Leonardo (Fibonacci) Pisánský (čti fibonači) (1170–1250) — italský matematik. Zasloužil se o rozšı́řenı́ arabských

a indických matematických poznatků v Evropě. V roce 1202 vydal Knihu o abaku, kde vysvětlil užitı́ arabských čı́slic a
použil poprvé v Evropě záporná čı́sla. K uvedené posloupnosti ho přivedl problém týkajı́cı́ se růstu králičı́ populace.
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Zavřı́t dokument

Konec
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Grafické znázorněnı́ posloupnosti

Grafem posloupnosti je množina vzájemně izolovaných bodů.

Přı́klad 5.3. Znázorněte graficky prvnı́ch pět členů posloupnostı́: +

a) an = n2, b) bn = 1 +
1
n
, c) cn = (−1)nn.

Řešenı́. Grafy s prvnı́mi pěti členy posloupnostı́ jsou znázorněny na obr. 5.1

n

an

1
4

9

16

25

1 2 3 4 5

an = n2

a)

n

bn
2

3/2
4/3
6/5 5/4

1 2 3 4 5

bn = 1 +
1
n

b)

n

cn

−1

2

−3

4

−5

1 2 3 4 5

cn = (−1)nn

c)

Obr. 5.1

N
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Některé vlastnosti posloupnostı́

Protože posloupnost je zvláštnı́m přı́padem funkce, můžeme u nı́ zkoumat obdobné vlastnosti, např.
ohraničenost a monotonii. Definice těchto pojmů jsme uvedli obecně pro funkce — viz 3.8, 3.12.
Pro posloupnosti je lze formulovat takto:

Posloupnost (an) se nazývá

• shora ohraničená, právě když existuje c ∈ R takové, že pro všechna n ∈ N platı́: an 5 c,

• zdola ohraničená, právě když existuje c ∈ R takové, že pro všechna n ∈ N platı́: an = c,

• ohraničená, právě když existuje c ∈ R+ takové, že pro všechna n ∈ N platı́: |an| 5 c,

• rostoucı́, právě když pro každé n ∈ N platı́: an < an+1,

• klesajı́cı́, právě když pro každé n ∈ N platı́: an > an+1,

• nerostoucı́, právě když pro každé n ∈ N platı́: an = an+1,

• neklesajı́cı́, právě když pro každé n ∈ N platı́: an 5 an+1.

Rostoucı́, klesajı́cı́, neklesajı́cı́, nerostoucı́ posloupnosti nazýváme souhrnně monotónnı́mi po-
sloupnostmi. Posloupnosti rostoucı́ a klesajı́cı́ nazýváme ryze monotónnı́ posloupnosti.

Ukažme si, jak lze vztah pro rostoucı́ posloupnost odvodit z definice rostoucı́ funkce. Vı́me, že
funkce f je rostoucı́, jestliže pro každé x1, x2 ∈ D(f ) takové, že x1 < x2 platı́ f (x1) < f (x2) —
viz definice 3.12.

Pro posloupnosti lze tuto podmı́nku přepsat takto: posloupnost (an) je rostoucı́, jestliže pro každé
m, n ∈ N takové, žem < n, platı́ am < an. Je-li tato podmı́nka splněna pro každém, n ∈ N,m < n,
pak je samozřejmě splněna i pro každé dva po sobě jdoucı́ indexy n, n+ 1. A naopak, je-li splněna
pro každé dva po sobě jdoucı́ indexy, pak platı́ pro všechna přirozená čı́sla.

Předchozı́ podmı́nku lze tedy nahradit podmı́nkou: pro všechna n ∈ N taková, že n < n + 1,
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹

Skrýt menu

Posloupnosti 220

platı́ an < an+1. Ale nerovnost n < n + 1 platı́ pro všechna přirozená čı́sla n. Můžeme tedy psát:
posloupnost (an) je rostoucı́, právě když pro každé n ∈ N platı́, že an < an+1. Obdobně bychom
postupovali v ostatnı́ch přı́padech.

Přı́klad 5.4. Určete, zda jsou následujı́cı́ posloupnosti ohraničené: +

a) an =
(−1)n

n
, b) bn = 3 sin(n2

+ 1).

Řešenı́.

a) Chceme najı́t takové c ∈ R+, aby pro každé n ∈ N platilo |an| 5 c. Jelikož pro každé n ∈ N je

|an| =

∣∣∣∣(−1)n

n

∣∣∣∣ = |(−1)n| ·

∣∣∣∣1n
∣∣∣∣ = 1

n
5 1,

můžeme vzı́t c = 1, přı́padně jakékoli většı́ reálné čı́slo. Tedy posloupnost (an) je ohraničená —
viz obr. 5.2 a).

b) Pro každé n ∈ N platı́

| sin(n2
+ 1)| 5 1 ⇔ 3| sin(n2

+ 1)| 5 3 ⇔ |3 sin(n2
+ 1)| 5 3.

Tedy |bn| 5 3 pro každé n ∈ N, a posloupnost (bn) je ohraničená — viz obr. 5.2 b). N

Připomeňme si nynı́ základnı́ vlastnosti dvou speciálnı́ch typů posloupnostı́ — aritmetické a
geometrické posloupnosti.
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n

an

−1

1/2

−1/3

1/4

−1/5

1

1 2 3 4 5 6 7 8

an =
(−1)n

n

a)

n

bn

−3

3

1 2 3 4 5 6 7 8

bn = 3 sin(n2
+ 1)

b)

Obr. 5.2
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Aritmetická posloupnost

Necht’(an) je posloupnost. Existuje-li d ∈ R tak, že pro všechna n ∈ N platı́

an+1 = an + d,

řı́káme, že (an) je aritmetická posloupnost a čı́slo d se nazývá diference.
Aritmetická posloupnost je jednoznačně zadána prvnı́m členem a1 a diferencı́ d .
Pro každou aritmetickou posloupnost (an) platı́:

i) n-tý člen lze vyjádřit vzorcem an = a1 + (n− 1)d.
ii) Pro libovolné dva členy ar , as platı́ as = ar + (s − r)d.

iii) Pro součet sn prvnı́ch n členů posloupnosti platı́ sn =
n
2 (a1 + an).

Přı́klad 5.5. Zjistěte, zda jsou následujı́cı́ posloupnosti aritmetické:

+

a) an = 2 −
n

3
, b) bn =

2n+ 1
n+ 1

.

Řešenı́.

a) Musı́me ověřit, zda existuje takové d ∈ R, že pro každé n ∈ N platı́ an+1 = an + d . Přitom

d = an+1 − an =

(
2 −

n+ 1
3

)
−

(
2 −

n

3

)
= −

1
3
.

Tedy posloupnost (an) je aritmetická.
b) Postupujeme analogicky:

d =an+1 − an =
2(n+ 1)+ 1
n+ 1 + 1

−
2n+ 1
n+ 1

=

=
(2n+ 3)(n+ 1)− (2n+ 1)(n+ 2)

(n+ 2)(n+ 1)
=

1
(n+ 2)(n+ 1)

.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Napřı́klad pro n = 1 dostáváme d = 1/6, pro n = 2 vyjde d = 1/12. Zjistili jsme, že neexistuje
takové čı́slo d ∈ R, aby pro každé n ∈ N platilo an+1 = an + d (naše d závisı́ na n), a tudı́ž se
nejedná o aritmetickou posloupnost. N

Geometrická posloupnost

Necht’(an) je posloupnost. Existuje-li q ∈ R tak, že pro všechna n ∈ N platı́

an+1 = an · q,

řı́káme, že (an) je geometrická posloupnost a čı́slo q se nazývá kvocient.
Geometrická posloupnost je jednoznačně zadána prvnı́m členem a1 a kvocientem q.

Pro každou geometrickou posloupnost (an) platı́:

i) n-tý člen lze vyjádřit vzorcem an = a1 · qn−1.

ii) Pro libovolné dva členy ar , as platı́ as = ar · qs−r .

iii) Pro součet sn prvnı́ch n členů posloupnosti platı́ sn = a1
qn−1
q−1 , je-li q 6= 1. Je-li q = 1, pak

sn = n · a1.

Přı́klad 5.6. Určete, na jakou částku vzroste vklad a0 korun uložený do banky za n let, +

jestliže banka připisuje na konci každého roku p% z částky v tom roce uložené (tzv.
p-procentnı́ složené úrokovánı́).

Řešenı́. Na konci prvnı́ho roku připı́še banka p% z původně vložené částky a0, takže vklad vzroste
na částku

a1 = a0 +
p

100
a0 = a0

(
1 +

p

100

)
.
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Na konci druhého roku připı́še k této částce p% z a1, takže vklad vzroste na částku

a2 = a1 +
p

100
a1 = a1

(
1 +

p

100

)
= a0

(
1 +

p

100

)2
.

Vklady po připsánı́ úroků v jednotlivých letech tvořı́ zřejmě geometrickou posloupnost s kvocientem
q = 1 +

p

100 a prvnı́m členem a1 = a0 · q. Využitı́m vzorce an = a1 · qn−1, dojdeme k závěru: Při
p-procentnı́m složeném úrokovánı́ vzroste původně vložená částka a0 korun na částku an korun,
kterou vypočteme podle vzorce

an = a0

(
1 +

p

100

)n
.

N

Vzorec tohoto typu se použı́vá i pro řešenı́ mnoha jiných úloh, např. o vzrůstu počtu obyvatel
nebo vzrůstu objemu výroby v daném časovém úseku.
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5.2. Limita posloupnosti

Než si definujeme pojem limity posloupnosti, ilustrujme si tento pojem na chovánı́ posloupnosti

an = 1 +
(−1)n

n
.

Určeme si prvnı́ch pár členů posloupnosti:

a1 = 1 +
(−1)1

1
= 1 − 1 = 0,

a2 = 1 +
(−1)2

2
= 1 +

1
2

=
3
2
,

a3 = 1 +
(−1)3

3
= 1 −

1
3

=
2
3
,

a4 = 1 +
(−1)4

4
= 1 +

1
4

=
5
4
,

a5 = 1 +
(−1)5

5
= 1 −

1
5

=
4
5
,

...

Vidı́me, že se členy posloupnosti s rostoucı́m n stále pohybujı́ kolem hodnoty 1. Přesněji řečeno se
k této hodnotě stále vı́ce a vı́ce přibližujı́. Zvolme nynı́ libovolné kladné reálné čı́slo ε. Do grafického
znázorněnı́ posloupnosti si zakresleme dvě vodorovné čáry ve výškách 1 − ε a 1 + ε. Tı́m jsme
kolem hodnoty 1 zakreslili tzv. ε-ový pás. Zkusme odpovědět na následujı́cı́ otázku.

Zvolı́me-li ε jakkoliv, podařı́ se nám najı́t index n0 takový, že všechny členy posloupnosti s inde-
xem většı́m nebo rovným n0 budou ležet uvnitř ε-ového pásu?
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Udělejme nynı́ drobnou odbočku v našı́ úvaze a zamysleme se nad tı́m, jak budeme zapisovat
fakt, že člen an ležı́ v ε-ovém pásu. Pás jsme nakreslili kolem hodnoty 1. Tedy člen an ležı́ v ε-ovém
pásu, jestliže je rozdı́l |an − 1| < ε. Absolutnı́ hodnota zajišt’uje to, že člen an může v grafickém
znázorněnı́ ležet nad i pod hodnotou 1.

Nynı́ se vrat’me zpět k našı́ otázce.
Napřı́klad k ε =

1
5 existuje index n0 = 6 tak, že pro každé n = 6 platı́ |an − 1| < 1

5 . Skutečně
pro každé n = 6 platı́

∣∣1 +
(−1)n
n

− 1
∣∣ < 1

5 — viz obr. 5.3. Všimněte si, že člen a5 ležı́ na hranici
ε-ového pásu a nerovnost |an − 1| < 1

5 nesplňuje.

n

an

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 − 1/5
1

1 + 1/5

an = 1 +
(−1)n
n

n0

Obr. 5.3

Zvolı́me-li ε =
1
10 , pak najdeme index n0 = 11 tak, že pro každé n = 11 platı́ |an − 1| < 1

10 .
Obdobně k ε =

1
100 existuje index n0 = 101 tak, že pro každé n = 101 platı́ |an − 1| < 1

100 . Lze
ukázat, že opravdu ke každému ε existuje index n0 takový, že platı́ |an − 1| < ε.

Jinak řečeno, zvolı́me-li ε jakkoliv, podařı́ se nám najı́t index n0 takový, že všechny členy
posloupnosti s indexem většı́m nebo rovným n0 budou ležet uvnitř ε-ového pásu kolem hodnoty 1.
V takovém přı́padě budeme řı́kat, že posloupnost an má limitu 1.
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Touto úvahou je motivována následujı́cı́ definice.

Definice 5.7. Řekneme, že posloupnost (an) má limitu a ∈ R, jestliže ke každému kladnému
reálnému čı́slu ε existuje přirozené čı́slo n0 takové, že pro všechna přirozená čı́sla n většı́ nebo
rovna n0 platı́ |an − a| < ε.
Pı́šeme: lim

n→∞
an = a.

Symbolicky zapsáno:

lim
n→∞

an = a ⇔
(
∀ε ∈ R+

∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n = n0 : |an − a| < ε
)
.

Poznámka 5.8.
1. Důležité je uvědomit si, že čı́slo n0 závisı́ na ε. Čı́m je ε menšı́, tı́m většı́ musı́me volit n0. Čı́m

menšı́ je ε, „tı́m dále musı́me v posloupnosti jı́t“, abychom měli zaručeno, že se již setkáme jen
s členy, které se od limitnı́ hodnoty lišı́ o méně než ε.

2. Smysl definice se nezměnı́, nahradı́me-li v nı́ nerovnost n = n0 ostrou nerovnostı́ n > n0. Platı́-li
totiž nerovnost |an − a| < ε pro každé n = n0, pak jistě platı́ pro každé n > n0. Naopak, platı́-li
nerovnost pro n > n0, pak platı́ pro každé n = n0 + 1, takže stačı́ zvětšit n0 o jedničku.

Přı́klad 5.9. Dokažte z definice, že lim
n→∞

c = c, kde c ∈ R. +

Řešenı́. Máme dokázat, že ke každému ε ∈ R+ existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N,
n = n0, platı́ |an − c| < ε. Protože an = c, je |an − c| = |c − c| = |0| = 0. Zvolı́me-li ε ∈ R+

libovolně, můžeme volitn0 ∈ N také libovolně a pro všechnan ∈ N, n = n0 bude platit |an − c| < ε.
N
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Přı́klad 5.10. Dokažte z definice, že lim
n→∞

1
n

= 0. +

Řešenı́. Máme dokázat, že ke každému ε ∈ R+ existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n =
= n0, platı́ |an − 0| < ε.

Protože an =
1
n
, je |an − 0| =

∣∣ 1
n

∣∣ = 1
n
. Platı́

|an − 0| < ε ⇔
1
n
< ε ⇔ n >

1
ε
.

Protože 1
ε

nemusı́ být přirozené čı́slo, definujme n0 jako nejmenšı́ přirozené čı́slo většı́ než je 1
ε
.

Závěr: Ke každému ε ∈ R+ jsme našli n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n = n0, platı́
|an − 0| < ε. N

Poznámka 5.11. Z definice limity je vidět, že vlastnost mı́t limitu a hodnota této limity se nezměnı́,
pokud na začátku posloupnosti vypustı́me, přidáme nebo změnı́me libovolný konečný počet členů
posloupnosti.

Přidáme-li např. před posloupnost se členy an =
1
n

pět členů 10, 22,
√

11, 216, 109, vzniklá

posloupnost
(

10, 22,
√

11, 216, 109, 1, 1
2 ,

1
3 ,

1
4 ,

1
5 , . . .

)
má limitu 0 stejně jako posloupnost (an).

Analogicky posloupnost ( 1
101 ,

1
102 ,

1
103 ,

1
104 ,

1
105 ,

1
106 ,

1
107 , . . . ), která vznikla z (an) vypuštěnı́m prvnı́

stovky členů, má limitu 0.
Obdobně lze řı́ci, že se limita nezměnı́, pokud někde „uprostřed“ posloupnosti vypustı́me,

přidáme nebo změnı́me konečný počet členů. Protože se zabýváme chovánı́m členů posloupnosti
pro n → ∞, změnı́me-li konečný počet členů posloupnosti, stále ještě „zbyde“ nekonečně mnoho
členů posloupnosti, které majı́ na hodnotu limity rozhodujı́cı́ vliv.

Z tohoto důvodu je vhodné za posloupnosti považovat i ty funkce, jejichž definičnı́ obor nenı́
celé N, ale jen N r K , kde K je konečná podmnožina množiny N. Tedy napřı́klad funkci danou
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předpisem an =
1

(n−3)(n−8) považujeme také za posloupnost (v tomto rozšı́řeném smyslu), i když
členy a3 a a8 nejsou definovány. Z definice limity je zřejmé, že o jejı́ existenci a hodnotě rozhodujı́
pouze členy „s dostatečně velkým indexem“. Sebedelšı́ počátečnı́ konečný úsek posloupnosti nemá
vliv na existenci a hodnotu limity.

Podı́vejme se nynı́ na posloupnost an =
√
n. Vidı́me, že s rostoucı́m n členy posloupnosti

stále rostou. Tedy volně řečeno, blı́žı́-li se n k nekonečnu, blı́žı́ se i an k nekonečnu. Zvolme nynı́
libovolné kladné reálné čı́slo k. Do grafického znázorněnı́ posloupnosti si zakresleme vodorovnou
čáru ve výšce k. Zkusme odpovědět na následujı́cı́ otázku.

Zvolı́me-li reálné čı́slo k jakkoliv, podařı́ se nám najı́t index n0 takový, že všechny členy posloup-
nosti s indexem většı́m nebo rovným n0 budou ležet nad přı́mkou ve výšce k?

Napřı́klad pro k =
23
10 najdeme index n0 = 6 tak, aby pro každé n = n0 platilo an > k — viz

obr. 5.4. Jistě si dokážeme představit, že skutečně ke každému reálnému čı́slu k existuje přirozené
čı́slo n0 takové, že pro všechna přirozená čı́sla n většı́ nebo rovna n0 platı́ an > k. V takovém přı́padě
budeme řı́kat, že posloupnost má limitu plus nekonečno.

Definice 5.12. Řekneme, že posloupnost (an) má limitu plus nekonečno, jestliže ke každému
reálnému čı́slu k existuje přirozené čı́slo n0 takové, že pro všechna přirozená čı́sla n většı́ nebo
rovna n0 platı́ an > k.
Pı́šeme: lim

n→∞
an = ∞.

Symbolicky zapsáno:

lim
n→∞

an = ∞ ⇔
(
∀k ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n = n0 : an > k

)
.
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n

an

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

an =
√
n

k =
23
10

n0

Obr. 5.4

Přı́klad 5.13. Dokažte z definice, že lim
n→∞

n = ∞. +

Řešenı́. Chceme dokázat, že ke každému k ∈ R, existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N,
n = n0, platı́ an > k, tj. n > k.
Necht’k ∈ R. Pak za n0 stačı́ zvolit nejbližšı́ z přirozených čı́sel, které je většı́ než k. N

Analogicky budeme definovat limitu posloupnosti rovnu minus nekonečnu.

Definice 5.14. Řekneme, že posloupnost (an) má limitu minus nekonečno, jestliže ke každému
reálnému čı́slu h existuje přirozené čı́slo n0 takové, že pro všechna přirozená čı́sla n většı́ nebo
rovna n0 platı́ an < h.
Pı́šeme: lim

n→∞
an = −∞.
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Symbolicky zapsáno:

lim
n→∞

an = −∞ ⇔
(
∀h ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n = n0 : an < h

)
.

5.3. Vlastnosti limit

Věta 5.15. Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Důkaz. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že a ∈ R, b ∈ R jsou dvě různé limity
posloupnosti (an). Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že a < b.

Zvolme ε =
b−a

2 . Jelikož lim
n→∞

an = a, existuje n1 ∈ N takové, že ∀n ∈ N, n = n1, platı́
|an − a| < ε. Tedy

a − ε < an < a + ε. (5.1)

Jelikož lim
n→∞

an = b, existuje n2 ∈ N takové, že ∀n ∈ N, n = n2 platı́ |an − b| < ε. Tedy

b − ε < an < b + ε. (5.2)

Zvolı́me-li n = max{n1, n2}, pak platı́ rovnosti (5.1) i (5.2). Tedy

b − ε < an < a + ε ⇒ b − ε < a + ε ⇒ b − a < 2ε.

Z poslednı́ nerovnosti plyne, že b−a
2 < ε, což je spor, nebot’ε =

b−a
2 .

Připustili jsme, že existujı́ dvě různé limity a došli jsme ke sporu. Tedy pokud existuje limita,
musı́ být právě jedna. Důkaz jsme provedli pro konečné limity, tj. a, b ∈ R. Analogicky by se věta
dokázala i pro přı́pad limit ±∞.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Předchozı́ věta řı́ká, že pokud existuje limita posloupnosti, pak je právě jedna. Z hlediska limit
mohou nastat tyto přı́pady:

a) posloupnost má vlastnı́ (konečnou) limitu a, tj. lim
n→∞

an = a, a ∈ R,
b) posloupnost má nevlastnı́ limitu ±∞, tj. lim

n→∞
an = ±∞,

c) posloupnost nemá limitu (limita posloupnosti neexistuje).

Definice 5.16. Posloupnost (an) se nazývá

i) konvergentnı́, jestliže lim
n→∞

an = a, kde a ∈ R,
ii) divergentnı́, jestliže lim

n→∞
an = ±∞ nebo limita neexistuje.

Následujı́cı́ věta popisuje důležitou vlastnost konvergentnı́ch posloupnostı́.

Věta 5.17. Každá konvergentnı́ posloupnost je ohraničená.

Důkaz. Necht’ lim
n→∞

an = a, a ∈ R. Máme dokázat, že existuje c ∈ R+ takové, že |an| 5 c pro každé
n ∈ N.

Zvolme ε = 1. Podle definice limity k ε = 1

∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n = n0 : |an − a| < 1.

Zvolme c = max{|a1|, |a2|, . . . , |an0 |, |a| + 1}. Zřejmě c ∈ R+.
Jestliže n ∈ {1, 2, . . . , n0}, je zřejmě |an| 5 c.
Jestliže n ∈ N, n = n0, pak |an − a| < 1 (dle definice limity). Tedy

|an| = |an − a + a| 5 |an − a| + |a| < 1 + |a| 5 c.

Tudı́ž |an| 5 c pro každé n ∈ N, tj. (an) je ohraničená.
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Větu nelze obrátit, tj. ne každá ohraničená posloupnost je konvergentnı́. Např. posloupnost se
členy cn = (−1)n je ohraničená, ale nenı́ konvergentnı́.

Shrňme nynı́ vztah konvergence, divergence a ohraničenosti posloupnosti:

a) je-li lim
n→∞

an = a, a ∈ R, je posloupnost ohraničená,
b) je-li lim

n→∞
an = ∞, je posloupnost zdola ohraničená, ale nenı́ ohraničená shora,

c) je-li lim
n→∞

an = −∞, je posloupnost ohraničená shora, ale nenı́ ohraničená zdola,
d) jestliže limita neexistuje, pak o ohraničenosti posloupnosti nelze obecně nic řı́ci (může, ale nemusı́

být ohraničená). Např. posloupnosti se členy an = (−1)n, bn = (−1)n ·n nemajı́ limitu, ale prvnı́
je ohraničená a druhá ne.

Již jsme viděli, že ohraničená posloupnost nemusı́ být konvergentnı́. Ukazuje se ale, že když
vynecháme některé jejı́ členy, lze zı́skat konvergentnı́ posloupnost.

Definice 5.18. Necht’je dána posloupnost (an) a rostoucı́ posloupnost přirozených čı́sel (kn). Po-
sloupnost (bn), pro jejı́ž členy platı́ bn = akn , se nazývá posloupnostı́ vybranou z posloupnosti (an).

Platı́ následujı́cı́ důležitá věta (jejı́ důkaz je poněkud obtı́žnějšı́, viz [7] str. 35).

Věta 5.19. Z každé ohraničené posloupnosti lze vybrat konvergentnı́ posloupnost.

Napřı́klad posloupnost (an) =
(
(−1)n

)
je ohraničená, ale nenı́ konvergentnı́. Vybrané posloup-

nosti (bn) = (1), (cn) = (−1) již konvergentnı́ jsou: lim
n→∞

1 = 1, lim
n→∞

(−1) = −1.

Věta 5.20. Necht’posloupnost (an) má limitu a ∈ R?. Pak každá z nı́ vybraná posloupnost má touž
limitu.
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Skrýt menu

Posloupnosti 234

Uvažujme např. posloupnost (an) =
( 1
n

)
a rostoucı́ posloupnost přirozených čı́sel (kn) = (3n) =

= (3, 6, 9, 12, . . . ). Pak platı́, že vybraná posloupnost (bn) = (akn) = (a3, a6, a9, a12, . . . ) =

=
( 1

3 ,
1
6 ,

1
9 ,

1
12 , . . .

)
má limitu stejnou jako posloupnost (an). Tj. lim

n→∞
bn = lim

n→∞

1
3n = 0.

Poznámka 5.21.
1. Jak jsme právě viděli, tvrzenı́ věty 5.20 často využı́váme při konkrétnı́m výpočtu limit. Vı́me-li

napřı́klad, že lim
n→∞

1
n

= 0, pak také vı́me, že lim
n→∞

1
5n = 0 nebo lim

n→∞

1
2n+5 = 0, nebot’ obě tyto

posloupnosti jsou vybrané z posloupnosti an =
1
n
.

Obdobně i pro nevlastnı́ limity. Vı́me-li napřı́klad, že lim
n→∞

n = ∞, pak také vı́me, že lim
n→∞

2n = ∞

nebo lim
n→∞

(n+ 3) = ∞, nebot’obě tyto posloupnosti jsou vybrané z posloupnosti (an) = (n).

2. Dále se věta 5.20 často využı́vá k důkazu, že daná posloupnost nenı́ konvergentnı́. Stačı́ najı́t
libovolnou vybranou posloupnost, která nenı́ konvergentnı́, nebo dvě vybrané posloupnosti,
jejichž limity se nerovnajı́ (pokud by limita posloupnosti existovala, musely by všechny vybrané
posloupnosti mı́t tutéž limitu). Z tohoto důvodu např. neexistuje limita posloupnosti (an) =

=
(
(−1)n

)
, nebot’vybrané posloupnosti (bn) = (1) a (cn) = (−1) majı́ různé limity: lim

n→∞
1 = 1

a lim
n→∞

(−1) = −1.

3. Porovnejte tvrzenı́ věty 5.20 s poznámkou 5.11. Z definice 5.18 je zřejmé, že vybranou posloup-
nost zı́skáme, když z původnı́ posloupnosti vypustı́me konečně nebo nekonečně mnoho členů,
ovšem tak, aby jich nekonečně mnoho zůstalo. Taková vybraná posloupnost má pak stejnou limitu
jako posloupnost původnı́, pokud tato limita existuje. Toto tvrzenı́ rozšiřuje platnost poznámky
5.11, v nı́ž bylo řečeno, že se limita nezměnı́, pokud vypustı́me libovolný konečný počet členů
posloupnosti.

Nynı́ si uvedeme větu, která popisuje vliv monotonie posloupnosti na existenci a hodnotu limity.
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Věta 5.22.
i) Necht’(an) je neklesajı́cı́ shora ohraničená posloupnost. Pak existuje konečná lim

n→∞
an a rovná

se supremu oboru hodnot této posloupnosti, tj.

lim
n→∞

an = sup {an, n ∈ N}.

ii) Necht’ (an) je nerostoucı́ zdola ohraničená posloupnost. Pak existuje konečná lim
n→∞

an a rovná
se infimu oboru hodnot této posloupnosti, tj.

lim
n→∞

an = inf {an, n ∈ N}.

iii) Necht’ (an) je neklesajı́cı́ posloupnost, která nenı́ shora ohraničená. Pak

lim
n→∞

an = ∞.

iv) Necht’ (an) je nerostoucı́ posloupnost, která nenı́ zdola ohraničená. Pak

lim
n→∞

an = −∞.

Pomocı́ předchozı́ věty lze dokázat existenci následujı́cı́ důležité limity. Lze ověřit, že posloup-
nost an =

(
1 +

1
n

)n
je rostoucı́ a shora ohraničená (an 5 3). Na základě věty 5.22 má tedy konečnou

limitu.

Definice 5.23. Limitu posloupnosti an =

(
1 +

1
n

)n
nazýváme Eulerovo čı́slo a označujeme e.

O Eulerově čı́sle jsme se již zmı́nili v poznámce 4.1.
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Přı́klad 5.24. Dokažte, že lim
n→∞

2n = ∞. +

Řešenı́. Posloupnost an = 2n je rostoucı́, nebot’pro všechna přirozená čı́sla n platı́ 2n < 2n+1. Dále
vı́me, že posloupnost nenı́ shora ohraničená (neexistuje konstanta c ∈ R tak, aby platilo an = 2n 5 c

pro všechna n ∈ N). Dle předchozı́ věty tedy lim
n→∞

an = ∞. N

5.4. Výpočet limit

Věta 5.25. Necht’ lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, a, b ∈ R?. Pak platı́:

1) lim
n→∞

(an + bn) = a + b,

2) lim
n→∞

(an − bn) = a − b,

3) lim
n→∞

(an · bn) = a · b,

4) lim
n→∞

an

bn
=
a

b
, je-li bn 6= 0 pro všechna n ∈ N,

5) lim
n→∞

k
√
an = k

√
a, je-li k ∈ N r {1} a an = 0 pro všechna n ∈ N,

6) lim
n→∞

|an| = |a|,

má-li přı́slušná pravá strana rovnosti smysl.

Poznámka 5.26.
1. Každé z tvrzenı́ věty 5.25 řı́ká, že přı́slušná limita existuje, a dává návod, jak ji lze vytvořit z čı́sel
a, b.
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Skrýt menu

Posloupnosti 237

2. Bod 6) ve větě 5.25 řı́ká, že pokud existuje lim
n→∞

an = a, pak existuje i lim
n→∞

|an| a platı́, že
lim
n→∞

|an| = |a|.
V přı́padě, že a 6= 0, tvrzenı́ nelze obrátit. Nenı́ pravda, že z existence lim

n→∞
|an| plyne existence

lim
n→∞

an. Přı́kladem je posloupnost se členy an = (−1)n, kde lim
n→∞

|an| existuje, ale lim
n→∞

an

neexistuje.
V přı́padě, že a = 0, platı́ i obrácená implikace:

lim
n→∞

an = 0 ⇔ lim
n→∞

|an| = 0.

Tuto ekvivalenci budeme potřebovat v některých důkazech.

3. Předpoklad „má-li přı́slušná pravá strana rovnosti smysl“ je velmi důležitý. Pokud nenı́ tento
předpoklad splněn, pak k výpočtu limity nemůžeme větu 5.25 použı́t.
Je-li napřı́klad lim

n→∞
an = ∞ a lim

n→∞
bn = ∞, pak limity lim

n→∞
(an − bn) a lim

n→∞
an/bn nelze počı́tat

s využitı́m předchozı́ věty, nebot’na pravé straně dostáváme nedefinované výrazy ∞−∞ a ∞

∞
. To

však neznamená, že přı́slušná limita neexistuje, jen je třeba k výpočtu limity použı́t jiný postup.
Doporučujeme si zopakovat všechny operace, které jsou, přı́p. nejsou, definovány na množině
R? — viz str. 44.

Při výpočtu limit posloupnostı́ budeme využı́vat znalosti několika základnı́ch limit. V předcho-
zı́m textu jsme si ukázali, že platı́:

1 lim
n→∞

c = c (c ∈ R), 3 lim
n→∞

n = ∞,

2 lim
n→∞

1
n

= 0, 4 lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n
= e.
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Skrýt menu

Posloupnosti 238

Postupně si do tohoto seznamu přidáme ještě dvě dalšı́ základnı́ limity, které je vhodné si
zapamatovat.

Přı́klad 5.27. Vypočtěte limity posloupnostı́: +

a) lim
n→∞

(n2
+ 5n− 1), b) lim

n→∞
(n2

− 5n− 1), c) lim
n→∞

(−n2
+ 5n),

d) lim
n→∞

−5n2
+ 8n+ 4

1 + 2n+ 3n2
, e) lim

n→∞

−8n2
+ 6n+ 7

2n+ 5
, f) lim

n→∞

−8n+ 3
9 − 2n− 4n2

.

Řešenı́.

a) Využijeme větu 5.25:

lim
n→∞

(n2
+ 5n− 1) = lim

n→∞
n2

+ lim
n→∞

5n− lim
n→∞

1 =

= lim
n→∞

n · lim
n→∞

n+ lim
n→∞

5 · lim
n→∞

n− lim
n→∞

1 = ∞ · ∞ + 5 · ∞ − 1 = ∞.

b) Nelze použı́t větu 5.25, protože na pravé straně dostáváme nedefinovaný výraz ∞−∞. Upravı́me
vytýkánı́m (vytýkáme vždy nejvyššı́ mocninu) a pak teprve využijeme větu 5.25:

lim
n→∞

(n2
− 5n− 1) = lim

n→∞
n2
(

1 −
5
n

−
5
n2

)
= lim

n→∞
n2

· lim
n→∞

(
1 −

5
n

−
5
n2

)
=

= lim
n→∞

n · lim
n→∞

n ·

(
lim
n→∞

1 − lim
n→∞

5 · lim
n→∞

1
n

− lim
n→∞

5 · lim
n→∞

1
n

· lim
n→∞

1
n

)
=

= ∞ · ∞ · (1 − 5 · 0 − 5 · 0 · 0) = ∞ · 1 = ∞.

c) Obdobně jako v přı́padě b) nelze použı́t větu 5.25, protože bychom dostali nedefinovaný výraz
−∞ + ∞. Opět musı́me nejprve vytknout nejvyššı́ mocninu. Budeme již postupovat rychleji.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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lim
n→∞

(−n2
+ 5n) = lim

n→∞
(−n2)

(
1 −

5
n

)
= lim

n→∞
(−n2) lim

n→∞

(
1 −

5
n

)
= −∞(1 − 0) = −∞.

d) Nelze ihned použı́t větu 5.25, musı́me výraz v limitě nejprve upravit. Vytkneme z čitatele i
jmenovatele člen s nejvyššı́ mocninou ze jmenovatele, tj. n2. Tento člen pak zkrátı́me:

lim
n→∞

−5n2
+ 8n+ 4

1 + 2n+ 3n2
= lim

n→∞

n2
(
−5 +

8
n

+
4
n2

)
n2
( 1
n2 +

2
n

+ 3
) = lim

n→∞

−5 +
8
n

+
4
n2

1
n2 +

2
n

+ 3
=

=

lim
n→∞

(−5)+ lim
n→∞

8 · lim
n→∞

1
n

+ lim
n→∞

4 ·

(
lim
n→∞

1
n

)2

(
lim
n→∞

1
n

)2
+ lim

n→∞
2 · lim

n→∞

1
n

+ lim
n→∞

3
=

−5 + 8 · 0 + 4 · 0
0 + 2 · 0 + 3

= −
5
3
.

e) Postupujeme obdobně jako v přı́kladě d):

lim
n→∞

−8n2
+ 6n+ 7

2n+ 5
= lim

n→∞

n ·
(
−8n+ 6 +

7
n

)
n ·
(
2 +

5
n

) = lim
n→∞

−8n+ 6 +
7
n

2 +
5
n

=

=

lim
n→∞

(−8) · lim
n→∞

n+ lim
n→∞

6 + 7 · lim
n→∞

1
n

lim
n→∞

2 + 5 · lim
n→∞

1
n

=
−8 · ∞ + 6 + 7 · 0

2 + 5 · 0
=

−∞

2
= −∞.

f) Opět vytkneme nejvyššı́ mocninu:

lim
n→∞

−8n+ 3
9 − 2n− 4n2

= lim
n→∞

n2
·
(

−8
n

+
3
n2

)
n2 ·

( 9
n2 −

2
n

− 4
) = lim

n→∞

−8
n

+
3
n2

9
n2 −

2
n

− 4
=

0 + 0
0 − 0 − 4

= 0.
N

Všimněte si, že počı́táme-li limitu ze zlomku, kde je v čitateli i ve jmenovateli nějaký polynom,
pak výsledek závisı́ na členech s nejvyššı́ mocninou. Je-li v čitateli polynom vyššı́ho stupně než ve
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jmenovateli, pak je výsledek ±∞, je-li polynom vyššı́ho stupně ve jmenovateli, pak je výsledek 0.
Jestliže jsou v čitateli i jmenovateli polynomy stejných stupňů, pak je výsledek reálné čı́slo dané
koeficienty u nejvyššı́ch mocnin.

Obdobně jako s mocninami počı́táme i s odmocninami — viz následujı́cı́ přı́klad.

Přı́klad 5.28. Vypočtěte limity posloupnostı́: +

a) lim
n→∞

(√
9n2 − 4 − 2n

)
, b) lim

n→∞

(√
9n2 − 4 − 3n

)
, c) lim

n→∞

1
√
n2 + n−

√
n2 + 2

.

Řešenı́.

a) Vzhledem k tomu, že nelze ihned použı́t větu 5.25, musı́me výrazy upravit. Budeme vytýkat
nejvyššı́ mocninu.

lim
n→∞

(√
9n2 − 4 − 2n

)
= lim

n→∞

(√
n2

(
9 −

4
n2

)
− 2n

)
=

= lim
n→∞

(
√

n2 ·

√
9 −

4
n2

− 2n

)
= lim

n→∞

(
n ·

√
9 −

4
n2

− 2n

)
=

= lim
n→∞

n ·

(√
9 −

4
n2

− 2

)
= lim

n→∞
n · lim

n→∞

(√
9 −

4
n2

− 2

)
=

= lim
n→∞

n ·

√ lim
n→∞

9 − lim
n→∞

4 · lim
n→∞

(
1
n

)2

− lim
n→∞

2

 =

= ∞ · (
√

9 − 4 · 0 − 2) = ∞ · (3 − 2) = ∞ · 1 = ∞.
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b) Pokud bychom chtěli vyřešit tento přı́klad stejným postupem jako v přı́padě a), dostali bychom
nedefinovaný výraz 0 · ∞. Musı́me proto postupovat jinak. Rozšı́řı́me výraz takovým zlomkem,
abychom se za použitı́ vztahu (a+b)(a−b) = a2

−b2 zbavili odmocniny. Dále budeme vytýkat
nejvyššı́ mocninu.

lim
n→∞

(√
9n2 − 4 − 3n

)
= lim

n→∞

(√
9n2 − 4 − 3n

)
·

√
9n2 − 4 + 3n

√
9n2 − 4 + 3n

=

= lim
n→∞

9n2
− 4 − 9n2

√
9n2 − 4 + 3n

= lim
n→∞

−4

n ·

(√
9 −

4
n2 + 3

) =
−4

∞ · (3 + 3)
= 0.

c) Obdobně jako v přı́kladě b) rozšı́řı́me výraz takovým zlomkem, abychom se zbavili odmocniny
ve jmenovateli.

lim
n→∞

1
√
n2 + n−

√
n2 + 2

= lim
n→∞

1
√
n2 + n−

√
n2 + 2

·

√
n2 + n+

√
n2 + 2

√
n2 + n+

√
n2 + 2

=

= lim
n→∞

√
n2 + n+

√
n2 + 2

n2 + n− (n2 + 2)
= lim

n→∞

√
n2 + n+

√
n2 + 2

n− 2
=

= lim
n→∞

n ·

(√
1 +

1
n

+

√
1 +

2
n2

)
n ·
(
1 −

2
n

) =
1 + 1

1
= 2.

N

Nynı́ si uvedeme dva obtı́žnějšı́ přı́klady vyžadujı́cı́ zvládnutı́ počı́tánı́ s mocninami a odmocni-
nami.
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Přı́klad 5.29. Vypočtěte limity posloupnostı́: +

a) lim
n→∞

3
√
n2 + 1 − 16n
3
√
n4 + 18n

, b) lim
n→∞

3
√

2n5 + 3n+ 1 +
√

5n2 + 3n
√

2n3 + 4n+ 1 −
3
√

5n5 + 1
.

Řešenı́.

a) Vyjde:

lim
n→∞

3
√
n2 + 1 − 16n
3
√
n4 + 18n

= lim
n→∞

3
√
n4
( 1
n2 +

1
n4

)
− 16n

3
√
n4
(
1 +

18
n3

) = lim
n→∞

3
√
n4
(

3
√

1
n2 +

1
n4 −

16n
3√
n4

)
3
√
n4 3
√

1 +
18
n3

=

= lim
n→∞

3
√

1
n2 +

1
n4 − 16 3

√
1
n

3
√

1 +
18
n3

=

3
√

lim
n→∞

( 1
n2 +

1
n4

)
− 16 3

√
lim
n→∞

1
n

3
√

lim
n→∞

(
1 +

18
n3

) =

3
√

0 + 0 − 16 3
√

0
3
√

1 + 0
= 0.

b) Vytkneme z každé odmocniny člen v nejvyššı́ mocnině a pak zlomek vykrátı́me členem s nejvyššı́
mocninou ze jmenovatele.

lim
n→∞

3
√

2n5 + 3n+ 1 +
√

5n2 + 3n
√

2n3 + 4n+ 1 −
3
√

5n5 + 1
= lim

n→∞

3
√
n5 3
√

2 +
3
n4 +

1
n5 + n

√
5 +

3
n

√
n3
√

2 +
4
n2 +

1
n3 −

3
√
n5 3
√

5 +
1
n5

=

= lim
n→∞

3
√

2 +
3
n4 +

1
n5 +

1
3√
n2

√
5 +

3
n

1
6√n

√
2 +

4
n2 +

1
n3 −

3
√

5 +
1
n5

=

3
√

2 + 0 + 0 + 0 ·
√

5 + 0
0 ·

√
2 + 0 + 0 −

3
√

5 + 0 + 0
= −

3

√
2
5
.

N
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Zobrazit

‹
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Přı́klad 5.30. Vypočtěte limity posloupnostı́: +

a) lim
n→∞

(
1 +

1
n

)3n

, b) lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n+5

, c) lim
n→∞

(
1 +

1
n

)7n+4

,

d) lim
n→∞

(
1 +

1
5n

)n
, e) lim

n→∞

(
1 +

1
4n

)5n+8

, f) lim
n→∞

(
1 +

1
2n+ 3

)7n+6

.

Řešenı́.

a) lim
n→∞

(
1 +

1
n

)3n

= lim
n→∞

((
1 +

1
n

)n)3

=

(
lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n)3

= e3.

b) lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n+5

= lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n
·

(
1 +

1
n

)5

= lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n
· lim
n→∞

(
1 +

1
n

)5

=

= e · lim
n→∞

(
1 +

1
n

)5

= e ·

(
1 + lim

n→∞

1
n

)5

= e · (1 + 0)5 = e · 1 = e.

c) lim
n→∞

(
1 +

1
n

)7n+4

= lim
n→∞

((
1 +

1
n

)n)7

·

(
1 +

1
n

)4

= e7
· 1 = e7.

d) lim
n→∞

(
1 +

1
5n

)n
= lim

n→∞

5

√(
1 +

1
5n

)5n

=
5

√
lim
n→∞

(
1 +

1
5n

)5n
(∗)
= 5

√
e.

(∗): Posloupnost
(

1 +
1

5n

)5n

je vybraná z posloupnosti
(

1 +
1
n

)n
, tedy jejı́ limita je rovna

čı́slu e.
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e) lim
n→∞

(
1 +

1
4n

)5n+8

= lim
n→∞

(
1 +

1
4n

)5n

·

(
1 +

1
4n

)8

=

(
lim
n→∞

(
1 +

1
4n

)n)5

×

× lim
n→∞

(
1 +

1
4n

)8

=

(
lim
n→∞

(
1 +

1
4n

)4n
) 5

4

· 1 = e
5
4 =

4√e5.

f) lim
n→∞

(
1 +

1
2n+ 3

)7n+6

= lim
n→∞

(
1 +

1
2n+ 3

)7
(
n+ 6

7

)
=

= lim
n→∞

(
1 +

1
2n+ 3

) 7
2

(
2n+ 12

7

)
= lim

n→∞

(
1 +

1
2n+ 3

) 7
2

(
2n+3−3+

12
7

)
=

= lim
n→∞

[(
1 +

1
2n+ 3

)2n+3
] 7

2

· lim
n→∞

(
1 +

1
2n+ 3

)−
9
2

= e
7
2 · 1 = e

7
2 =

√

e7.

N

Přı́klad 5.31. Vypočtěte lim
n→∞

(
1 −

1
n

)n
. +

Řešenı́. V předchozı́ch přı́kladech jsme se zabývali posloupnostmi vybranými z posloupnosti o čle-
nech an =

(
1 +

1
n

)n. Posloupnost se členy bn =
(
1 +

1
−n

)−n však nenı́ vybranou posloupnostı́
z posloupnosti (an). Při výpočtu je tedy nutno postupovat jiným způsobem. Výraz v limitě nejprve
upravı́me převedenı́m do jmenovatele:

lim
n→∞

(
1 −

1
n

)n
= lim

n→∞

(
n− 1
n

)n
=

1
lim
n→∞

(
n
n−1

)n =
1

lim
n→∞

(
n−1+1
n−1

)n =
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=
1

lim
n→∞

(
1 +

1
n−1

)n =
1

lim
n→∞

(
1 +

1
n−1

)n−1
·
(
1 +

1
n−1

) =
1
e
.

N

Dále si uvedeme některé věty užitečné při konkrétnı́m výpočtu limit.

Věta 5.32. Necht’ jsou dány posloupnosti (an), (bn) a necht’ existuje n0 ∈ N takové, že pro každé
n ∈ N, n = n0 je an 5 bn. Jestliže dále

i) lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, a, b ∈ R?, pak a 5 b.

ii) lim
n→∞

an = ∞, pak lim
n→∞

bn = ∞.

iii) lim
n→∞

bn = −∞, pak lim
n→∞

an = −∞.

Přı́klad 5.33. Vypočtěte lim
n→∞

n! . +

Řešenı́. Pro každé n ∈ N platı́: n 5 n! a lim
n→∞

n = ∞. Tedy dle zmı́něné věty platı́, že existuje
lim
n→∞

n! a platı́, že lim
n→∞

n! = ∞. N

Věta 5.34 (o limitě sevřené posloupnosti). Necht’ jsou dány posloupnosti (an), (bn), (cn) a necht’
existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n ∈ N, n = n0, je an 5 cn 5 bn. Jestliže lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn =

= L, L ∈ R?, pak platı́ lim
n→∞

cn = L.
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Přı́klad 5.35. Vypočtěte lim
n→∞

(−1)n

n3 + 4n+ 5
. +

Řešenı́. Pro každé n ∈ N platı́ −1 5 (−1)n 5 1. Nynı́ tyto nerovnosti vynásobı́me výrazem 1
n3+4n+5 ,

který je kladný pro každé n ∈ N, a dostáváme

−1
n3 + 4n+ 5

5
(−1)n

n3 + 4n+ 5
5

1
n3 + 4n+ 5

.

Definujme posloupnosti (an), (bn) a (cn) předpisy

an =
−1

n3 + 4n+ 5
, cn =

(−1)n

n3 + 4n+ 5
, bn =

1
n3 + 4n+ 5

.

Platı́ lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

bn = 0, tedy i lim
n→∞

cn = 0. N

Přı́klad 5.36. Vypočtěte lim
n→∞

(
1
n

cos
n2

+ 1
2n− 1

)
. +

Řešenı́. Posloupnost n2
+1

2n−1 diverguje k nekonečnu a kosinus tohoto argumentu nemá limitu. To

ovšem ještě neznamená, že posloupnost se členy 1
n

cos n2
+1

2n−1 ji nemá také! Vyjdeme z toho, že
kosinus libovolného argumentu je ohraničená funkce. Platı́

−1 5 cos
n2

+ 1
2n− 1

5 1.
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Tyto nerovnosti vynásobı́me kladným výrazem 1
n

a dostáváme

−
1
n

5
cos n2

+1
2n−1

n
5

1
n
.

Tedy naše posloupnost 1
n

cos n2
+1

2n−1 je uzavřená posloupnostmi −
1
n

a 1
n

(dokonce nejen pro dost velká
n, ale pro všechna n ∈ N), které obě konvergujı́ k nule, a tedy i naše posloupnost konverguje k nule.
Proto

lim
n→∞

(
1
n

cos
n2

+ 1
2n− 1

)
= 0.

N

Následujı́cı́ věta je důležitým důsledkem věty o limitě sevřené posloupnosti.

Věta 5.37. Necht’ lim
n→∞

an = 0 a posloupnost (bn) je ohraničená. Pak lim
n→∞

anbn = 0.

Přı́klad 5.38. Vypočtěte lim
n→∞

sin(n2
+ 1)
n

. +

Řešenı́. Posloupnost (an) =
(
sin(n2

+ 1)
)

je ohraničená: | sin(n2
+ 1)| 5 1 pro všechna n ∈ N.

Dále lim
n→∞

1
n

= 0. Tedy podle věty 5.37 je

lim
n→∞

sin(n2
+ 1)
n

= lim
n→∞

1
n

sin(n2
+ 1) = 0.

N

Pomocı́ věty 5.34 si nynı́ dokážeme platnost dalšı́ důležité limity:
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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5 lim
n→∞

n
√
n = 1.

Důkaz. Necht’n ∈ N, n = 2. Položme n
√
n = 1 + hn. Pak

lim
n→∞

n
√
n = 1 ⇔ lim

n→∞
hn = 0.

Chceme tedy dokázat, že lim
n→∞

hn = 0.

Umocněnı́m vztahu n
√
n = 1 + hn dostaneme n = (1 + hn)

n.
K úpravě pravé strany rovnosti využijeme binomickou větu

(a + b)n =

(
n

0

)
anb0

+

(
n

1

)
an−1b1

+

(
n

2

)
an−2b2

+ · · · +

(
n

n

)
a0bn

a obdržı́me (při volbě a = 1, b = hn)

n = 1 + nhn +
n(n− 1)

2
h2
n + · · · + hnn.

Přitom hn > 0, a tedy z předchozı́ rovnosti máme n > n(n−1)
2 h2

n > 0, tudı́ž

0 < h2
n <

2
n− 1

.

Jelikož lim
n→∞

0 = 0 a lim
n→∞

2
n−1 = 0, platı́ dle věty o limitě sevřené posloupnosti, že také lim

n→∞
h2
n = 0.

Tedy lim
n→∞

hn = 0, a tudı́ž

lim
n→∞

n
√
n = lim

n→∞
(1 + hn) = lim

n→∞
1 + lim

n→∞
hn = 1 + 0 = 1.
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Přı́klad 5.39. Vypočtěte limity posloupnostı́: +

a) lim
n→∞

2n
√
n, b) lim

n→∞

n
√
n7, c) lim

n→∞

2n
√

3n, d) lim
n→∞

n
√

2n + 3n.

Řešenı́.

a) lim
n→∞

2n
√
n = lim

n→∞

√
n
√
n =

√
lim
n→∞

n
√
n =

√
1 = 1.

b) lim
n→∞

n
√
n7 = lim

n→∞

(
n
√
n
)7

=
(

lim
n→∞

n
√
n
)7

= 17
= 1.

c) lim
n→∞

2n
√

3n = lim
n→∞

√
n
√

3n = lim
n→∞

√
3 =

√
3.

d) K výpočtu limity použijeme následujı́cı́ nerovnost, která platı́ pro všechna n ∈ N r {1}:

n
√

3n 5 n
√

2n + 3n 5 n
√

3n + 3n.

Dále platı́

lim
n→∞

n
√

3n = lim
n→∞

3 = 3,

lim
n→∞

n
√

3n + 3n = lim
n→∞

n
√

2 · 3n = lim
n→∞

n
√

2 ·
n
√

3n = 1 · 3 = 3.

Využili jsme toho, že pro n ∈ N, n = 2 platı́ 1 5 n
√

2 5 n
√
n, a tudı́ž dle věty 5.34 je lim

n→∞

n
√

2 = 1.

Celkově tedy dle věty 5.34 platı́, že lim
n→∞

n
√

2n + 3n = 3. N

Přidejme si do našeho seznamu důležitých limit poslednı́ limitu:
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6 lim
n→∞

qn =


∞ pro q > 1,
1 pro q = 1,
0 pro q ∈ (−1, 1),
neexistuje pro q 5 −1.

Důkaz. Jedná se o geometrickou posloupnost s kvocientem q. Předpokládejme, že:

i) q > 1. Využijeme binomickou větu

(1 + x)n = 1 + nx + · · · + xn

a pro x > 0 a n = 2 dostáváme (1 + x)n > 1 + nx. Pro x = q − 1 tedy platı́

qn = (1 + (q − 1))n > 1 + n(q − 1).

Jelikož lim
n→∞

(1 + n(q − 1)) = ∞, je dle věty 5.32 i lim
n→∞

qn = ∞.
ii) q = 1. Pak lim

n→∞
1n = lim

n→∞
1 = 1.

iii) q ∈ (−1, 1). Je-li q = 0, pak lim
n→∞

qn = lim
n→∞

0n = 0.

Necht’ nynı́ q 6= 0 a zároveň |q| < 1. Pak 1
|q|
> 1 a lim

n→∞

(
1
|q|

)n
= ∞ dle bodu i). Tedy

lim
n→∞

|q|n = lim
n→∞

1
1

|q|n

=
1
∞

= 0. Podle poznámky 5.26, bod 2 dostaneme, že lim
n→∞

qn = 0.

iv) q 5 −1. Pro n sudé, tj. n = 2k, je lim
k→∞

q2k
= ∞ (viz bod i), nebot’q2k

= |q2k
|, kde |q| > 1), pro

n liché, tj. n = 2k + 1, je lim
k→∞

q2k+1
= q lim

k→∞

q2k
= −∞, nebot’q je záporné a lim

k→∞

q2k
= ∞.

Podle poznámky 5.21, bod 2 tudı́ž limita neexistuje.
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Přı́klad 5.40. Vypočtěte limity posloupnostı́: +

a) lim
n→∞

(
3n

3n− 1

)3n

, b) lim
n→∞

(
2n
n− 1

)2n

, c) lim
n→∞

(
2n

3n− 1

)n
.

Řešenı́.

a) lim
n→∞

(
3n

3n− 1

)3n

= lim
n→∞

(
3n− 1 + 1

3n− 1

)3n

= lim
n→∞

(
1 +

1
3n− 1

)3n

=

= lim
n→∞

(
1 +

1
3n− 1

)3n−1

· lim
n→∞

(
1 +

1
3n− 1

)1

= e · 1 = e.

b) lim
n→∞

(
2n
n− 1

)2n

= lim
n→∞

22n
(

n

n− 1

)2n

= lim
n→∞

22n
(
n− 1 + 1
n− 1

)2n

=

= lim
n→∞

22n
(

1 +
1

n− 1

)2n

= lim
n→∞

22n
[(

1 +
1

n− 1

)n]2

=

= lim
n→∞

4n
[(

1 +
1

n− 1

)n−1
]2(

1 +
1

n− 1

)2

= ∞ · e2
· 12

= ∞.

Jiný způsob řešenı́: Pro každé n ∈ N r {1} platı́ 2n
n−1 = 2n−1+1

n−1 = 2(1 +
1
n−1) > 2, a proto(

2n
n− 1

)2n

> 22n.

Protože lim
n→∞

22n
= ∞, je dle věty 5.32 i limita lim

n→∞

( 2n
n−1

)2n
= ∞.
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c) lim
n→∞

(
2n

3n− 1

)n
= lim

n→∞

(
2
3

)n( 3n
3n− 1

)n
= lim

n→∞

(
2
3

)n(3n− 1 + 1
3n− 1

)n
=

= lim
n→∞

(
2
3

)n [(
1 +

1
3n− 1

)3n−1(
1 +

1
3n− 1

)] 1
3

= 0 · (e · 1)
1
3 = 0.

N
Všimněte si na předchozı́m přı́kladě, které koeficienty u neznámých rozhodujı́ o výsledku. I když

je zadánı́ velmi podobné, členy prvnı́ posloupnosti konvergujı́ k nule, členy druhé posloupnosti
divergujı́ k nekonečnu.

Přı́klad 5.41. Určete, zda existujı́ následujı́cı́ limity. Pokud ano, vypočtěte je: +

a) lim
n→∞

(−1)n + 2
(−1)n − 2

, b) lim
n→∞

2n + (−2)n

2 · 4n
, c) lim

n→∞

(−1)n + 2
3n(2 − (−1)n)

.

Řešenı́.

a) Pro sudá n je výraz v limitě roven: (−1)n+2
(−1)n−2 =

1+2
1−2 = −3, pro lichá n je výraz v limitě roven:

(−1)n+2
(−1)n−2 =

(−1)+2
(−1)−2 = −

1
3 . Vybraná posloupnost sudých členů tedy konverguje k čı́slu −3, vybraná

posloupnost lichých členů k čı́slu −
1
3 , tudı́ž lim

n→∞

(−1)n+2
(−1)n−2 neexistuje.

b) lim
n→∞

2n + (−2)n

2 · 4n
= lim

n→∞

2n · (1 + (−1)n)
2n · (2 · 2n)

= lim
n→∞

1 + (−1)n

2 · 2n
=

=
1
2

lim
n→∞

[(
1
2

)n
+

(
−

1
2

)n]
=

1
2
(0 + 0) = 0.

c) Pro každé n ∈ N platı́

0 5
(−1)n + 2

3n(2 − (−1)n)
5

3
3n
.
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Skrýt menu

Posloupnosti 253

Protože je zadaná posloupnost ohraničená zdola nulovou posloupnostı́ a shora posloupnostı́,
která konverguje k čı́slu 0 ( lim

n→∞
3
( 1

3

)n
= 0), je limita zadané posloupnosti podle věty 5.34 také

rovna 0. N

Přı́klad 5.42. Vypočtěte limity posloupnostı́: +

a) lim
n→∞

(n+ 2)! − 3n!
(n+ 2)! + 1

, b) lim
n→∞

1 + 2 + 3 + · · · + n

n2
, c) lim

n→∞

1 +
1
3 +

1
9 + · · · +

1
3n

1 +
1
2 +

1
4 + · · · +

1
2n

.

Řešenı́.

a) lim
n→∞

(n+ 2)! − 3n!
(n+ 2)! + 1

= lim
n→∞

(n+ 2)(n+ 1)n! − 3n!
(n+ 2)(n+ 1)n! + 1

= lim
n→∞

(n+ 2)(n+ 1)− 3
(n+ 2)(n+ 1)+

1
n!

=

= lim
n→∞

n2
+ 3n− 1

n2 + 3n+ 2 +
1
n!

= lim
n→∞

1 +
3
n

−
1
n2

1 +
3
n

+
2
n2 +

1
n2 ·

1
n!

= 1.

Protože n! > n, je 0 < 1
n!
< 1

n
a z věty 5.34 plyne lim

n→∞

1
n!

= 0.

b) Využijeme vztah pro součet prvnı́ch n členů aritmetické posloupnosti.

lim
n→∞

1 + 2 + 3 + · · · + n

n2
= lim

n→∞

1
2(1 + n)n

n2
= lim

n→∞

1 + n

2n
= lim

n→∞

1
n

+ 1
2

=
1
2
.

c) V čitateli máme součet prvnı́ch n+ 1 členů geometrické posloupnosti s prvnı́m členem a1 = 1 a
kvocientem q =

1
3 :

sn+1 = a1
qn+1

− 1
q − 1

= 1 ·

( 1
3

)n+1
− 1

1
3 − 1

= −
3
2

((1
3

)n+1
− 1
)

=
3
2
.
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Ve jmenovateli máme součet prvnı́ch n + 1 členů geometrické posloupnosti s prvnı́m členem
a1 = 1 a kvocientem q =

1
2 :

s?n+1 = a1
qn+1

− 1
q − 1

= 1 ·

( 1
2

)n+1
− 1

1
2 − 1

= −2
((1

2

)n+1
− 1
)

= 2.

Celkem tedy

lim
n→∞

1 +
1
3 +

1
9 + · · · +

1
3n

1 +
1
2 +

1
4 + · · · +

1
2n

= lim
n→∞

sn+1

s?n+1
=

3
2

2
=

3
4
.

N

Věta 5.43. Necht’ lim an = 0 a necht’ existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n = n0 platı́ an > 0
(resp. an < 0). Pak lim

n→∞

1
an

= ∞ (resp. lim
n→∞

1
an

= −∞).

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— posloupnost,

— rostoucı́, klesajı́cı́, nerostoucı́, neklesajı́cı́, ohraničená posloupnost,

— limita posloupnosti,

— konvergentnı́, divergentnı́ posloupnost.
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Kontrolnı́ otázky ?
1. Vysvětlete, co to znamená, že posloupnost je rostoucı́.
2. Uved’te přı́klad ohraničené posloupnosti.
3. Vysvětlete geometrický význam skutečnosti, že limita posloupnosti se rovná dvěma.
4. Uved’te přı́klad posloupnosti, která má limitu rovnu plus nekonečnu.
5. Uved’te přı́klad vybrané posloupnosti z posloupnosti dané předpisem an = n.
6. Kolik limit může mı́t posloupnost?
7. Zformulujte větu o limitě sevřené posloupnosti.

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞

−2n3
− 5n+ 7

5n2 + n− 8
, b) lim

n→∞

5n2
+ 8n+ 1

7n2 + 8n− 1
,

c) lim
n→∞

3n+ 3
n3 − n

, d) lim
n→∞

6n2
+ 5n− 2

1 − 2n+ 6n2 .

2. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞

(√
n+ 2 −

√
n− 2

)
, b) lim

n→∞

(√
n+

√
n−

√
2n+ 1

)
,

c) lim
n→∞

(√
4n2 − 5 − 2n

)
, d) lim

n→∞

1
√
n+ 1 −

√
n− 1

,

e) lim
n→∞

(√
4n2 − n− n

)
, f) lim

n→∞

(√
4n2 − n− 2n

)
.
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Zobrazit

‹
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3. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞

(
1 +

1
n

)6n

, b) lim
n→∞

(
1 +

1
n

)3n+2

, c) lim
n→∞

(
1 +

1
3n

)n
,

d) lim
n→∞

(
1 +

1
2n

)3n+6

, e) lim
n→∞

(
3n+ 2
3n+ 1

)n
, f) lim

n→∞

(
n+ 1
n

)k
, k ∈ Z.

4. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞

5n
√
n , b) lim

n→∞

n
√
n7 , c) lim

n→∞

7n√6n .

5. Vypočtěte limity užitı́m věty o limitě sevřené posloupnosti:

a) lim
n→∞

n · sin n2

n2 + 1
, b) lim

n→∞

cos n
n+ 1

, c) lim
n→∞

(−1)n

n2 − 5n+ 1
,

d) lim
n→∞

n
√

9n + 4n , e) lim
n→∞

n
√
n+ 5 , f) lim

n→∞

n
√
n2 + 1 .

6. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞

cos en
2
+n+1

n
, b) lim

n→∞

n sin n!
n2 + 1

, c) lim
n→∞

sin nπ
2

n
.

7. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞

2n( 1
2

)n
+ 1

, b) lim
n→∞

n
√

2 − 1
n
√

2 − 2
, c) lim

n→∞

2n − 1
2n + 2

,

d) lim
n→∞

(
3n

1 − 3n
+

n
√

3
)
, e) lim

n→∞

6n + 4n − 2n

6n+1 − 3n
, f) lim

n→∞

(
3n

2n− 1

)n
.
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8. Rozhodněte, zda existujı́ následujı́cı́ limity. Pokud ano, vypočtěte je. Neexistenci zdůvodněte.

a) lim
n→∞

(−1)n · n2, b) lim
n→∞

(−1)n

n2 , c) lim
n→∞

(−1)n + 2
2 − (−1)n

,

d) lim
n→∞

cos(2nπ), e) lim
n→∞

cos(2nπ)
n

, f) lim
n→∞

n(−1)n .

9. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞

3(n+ 2)! − (n+ 1)!
(n+ 3)!

, b) lim
n→∞

(n+ 1)! − 2n!
3(n+ 1)! + 1

.

10. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞

(
1 + 2 + 3 + · · · + n

n+ 2
−
n

2

)
, b) lim

n→∞

1 +
1
3 +

1
9 + · · · +

1
3n

1 +
1
4 +

1
16 + · · · +

1
4n
.

11. Rozhodněte, které z následujı́cı́ch tvrzenı́ jsou pravdivá.

a) Každá ohraničená posloupnost má limitu.
b) Posloupnost se členy an =

3−sin n
n2 je ohraničená.

c) Každá nerostoucı́ posloupnost má zápornou limitu.
d) Každá monotónnı́ posloupnost je konvergentnı́.
e) Každá geometrická posloupnost má limitu.
f) Je-li aritmetická posloupnost konvergentnı́, je konstantnı́.

12. Dokažte, že je posloupnost an = 3 + 4n aritmetická a určete jejı́ diferenci.

13. Najděte všechny aritmetické posloupnosti, u nichž součet prvnı́ch třı́ členů je 27 a součet mocnin týchž
členů je 275.
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Zobrazit

‹
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14. Určete všechny geometrické posloupnosti, u nichž součet prvnı́ho a čtvrtého členu je 18, součet druhého
a třetı́ho členu je 12.

15. Mezi čı́sla 4 a 37 vložte čı́sla tak, aby s danými čı́sly tvořila aritmetickou posloupnost o součtu 246.
Určete počet vložených čı́sel a diferenci takto vytvořené aritmetické posloupnosti.

16. Autobus jede po přı́mé silnici stálou rychlostı́ 10 m · s−1. V okamžiku, kdy projı́ždı́ mı́stem M , vyjı́ždı́
z tohoto mı́sta týmž směrem osobnı́ auto, které za prvnı́ sekundu ujede 3 m a za každou následujı́cı́
sekundu ujede o 2 m vı́ce než za předcházejı́cı́ sekundu. Za kolik sekund dohonı́ auto autobus?

17. Drát má průměr 5 mm. Jednı́m protaženı́m se průměr drátu zmenšı́ o 10 %. Jaký bude průměr drátu po
deseti protaženı́ch?

18. Určete délky stran pravoúhlého trojúhelnı́ka, vı́te-li, že tvořı́ tři po sobě jdoucı́ členy aritmetické posloup-
nosti a že obsah trojúhelnı́ka je 54 cm2.

19. Do čtverce o straně délky 1 m je vepsán čtverec, jehož vrcholy jsou středy stran původnı́ho čtverce. Do
tohoto čtverce je opět stejným způsobem vepsán dalšı́ čtverec atd. Jaký je obsah desátého čtverce?

Autotest -
Máte za sebou obsahově i časově náročnou kapitolu o posloupnostech. Pokud jste si nové pojmy řádně
promysleli, propočı́tali řešené i neřešené přı́klady, pak můžete přistoupit k následujı́cı́mu testu. Test obsahuje
otázky a přı́klady podobného typu, s jakými se můžete setkat u zkoušky. Pomůže vám proto zhodnotit, nakolik
jste učivo zvládli a zda se můžete pustit do studia dalšı́ch kapitol. Test by vám neměl zabrat vı́ce než 45 minut.
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Zavřı́t dokument

Konec
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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1. Vypočtěte limity posloupnostı́:

a) lim
n→∞

(√
5n2 + 3n− 1 −

√
5n2 + 2n− 3

)
, b) lim

n→∞

3
√
n+ 2 sin (n2

+ 2n)
6n−

√
n

,

c) lim
n→∞

(
2n+ 1

2n

)n
, d) lim

n→∞
(n−

√
6n2 + 5n+ 7).

2. Užitı́m věty o limitě sevřené posloupnosti vypočtěte:

a) lim
n→∞

(−1)n

n3 + 5
, b) lim

n→∞

sin 5n
n2 .

3. Uved’te přı́klad divergentnı́ posloupnosti.

Výsledky autotestu najdete v Klı́či k řešeným přı́kladům. Zkontrolujte si výsledky a pokuste se
objektivně sami sebe ohodnotit. V přı́padě, že máte vı́ce než třetinu přı́kladů špatně, budete se muset
k přı́slušnému učivu znovu vrátit. Prostudujte znovu definice, věty i řešené přı́klady. V přı́padě, že
některou pasáž nechápete ani po opětovném prostudovánı́, kontaktujte svého vyučujı́cı́ho. Někdy
stačı́ malá rada a vše je rázem jasné nebo přinejmenšı́m jasnějšı́.

*****

O mnohé věci se nepokoušı́me ne proto, že jsou těžké,
ale těžké jsou proto, že se o ně nepokoušı́me.

(Seneca)

*****
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Kapitola 6

Limita a spojitost funkce

Průvodce studiem
S

J

VZ

Při vyšetřovánı́ průběhu funkce je nutné zkoumat chovánı́ funkce v „blı́zkém okolı́“ někte-
rých bodů. Napřı́klad těch, které nepatřı́ do definičnı́ho oboru funkce. Zajı́má nás, zda se
v „blı́zkém okolı́“ bodu x funkčnı́ hodnoty dané funkce „blı́žı́“ k nějakému konkrétnı́mu čı́slu
nebo zda neomezeně rostou, popř. klesajı́. Tento proces „blı́ženı́ se“ popı́šeme pomocı́
pojmu limita.

Pojem limity je základnı́m pojmem celé matematické analýzy. Na základě tohoto pojmu
pak budeme definovat dalšı́ významné pojmy diferenciálnı́ho počtu, a to spojitost funkce a
v dalšı́ kapitole pak derivaci funkce. Budeme-li dále mluvit o limitě, budeme mı́t na mysli
limitu funkce (nikoliv limitu posloupnosti).
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Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni

• definovat a pomocı́ obrázků vysvětlit pojem limita a jednostranná limita,

• uvést základnı́ vlastnosti limit,

• definovat spojitost funkce v bodě,

• uvést základnı́ pravidla pro počı́tánı́ s limitami,

• vypočı́tat limity jednoduchých funkcı́.

6.1. Definice limity

Protože je pojem limity funkce jedné reálné proměnné základnı́m pojmem celé matematické analýzy,
budeme mu věnovat poměrně velkou pozornost.

Podı́vejme se na následujı́cı́ obrázky.
Na obrázku 6.1 je znázorněn graf funkce f , která nenı́ definována v bodě x = 2. Vezměme

hodnoty x1 = 1, x2 = 1,5, x3 = 1,8, . . . nezávisle proměnné, které se budou čı́m dál vı́ce
přibližovat k hodnotě 2 (z levé strany), a podı́vejme se, jak se chovajı́ funkčnı́ hodnoty v těchto
bodech. Je vidět, že se tyto hodnoty, tj. f (x1), f (x2), f (x3), . . . , čı́m dál vı́c přibližujı́ k čı́slu y = 3.
Při přibližovánı́ zprava k x = 2 je situace analogická.

Na obrázku 6.2 je znázorněn graf funkce g, která rovněž nenı́ definována v bodě x = 2. Jejı́
chovánı́ v blı́zkosti tohoto bodu je ale zcela odlišné. Jestliže se opět přibližujeme k bodu x = 2
zleva, např. po hodnotách x1 = 1, x2 = 1,5, x3 = 1,8, . . . , funkčnı́ hodnoty g(x1), g(x2), g(x3), . . .
se tentokrát k ničemu nepřibližujı́, ale „kmitajı́“ mezi hodnotami y = 1 a y = 3. Tedy hodnoty g(x)



Obsah

262. strana ze 616

J J I I

J I
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x

y

x1 x2 x3 2O

f (x1)

f (x2)

f (x3)
3

y = f (x)

Obr. 6.1

x

y

x1 x2 x32O

1

2

3

y = g(x)

Obr. 6.2
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se nepřibližujı́ k žádnému čı́slu (na ose y), když x se přibližuje k čı́slu 2 zleva (na ose x). Stejná
situace je při přibližovánı́ k x = 2 zprava.

x

y

x1 x2 x32O

y = h(x)

Obr. 6.3

Na obrázku 6.3 je graf funkce h, která rovněž nenı́ definována v bodě x = 2. Tentokrát při
přibližovánı́ se k bodu x = 2 zleva po bodech x1 = 1, x2 = 1,5, x3 = 1,8, . . . se funkčnı́ hodnoty
h(x1), h(x2), h(x3), . . . neomezeně zvětšujı́. Stejná je situace při přibližovánı́ k x = 2 zprava.

Našı́m cı́lem bude nynı́ odlišit od sebe situaci, kdy se hodnoty f (x) „k něčemu přibližujı́“, a
situaci, kdy se hodnoty k „ničemu nepřibližujı́“.
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Vlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě

Na obr. 6.1 jsme si ukázali přı́klad funkce f , která má tu vlastnost, že když se x přibližuje k čı́slu 2,
hodnoty f (x) se přibližujı́ k čı́slu 3. Tato situace je popsána v následujı́cı́ definici a podrobněji
znázorněna na obr. 6.4.

Definice 6.1. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu A ∈ R, jestliže ke každému ε ∈ R+

existuje δ ∈ R+ takové, že pro všechna x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, platı́ f (x) ∈ (A− ε,A+ ε).
Pı́šeme:

lim
x→x0

f (x) = A.

Symbolicky zapsáno:

lim
x→x0

f (x) = A ⇔(
∀ ε ∈ R+

∃ δ ∈ R+
∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)r {x0} : f (x) ∈ (A− ε,A+ ε)

)
.

Objasněme si smysl předchozı́ definice: Zvolı́me libovolný (libovolně úzký) pás o šı́řce 2ε kolem
přı́mky y = A. K němu musı́me umět najı́t interval (x0 − δ, x0 + δ) o šı́řce 2δ kolem bodu x0 tak,
aby graf funkce f na množině (x0 − δ, x0 + δ) r {x0} ležel celý ve zvoleném pásu. Zřejmě čı́slo
δ > 0 zvolené v obr. 6.4 bychom mohli ještě poněkud zvětšit.

Poznámka 6.2. Pı́smena ε a δ jsou použita z tradičnı́ch historických důvodů.
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x

y

x0 − δ x0 x0 + δO

A− ε

A

A+ ε

y = f (x)

2ε

Obr. 6.4

Animace A
Jak jsme viděli, v definici limity se vyskytujı́ tři po sobě jdoucı́ kvantifikátory. Je velmi důležité
pochopit jejich význam. K tomu by vám měla pomoci následujı́cı́ animace, která krok po kroku
objasňuje geometrický význam symbolů vyskytujı́cı́ch se v definici.
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Vlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_anim1.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Nevlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě

Na obr. 6.3 jsme si ukázali přı́klad funkce h, která má tu vlastnost, že když se x přibližuje k čı́slu 2,
hodnoty h(x) se neomezeně zvětšujı́. Přesně je tato vlastnost popsána v následujı́cı́ definici a
znázorněna na obr. 6.5 a).

Definice 6.3. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu +∞, jestliže ke každému čı́slu
M ∈ R existuje δ ∈ R+ takové, že pro všechna x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0, platı́ f (x) > M .
Pı́šeme:

lim
x→x0

f (x) = +∞.

Symbolicky zapsáno:

lim
x→x0

f (x) = +∞ ⇔(
∀M ∈ R ∃ δ ∈ R+

∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)r {x0} : f (x) > M
)
.

Tedy ke každému reálnému čı́sluM musı́me umět najı́t interval (x0 − δ, x0 + δ) tak, aby graf funkce
f na množině (x0 − δ, x0 + δ)r {x0} ležel celý nad přı́mkou y = M , tj. nad rovnoběžkou s osou x
ve výšce M .

Obdobně definujeme lim
x→x0

f (x) = −∞. (Pouze nerovnost f (x) > M změnı́me na f (x) < M)

— viz obr. 6.5 b).
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x

y

x0 − δ x0 x0 + δO

M

y = f (x)

a)

x

y

x0 − δ x0 x0 + δO

M

y = f (x)

b)

Obr. 6.5

Animace A
Následujı́cı́ dvě animace objasňujı́ geometrický význam symbolů, které se vyskytujı́ v definici
nevlastnı́ limity ve vlastnı́m bodě. Prvnı́ animace se týká limity lim

x→x0
f (x) = +∞ a druhá limity

lim
x→x0

f (x) = −∞.
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Nevlastnı́ limita (plus nekonečno) ve vlastnı́m bodě

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_anim2.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Nevlastnı́ limita (minus nekonečno) ve vlastnı́m bodě

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_anim3.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)



Obsah

271. strana ze 616

J J I I

J I
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Vlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě

Zabývejme se nynı́ přı́padem, kdy se x blı́žı́ k +∞ nebo −∞ (vzdaluje se neomezeně vpravo nebo
vlevo) a hodnoty f (x) se blı́žı́ ke konečnému čı́slu. Situace je znázorněna na obr. 6.6 a) a 6.6 b).

Definice 6.4. Řekneme, že funkce f má v +∞ (nebo podrobněji pro x jdoucı́ do +∞) limitu
A ∈ R, jestliže ke každému čı́slu ε ∈ R+ existuje čı́slo K ∈ R takové, že pro všechna reálná čı́sla
x > K platı́ f (x) ∈ (A− ε,A+ ε). Pı́šeme:

lim
x→+∞

f (x) = A.

Symbolicky zapsáno:

lim
x→+∞

f (x) = A ⇔
(
∀ ε ∈ R+

∃K ∈ R ∀ x ∈ R , x > K : f (x) ∈ (A− ε,A+ ε)
)
.

To znamená, že lze najı́t hodnotu K takovou, aby pro každé x > K ležel graf funkce f uvnitř pásu
o šı́řce 2ε, který je sestrojen kolem přı́mky y = A (čı́slo K by bylo možné v obrázku 6.6 a) zvolit
poněkud menšı́).

Obdobně definujeme lim
x→−∞

f (x) = A (pouze nerovnost x > K se v předchozı́ definici změnı́

na x < K) — viz obr. 6.6 b).
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x

y

KO

A− ε

A

A+ ε

y = f (x)

a)

x

y

K O

A− ε

A

A+ ε

y = f (x)

b)

Obr. 6.6
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Animace A
Následujı́cı́ dvě animace objasňujı́ geometrický význam symbolů, které se vyskytujı́ v definici
vlastnı́ limity v nevlastnı́m bodě. Prvnı́ animace se týká limity lim

x→+∞
f (x) = A a druhá limity

lim
x→−∞

f (x) = A.
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Vlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě (plus nekonečno)

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_anim4.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Vlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě (minus nekonečno)

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_anim5.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Nevlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě

Nakonec si všimneme přı́padu, kdy se x blı́žı́ k +∞ nebo −∞ (vzdaluje se neomezeně vpravo
nebo vlevo) a hodnoty f (x) se neomezeně zvětšujı́ popř. zmenšujı́ (limita je ±∞). Uvedeme
přesnou definici pouze jedné varianty (ostatnı́ dostaneme jednoduchými obměnami) a situaci budeme
ilustrovat obrázky.

Definice 6.5. Řekneme, že funkce f má v +∞ (nebo podrobněji pro x jdoucı́ do +∞) limitu +∞,
jestliže ke každému čı́slu M ∈ R existuje čı́slo K ∈ R takové, že pro všechna reálná x > K platı́
f (x) > M . Pı́šeme:

lim
x→+∞

f (x) = +∞.

Symbolicky zapsáno:

lim
x→+∞

f (x) = +∞ ⇔ (∀M ∈ R ∃K ∈ R ∀ x ∈ R , x > K : f (x) > M) .

Situaci popsanou v definici ilustruje obr. 6.7 a). Obrázky 6.7 b) až 6.7 d) ilustrujı́ zbývajı́cı́ možnosti
(v definici se změnı́ nerovnost x > K na x < K nebo f (x) > M na f (x) < M).
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x

y

KO

M

y = f (x)

x → +∞

y → +∞

a) lim
x→+∞

f (x) = +∞

x

y

K O

M

y = f (x)

x → −∞

y → +∞

b) lim
x→−∞

f (x) = +∞

x

y

K

O

M

y = f (x)

x → +∞

y → −∞

c) lim
x→+∞

f (x) = −∞

x

y

K

O

M

y = f (x)

x → −∞

y → −∞

d) lim
x→−∞

f (x) = −∞

Obr. 6.7
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Animace A
Následujı́cı́ dvě animace objasňujı́ geometrický význam symbolů, které se vyskytujı́ v definici
nevlastnı́ limity v nevlastnı́m bodě. Prvnı́ animace se týká limity lim

x→+∞
f (x) = +∞ a druhá limity

lim
x→−∞

f (x) = +∞.
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Nevlastnı́ limita (plus nekonečno) v nevlastnı́m bodě (plus nekonečno)

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_anim6.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Nevlastnı́ limita (plus nekonečno) v nevlastnı́m bodě (minus nekonečno)

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_anim7.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Souhrnná definice limity

V předchozı́ch odstavcı́ch jsme si popsali všechny možnosti, které v přı́padě existence limity mohou
nastat. Mluvili jsme o následujı́cı́ch přı́padech (x0, A ∈ R):

vlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě lim
x→x0

f (x) = A,

nevlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě lim
x→x0

f (x) = ±∞,

vlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě lim
x→±∞

f (x) = A,

nevlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě lim
x→±∞

f (x) = ±∞.

O limitě ve vlastnı́m bodě mluvı́me tehdy, když se x se přibližuje ke konečnému čı́slu, a o limitě
v nevlastnı́m bodě, když se x blı́žı́ k +∞ nebo k −∞. Obdobně mluvı́me o vlastnı́ limitě, pokud je
limita rovna konečnému čı́slu, a o nevlastnı́ limitě, pokud je limita rovna +∞ nebo −∞.

Pokusme se nynı́ vyslovit definici limity, v nı́ž budou zahrnuty všechny uvedené varianty.
Abychom mohli danou situaci popsat, budeme potřebovat pojem okolı́ bodu. Obecně nás budou
zajı́mat jednak přı́pady, kdy se přibližujeme k nějakému vlastnı́mu bodu x0 ∈ R, ale také přı́pady,
kdy se budeme přibližovat k nevlastnı́m bodům ±∞. Zaved’me proto pojem okolı́ bodu pro vlastnı́
i nevlastnı́ body.
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Definice 6.6.
i) Okolı́m bodu x0 ∈ R (podrobněji δ-okolı́m bodu x0) rozumı́me otevřený interval tvaru
(x0 − δ, x0 + δ), kde δ je kladné reálné čı́slo. Značı́me je O(x0).

ii) Okolı́m bodu +∞ rozumı́me každý interval (k,+∞), kde k ∈ R. Značı́me je O(+∞).

iii) Okolı́m bodu −∞ rozumı́me každý interval (−∞, k), kde k ∈ R. Značı́me je O(−∞).

iv) Prstencovým okolı́m bodu x0 ∈ R? rozumı́me množinu O(x0)r {x0}. Značı́me je P(x0).

Poznámka 6.7.
1. Pokud je pro nás důležitá konkrétnı́ velikost okolı́ bodu x0 ∈ R, pı́šeme mı́sto O(x0) podrobněji

Oδ(x0). Obdobně pro prstencové okolı́.
2. Je-li x0 ∈ R, pak x ∈ Oδ(x0) (tj. x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), tj. x0 − δ < x < x0 + δ), právě když

|x − x0| < δ.
3. Je-li x0 ∈ R, pak x ∈ Pδ(x0) (tj. x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)r {x0}, tj. x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ)),

právě když 0 < |x − x0| < δ.
4. Je-li x0 ∈ R, pak délka intervalu Oδ(x0) je 2δ.

x0 − δx0x0 + δ

Obr. 6.8

5. Platı́ O(+∞) = P(+∞) a O(−∞) = P(−∞).

Nynı́ uved’me souhrnnou definici limity.
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Definice 6.8. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R? limitu A ∈ R?, jestliže ke každému okolı́
O(A) bodu A existuje prstencové okolı́ P(x0) bodu x0 takové, že pro všechna x ∈ P(x0) platı́
f (x) ∈ O(A). Pı́šeme:

lim
x→x0

f (x) = A.

Symbolicky zapsáno:

lim
x→x0

f (x) = A ⇔ (∀ O(A) ∃ P(x0) ∀x ∈ P(x0) : f (x) ∈ O(A)) .

Poznámka 6.9.
1. Existuje-li limita lim

x→x0
f (x), znamená to, že existuje prstencové okolı́ P(x0) bodu x0, ve kterém

je funkce f definována.
2. Limita nám nic neřı́ká o tom, jak se funkce chová přı́mo v bodě x0. Tedy z existence limity

nepoznáme, zda je funkce v bodě x0 definována, či nikoliv. Jinými slovy, limita funkce f v bodě
x0 nezávisı́ na funkčnı́ hodnotě v bodě x0.

Jednostranné limity

Jestliže v definici limity funkce f ve vlastnı́m bodě x0 ∈ R vezmeme v úvahu jen body ležı́cı́ vlevo
od x0, tj. x ∈ (x0 − δ, x0), dostaneme limitu zleva (obr. 6.9 a)):

lim
x→x−

0

f (x) = A.

Podobně když vezmeme v úvahu jen body ležı́cı́ vpravo od x0 ∈ R, tj. x ∈ (x0, x0 + δ), dostaneme
limitu zprava (obr. 6.9 b)):

lim
x→x+

0

f (x) = A.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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x

y

x0 − δ x0O

A− ε

A

A+ ε

y = f (x)

a)

x

y

x0 + δx0O

A− ε

A

A+ ε

y = f (x)

b)

Obr. 6.9

Těmto limitám řı́káme jednostranné limity. Dřı́ve než uvedeme jejich přesnou definici, je třeba
zavést levé a pravé prstencové okolı́ bodu x0:

Definice 6.10.
i) Levým prstencovým okolı́m bodu x0 ∈ R rozumı́me interval (x0 −δ, x0), kde δ je kladné reálné

čı́slo. Značı́me je P−(x0).
ii) Pravým prstencovým okolı́m bodu x0 ∈ R rozumı́me interval (x0, x0 + δ), kde δ je kladné

reálné čı́slo. Značı́me je P+(x0).
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Definice 6.11.
i) Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu zleva rovnu A ∈ R?, jestliže ke každému

okolı́ O(A) bodu A existuje levé prstencové okolı́ P−(x0) bodu x0 takové, že pro všechna
x ∈ P−(x0) platı́ f (x) ∈ O(A). Pı́šeme:

lim
x→x−

0

f (x) = A.

ii) Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R limitu zprava rovnu A ∈ R?, jestliže ke každému
okolı́ O(A) bodu A existuje pravé prstencové okolı́ P+(x0) bodu x0 takové, že pro všechna
x ∈ P+(x0) platı́ f (x) ∈ O(A). Pı́šeme:

lim
x→x+

0

f (x) = A.

Poznámka 6.12. Je-li x0 ∈ R, pak lze mluvit jednak o limitě zprava, kdy vyšetřujeme všechna
x ∈ P+(x0), jednak o limitě zleva, kdy vyšetřujeme všechna x ∈ P−(x0), a konečně o limitě, kdy
vyšetřujeme všechna x ∈ P(x0).

Je-li x0 = +∞, pak mluvı́me pouze o limitě, nebot’P(+∞) = (k,+∞), k ∈ R. To znamená, že
okolı́ bodu +∞ je vlastně „levé prstencové okolı́“ bodu +∞ a jiné ani nelze uvažovat. Analogicky
pro bod x0 = −∞.
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6.2. Vlastnosti limit

Nynı́ si uvedeme ve větách několik základnı́ch vlastnostı́ limit.

Věta 6.13. Necht’x0 ∈ R,A ∈ R?. Limita v bodě x0 existuje právě tehdy, když v tomto bodě existujı́
obě jednostranné limity a jsou stejné. Zapsáno symbolicky:

lim
x→x0

f (x) = A ⇔
(

lim
x→x+

0

f (x) = lim
x→x−

0

f (x) = A
)
.

Tvrzenı́ věty použı́váme k výpočtu limity funkce v bodě x0, která je dána různými předpisy pro
x > x0 a x < x0. Dále ji využı́váme k důkazu faktu, že limita dané funkce v bodě x0 neexistuje.
Jestliže totiž některá z jednostranných limit neexistuje, nebo obě existujı́, ale jsou navzájem různé,
pak limita neexistuje. Např. na obr. 6.10 je načrtnut graf funkce g, pro kterou platı́

lim
x→0−

g(x) = −1, lim
x→0+

g(x) = 1, a tedy lim
x→0

g(x) neexistuje.

x

y

O

1

−1
y = g(x)

Obr. 6.10
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Test T
Pomocı́ následujı́cı́ho testu si ověřı́te, zda dokážete z grafu funkce určit jednostranné limity funkce
v daném bodě a zda jste schopni na základě těchto jednostranných limit rozhodnout o existenci,
přı́p. neexistenci limity v tomto bodě.
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Nevlastnı́ limita (plus nekonečno) v nevlastnı́m bodě (plus nekonečno)

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_test1.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Věta 6.14. Funkce f má v bodě x0 ∈ R? nejvýše jednu limitu.

Důkaz. Necht’ lim
x→x0

f (x) = A a lim
x→x0

f (x) = B. Důkaz provedeme pouze pro x0 ∈ R, A,B ∈ R.

Pro dalšı́ varianty se důkaz provede analogicky.
Předpokládejme, žeA 6= B. Necht’tedy např. B > A. Zvolme ε =

B−A
2 > 0. Pak podle definice

limity existuje δ1-okolı́ bodu x0 tak, že pro x0 − δ1 < x < x0 + δ1, x 6= x0, platı́

A−
B − A

2
< f (x) < A+

B − A

2
,

a současně existuje δ2-okolı́ bodu x0 tak, že pro x0 − δ2 < x < x0 + δ2, x 6= x0, platı́

B −
B − A

2
< f (x) < B +

B − A

2
.

Označme δ = min(δ1, δ2). Pak pro x0 − δ < x < x0 + δ, x 6= x0, z pravé poloviny prvnı́ nerovnosti
máme

f (x) < A+
B − A

2
=
A+ B

2
a z levé poloviny druhé nerovnosti máme

A+ B

2
= B −

B − A

2
< f (x),

což nenı́ současně možné.

Poznámka 6.15. Předchozı́ věta řı́ká, že mohou nastat pouze dvě možnosti — bud’ limita funkce
v daném bodě neexistuje, nebo existuje a je právě jedna.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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K definici limity funkce lze přistupovat i jinak než výše uvedeným způsobem „přes okolı́“.
Nynı́ si uvedeme větu, která popisuje ekvivalentnı́, tzv. Heineho1, definici limity funkce pomocı́
posloupnostı́.

Věta 6.16. Necht’x0 ∈ R?,A ∈ R? a funkce f je definována na nějakém prstencovém okolı́ P(x0)

bodu x0. Pak lim
x→x0

f (x) = A, právě když pro každou posloupnost (xn) takovou, že pro každé n ∈ N
je xn ∈ P(x0), platı́

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f (xn) = A.

Kdybychom dokazovali všechny věty o limitách, pak by nám Heineho definice limity umožnila
jednoduše tyto věty dokázat na základě dřı́ve uvedených vět o limitách posloupnostı́.

Nynı́ si uvedeme větu důležitou pro konkrétnı́ počı́tánı́ limit funkcı́. Pomocı́ této věty budeme
schopni ze znalosti limit dvou funkcı́ f a g určit limitu jejich součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu.

1Heinrich Eduard Heine (1821–1881) (čti hajne) — věnoval se základům matematické analýzy, matematické fyzice
a teorii funkcı́.
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Věta 6.17. Necht’x0 ∈ R? a necht’existujı́ lim
x→x0

f (x) a lim
x→x0

g(x). Pak platı́:

1) lim
x→x0

[
f (x)± g(x)

]
= lim

x→x0
f (x)± lim

x→x0
g(x),

2) lim
x→x0

f (x)g(x) = lim
x→x0

f (x) · lim
x→x0

g(x),

3) lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

lim
x→x0

f (x)

lim
x→x0

g(x)
,

4) lim
x→x0

|f (x)| = | lim
x→x0

f (x)|,

jsou-li definovány pravé strany výše uvedených rovnostı́.

Věta řı́ká, že limita součtu (rozdı́lu, součinu, podı́lu) je rovna součtu (rozdı́lu, součinu, podı́lu)
limit, pokud majı́ výrazy na pravých stranách rovnostı́ smysl. Předpoklad smysluplnosti výrazů na
pravých stranách rovnostı́ je velmi důležitý předevšı́m pro počı́tánı́ s nevlastnı́mi limitami. Je třeba
znát, které operace s ±∞ jsou definovány a které nikoliv. Podrobněji se k tomu vrátı́me v oddı́le
věnovanému výpočtu limit.

Abychom mohli předchozı́ větu využı́t k výpočtu limit, musı́me znát limity jednotlivých funkcı́.
V následujı́cı́m oddı́lu (o spojitosti) si ukážeme, jak lze v některých přı́padech určit limity elemen-
tárnı́ch funkcı́.
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Zobrazit

‹
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6.3. Spojitost

Pomocı́ limity funkce v bodě budeme definovat spojitost funkce v bodě.

Definice 6.18. Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ R, jestliže platı́

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Poznámka 6.19.
1. Je-li f spojitá v bodě x0, pak

a) existuje vlastnı́ (konečná) limita funkce f v bodě x0,
b) funkce f je definovaná v bodě x0, tj. existuje f (x0),
c) tato dvě čı́sla jsou si rovna.

2. Platı́-li rovnost uvedená v definici jen pro některou jednostrannou limitu, mluvı́me o spojitosti
zprava, resp. o spojitosti zleva v bodě x0.

3. Volně řečeno, spojitost v bodě x0 znamená, že f (x0) je právě to čı́slo, k němuž se hodnoty funkce
na okolı́ bodu x0 přibližujı́.

Animace A
Pomocı́ následujı́cı́ho testu si ověřı́te, zda jste schopni na základě grafu funkce rozhodnout o limitě
funkce v daném bodě a spojitosti v tomto bodě.
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Nevlastnı́ limita (plus nekonečno) v nevlastnı́m bodě (plus nekonečno)

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_test2.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Z věty 6.17 dostáváme, že součet, rozdı́l, součin a podı́l (pokud je definován) funkcı́ spojitých
v bodě jsou funkce spojité v témže bodě.

Věta 6.20. Necht’ funkce f a g jsou spojité v bodě x0 ∈ R. Pak i funkce f ± g a f · g jsou spojité
v bodě x0. Je-li navı́c g(x0) 6= 0, je i funkce f

g
spojitá v bodě x0.

Dále lze ukázat, že složenı́m spojitých funkcı́ vznikne opět spojitá funkce.

Věta 6.21. Necht’ funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ R a necht’ funkce g je spojitá v bodě f (x0). Pak
funkce g ◦ f je spojitá v bodě x0.

Vı́me-li, že je funkce f spojitá v bodě x0, pak se lim
x→x0

f (x) počı́tá velice snadno, nebot’ je to

vlastně přı́mo funkčnı́ hodnota f (x0). Proto je důležité znát co nejvı́ce přı́kladů spojitých funkcı́.
Lze dokázat následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 6.22. Necht’f je základnı́ elementárnı́ funkce a necht’x0 je vnitřnı́m bodem definičnı́ho oboru
D(f ). Pak funkce f je spojitá bodě x0.

Poznamenejme, že bod x0 je vnitřnı́m bodemD(f ) právě tehdy, když existuje okolı́ O(x0) bodu
x0 takové, že platı́: O(x0) ⊂ D(f ).

Dále připomeňme, že základnı́mi elementárnı́mi funkcemi nazýváme funkce exponenciálnı́ a
logaritmické, mocninné, goniometrické a cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické.

Z vět 6.20, 6.21 a 6.22 okamžitě plyne, že všechny elementárnı́ funkce (funkce, které lze vytvořit
ze základnı́ch elementárnı́ch funkcı́ pomocı́ konečného počtu operacı́ sčı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́,
dělenı́ a skládánı́ funkcı́) jsou spojité ve všech vnitřnı́ch bodech definičnı́ho oboru (v krajnı́ch
bodech jde o jednostrannou spojitost).
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Skrýt menu

Limita a spojitost funkce 295

Poznámka 6.23. Necht’ x0 ∈ R a necht’ je funkce f definována v nějakém prstencovém okolı́
P(x0) bodu x0. Pak z hlediska spojitosti funkce v bodě mohou nastat následujı́cı́ přı́pady.
1. Funkce f je v bodě x0 spojitá. To znamená, že limita existuje ( lim

x→x0
f (x) = L), funkce je

v bodě x0 definována (f (x0) = A) a platı́ L = A.
2. Funkce f nenı́ v bodě x0 spojitá. Zde rozlišujeme několik přı́padů.

a) Limita existuje ( lim
x→x0

f (x) = L ∈ R), funkce je v bodě definována (f (x0) = A), ale L 6= A

— viz obr. 6.11 a).
b) Limita existuje ( lim

x→x0
f (x) = L ∈ R), ale funkce nenı́ v bodě x0 definována — viz obr. 6.11 b).

V obou těchto přı́padech mluvı́me o odstranitelné nespojitosti (stačı́ předefinovat resp. dodefino-
vat f (x0) a funkce f bude v bodě x0 spojitá).

c) Limita neexistuje. V tom přı́padě ještě rozlišujeme, zda existujı́ obě vlastnı́ jednostranné limity
lim
x→x+

0

f (x) = L1 a lim
x→x−

0

f (x) = L2, ale L1 6= L2, pak mluvı́me o bodu nespojitosti prvnı́ho

druhu — viz obr. 6.11 c). Jestliže některá jednostranná limita neexistuje, nebo je nevlastnı́,
mluvı́me o bodu nespojitosti druhého druhu — viz obr. 6.11 d), kde limita zprava neexistuje.

Přı́klad 6.24. Určete body, v nichž nejsou následujı́cı́ funkce spojité. +

a) f : y =
1

(x2 − 4)(x3 − 1)
, b) f : y = sgn x, c) f : y = χ(x).

Řešenı́.

a) Jedná se o elementárnı́ funkci, přičemž D(f ) = R r {−2, 1, 2}. Funkce je spojitá ve všech
bodech x ∈ D(f ), nebot’ každý bod x ∈ D(f ) je vnitřnı́m bodem D(f ). Tedy funkce f nenı́
spojitá v bodech x1 = −2, x2 = 1, x3 = 2, v nichž nenı́ definována.
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x

y

x0O

L

A

y = f (x)

a)

x

y

x0O

L
y = f (x)

b)

x

y

x0O

f (x0)

L2

L1

y = f (x)

c)

x

y

x0O

y = f (x)

d)

Obr. 6.11
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b) Funkce signum (viz str. 77) nenı́ spojitá v bodě x0 = 0. Obě jednostranné limity existujı́, ale jsou
navzájem různé:

lim
x→0+

f (x) = 1, lim
x→0−

f (x) = −1.

Jedná se o nespojitost prvnı́ho druhu.
c) Dirichletova funkce (viz str. 79) nenı́ spojitá v žádném bodě x0 ∈ R. V žádném bodě neexistuje

ani jedna jednostranná limita. Jedná se o nespojitost druhého druhu. N

V definici 6.18 jsme zavedli pojem spojitosti funkce v bodě. Na základě této lokálnı́ vlastnosti
nynı́ definujeme globálnı́ vlastnost — spojitost na intervalu.

Definice 6.25. Řekneme, že funkce f je spojitá na intervalu J ⊂ R, platı́-li

i) f je spojitá v každém vnitřnı́m bodě intervalu J ,
ii) patřı́-li počátečnı́ (resp. koncový) bod intervalu J k tomuto intervalu, je v něm funkce f spojitá

zprava (resp. zleva).

Poznámka 6.26. Funkce definovaná na intervalu 〈a, b〉 se nazývá po částech spojitá, je-li na 〈a, b〉

spojitá nejvýše s výjimkou konečného počtu bodů nespojitosti prvnı́ho druhu — viz obr. 6.12. Tyto
funkce majı́ značný praktický význam v některých důležitých partiı́ch matematiky použı́vaných
v aplikacı́ch, jako jsou např. Fourierovy1 řady nebo Laplaceova2 transformace.

1Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768–1830) (čti furje) — významný francouzský matematik, jeden ze zakladatelů
matematické fyziky.

2Pierre Simon Laplace (1749–1827) (čti laplas) — významný francouzský matematik, fyzik a astronom. Zabýval se
parciálnı́mi diferenciálnı́mi rovnicemi a teoriı́ pravděpodobnosti.



Obsah

298. strana ze 616

J J I I

J I
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x

y

a x1 x2 bO

y = f (x)

Obr. 6.12

6.4. Limity základnı́ch elementárnı́ch funkcı́

V této kapitole si ukážeme, jak počı́tat limity základnı́ch elementárnı́ch funkcı́ v bodě x0. Připo-
meňme, že mezi základnı́ elementárnı́ funkce patřı́ funkce exponenciálnı́, logaritmické, mocninné,
goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické. Budeme přitom rozlišovat dva
přı́pady — limity funkcı́ spojitých v bodě x0 a limity funkcı́, které v bodě x0 nejsou spojité.

Limity funkcı́ spojitých v bodě

V předchozı́ části o spojitosti jsme si řekli, že pokud vı́me, že je funkce f spojitá v bodě x0, pak
lim
x→x0

f (x) spočı́táme velice snadno, nebot’je to vlastně přı́mo funkčnı́ hodnota f (x0).

Přı́klad 6.27. Vypočtěte následujı́cı́ limity. +

a) lim
x→0

sin x, b) lim
x→1

arctg x, c) lim
x→0

ex .
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Řešenı́. K výpočtu využijeme spojitost přı́slušných funkcı́. Platı́:

a) lim
x→0

sin x = sin 0 = 0,

b) lim
x→1

arctg x = arctg 1 =
π

4
,

c) lim
x→0

ex = e0
= 1. N

Limity v nevlastnı́ch bodech a v bodech, v nichž nenı́ funkce definována

Kvůli počı́tánı́ složitějšı́ch limit je vhodné si zapamatovat mnohé limity základnı́ch elementárnı́ch
funkcı́ v nevlastnı́ch bodech a v bodech, v nichž nejsou funkce definovány. Jejich odvozenı́ lze
provést přı́mo z definice — viz následujı́cı́ přı́klad.

Přı́klad 6.28. Dokažte, že platı́ +

lim
x→0+

1
x

= +∞, lim
x→0−

1
x

= −∞.

Řešenı́. Nejprve dokážeme lim
x→0+

1
x

= +∞. Podle definice limity musı́ ke každému okolı́ O(+∞)

bodu +∞ existovat pravé prstencové okolı́ P+(0) bodu nula tak, že pro každé x ∈ P+(0) platı́
1
x

∈ O(+∞). Neboli

∀k ∈ R ∃δ ∈ R+
∀x ∈ (0, δ) :

1
x
> k.

To znamená, že ke každému k hledáme δ takové, že pro každé x z pravého δ-okolı́ bodu nula bude
1
x

většı́ než k.
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Přitom, je-li k 5 0, pak můžeme vzı́t δ ∈ R+ libovolně, nebot’ pro ∀x ∈ (0, δ) platı́ 1
x
> k

(kladné čı́slo je vždy většı́ než záporné, přı́p. nula). V přı́padě, že je k > 0, pak můžeme zvolit
δ =

1
k
. Pak pro ∀x ∈ (0, δ) platı́ 1

x
> k (zdůvodněnı́: x ∈ (0, δ) = (0, 1

k
), tedy x < 1

k
, a proto

1
x
> k). Dokázali jsme tedy, že ke každému k existuje δ takové, že pro každé x z pravého δ-okolı́

bodu nula bude 1
x

většı́ než k.
Analogicky dokážeme druhou limitu. Poznamenejme, že z předchozı́ch výsledků plyne, že lim

x→0
1
x

neexistuje (jednostranné limity se nerovnajı́).
Grafem funkce f : y =

1
x

je rovnoosá hyperbola — viz obr. 6.13. Pomocı́ grafu funkce si lze
přı́slušné limity jednoduše zapamatovat. N

x

y

O

y =
1
x

x → 0+

x → 0−

Obr. 6.13
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Obdobně jako v předchozı́m přı́kladě lze dokázat následujı́cı́ limity základnı́ch elementárnı́ch
funkcı́. Lehce si je zapamatujete, znáte-li grafy přı́slušných funkcı́.

lim
x→+∞

ax = +∞, a > 1, lim
x→−∞

ax = 0, a > 1,

lim
x→+∞

ax = 0, 0 < a < 1, lim
x→−∞

ax = +∞, 0 < a < 1,

lim
x→+∞

ln x = +∞, lim
x→0+

ln x = −∞,

lim
x→+∞

arctg x =
π

2
, lim

x→−∞
arctg x = −

π

2
,

lim
x→+∞

arccotg x = 0, lim
x→−∞

arccotg x = π,

lim
x→+∞

xs = +∞ pro s > 0, lim
x→0+

xs = 0 pro s > 0,

lim
x→+∞

xs = 0 pro s < 0, lim
x→0+

xs = +∞ pro s < 0.

Animace A
Právě jste se seznámili s limitami základnı́ch elementárnı́ch funkcı́. Znalost těchto limit si nynı́
ověřı́te pomocı́ následujı́cı́ho testu.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Nevlastnı́ limita (plus nekonečno) v nevlastnı́m bodě (plus nekonečno)

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap6_test3.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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6.5. Limity elementárnı́ch funkcı́

V této kapitole si ukážeme, jak počı́tat limity elementárnı́ch funkcı́ v bodě x0. Připomeňme, že
elementárnı́mi funkcemi rozumı́me funkce, které lze vytvořit ze základnı́ch elementárnı́ch funkcı́
pomocı́ konečného počtu operacı́ sčı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́, dělenı́ a skládánı́ funkcı́.

Limity funkcı́ spojitých v bodě

Vı́me, že elementárnı́ funkce jsou spojité ve všech vnitřnı́ch bodech svých definičnı́ch oborů. Jejich
limity v těchto v bodech tedy vypočteme prostým dosazenı́m.

Přı́klad 6.29. Vypočtěte následujı́cı́ limity. +

a) lim
x→1

(ln x + x2
+ 3), b) lim

x→−1

3x3
+ x2

− 2x + 11
x2 + x + 1

, c) lim
x→π

cos x
x

,

d) lim
x→ π

2

√
x cos x + tg

x

2
, e) lim

x→0

ex + 2x sin x
ln(1 + x)+ (x + 1) cos x

, f) lim
x→ π

4

x tg x.

Řešenı́. K výpočtu využijeme spojitost přı́slušných funkcı́. Platı́:

a) lim
x→1

(ln x + x2
+ 3) = ln 1 + 1 + 3 = 4,

b) lim
x→−1

3x3
+ x2

− 2x + 11
x2 + x + 1

=
−3 + 1 + 2 + 11

1 − 1 + 1
= 11,

c) lim
x→π

cos x
x

=
cos π

π
= −

1
π

,

d) lim
x→ π

2

√
x cos x + tg

x

2
=

√
π

2
cos

π

2
+ tg

π

4
=

√
π

2
· 0 + 1 = 1,



Obsah

304. strana ze 616

J J I I

J I
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e) lim
x→0

ex + 2x sin x
ln(1 + x)+ (x + 1) cos x

=
e0

+ 20 sin 0
ln 1 + 1 · cos 0

=
1 + 1 · 0
0 + 1 · 1

= 1,

f) lim
x→ π

4

x tg x =
π

4
· tg

π

4
=

π

4
· 1 =

π

4
. N

Právě jsme si ukázali, jak lze využı́t spojitosti elementárnı́ch funkcı́ k výpočtu limit v bodech
x0 ∈ D(f ).

Při výpočtu limit postupujeme vždy tak, že nejprve zkusı́me „dosadit“. Pokud nám vyjde smys-
luplný výsledek, pak jsme hotovi. V přı́padě, že počı́táme limitu v nevlastnı́m bodě nebo v bodě,
kde nenı́ funkce definována, pak můžeme využı́t dále uvedených vět.

A) Věta 6.17 o limitě součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu funkcı́

Věta 6.17, která byla již uvedena, řı́ká, že limita součtu (rozdı́lu, součinu, podı́lu) je rovna součtu
(rozdı́lu, součinu, podı́lu) jednotlivých limit, má-li přı́slušná pravá strana rovnosti smysl.

Poznámka 6.30.
1. V této chvı́li je třeba si zopakovat počı́tánı́ s +∞ a −∞ (viz str. 43). Z hlediska konkrétnı́ho

výpočtu limit je pro nás předevšı́m důležitá operace

x

+∞
=

x

−∞
= 0 pro x ∈ R.

2. Dále je nutné znát výrazy, které nejsou definovány. Vzhledem k důležitosti si je znovu připome-
neme (použijeme již stručnějšı́ho zápisu než na str. 44).

∞ − ∞, 0 · (±∞),
A

0
(A ∈ R?) ,

±∞

±∞
.
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Zobrazit

‹
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Přitom je třeba si uvědomit, že do přı́padu A
0 (A ∈ R?) spadajı́ tyto možnosti: 0

0 , +∞

0 , −∞

0 a A
0 ,

kde A ∈ R r {0}.

3. V přı́padě, že lim
x→x0

f (x) = 0 a lim
x→x0

g(x) = 0, budeme řı́kat, že lim
x→x0

f (x)

g(x)
je limita typu 0

0 .

V přı́padě, že lim
x→x0

f (x) = ±∞ a lim
x→x0

g(x) = ±∞, budeme řı́kat, že lim
x→x0

f (x)

g(x)
je limita typu

±∞

±∞
. Obdobně pro ostatnı́ přı́pady.

K výpočtu limit typu 0
0 a ±∞

±∞
využı́váme nejčastěji tzv. l’Hospitalovo pravidlo, se kterým se

seznámı́me později (viz str. 424). Limity většiny dalšı́ch nedefinovaných výrazů lze na limity
typu 0

0 a ±∞

±∞
převést a opět použı́t l’Hospitalovo pravidlo. V některých přı́padech však lze limity

tohoto typu spočı́tat i bez použitı́ l’Hospitalova pravidla (někdy je to i výhodnějšı́). Podı́vejte se
na přı́klady 6.34, 6.35, 6.36 a 6.42. Ve všech těchto přı́kladech jde o limity typu 0

0 . Typickým
přı́kladem na limitu typu ±∞

±∞
, který řešı́me bez použitı́ l’Hospitalova pravidla, je limita racionálnı́

lomené funkce — viz přı́klad 6.39 a), b).

Přı́klad 6.31. Vypočtěte následujı́cı́ limity. +

a) lim
x→+∞

(ex + x), b) lim
x→−∞

(ex + x), c) lim
x→+∞

x arctg x,

d) lim
x→+∞

1
x2 + 1

, e) lim
x→−∞

(√
x2 + 1 − x

)
.

Řešenı́.

a) lim
x→+∞

(ex + x) = lim
x→+∞

ex + lim
x→+∞

x = +∞ + ∞ = +∞,

b) lim
x→−∞

(ex + x) = lim
x→−∞

ex + lim
x→−∞

x = 0 − ∞ = −∞,

c) lim
x→+∞

x arctg x = lim
x→+∞

x · lim
x→+∞

arctg x = +∞ ·
π

2
= +∞,
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d) lim
x→+∞

1
x2 + 1

=
1

(+∞)2 + 1
=

1
+∞ + 1

=
1

+∞
= 0,

e) lim
x→−∞

(√
x2 + 1 − x

)
=
√
(−∞)2 + 1 − (−∞) =

√
+∞ + 1 + ∞ = +∞ + ∞ = +∞. N

V předchozı́ch přı́kladech jsme počı́tali limity v nevlastnı́ch bodech. Nynı́ si uved’me přı́klad na
výpočet limity ve vlastnı́m bodě, v němž nenı́ funkce definována.

Přı́klad 6.32. Vypočtete lim
x→0

1
x2

. +

Řešenı́. Využijeme již známých limit z přı́kladu 6.28. Dostáváme

lim
x→0+

1
x2

= lim
x→0+

1
x

· lim
x→0+

1
x

= (+∞) · (+∞) = +∞.

lim
x→0−

1
x2

= lim
x→0−

1
x

· lim
x→0−

1
x

= (−∞) · (−∞) = +∞.

Obě jednostranné limity se rovnajı́, původnı́ limita tedy existuje a je rovna +∞. Tedy

lim
x→0

1
x2

= +∞.
N

B) Věta o limitě funkcı́ shodujı́cı́ch se v prstencovém okolı́ bodu

Věta 6.33. Necht’f a g jsou funkce a necht’existuje prstencové okolı́ P(x0) bodu x0 ∈ R? takové,
že pro každé x ∈ P(x0) platı́ f (x) = g(x). Necht’ lim

x→x0
g(x) = A,A ∈ R?. Pak existuje lim

x→x0
f (x)

a platı́ lim
x→x0

f (x) = A.
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Stačı́ tedy najı́t jinou funkci g, jejı́ž funkčnı́ hodnoty se ve všech bodech prstencového okolı́
bodu x0 shodujı́ s funkčnı́mi hodnotami funkce f a jejı́ž limitu umı́me vypočı́tat. Pak se limity
obou funkcı́ rovnajı́. K nalezenı́ funkce g využijeme známých úprav výrazů. Napřı́klad u racionálnı́
lomené funkce využijeme rozkladu čitatele i jmenovatele na součin a následného krácenı́, u zlomků
s odmocninami obvykle využı́váme rozšiřovánı́ čitatele i jmenovatele vhodným výrazem, u výrazů
s goniometrickými funkcemi využı́váme k úpravě známých vztahů pro goniometrické funkce atd.
Ukažme si postup na následujı́cı́ch přı́kladech.

Přı́klad 6.34. Vypočtěte lim
x→−1

x2
− 1

x + 1
. +

Řešenı́. Označme f (x) =
x2

−1
x+1 . Chceme určit limitu v bodě x0 = −1, v němž nenı́ funkce f

definována. Avšak pro x 6= −1 je

x2
− 1

x + 1
=
(x + 1)(x − 1)

x + 1
= x − 1.

Položme nynı́ g(x) = x − 1. Pro x 6= −1 platı́ f (x) = g(x). Funkce g je ale navı́c definovaná i pro
x = −1 a je v tomto bodě spojitá. Dle věty 6.33 tedy dostáváme

lim
x→−1

x2
− 1

x + 1
= lim

x→−1
(x − 1) = −1 − 1 = −2.

N
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Přı́klad 6.35. Vypočtěte lim
x→0

√
x + 1 − 1
x

. +

Řešenı́. Označme f (x) =

√
x+1−1
x

. Chceme určit limitu v bodě x0 = 0, v němž nenı́ funkce f
definována. Avšak pro x 6= 0 je (rozšı́řı́me čitatele i jmenovatele výrazem

√
x + 1 + 1) platı́:

√
x + 1 − 1
x

=

(√
x + 1 − 1

)(√
x + 1 + 1

)
x
(√
x + 1 + 1

) =
x + 1 − 1

x
(√
x + 1 + 1

) =
1

√
x + 1 + 1

.

Položme g(x) =
1

√
x+1+1

. Pro x 6= 0 platı́ f (x) = g(x). Funkce g je ale navı́c definována i pro
x = 0 a je spojitá. Dle věty 6.33 tedy platı́

lim
x→0

√
x + 1 − 1
x

= lim
x→0

1
√
x + 1 + 1

=
1

√
1 + 1

=
1
2
.

N

Abychom mohli zvolit správnou úpravu, je třeba si uvědomit, čeho chceme dosáhnout, co je
našı́m cı́lem. Podı́vejme se na přı́klad 6.34. Původnı́ limita je typu 0

0 (funkce f nenı́ v bodě x0

definována). Cı́lem je nalézt funkci g, která již bude v bodě x0 definována, tj. po dosazenı́ x0 do g
nedostaneme nulu ve jmenovateli. Všechny úpravy tedy směřujı́ k tomu, aby se vykrátil člen, který
„způsoboval“ nulu ve jmenovateli. V našem přı́kladě člen x + 1. Obdobně v přı́kladě 6.35 je třeba
vést úpravy tak, aby nakonec došlo ke krácenı́ x.

Přı́klad 6.36. Vypočtěte následujı́cı́ limity: +

a) lim
x→0

tg x − sin x
sin3 x

, b) lim
x→1

x2
− x

√
x − 1

, c) lim
x→2

x3
− 8

x4 − 16
.
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Řešenı́. K výpočtu využijeme stejně jako v předchozı́ch přı́kladech větu 6.33, budeme však postu-
povat rychleji.

a) lim
x→0

tg x − sin x
sin3 x

= lim
x→0

sin x
cos x − sin x
sin x sin2 x

= lim
x→0

1−cos x
cos x

sin2 x
= lim

x→0

1 − cos x
cos x(1 − cos2 x)

=

= lim
x→0

1 − cos x
cos x(1 − cos x)(1 + cos x)

= lim
x→0

1
cos x(1 + cos x)

=
1
2
,

b) lim
x→1

x2
− x

√
x − 1

= lim
x→1

x2
− x

√
x − 1

·

√
x + 1

√
x + 1

= lim
x→1

x(x − 1)(
√
x + 1)

x − 1
=

= lim
x→1

x(
√
x + 1) = 2,

c) lim
x→2

x3
− 8

x4 − 16
= lim

x→2

(x − 2)(x2
+ 2x + 4)

(x2 − 4)(x2 + 4)
=

= lim
x→2

(x − 2)(x2
+ 2x + 4)

(x − 2)(x + 2)(x2 + 4)
= lim

x→2

x2
+ 2x + 4

(x + 2)(x2 + 4)
=

3
8
.

N

Přı́klad 6.37. Vypočtěte jednostranné limity lim
x→1±

|x2
− 1|

x − 1
. +

Řešenı́. Nejprve vypočteme limitu zprava. Přitom musı́me odstranit absolutnı́ hodnotu (v pravém
okolı́ bodu 1 je výraz v absolutnı́ hodnotě kladný):

lim
x→1+

|x2
− 1|

x − 1
= lim

x→1+

x2
− 1

x − 1
= lim

x→1+
(x + 1) = 2.

Analogicky pro limitu zleva:

lim
x→1−

|x2
− 1|

x − 1
= lim

x→1−

−x2
+ 1

x − 1
= lim

x→1−

(1 + x)(1 − x)

−(1 − x)
= lim

x→1−
(−1 − x) = −2.

N
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Nakonec si uved’me využitı́ věty při výpočtu limit v nevlastnı́ch bodech. Jedná se o přı́pady, kdy
nelze ihned využı́t větu 6.17, tj. přı́mo dosadit, nebot’bychom dostali nedefinované výrazy. Cı́lem
je tedy „upravit“ danou funkci tak, aby se při výpočtu limity z upravené funkce již věta 6.17 použı́t
dala. Přitom nejčastějšı́ úpravou je vytýkánı́ (u polynomů většinou vytýkáme nejvyššı́ mocninu,
u lomené funkce nejvyššı́ mocninu ze jmenovatele) nebo rozšiřovánı́ vhodným výrazem.

Přı́klad 6.38. Vypočtěte lim
x→+∞

(anx
n
+ an−1x

n−1
+ · · · + a1x + a0), kde n ∈ N, +

n = 1, an 6= 0.

Řešenı́. Pokud by byly všechny koeficienty an kladné, pak bychom s využitı́m věty 6.17 dostali
součet konečného počtu +∞ a výsledek by byl +∞. Obdobně pro všechna an záporná. V obecném
přı́padě, kdy jsou některé koeficienty kladné a jiné záporné, nestačı́ využı́t větu 6.17.

V P(∞) platı́

lim
x→+∞

(anx
n
+ an−1x

n−1
+ · · · + a1x + a0) = lim

x→+∞
xn
(
an +

an−1

x
+ · · · +

a1

xn−1
+
a0

xn

)
.

S využitı́m věty 6.33 a faktu, že lim
x→+∞

xn = +∞ a lim
x→+∞

ai

xn−i
= 0, i = 0, . . . , n− 1, vyjde

lim
x→+∞

(anx
n
+ an−1x

n−1
+ · · · + a1x + a0) = +∞(an + 0 + · · · + 0) = +∞ sgn an.

Podobně pro x → −∞ je výsledek limity +∞(−1)n sgn an. N
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Přı́klad 6.39. Vypočtěte limity +

a) lim
x→+∞

x2
− x + 1

2x2 + x − 3
, b) lim

x→+∞

2x2
+ 3

√
3x4 − 1

,

c) lim
x→−∞

x
(√
x2 + 9 −

√
x2 − 9

)
.

Řešenı́.

a) Z přı́kladu 6.38 vı́me, že o výsledku limity polynomu rozhoduje nejvyššı́ mocnina. V našem
přı́padě x2 (v čitateli i ve jmenovateli). Jde tedy o limitu typu +∞

+∞
. Vytkneme nejvyššı́ mocninu

jmenovatele. Vyjde

lim
x→+∞

x2
− x + 1

2x2 + x − 3
= lim

x→+∞

x2
(
1 −

1
x

+
1
x2

)
x2
(
2 +

1
x

−
3
x2

) =

= lim
x→+∞

1 −
1
x

+
1
x2

2 +
1
x

−
3
x2

=
1 − 0 + 0

2 + 0 − 3 · 0
=

1
2
.

Využili jsme toho, že lim
x→+∞

1
x

=
1

+∞
= 0 a lim

x→+∞

1
x2 =

1
(+∞)2

=
1

+∞
= 0.

b) Nynı́ již budeme postupovat rychleji:

lim
x→+∞

2x2
+ 3

√
3x4 − 1

= lim
x→+∞

2x2
+ 3√

x4
(
3 −

1
x4

) = lim
x→+∞

x2
(
2 +

3
x2

)
x2
√

3 −
1
x4

=

= lim
x→+∞

2 +
3
x2√

3 −
1
x4

=
2 + 0

√
3 − 0

=
2

√
3

=
2
√

3
3

.
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c) U tohoto přı́kladu nevyužijeme vytýkánı́ (to by vedlo k nedefinovanému výrazu ∞ · 0), ale
rozšiřovánı́.

lim
x→−∞

x
(√

x2 + 9 −

√
x2 − 9

)
=

= lim
x→−∞

x

√
x2 + 9 −

√
x2 − 9

1
·

√
x2 + 9 +

√
x2 − 9

√
x2 + 9 +

√
x2 − 9

=

= lim
x→−∞

x
x2

+ 9 − (x2
− 9)

√
x2 + 9 +

√
x2 − 9

= lim
x→−∞

18x
√
x2 + 9 +

√
x2 − 9

=

= lim
x→−∞

18x

|x|
(√

1 +
9
x2 +

√
1 −

9
x2

) =
−18

2
= −9 .

Využili jsme faktu, že
√
x2 = |x| a pro záporná čı́sla (x → −∞) je |x| = −x. Proto je u výsledku

znaménko mı́nus. N

C) Věta o sevřenı́

Věta 6.40. Necht’f , g, h jsou funkce a necht’existuje prstencové okolı́ P(x0) bodu x0 ∈ R? takové,
že pro každé x ∈ P(x0) platı́ g(x) 5 f (x) 5 h(x). Necht’ lim

x→x0
g(x) = lim

x→x0
h(x) = A, A ∈ R?.

Pak existuje lim
x→x0

f (x) a platı́ lim
x→x0

f (x) = A.

Obsah věty je zřejmý z obrázku 6.14. Jestliže grafy funkcı́ g, f a h ležı́ v okolı́ x0 „nad sebou“ a
hodnoty „hornı́“ a „dolnı́“ funkce se blı́žı́ ke stejnému čı́slu, musı́ to platit i pro „prostřednı́“ funkci.
Věta platı́ i pro jednostranné limity.
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x

y

x0O

A

y = g(x)

y = f (x)

y = h(x)

Obr. 6.14

Poznámka 6.41.
1. V přı́padě, že lim

x→x0
g(x) = +∞, pak také limita lim

x→x0
f (x) = +∞ a funkci h vůbec nepotřebu-

jeme.

2. V přı́padě, že lim
x→x0

h(x) = −∞, pak také limita lim
x→x0

f (x) = −∞ a funkci g nepotřebujeme.

Pomocı́ předchozı́ věty si nynı́ dokážeme platnost následujı́cı́ důležité limity

lim
x→0

sin x
x

= 1.

Tuto limitu budeme často využı́vat při výpočtech dalšı́ch limit, je proto dobré si ji zapamatovat.
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x

y

D A = (1, 0)O

B

C

x

tg x
sin x

cos x

Obr. 6.15

Důkaz. Uvažujme zatı́m jen x ∈
(
0, π

2

)
. Použijeme větu 6.40,

v nı́ž zvolı́me f (x) =
sin x
x

. Musı́me nynı́ najı́t vhodnou funk-
ci g, která ležı́ „pod funkcı́ f “, a vhodnou funkci h, která ležı́
„nad funkcı́ f “ na intervalu

(
0, π

2

)
. Vyjdeme z obrázku 6.15.

Připomeňme, že velikost úhlu je délka oblouku jednotkové
kružnice. Tedy oblouk

_
AB má délku x. Dále z definice gonio-

metrických funkcı́ máme:

BD = sin x, OD = cos x, AC = tg x.

Označme
P1 . . . . . . . . obsah 4ODB,

P2 . . . . . . . . obsah kruhové výseče OAB,

P3 . . . . . . . . obsah 4OAC.

Z obrázku je zřejmé, že P1 < P2 < P3. Vypočteme tyto obsahy.

P1 =
1
2
OD · BD =

1
2

· cos x · sin x (obsah trojúhelnı́ka),

P2 =
πOA

2

2π
x =

π · 12

2π
x =

1
2
x (obsah kruhové výseče),

P3 =
1
2
OA · AC =

1
2

· 1 · tg x =
1
2

sin x
cos x

(obsah trojúhelnı́ka).

Z nerovnostı́ mezi P1, P2 a P3 dostaneme

1
2

cos x sin x <
1
2
x <

1
2

sin x
cos x
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a odtud
cos x <

x

sin x
<

1
cos x

=⇒
1

cos x
>

sin x
x

> cos x.

Celkem jsme pro každé x ∈
(
0, π

2

)
obdrželi

cos x <
sin x
x

<
1

cos x
. (6.1)

Lze jednoduše ukázat, že pokud x ∈
(
−

π
2 , 0
)
, pak také platı́ vztah (6.1). (Zdůvodněnı́: jestliže

x ∈
(
−

π
2 , 0
)
, pak −x ∈

(
0, π

2

)
. Ze sudosti uvažovaných funkcı́ plyne požadovaný vztah.)

Tedy nerovnost (6.1) platı́ pro každé x ∈ Pπ/2(0). Zvolı́me nynı́ g(x) = cos x a h(x) =
1

cos x .
Jelikož lim

x→0
cos x = cos 0 = 1 a lim

x→0
1

cos x =
1

cos 0 = 1, pak podle věty 6.40 platı́ lim
x→0

sin x
x

= 1.

Uved’me si několik přı́kladů, při jejichž řešenı́ využijeme právě dokázanou limitu.

Přı́klad 6.42. Vypočtěte limity: +

a) lim
x→0

tg x
x
, b) lim

x→0

sin x − x

sin x + x
, c) lim

x→0

1 − cos 2x + tg2 x

x sin x
.

Řešenı́.

a) lim
x→0

tg x
x

= lim
x→0

sin x
cos x
x
1

= lim
x→0

sin x
x

·
1

cos x
= 1 · 1 = 1,

b) lim
x→0

sin x − x

sin x + x
= lim

x→0

sin x
x

− 1
sin x
x

+ 1
= lim

x→0

1 − 1
1 + 1

= 0,



Obsah

316. strana ze 616

J J I I

J I
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c) lim
x→0

1 − cos 2x + tg2 x

x sin x
= lim

x→0

1 − cos2 x + sin2 x + tg2 x

x sin x
= lim

x→0

2 sin2 x +
sin2 x
cos2 x

x sin x
=

= lim
x→0

2 sin2 x cos2 x + sin2 x

x sin x cos2 x
= lim

x→0

sin x
x

·
2 cos2 x + 1

cos2 x
= lim

x→0
1 ·

2 + 1
1

= 3.
N

D) Věta o limitě součinu „nulové“ a ohraničené funkce

Věta 6.43. Necht’f , g jsou funkce a lim
x→x0

f (x) = 0. Necht’ existuje prstencové okolı́ P(x0) bodu

x0 ∈ R? takové, že funkce g je na tomto okolı́ ohraničená. Pak lim
x→x0

f (x)g(x) = 0.

Pro jednoduchost budeme užı́vat názvu věta o limitě součinu „nulové“ a ohraničené funkce, i
když přesnějšı́ by bylo řı́kat věta o součinu ohraničené funkce a funkce, jejı́ž limita je nula.

Přı́klad 6.44. Vypočtěte lim
x→0

x sin
1
x

. +

Řešenı́. I když limita lim
x→0

sin 1
x

neexistuje, zadaná limita existuje, nebot’ lim
x→0

x = 0 a funkce g : y =

= sin 1
x

je ohraničená (
∣∣sin 1

x

∣∣ 5 1). Tudı́ž podle věty 6.43 je

lim
x→0

x sin
1
x

= 0.
N
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Přı́klad 6.45. Vypočtěte lim
x→∞

cos ex
2
+x+1

x
. +

Řešenı́. Platı́

lim
x→∞

cos ex
2
+x+1

x
= lim

x→∞

1
x

· cos ex
2
+x+1

= 0,

nebot’ lim
x→∞

1
x

= 0 a funkce g(x) = cos ex
2
+x+1 je ohraničená. N

E) Věty o limitě složené funkce

Z hlediska praktických výpočtů majı́ velký význam následujı́cı́ věty o limitě složené funkce.

Věta 6.46. Necht’x0 ∈ R?, A ∈ R a necht’platı́

i) lim
x→x0

g(x) = A,

ii) funkce f je spojitá v bodě A.

Pak složená funkce f ◦ g má v bodě x0 limitu a platı́

lim
x→x0

f
(
g(x)

)
= f

(
lim
x→x0

g(x)
)

= f (A).

Všimněte si, že k platnosti věty o limitě složené funkce nestačı́ existence limit vnitřnı́ a vnějšı́
složky. Je ještě třeba, aby vnějšı́ složka byla spojitá. Stručně řečeno, předchozı́ věta řı́ká, že s limitou
je možné „vejı́t“ dovnitř složené funkce, je-li vnějšı́ složka spojitá.
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Přı́klad 6.47. Vypočtěte lim
x→0

cos
(
x2 sin

1
x

)
. +

Řešenı́. Jedná se o složenou funkci. Vnějšı́ složka (funkce kosinus) je spojitá všude a limita vnitřnı́
složky existuje a je vlastnı́. Platı́, že

lim
x→0

x2 sin
1
x

= 0,

nebot’se jedná o limitu součinu „nulové“ a ohraničené funkce. Tedy zadaná limita

lim
x→0

cos
(
x2 sin

1
x

)
= cos

(
lim
x→0

x2 sin
1
x

)
= cos 0 = 1. N

Nynı́ si uvedeme jinou variantu věty o složené funkci, která nevyžaduje spojitost vnějšı́ funkce,
ale zato klade doplňujı́cı́ podmı́nku na vnitřnı́ funkci.

Věta 6.48. Necht’x0 ∈ R?, A,B ∈ R? a necht’platı́

i) lim
x→x0

g(x) = A,

ii) lim
y→A

f (y) = B,

iii) existuje prstencové okolı́ P(x0) bodu x0 takové, že pro každé x ∈ P(x0) je g(x) 6= A.

Pak lim
x→x0

f
(
g(x)

)
= B.
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Poznámka 6.49. Uvědomte si, že v předchozı́ větě je předpoklad g(x) 6= A na nějakém P(x0)

velmi důležitý. Uvažujme napřı́klad funkce g a f dané předpisy

g(x) = 0, f (y) =


1, y 6= 0,

2006, y = 0.

Platı́ lim
x→0

g(x) = 0, lim
y→0

f (y) = 1. Přitom ale lim
x→0

f (g(x)) = lim
x→0

f (0) = lim
x→0

2006 = 2006 6= 1.

Přı́klad 6.50. Vypočtěte limity: +

a) lim
x→0

sin 5x
x

, b) lim
x→0

3
√

1 + x − 1
x

.

Řešenı́.

a) Limitu nejprve upravı́me a pak použijeme větu o složené funkci. Budeme chtı́t využı́t známé
limity lim

x→0
sin x
x

= 1.

lim
x→0

sin 5x
x

= lim
x→0

sin 5x
x

·
5
5

= 5 lim
x→0

sin 5x
5x

(?)
= 5 lim

y→0

sin y
y

= 5 · 1 = 5.

Zdůvodněme rovnost (?): Označme x0 = 0, f (y) =
sin y
y

, kde y = g(x) = 5x. Dále postupujme
podle věty 6.48.

i) lim
x→x0

g(x) = lim
x→0

5x = 0 = A,

ii) lim
y→A

f (y) = lim
y→0

sin y
y

= 1 = B,
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iii) existuje P(0) takové, že pro každé x ∈ P(0) platı́ g(x) = 5x 6= 0. (Je splněno pro
každé prstencové okolı́ bodu nula.)

Tedy podle věty 6.48 platı́ rovnost (?).
b) Obdobně jako v předchozı́m přı́kladě dostáváme

lim
x→0

3
√

1 + x − 1
x

(?)
= lim

y→1

y − 1
y3 − 1

= lim
y→1

y − 1
(y − 1)(y2 + y + 1)

= lim
y→1

1
y2 + y + 1

=
1
3
.

Zdůvodněme rovnost (?): Označme x0 = 0, f (y) =
y−1
y3−1 , kde y = g(x) =

3
√

1 + x (z toho
x = y3

− 1) a postupujme podle věty 6.48.

i) lim
x→0

3
√

1 + x = 1,

ii) lim
y→1

y−1
y3−1 =

1
3 ,

iii) zřejmě pro každé x ∈ Rr {0} platı́ 3
√

1 + x 6= 1. Tedy existuje P(0) takové, že pro každé
x ∈ P(0) platı́ g(x) =

3
√

1 + x 6= 1. (Je opět splněno pro každé prstencové okolı́ bodu
nula.) N

Dále si uvedeme tvrzenı́, jež plyne ihned z vět 6.46 a 6.48 o složených funkcı́ch. Pokuste se
tento důsledek sami dokázat.

Důsledek 6.51. Necht’g je funkce a x0 ∈ R?. Pak

i) jestliže lim
x→x0

g(x) = A, A ∈ R, pak lim
x→x0

eg(x) = eA,

ii) jestliže lim
x→x0

g(x) = +∞, pak lim
x→x0

eg(x) = +∞,

iii) jestliže lim
x→x0

g(x) = −∞, pak lim
x→x0

eg(x) = 0.
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Zobrazit

‹
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Předchozı́ důsledek budeme často potřebovat při výpočtu limit tzv. exponenciálnı́ch výrazů
f (x)g(x) (volně řečeno, jde o výrazy typu „funkce na funkci“).

Přitom, jsou-li f a g dvě funkce, pak

f (x)g(x) = eg(x) ln f (x), je-li f (x) > 0. (6.2)

Pro limitu pak platı́
lim
x→x0

f (x)g(x) = lim
x→x0

eg(x) ln f (x).

Dále stačı́ určit limitu výrazu v exponentu, tj. lim
x→x0

g(x) ln f (x), a využı́t důsledek 6.51.

Přı́klad 6.52. Vypočtěte limitu lim
x→0+

x ln x . +

Řešenı́. Výraz v limitě nejprve musı́me upravit.

lim
x→0+

x ln x
= lim

x→0+
eln x·ln x .

Nynı́ určı́me limitu výrazu v exponentu, tj.

lim
x→0+

ln x · ln x = (−∞) · (−∞) = +∞.

Pomocı́ důsledku 6.51 dostáváme

lim
x→0+

x ln x
= lim

x→0+
eln x·ln x

= +∞.
N
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Limity, které jsme doposud počı́tali, byly většinou typu 0
0 , ±∞

±∞
, 0 · ∞ nebo ∞ − ∞. Všechny

tyto typy se dále naučı́me řešit i jinak — pomocı́ l’Hospitalova pravidla.
Zbývá nám seznámit se s poslednı́m typem limity „ 1

0 “. S tı́mto typem limity se budeme dále
setkávat poměrně často, věnujme mu tedy dostatečnou pozornost. Navı́c — tento typ limity nelze
řešit l’Hospitalovým pravidlem.

F) Věta o limitě typu „
1
0
“

Věta 6.53. Necht’ f je funkce a necht’ existuje pravé prstencové okolı́ P+(x0) bodu x0 ∈ R?

takové, že pro každé x ∈ P+(x0) platı́ f (x) > 0 (resp. f (x) < 0). Necht’ lim
x→x+

0

f (x) = 0. Pak

platı́ lim
x→x+

0

1
f (x)

= +∞ (resp. −∞).

Analogicky pro levé prstencové okolı́.

Poznámka 6.54. Skutečnost obsažená v předchozı́ větě se někdy symbolicky zapisuje takto:

„
1

0+
= +∞

“
,

„
1

0−
= −∞

“
.

Tuto větu využı́váme předevšı́m k výpočtu limit lim
x→x0

g(x)

f (x)
, kde platı́ lim

x→x0
g(x) = k, k ∈ R r {0}, a

lim
x→x0

f (x) = 0. Výpočet zadané limity pak převedeme na výpočet jednostranných limit a využijeme

větu 6.53
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Přı́klad 6.55. Vypočtěte limity: +

a) lim
x→2+

x

x − 2
, b) lim

x→π+

1
sin x

, c) lim
x→∞

arctg x
arccotg x

.

Řešenı́. a) Limitu nejprve upravı́me a pak použijeme větu 6.53.

lim
x→2+

x

x − 2
= lim

x→2+
x · lim

x→2+

1
x − 2

.

Označme f (x) = x− 2. Pak lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(x− 2) = 0. Dále vı́me, že funkce f je v pravém

prstencovém okolı́ bodu 2 kladná. Tedy podle věty 6.53 platı́ lim
x→2+

1
x − 2

= +∞. Celkem tedy

lim
x→2+

x

x − 2
= lim

x→2+
x · lim

x→2+

1
x − 2

= 2 · (+∞) = +∞.

b) Budeme postupovat stejně jako v předchozı́m přı́kladě. Označme f (x) = sin x. Pak lim
x→π+

f (x) =

= lim
x→π+

sin x = 0. Dále vı́me, že funkce f je v dostatečně malém pravém prstencovém okolı́

bodu π záporná. Tedy podle věty 6.53 platı́

lim
x→π+

1
sin x

= −∞.

c) Limitu nejprve upravı́me

lim
x→∞

arctg x
arccotg x

= lim
x→∞

arctg x · lim
x→∞

1
arccotg x

.
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Označme f (x) = arccotg x. Pak lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

arccotg x = 0. Dále vı́me, že funkce f je
v levém prstencovém okolı́ (jiné ani nelze uvažovat) bodu ∞ kladná. Tedy podle věty 6.53 platı́

lim
x→∞

arctg x
arccotg x

= lim
x→∞

arctg x · lim
x→∞

1
arccotg x

=
π

2
(+∞) = +∞.

N

Přı́klad 6.56. Existujı́-li následujı́cı́ limity, určete jejich hodnotu. +

a) lim
x→0

sin x + 1
sin x

, b) lim
x→0

cos x + 1
cos x − 1

, c) lim
x→−2

x3

(x + 2)2
.

Řešenı́.

a) Jedná se o limitu lim
x→0

g(x)

f (x)
, kde lim

x→0
g(x) = lim

x→0
(sin x + 1) = 1 a lim

x→0
f (x) = lim

x→0
sin x = 0.

Abychom mohli použı́t větu 6.53, musı́me vyšetřit zvlášt’obě jednostranné limity:

lim
x→0+

sin x + 1
sin x

= lim
x→0+

(sin x + 1) · lim
x→0+

1
sin x

= 1 · lim
x→0+

1
sin x

= +∞,

lim
x→0−

sin x + 1
sin x

= lim
x→0−

(sin x + 1) · lim
x→0−

1
sin x

= 1 · lim
x→0−

1
sin x

= −∞.

Využili jsme toho, že lim
x→0+

sin x = lim
x→0−

sin x = 0 a že funkce f je v pravém prstencovém okolı́

bodu 0 kladná a v levém prstencovém okolı́ bodu 0 záporná.
Celkem tedy dostáváme, že zadaná limita neexistuje, nebot’jednostranné limity se nerovnajı́.

b) Budeme postupovat obdobně jako v bodě a).

lim
x→0

cos x + 1
cos x − 1

= lim
x→0

(cos x + 1) · lim
x→0

1
cos x − 1

= 2 · lim
x→0

1
cos x − 1

.
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Abychom mohli použı́t větu 6.53, musı́me vyšetřit zvlášt’ obě jednostranné limity. Označme
f (x) = cos x − 1. Pak

lim
x→0+

1
f (x)

= lim
x→0+

1
cos x − 1

= −∞, lim
x→0−

1
f (x)

= lim
x→0−

1
cos x − 1

= −∞,

nebot’funkce f je v pravém i levém prstencovém okolı́ bodu 0 záporná.
Celkem tedy dostáváme, že zadaná limita existuje a platı́

lim
x→0

cos x + 1
cos x − 1

= 2 · (−∞) = −∞.

c) Limitu nejprve upravı́me

lim
x→−2

x3

(x + 2)2
= lim

x→−2
x3

· lim
x→−2

1
(x + 2)2

= (−2)3 · lim
x→−2

1
(x + 2)2

.

Označme f (x) = (x + 2)2. Platı́, že lim
x→−2

f (x) = 0 a že funkce f je v každém prstencovém

okolı́ bodu −2 kladná, tedy lim
x→−2

1
f (x)

= lim
x→−2

1
(x+2)2 = ∞. Celkem

lim
x→−2

x3

(x + 2)2
= −8 · ∞ = −∞.

N

Přı́klady na spojitost funkce

Na závěr kapitoly si uved’me ještě několik přı́kladů týkajı́cı́ch se spojitosti funkce.
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Přı́klad 6.57. Určete, zda jsou následujı́cı́ funkce spojité v bodě x0.

+a) x0 = 1, f (x) =

{
x + 1 pro x 6= 1,
3 pro x = 1,

b) x0 = 1, f (x) =

{
x − 1 pro x = 1,
0 pro x < 1,

c) x0 = 2, f (x) =
|x − 2|

x − 2
.

Řešenı́.

a) Připomeňme, že funkce f je spojitá v bodě x0 právě tehdy, když existuje lim
x→x0

f (x) a platı́

lim
x→x0

f (x) = f (x0). Vypočtěme tedy přı́slušnou limitu.

lim
x→x0

f (x) = lim
x→1

(x + 1) = 2.

Nebot’ lim
x→1

f (x) = 2 a f (1) = 3, funkce f nenı́ spojitá v bodě 1.

b) Funkce f je definována jiným předpisem pro x = 1 a jiným pro x < 1. Budeme proto vyšetřovat
jednostranné limity.

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(x − 1) = 0; lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

0 = 0.

Obě jednostranné limity existujı́ a jsou si rovny, tedy lim
x→1

f (x) = 0. Funkčnı́ hodnota f (1) = 0.

Funkce f je tudı́ž v bodě 1 spojitá.
c) Funkce f nenı́ v bodě 2 definována, tedy nenı́ v tomto bodě spojitá.

Pro zajı́mavost uved’me ještě výpočet limity funkce f :

lim
x→2+

|x − 2|

x − 2
= lim

x→2+

x − 2
x − 2

= 1; lim
x→2−

|x − 2|

x − 2
= lim

x→2−

−x + 2
x − 2

= −1.

Jednostranné limity se nerovnajı́, limita funkce f v bodě 2 tedy neexistuje. N
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Přı́klad 6.58. Určete, ve kterých bodech nejsou následujı́cı́ funkce spojité, a je-li to +

možné, dodefinujte je tak, aby byly spojité na celém R.

a) f (x) = arctg
1
x

, b) g(x) =
x2

+ x|3x − 1|

2x
.

Řešenı́. a) Máme určit, ve kterých bodech nenı́ funkcef spojitá a zda je tato nespojitost odstranitelná
nebo neodstranitelná. Jinými slovy, máme zjistit, zda lze funkci v bodech nespojitosti dodefinovat
tak, že výsledná funkce bude spojitá všude.
Funkce f je elementárnı́, a tedy spojitá ve všech vnitřnı́ch bodech svého definičnı́ho oboru. Nenı́
definována pro x = 0, budeme tedy zkoumat druh nespojitosti právě v bodě x = 0.
Nejprve vypočı́táme lim

x→0−
arctg 1

x
a lim
x→0+

arctg 1
x

s využitı́m věty o limitě složené funkce. Vı́me,

že lim
x→0−

1
x

= −∞, z čehož plyne

lim
x→0−

arctg
1
x

= lim
y→−∞

arctg y = −
π

2
.

Dále vı́me, že lim
x→0+

1
x

= ∞, a proto

lim
x→0+

arctg
1
x

= lim
y→∞

arctg y =
π

2
.

Protože lim
x→0−

f (x) a lim
x→0+

f (x) se nerovnajı́, funkce f nemá v nule limitu, a proto nelze dodefi-

novat funkčnı́ hodnotu f (0) tak, aby platilo lim
x→0

f (x) = f (0). Nespojitost funkce f v bodě nula

je tedy neodstranitelná. Bod x = 0 je bod nespojitosti 1. druhu.
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b) Jedná se o elementárnı́ funkci, která nenı́ definována, a tudı́ž nenı́ spojitá v bodě x = 0. Vypočtěme
limitu v tomto bodě.

lim
x→0

x2
+ x|3x − 1|

2x
= lim

x→0

x + |3x − 1|

2
=

1
2
.

Pokud tedy dodefinujeme g(0) =
1
2 , pak bude funkce g spojitá v celém R. N

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— limita funkce v bodě,

— jednostranná limita,

— spojitost funkce v bodě,

— spojitost funkce na intervalu.

Kontrolnı́ otázky ?
1. Vysvětlete pojem limity funkce zprava (zleva) v bodě x0 a souvislost těchto pojmů s existencı́

limity funkce v bodě x0.
2. Nakreslete graf nějaké funkce, která má v bodě x0

a) vlastnı́ limitu,
b) různé limity zleva a zprava,
c) pouze limitu zprava.
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3. Pomocı́ vhodných obrázků vysvětlete pojmy

a) nevlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě,
b) nevlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě,
c) vlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě,
d) vlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě.

4. Vysvětlete vztah mezi spojitostı́ a limitou funkce v bodě x0.

5. Jak využı́váme spojitosti elementárnı́ch funkcı́ k výpočtu limit?

6. Jak počı́táme limitu funkce f (x)g(x)?

7. Jak postupujeme při výpočtu limity typu „
1
0
“?
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Přı́klady k procvičenı́ !
1. Vypočı́tejte limity:

a) lim
x→2

x2
− 4x + 1
2x + 1

, b) lim
x→ π

4

1 + sin 2x
1 − cos 4x

,

c) lim
x→2

(x − 1) sin
πx

4
, d) lim

x→4
log(x2

− 2x + 2),

e) lim
x→ π

4

sin4 x

x
, f) lim

x→1
x arctg x.

2. Vypočı́tejte limity:

a) lim
x→2

x − 2
x2 − 3x + 2

, b) lim
x→−3

3x2
+ 11x + 6
x3 + 27

, c) lim
x→π

tg x
sin 2x

,

d) lim
x→ π

4

sin x − cos x
cos 2x

, e) lim
x→−2

x2
+ x − 2
x2 + 2x

, f) lim
x→−2

3x2
+ 3x − 6

2x2 − 2x − 12
,

g) lim
x→−2

x3
+ 3x2

+ 2x
x2 − x − 6

, h) lim
x→1

x2
− 3x + 2
x2 − 1

, i) lim
x→2

[
1

2 − x
−
x + 10
8 − x3

]
.

3. Vypočı́tejte limity:

a) lim
x→6

x − 6
√
x + 3 − 3

, b) lim
x→0

√
x2 + 1 − 1

√
x2 + 16 − 4

, c) lim
x→−1

x3
+ 1

√
x2 − 3x + 2x

,

d) lim
x→1

2 −
√
x + 3

x3 − 1
, e) lim

x→5

√
x − 1 − 2

x2 − 4x − 5
, f) lim

x→0

√
1 + x2 − 1

x
.
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4. Vypočı́tejte limity:

a) lim
x→+∞

x3
+ x

x4 + 3x2 + 1
, b) lim

x→+∞

3x2
+ 1

5x2 − x + 1
, c) lim

x→+∞

x4
− x2

+ 2
x3 − x2 + 1

,

d) lim
x→+∞

x4
+ 3x − 1

2x2 + 5
, e) lim

x→+∞

x3
− 2x + 1

x5 − 2x + 2
, f) lim

x→+∞

2x3
− 2x2

+ 1
5x3 + 2x − 1

.

5. Vypočı́tejte limity:

a) lim
x→−∞

√
x2 + 1
x

, b) lim
x→−∞

(
√
x2 + 4 + x) , c) lim

x→−∞

√
x2 + 3x

3√
x3 − 2x2

.

6. Vypočı́tejte limity:

a) lim
x→+∞

sin 5x
2x

, b) lim
x→0

x cos
1
x
, c) lim

x→−∞

cos(4x − π)

2x
.

7. Vypočı́tejte limity:

a) lim
x→0

sin 7x
sin 4x

, b) lim
x→0

tg x2

x sin 3x
, c) lim

x→0

arcsin x
x

.

8. Existujı́-li následujı́cı́ limity, určete jejich hodnotu.

a) lim
x→0

x2
− 1
x2 , b) lim

x→−1

2x
x + 1

, c) lim
x→0

(4x + 4
x2 − 2

)
, d) lim

x→2

x2
− 1

x2 − 2x
,

e) lim
x→1+

1
1 − x

, f) lim
x→1−

1
1 − x

, g) lim
x→0

ln(x + 2)
arctg x

, h) lim
x→2

x

x2 − 4
.

9. Vypočtěte jednostranné limity:

a) lim
x→1±

x2
− 1

x − 1
, b) lim

x→−1±

1
x + 1

, c) lim
x→2±

|x − 2|

x − 2
.
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Limita a spojitost funkce 332

10. Vyšetřete spojitost funkce funkce f v bodě x0:

a) f : y = |x − 2| + 3x − 1, x0 = 2, b) f : y =
x3

+ x

|x|
, x0 = 0,

c) f : y =
x + 1

|x3 + 1|
+ 2x, x0 = −1, d) f : y =

|x + 1|

x2 − 1
, x0 = −1.

11. Určete body, v nichž funkce f nenı́ spojitá:

a) f : y =

{
4 pro x < 0,
0 pro x = 0,

b) f : y =
1

x + 1
, c) f : y = sin

1
x
,

d) f : y =


1
x

pro x < 0,

0 pro x = 0,
e) f : y =

{
x + 1 pro x < 0,
x pro x = 0.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹

Skrýt menu

Limita a spojitost funkce 333

Autotest -
Právě jste dočetli kapitolu o limitách. Osvojili jste si pojmy limita, jednostranná limita a spojitost a naučili
se počı́tat jednoduché typy limit. Zda-li se vám skutečně podařilo pochopit vše podstatné, to si ověřı́te
následujı́cı́m autotestem.

V testu jsou zahrnuty jak otázky testového charakteru (výběr z předem daných možnostı́), tak početnı́
přı́klady. Přitom na každou otázku je správná právě jedna z uvedených odpovědı́. Test nenı́ časově náročný
— jeho vypracovánı́ by vám nemělo zabrat vı́ce než 30 minut.

1. Má-li funkce vlastnı́ limitu v bodě x0,

 je
nenı́
nemusı́ být

 v bodě x0 definovaná.

2. Je-li funkce spojitá v bodě x0,

 je
nenı́
nemusı́ být

 v bodě x0 definovaná.

3. Je-li funkce f spojitá v bodě x0,

 existuje vlastnı́
existuje nevlastnı́
neexistuje

 limita lim
x→x0

f (x).

4. Funkce má v daném bodě (nejvýše, právě, alespoň) jednu limitu.
5. Uved’te přı́klad funkce, která nemá v bodě x0 = 1 limitu.
6. Uved’te přı́klad funkce, která má

a) v nevlastnı́m bodě +∞ nevlastnı́ limitu +∞,
b) ve vlastnı́m bodě x0 = 0 nevlastnı́ limitu +∞.

Nakreslete přı́slušné obrázky.
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7. Vypočtěte limity:

a) lim
x→3

x − 3
x2 − 8x + 15

, b) lim
x→−∞

(x3
+ x2) ,

c) lim
x→±∞

7x3
− 3x2

+ 5
4x3 + 5

, d) lim
x→0

sin 7x
sin 2x

.

8. Rozhodněte, zda existujı́ zadané limity, a v přı́padě, že ano, určete jejich hodnotu.

a) lim
x→3

x

x3 − 27
, b) lim

x→0

x − 1
x2 .

Výsledky autotestu naleznete v Klı́či k řešeným přı́kladům. Máte-li vše správně, pak vám nelze
než gratulovat. Tı́m, že jste zvládli pojem limity (tedy pochopili význam sledu třı́ kvantifikátorů),
máte otevřené dveře diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu. Nové pojmy, postupy a metody, které
se tı́mto počtem naučı́te, pak budete využı́vat ve fyzikálnı́ch a technických aplikacı́ch. Pokud jste
v některých otázkách neuspěli, vrat’te se k přı́slušným definicı́m, větám a přı́kladům.

*****

Vědomosti jsou vskutku to, co vedle ctnostı́ pozdvihuje jednoho člověka nad druhého.

(J. Addison)

*****
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Kapitola 7

Derivace

Průvodce studiem
S

J

VZ

Vše kolem nás je v neustálém pohybu. Měnı́ se ročnı́ doby, počası́, zvı́řata se pohybujı́,
rostliny rostou, lidé se rodı́, dospı́vajı́, stárnou, umı́rajı́ atd. S pohybem se setkáme všude,
bez něj by život neexistoval.

Většina pohybů, ač se jevı́ chaoticky, má jakousi svou pravidelnost a svůj řád. Mělo by
být tedy možno tento pohyb matematicky zkoumat. Lidstvu trvalo téměř 2000 let než byl
nalezen způsob, jak matematicky zachytit pohyb — výsledkem byl diferenciálnı́ počet. Dife-
renciálnı́ a zároveň integrálnı́ počet vyvinuli v 17. stoletı́ nezávisle na sobě dva matematici
— Angličan Isaac Newton a Němec Gottfried Wilhelm Leibniz.

Diferenciálnı́m počtem lze analyzovat pohyb a změnu. Jaký je vztah mezi pohybem
a změnou? Základnı́ operacı́ diferenciálnı́ho počtu je proces nazvaný derivovánı́. Jejı́m
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Derivace 336

účelem je zı́skat „rychlost změny“ nějaké měnı́cı́ se veličiny. Hodnota, poloha nebo směr
pohybu musı́ být popsány nějakou funkcı́ (analytickým výrazem, vzorcem). Derivovánı́m
této funkce vzniká nová funkce, která již udává hledanou „rychlost změny“. Stručně řečeno,
derivovánı́ transformuje jednu funkci na druhou.

Uvažujme napřı́klad pohybujı́cı́ se auto. Necht’ proměnná s označuje dráhu pohybu
auta, která se měnı́ v závislosti na čase t podle vztahu

s = 4t2 + 3t.

Jak dále uvidı́me, derivacı́ tohoto vztahu dostaneme výraz 8t + 3. Tento výraz udává
„rychlost změny“ polohy auta neboli rychlost v auta v libovolném čase t , tj.

v = 8t + 3.

Zderivujeme-li tento výraz znovu, zı́skáme „rychlost změny“ rychlosti neboli zrychlenı́, tj.

a = 8.

Po tomto fyzikálnı́m přı́kladě se ještě podı́vejme na geometrický model. Chceme sta-
novit „rychlost změny“ funkce, tj. poměr změny f (x) ke změně x. V grafickém znázorněnı́
to znamená najı́t v daném bodě x sklon křivky (to, jak je křivka strmá), který je dán velikostı́
úhlu, jenž svı́rá tečna ke křivce v daném bodě s osou x. Čı́selně se tato velikost úhlu
vyjadřuje jako směrnice tečny neboli tangens úhlu. Je jasné, že pokud funkce v daném
bodě prudce roste, pak je směrnice tečny v tomto bodě velké kladné čı́slo. Naopak, pokud
funkce v daném bodě prudce klesá, pak je směrnice tečny v tomto bodě velké záporné
čı́slo. Vidı́me tedy, že směrnice tečny k dané funkci v jejı́m libovolném bodě závisı́ na
hodnotě x. Hodnoty směrnic tedy definujı́ dalšı́ funkci.
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Derivace 337

Proces přechodu od funkce f , jenž udává vztah mezi proměnnými x a y, k funkci g, jenž
udává vztah mezi proměnnou x a směrnicı́ tečny funkce f v bodě x, se nazývá derivovánı́.
Hodnota g(x) udává v každém bodě x sklon funkce f (směrnici jejı́ tečny). Takováto funkce
g je derivacı́ funkce f a označuje se f ′.

Všimněme si, co vzniku diferenciálnı́ho počtu předcházelo. V 17. stoletı́ byla v zásadě
vytvořena úplná nauka o pohybu. Byly zkoumány dráhy pohybujı́cı́ch se a vržených těles,
studovány pojmy rychlosti, zrychlenı́, dráhy a času. Sám I. Newton, který byl matematikem,
fyzikem a astronomem, formuloval základnı́ úlohy matematické analýzy takto:
1. Ze znalosti dráhy pohybu hmotného bodu v každém okamžiku nalézt rychlost tohoto

pohybu v určitém čase.
2. Ze znalosti rychlosti hmotného bodu v každém okamžiku určit dráhu, kterou tento bod

urazı́ za určitý čas.
Přitom prvnı́ z těchto úloh je výpočtem derivace, druhá vede k výpočtu integrálu.

Nejenom nauka o pohybu byla motivacı́ vzniku diferenciálnı́ho počtu. V matematice
byla v 16. a 17. stoletı́ věnována velká pozornost studiu křivek (spirály, řetězovky, cykloidy
atd.). Byly studovány konstrukce tečen ke křivkám, obsahy úsečı́, objemy a povrchy těles
vzniklých rotacı́ úsečı́, těžiště těchto těles atd. Existovalo obrovské množstvı́ izolovaných,
jednotlivých výsledků. Bylo třeba vytvořit teorii, která by tyto jednotlivosti sjednotila. A to
se podařilo právě Newtonovi a Leibnizovi, jejichž teorie sjednotila proces hledánı́ směrnic
tečen (derivovánı́) a výpočty ploch a objemů (integrovánı́). Tito matematikové došli také
k pozoruhodnému výsledku — derivovánı́ je v podstatě inverznı́ operacı́ k integrovánı́.

V této kapitole se seznámı́te s derivacemi a naučı́te se derivovat elementárnı́ funkce.
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Derivace 338

Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni

• definovat pojem derivace,
• vysvětlit geometrický a fyzikálnı́ význam derivace,
• popsat souvislost mezi existencı́ derivace a spojitostı́ funkce,
• na konkrétnı́ch přı́kladech použı́t pravidla pro počı́tánı́ s derivacemi,
• definovat derivace vyššı́ch řádů,
• najı́t rovnici tečny a normály ke grafu funkce v daném bodě.

7.1. Definice derivace

Geometrický model

Již jsme naznačili, že geometricky je derivace funkce v daném bodě směrnicı́ tečny k této funkci
sestrojené v tomto bodě. Pokusme se nynı́ směrnici tečny ke grafu funkce f : y = f (x) v bodě
T =

(
x0, f (x0)

)
vyjádřit. Budeme postupovat následujı́cı́m způsobem — viz obr. 7.1:

• Zvolı́me bod P =
(
x, f (x)

)
na grafu funkce.

• Sestrojı́me sečnu s grafu funkce f určenou body T a P .

• Bod x budeme přibližovat k bodu x0; odpovı́dajı́cı́ bod P se „bude pohybovat“ po grafu
funkce f a přibližovat se k bodu T . Sečna s se přitom bude „pootáčet“ (bude pořád procházet
body T a P ).
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Skrýt menu

Derivace 339

• V okamžiku, kdy x splyne s x0, tj. P splyne s T , přejde sečna s v přı́mku t , kterou nazýváme
tečnou ke grafu funkce f v bodě T .

• Směrnice sečny pak přejde ve směrnici tečny.

Vyjádřı́me tento postup početně.
Z analytické geometrie vı́me, že rovnice přı́mky ve směrnicovém tvaru, která je určena dvěma

body (x0, y0) a (x1, y1), je

y1 − y0 = k(x1 − x0), kde k =
y1 − y0

x1 − x0
je směrnice přı́mky.

x

y

f (x0)

f (x)

x0 xO

y = f (x)

T

P

x − x0

f (x)− f (x0)

t

s

ϕtϕs

Obr. 7.1
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Skrýt menu

Derivace 340

Dále vı́me, že k = tgϕ, kde ϕ je úhel, který svı́rá přı́slušná přı́mka s kladnou částı́ osy x.
Označme ks směrnici sečny a kt směrnici tečny a ϕs a ϕt odpovı́dajı́cı́ úhly — viz obr. 7.1.

Protože sečna s je určena dvěma body T =
(
x0, f (x0)

)
a P =

(
x, f (x)

)
, platı́, že

ks =
f (x)− f (x0)

x − x0
.

Zajı́má nás nynı́ směrnice tečny. Přibližujeme-li bod x k bodu x0, přejde úhel ϕs v úhel ϕt , a
směrnice sečny ks = tgϕs přejde ve směrnici tečny kt = tgϕt .

Tedy

kt = lim
x→x0

ks = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
.

Pokud tato limita bude existovat a bude konečná, bude mı́t význam směrnice kt tečny t v bodě T .

Poznámka 7.1.
1. Všimněte si, že limitu lim

x→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

nelze vypočı́tat prostým dosazenı́m. Dostali bychom totiž

limitu typu 0
0 .

2. Z předchozı́ch úvah je zřejmé, že rovnice tečny v bodě T bude (při označenı́ f (x0) = y0)

y − y0 = kt(x − x0).

Animace A
Celý tento dynamický proces, kdy sečna přecházı́ v tečnu a směrnice sečny ve směrnici tečny, si
ještě jednou ilustrujeme pomocı́ následujı́cı́ animace.

Kliknutı́m kamkoliv na následujı́cı́ stránku animaci aktivujete, dále ovládáte zelenými tlačı́tky.
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Derivace 341

Definice derivace - mechanický model

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap7_anim1.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Derivace 342

Mechanický model

Uvažujme hmotný bod, který se pohybuje po přı́mce p. Označme t čas a s(t) polohu, v nı́ž se bod
v čase t nacházı́ — viz obr. 7.2 (připouštı́me, že bod se může i zastavit nebo vracet).

p

s(t)− s(t0)

s(t0) s(t)

Obr. 7.2

Našı́m úkolem je určit okamžitou rychlost bodu v čase t0. Myšlenka je následujı́cı́.

• Zvolı́me časový okamžik t (např. t > t0) a budeme pro názornost předpokládat, že v intervalu
〈t0, t〉 se bod pohybuje doprava.

• Průměrná rychlost za dobu t − t0 (což je délka uvažovaného časového intervalu) je podle
definice dráha, kterou bod v této době urazil, tj. s(t)− s(t0), dělená přı́růstkem času t − t0.

• Přibližovánı́m okamžiku t k t0, tj. zkracovánı́m uvažovaného časového intervalu, přejde
průměrná rychlost na časovém intervalu 〈t0, t〉 v okamžitou rychlost v čase t0.

Vyjádřı́me opět tento postup početně.
Označme vt průměrnou rychlost v časovém intervale 〈t0, t〉 a v0 okamžitou rychlost v čase t0.

Dráha, kterou bod urazı́ za dobu t − t0, je s(t)− s(t0). Pak platı́

vt =
dráha
čas

=
s(t)− s(t0)

t − t0
.
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Zobrazit

‹
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Tedy pro okamžitou rychlost dostaneme

v0 = lim
t→t0

s(t)− s(t0)

t − t0
.

Odhlédneme-li od označenı́ (s mı́sto f a t mı́sto x), vidı́me, že jsme u obou modelů dospěli
k vyšetřovánı́ limity obdobného podı́lu. Vzhledem k důležitosti této limity zavádı́me následujı́cı́
definici.

Definice 7.2. Necht’x0 ∈ D(f ). Existuje-li limita

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
,

značı́me ji f ′(x0) a nazýváme derivacı́ funkce f v bodě x0.
Je-li f ′(x0) ∈ R, pak řı́káme, že f má v bodě x0 vlastnı́ derivaci.
Je-li f ′(x0) = ±∞, řı́káme, že funkce f má v bodě x0 nevlastnı́ derivaci.

Definice 7.3. Necht’x0 ∈ D(f ). Existuje-li limita lim
x→x+

0

f (x)− f (x0)

x − x0
, značı́me ji f ′

+
(x0) a nazý-

váme derivacı́ zprava funkce f v bodě x0.

Existuje-li limita lim
x→x−

0

f (x)− f (x0)

x − x0
, značı́me ji f ′

−
(x0) a nazýváme derivacı́ zleva funkce f

v bodě x0.

Z vlastnostı́ limit (viz věta 6.13) plyne, že funkce f má derivaci v bodě x0, právě když existujı́
obě jednostranné derivace funkce f v bodě x0 a jsou si rovny. Tedy

f ′(x0) = f ′

+
(x0) = f ′

−
(x0).
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Poznámka 7.4.
1. Jestliže má funkce f derivaci v bodě x0, pak je nutně definovaná v nějakém okolı́ bodu x0.

2. Označı́me-li x − x0 = h, pak x se blı́žı́ k x0 právě tehdy, když h se blı́žı́ k nule. Dosadı́me-li do
vzorce definujı́cı́ho derivaci za x výraz x0 + h, vyjde

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Tento vztah se rovněž použı́vá při definici derivace.

3. Označenı́ derivace čárkou zavedl Lagrange1. Někdy se však pro označenı́ derivace mı́sto čárky
použı́vá tečka — např. pı́šeme ẋ(t) (obzvláště jedná-li se o derivaci podle času).

Přı́klad 7.5. Užitı́m definice derivace zjistěte, zda existujı́ derivace následujı́cı́ch +

funkcı́ daných předpisy

a) f (x) = sin x, b) f (x) = | sin x|, c) f (x) = 3
√
x

v bodě x0 = 0.

Řešenı́.

a) Postupujme podle definice 7.2.

f ′(0) = lim
x→0

sin x − sin 0
x − 0

= lim
x→0

sin x
x

= 1.

1Joseph Louis Lagrange (1736–1813) (čti lagranž) — významný francouzský matematik a mechanik. Zabýval se
mnoha oblastmi matematiky.
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x
y

O

a) f (x) = sin x

x
y

O

b) f (x) = | sin x|

x
y

O

c) f (x) = 3√x

Obr. 7.3

Derivace funkce f (x) = sin x v bodě nula tedy existuje a je rovna čı́slu 1. Zamysleme se nad
geometrickým významem tohoto výsledku. Již vı́me, že derivace f ′(0) představuje směrnici
tečny ke grafu funkce v bodě (0, f (0)). Směrnice je tangenta úhlu, který svı́rá tečna s kladnou
částı́ osy x. Tangens je roven 1 pro úhel π/4. Tečna tedy svı́rá s osou x úhel π/4 — viz obr. 7.3 a).

b) Vypočtěme jednostranné derivace funkce f (x) = | sin x| v bodě 0.

f ′

+
(0) = lim

x→0+

| sin x| − | sin 0|

x − 0
= lim

x→0+

| sin x|
x

= lim
x→0+

sin x
x

= 1,

f ′

−
(0) = lim

x→0−

| sin x| − | sin 0|

x − 0
= lim

x→0−

| sin x|
x

= lim
x→0−

− sin x
x

= −1.

Tedy f ′

+
(0) 6= f ′

−
(0), a proto f ′(0) neexistuje. Graf funkce f má v tomto bodě jakýsi „hrot“,

„špičku“. V takovém bodě nelze sestrojit tečnu — viz obr. 7.3 b).
c) Vypočtěme jednostranné derivace funkce f dané předpisem f (x) = 3

√
x:

f ′

±
(0) = lim

x→0±

3
√
x −

3
√

0
x − 0

= lim
x→0±

3
√
x − 0
x − 0

= lim
x→0±

1
3
√
x2

= +∞.

Platı́ f ′

+
(0) = f ′

−
(0) = +∞, a proto f ′(0) existuje a platı́ f ′(0) = +∞. Opět srovnejte výsledek

s chovánı́m grafu funkce — viz obr. 7.3 c). N
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Přı́klad 7.6. Užitı́m definice derivace zjistěte, zda existujı́ derivace následujı́cı́ch +funkcı́ daných předpisy

a) f (x) = x4
+ 1, b) f (x) =

3
√
x2, c) f (x) = sgn x

v bodě x0 = 0.

Řešenı́.

a) Budeme postupovat obdobně jako v předchozı́m přı́kladě.

f ′(0) = lim
x→0

x4
+ 1 − (04

+ 1)
x − 0

= lim
x→0

x4

x
= lim

x→0
x3

= 0.

Derivace funkce f v bodě nula existuje a je rovna čı́slu 0. Opět se zamysleme nad geometrickým
významem tohoto výsledku. Derivace f ′(0) představuje směrnici tečny ke grafu funkce v bodě
(0, f (0)). Směrnice je tangenta úhlu, který svı́rá tečna s kladnou částı́ osy x. Tangens je roven 0
pro úhel 0. Tečna je tedy rovnoběžná s osou x — viz obr. 7.4 a).

b) Vypočtěme jednostranné derivace funkce f dané předpisem f (x) =
3
√
x2:

f ′

+
(0) = lim

x→0+

3
√
x2 −

3
√

02

x − 0
= lim

x→0+

3
√
x2 − 0
x − 0

= lim
x→0+

1
3
√
x

= +∞.

f ′

−
(0) = lim

x→0−

3
√
x2 −

3
√

02

x − 0
= lim

x→0−

3
√
x2 − 0
x − 0

= lim
x→0−

1
3
√
x

= −∞.

Tedy f ′

+
(0) 6= f ′

−
(0), a proto f ′(0) neexistuje. Z grafu funkce — viz obr. 7.4 b) — vidı́me, že

v tomto bodě nelze sestrojit tečnu. Graf má v tomto bodě „hrot“.
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x

y

O

a) f (x) = x4
+ 1

x

y

O

b) f (x) =
3√
x2

x

y

O

c) f (x) = sgn x

Obr. 7.4

c) Připomeňme, že funkci signum jsme definovali na str. 77.
Určeme opět jednostranné derivace:

f ′

+
(0) = lim

x→0+

sgn x − sgn 0
x − 0

= lim
x→0+

1 − 0
x − 0

= lim
x→0+

1
x

= +∞.

f ′

−
(0) = lim

x→0−

sgn x − sgn 0
x − 0

= lim
x→0−

−1 − 0
x − 0

= lim
x→0−

−1
x

= (−1) · lim
x→0−

1
x

=

= −1 · (−∞) = +∞.

Platı́ f ′

+
(0) = f ′

−
(0) = +∞, a proto f ′(0) existuje a platı́ f ′(0) = +∞. Jedná se o funkci

nespojitou v bodě 0. Jdeme-li po grafu funkce zleva doprava, pak „v bodě 0 musı́me provést skok
z −1 do 0 (směrem nahoru) a pak z 0 do 1 (opět směrem nahoru)“. Takto si u nespojité funkce
můžeme představit geometrický význam nevlastnı́ch derivacı́ f ′

+
(0) = +∞ a f ′

−
(0) = +∞ —

viz obr. 7.4 c). N

Zkuste si nynı́ nakreslit graf nějaké nespojité funkce, která bude mı́t v bodě 0 derivaci zleva
rovnu −∞ a derivaci zprava rovnu +∞.
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Test T
Pomocı́ následujı́cı́ho testu si můžete ověřit, zda jste pochopili geometrický význam derivace
funkce f v bodě x0. Cı́lem nenı́ derivaci počı́tat pomocı́ definice, ale určit ji (vybrat z nabı́ze-
ných možnostı́) pouze na základě grafického znázorněnı́ funkce.
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Derivace funkce v bodě

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap7_test1.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Věta 7.7. Má-li funkce f v bodě x0 ∈ R vlastnı́ derivaci, je v tomto bodě spojitá.

Analogické tvrzenı́ platı́ pro jednostranné derivace a jednostranné spojitosti.

Důkaz. Necht’ x0 ∈ R. Předpokládejme, že funkce f má v bodě x0 vlastnı́ derivaci, tj. existuje
lim
x→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

= A, A ∈ R. Chceme ukázat, že funkce f je spojitá, tj. že lim
x→x0

f (x) = f (x0). Pro

x 6= x0 platı́

f (x) = f (x)− f (x0)+ f (x0) =
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)+ f (x0).

Tedy

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

[
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0)+ f (x0)

]
=

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
· lim
x→x0

(x − x0)+ lim
x→x0

f (x0) =

= A · 0 + f (x0) = 0 + f (x0) = f (x0).

Poznámka 7.8. Věta 7.7 je velmi důležitá. Dává do souvislosti derivaci funkce v bodě a spojitost
funkce v bodě. Řı́ká, že z existence vlastnı́ derivace funkce f v bodě x0 plyne spojitost funkce f
v bodě x0. Opačná implikace ale neplatı́. Je-li funkce spojitá v daném bodě, nemusı́ mı́t v tomto bodě
derivaci. Např. funkce f : y = | sin x|, je spojitá v bodě x = 0, ale nemá v tomto bodě derivaci
(viz přı́klad 7.5 b)), a tudı́ž ani tečnu. Také funkce f : y =

3
√
x2 je spojitá v bodě x = 0, ale nemá

v tomto bodě derivaci (viz přı́klad 7.6 b)).

Shrneme-li naše dosavadnı́ pozorovánı́, dostáváme:
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a) Má-li funkce v daném bodě vlastnı́ derivaci, pak je v tomto bodě spojitá.
b) Má-li funkce v daném bodě nevlastnı́ derivaci, pak v tomto bodě může být spojitá, ale nemusı́.

Napřı́klad funkce signum (viz přı́klad 7.6 c)) má nevlastnı́ derivaci a nenı́ spojitá v bodě 0 a
naopak funkce f : y = 3

√
x (viz přı́klad 7.5 c)) má nevlastnı́ derivaci a je spojitá v bodě 0.

c) Nemá-li funkce v daném bodě derivaci, pak může, ale nemusı́ být v tomto bodě spojitá. Přı́klady
spojitých funkcı́, nemajı́cı́ch derivaci jsou 7.5 b), 7.6 b).

Na předchozı́ch přı́kladech vidı́me, že předpoklad vlastnı́ derivace je ve větě 7.7 podstatný.
Nevlastnı́ derivace nezaručuje spojitost.

Je zajı́mavé si uvědomit, že ve větě 7.7 stačı́ předpokládat existenci vlastnı́ch jednostranných
derivacı́ f ′

+
(x0), f ′

−
(x0) a funkce f bude v bodě x0 spojitá. Poznamenejme, že tyto jednostranné

derivace mohou být různé, derivace f ′(x0) tedy nemusı́ existovat, a přesto je f v bodě x0 spojitá
(např. funkce absolutnı́ hodnota). Zhruba řečeno, obě vlastnı́ jednostranné derivace dávajı́ obě
jednostranné spojitosti, a tedy spojitost.

Test T
Následujı́cı́m testem si ověřı́te, zda u jednoduchých funkcı́ dokážete rozhodnout o derivaci a spojitosti
v konkrétnı́m bodě.
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Derivace a spojitost funkce v bodě

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap7_test2.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Doposud jsme mluvili o derivaci funkce v jednom bodě x0. Tato derivace je nějaké čı́slo. Jestliže
má f derivaci v každém bodě definičnı́ho oboru (popř. nějaké jeho části), dostáváme novou funkci
f ′ definovanou takto:

Definice 7.9. Necht’existuje vlastnı́ derivace f ′(x) funkce f pro všechna x ∈ M , kdeM ⊂ D(f ).
Pak funkci f ′

: y = f ′(x), x ∈ M , nazýváme derivacı́ funkce f na M .

Obdobně definujeme i f ′

+
, f ′

−
.

Uvědomme si, že, je-li M = 〈a, b〉, pak musı́ platit

• ∀x ∈ (a, b) : f ′(x) ∈ R,

• f ′

+
(a) ∈ R,

• f ′

−
(b) ∈ R.

Úmluva: Nebude-li dále řečeno jinak, budeme pod pojmem derivace rozumět vlastnı́ derivaci.

Pro zájemce:
S jistou nepřesnostı́ lze řı́ci, že graf funkce, která má v každém bodě vlastnı́ derivaci, je bez „hrotů“ (řı́káme,
že taková funkce je hladká). V bodech, kde má graf funkce „hroty“, nemá funkce vlastnı́ derivaci.

Často se řı́ká, že funkce spojitá v každém bodě intervalu je v podstatě taková, jejı́ž graf lze nakreslit
jednı́m tahem. Ve skutečnosti je situace podstatně složitějšı́. Ruka, kterou graf kreslı́me, nenı́ nehmotná, a
má tudı́ž jistou setrvačnost. To, že se pohybuje, znamená, že má nějakou okamžitou rychlost. Tedy, jak vı́me
z části o mechanickém modelu derivace, funkce udávajı́cı́ jejı́ polohu (jejı́ž graf vlastně kreslı́me) má derivaci.
Setrvačnost způsobuje, že během pohybu ruky nemůžeme z ničeho nic zahnout a vytvořit hrot.
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Zavřı́t dokument

Konec
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Obr. 7.5

Abychom vytvořili hrot, musı́me ruku zastavit. Můžeme tak vytvořit lomenou čáru, která je spojitá a má
konečně mnoho bodů, v nichž neexistuje tečna, tj. derivace. Dokonce si můžeme představit, že vlevo i vpravo
pokračujeme do nekonečna, takže výsledkem by byla lomená čára majı́cı́ takových hrotů nekonečně mnoho
— viz obr. 7.5.

Předchozı́ funkce (obr. 7.5) byla definovaná na intervalu (−∞,+∞). Ale i na ohraničeném intervalu si lze
snadno představit spojitou funkci, která nemá derivaci v nekonečně mnoha bodech, jak ukazuje obrázek 7.6.

Obr. 7.6

V obou předchozı́ch přı́kladech byly body, v nichž neexistovala derivace, spı́še výjimečné. Ve „většině“
bodů byly uvedené funkce nejen spojité, ale měly i derivaci. Vzhledem k fyzikálnı́m vlastnostem reálné ruky
můžeme nakreslit pouze právě takové funkce. Jsou to tedy funkce nejen spojité ale majı́cı́ až na konečný počet
výjimečných bodů i derivaci.

Již v 19. stoletı́ si matematikové položili otázku, zda by spojitá funkce mohla mı́t i vı́ce bodů, v nichž
neexistuje derivace, než ve výše uvedených přı́kladech. Původnı́ domněnka byla, že ne. Jaké ale bylo zděšenı́,
když v r. 1875 Weierstrass1 sestrojil přı́klad funkce spojité na intervalu, která neměla derivaci v žádném bodě!

1Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815–1897) (čti vajerštras) — vynikajı́cı́ německý matematik. Zabýval se
předevšı́m matematickou analýzou a lineárnı́ algebrou.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Významný představitel klasické matematické analýzy Hermite1 napsal v dopise svému přı́teli Stieltjesovi2

(viz [24]): „S hrůzou se odvracı́m od tohoto politovánı́hodného vředu na těle spojitých funkcı́ — od funkce,
která nemá derivaci ani v jediném bodě.“

Pokusme se popsat, jak se taková funkce, jež Hermita tolik rozhořčila, zkonstruuje. Weierstrass, jehož
přı́klad je přı́liš komplikovaný, ve skutečnosti nebyl prvnı́. Již dřı́ve (před r. 1830) sestrojil jednoduššı́ přı́klad
Bolzano3. Jeho postup byl zhruba následujı́cı́ (ve skutečnosti byl jeho přı́klad složitějšı́). Představme si
nekonečnou posloupnost funkcı́, jejichž grafy jsou lomené čáry na obr. 7.7. Nynı́ sečteme prvnı́ dvě tyto
funkce, pak tři atd. Dostaneme výsledky na obr. 7.8. Jeden oblouk součtu sedmi těchto funkcı́ je znázorněn
(ve většı́m měřı́tku) na obr. 7.9. Lze přesně dokázat, že když postup provedeme nekonečněkrát, dostaneme
spojitou funkci, která nemá derivaci v žádném bodě, tj. má v každém bodě „hrot“. Z předchozı́ch úvah
vyplývá, že takovou spojitou funkci nelze nakreslit.

Obr. 7.7

1Charles Hermite (1822–1901) (čti ermit) — francouzský matematik. Zabýval se eliptickými funkcemi, matematickou
analýzou, algebrou a teoriı́ čı́sel.

2Thomas Jean Stieltjes (1856–1894) — holandský matematik a astronom. Zabýval se matematickou analýzou a
zejména teoriı́ určitého integrálu.

3Bernard Bolzano (1781–1848) — český matematik, filosof a teolog. Náš největšı́ matematik 19. stoletı́. Působil na
Karlově univerzitě jako profesor náboženstvı́. Své matematické výsledky vesměs nepublikoval. Dnes je mu přiznávána
v řadě věcı́ priorita, ale jeho výsledky bohužel neovlivnily dalšı́ vývoj a byly vesměs později znovuobjeveny.
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Obr. 7.8

Obr. 7.9

Naskýtá se otázka, k čemu takové funkce jsou. Známý učenec Poincaré1 napsal (viz [24]): „Dřı́ve bylo

1Henri Poincaré (1854–1912) (čti puenkare) — vynikajı́cı́ francouzský matematik, fyzik, astronom a filosof. Vý-
znamně ovlivnil řadu disciplı́n. Zabýval se teoriı́ čı́sel, algebrou, množinovou a algebraickou topologiı́, diferenciálnı́mi
rovnicemi, matematickou fyzikou, nebeskou mechanikou a základy matematiky. Napsal přes 1000 pracı́.
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hledánı́ nových funkcı́ vyvoláno nějakým praktickým cı́lem, nějakým účelem. Nynı́ se však funkce vynalézajı́
výhradně proto, aby byla odhalena nedostatečnost úsudků našich otců; kromě tohoto důsledku žádný jiný
z nich nelze vyvodit.“ Avšak dalšı́ vývoj ukázal, že tentokrát se mýlil. Jistě vı́te, co je to Brownův pohyb
(pohyb částic, např. pylových zrnek, vlivem nárazů molekul). V r. 1920 Wiener1 ukázal, že pohyb brownovské
částice, která je tak malá, že jejı́ setrvačnost můžeme zanedbat, se děje po spojité křivce nemajı́cı́ nikde tečnu.
Tyto tzv. Wienerovy procesy hrajı́ mimořádně důležitou roli v teorii stochastických procesů, které majı́ rozsáhlé
aplikace v řadě oborů (fyzika, elektrotechnika, ekonomie apod.).

7.2. Pravidla pro počı́tánı́ s derivacemi

Abychom mohli derivace úspěšně použı́vat, je nutné se naučit derivovat základnı́ elementárnı́ funkce,
pomocı́ nichž pak zderivujeme ostatnı́ elementárnı́ funkce. Uvedeme si postupně čtrnáct základnı́ch
vzorců, které je nezbytné umět zpaměti vzhledem k dalšı́mu častému použitı́.

1 (c)′ = 0, c ∈ R (konst.), x ∈ R, (7.1)

2 (xr)′ = r · xr−1, r ∈ R, x ∈ R+, (7.2)

3 (sin x)′ = cos x, x ∈ R, (7.3)

4 (cos x)′ = − sin x, x ∈ R, (7.4)

5 (ex)′ = ex, x ∈ R. (7.5)

1Norbert Wiener (1894–1964) (čti viner) — významný americký matematik, zakladatel kybernetiky. Zabýval se
abstraktnı́m integrálem, funkcionálnı́ analýzou, stochastickými procesy a kvantovou teoriı́.
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Poznámka 7.10.
1. Zdůrazněme, že ve vztahu (7.1) je c reálná konstanta a x je proměnná. Čteme: derivace konstanty

je nula.
2. Obecně vzorec (7.2) platı́ pro každé x ∈ R+, ale pro některé hodnoty r je definičnı́ obor širšı́ —

viz definice mocninné funkce na str. 128. Napřı́klad:

(x5)′ = 5x4, x ∈ R, (x−4)′ = −4x−5, x ∈ R r {0}, (x
1
2 )′ =

1
2 x

−
1
2 , x ∈ 〈0,∞)

apod. Uvědomte si, že pomocı́ tohoto vzorce se derivujı́ i všechny odmocniny.

Přı́klad 7.11. Pomocı́ definice derivace odvod’te vztahy (7.1) pro derivaci konstantnı́ +funkce a (7.3) pro derivaci funkce sinus.

Řešenı́.

a) Odvod’me nejprve vztah (7.1) pro derivaci konstantnı́ funkce. Označme f (x) = c. Pak dostá-
váme

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

x→x0

c − c

x − x0
= lim

x→x0
0 = 0.

b) Označme f (x) = sin x. Pak

f ′(x0) = lim
x→x0

sin x − sin x0

x − x0
= lim

x→x0

2 sin x−x0
2 cos x+x0

2

x − x0
=

= lim
x→x0

sin x−x0
2

x−x0
2

· lim
x→x0

cos
x + x0

2
=

= lim
y→0

sin y
y

· lim
x→x0

cos
x + x0

2
= 1 · cos x0 = cos x0. N
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Přı́klad 7.12. Vypočtěte f ′, je-li f dána předpisem: +

a) f (x) = x, b) f (x) = x2, c) f (x) =
√
x,

d) f (x) =
1
x

= x−1, e) f (x) =
4
√
x7.

Řešenı́.

a) f ′(x) = (x)′ = (x1)′ = 1x1−1
= x0

= 1, x ∈ R.

b) f ′(x) = (x2)′ = 2x2−1
= 2x, x ∈ R.

c) f ′(x) =
(√
x
)′

=
(
x

1
2
)′

=
1
2
x

1
2 −1

=
1
2
x−

1
2 =

1
2
√
x
, x ∈ R+.

d) f ′(x) = (x−1)′ = −1x−1−1
= −x−2

= −
1
x2
, x ∈ R r {0}.

e) f ′(x) =
(
x

7
4
)′

=
7
4
x

7
4 −1

=
7
4
x

3
4 =

7
4

4
√
x3, x ∈ R+.

N

Následujı́cı́ věta dává návod, jak spočı́tat derivaci součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu funkcı́ f a g,
známe-li derivace těchto funkcı́. Připomeňme, že derivacı́ rozumı́me vlastnı́ derivaci.
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Věta 7.13. Necht’ existujı́ derivace funkcı́ f a g v bodě x0 ∈ R. Pak také funkce f ± g, fg,
f

g
a

cf , kde c ∈ R je konstanta, majı́ v bodě x0 derivaci a platı́:

i) (f ± g)′(x0) = f ′(x0)± g′(x0), (7.6)

ii) (fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0)+ f (x0)g
′(x0), (7.7)

iii)
(
f

g

)′

(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f (x0)g

′(x0)

g2(x0)
pro g(x0) 6= 0, (7.8)

iv) (cf )′(x0) = cf ′(x0). (7.9)

Důkaz. V důkazu (i) použijeme definici derivace (7.2), definici součtu funkcı́ (3.20) a pravidla pro
počı́tánı́ s limitami (věta 6.17):

(f + g)′(x0) = lim
x→x0

(
f + g

)
(x)−

(
f + g

)
(x0)

x − x0
=

= lim
x→x0

(
f (x)+ g(x)

)
−
(
f (x0)+ g(x0)

)
x − x0

=

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
+ lim

x→x0

g(x)− g(x0)

x − x0
= f ′(x0)+ g′(x0).

Důkaz vzorce pro rozdı́l je analogický. Pro derivaci součinu — vztah (ii) — dostaneme

(f · g)′(x0) = lim
x→x0

(fg)(x)− (fg)(x0)

x − x0
= lim

x→x0

f (x)g(x)− f (x0)g(x0)

x − x0
=
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= lim
x→x0

f (x)g(x)− f (x0)g(x0)+ f (x0)g(x)− f (x0)g(x)

x − x0
=

= lim
x→x0

(
f (x)− f (x0)

)
g(x)+ f (x0)

(
g(x)− g(x0)

)
x − x0

=

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
lim
x→x0

g(x)+ f (x0) lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x − x0
=

= f ′(x0)g(x0)+ f (x0)g
′(x0).

Konečně pro derivaci podı́lu — vztah (iii) — platı́(
f

g

)′

(x0) = lim
x→x0

(
f

g

)
(x)−

(
f

g

)
(x0)

x − x0
= lim

x→x0

f (x)

g(x)
−

f (x0)
g(x0)

x − x0
=

= lim
x→x0

f (x)g(x0)− f (x0)g(x)

g(x)g(x0)(x − x0)
=

= lim
x→x0

f (x)g(x0)− f (x0)g(x)+ f (x0)g(x0)− f (x0)g(x0)

g(x)g(x0)(x − x0)
=

= lim
x→x0

(
f (x)− f (x0)

)
g(x0)− f (x0)

(
g(x)− g(x0)

)
g(x)g(x0)(x − x0)

=

=
1

g(x0)g(x0)

[
lim
x→x0

g(x0)(f (x)− f (x0))

x − x0
− lim

x→x0

f (x0)(g(x)− g(x0))

x − x0

]
=

=
f ′(x0)g(x0)− f (x0)g

′(x0)

g2(x0)
.

Vztah (iv) nemusı́me dokazovat, nebot’se jedná o speciálnı́ přı́pad vztahu (ii).
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Poznámka 7.14.
1. Majı́-li funkce f , g na množině M ⊂ D(f ) derivace f ′, g′, pak na M platı́:

i) (f ± g)′ = f ′
± g′, ii) (fg)′ = f ′g + fg′,

iii)
(
f

g

)′

=
f ′g − fg′

g2
, iv) (cf )′ = cf ′.

Pro zapamatovánı́ je vhodné čı́st vzorce takto:

i) „derivace součtu je součet derivacı́“ a „derivace rozdı́lu je rozdı́l derivacı́“,
ii) „derivace součinu je prvnı́ derivovaná krát druhá nederivovaná plus prvnı́ nederivovaná krát

druhá derivovaná“,
iii) „derivace podı́lu je derivovaný čitatel krát nederivovaný jmenovatel minus nederivovaný

čitatel krát derivovaný jmenovatel děleno jmenovatel na druhou“,
iv) multiplikativnı́ konstantu (tj. konstantu, kterou se násobı́) vytkneme.

2. V konkrétnı́ch přı́kladech často použı́váme mı́sto správného zápisu f ′(x) ne přı́liš korektnı́
označenı́ (f (x))′.

Přı́klad 7.15. Vypočtěte f ′, je-li f dána předpisem: +

a) f (x) = x3
+ 2x − sin x + 2, b) f (x) = −2 cos x + 4ex +

1
3
x7, c) f (x) = xex ,

d) f (x) = x2 cos x, e) f (x) =
3x − 2
x2 + 1

, f) f (x) = tg x.

Řešenı́. S využitı́m věty 7.13 dostáváme:

a) f ′(x) = (x3
+ 2x − sin x + 2)′ = (x3)′ + (2x)′ − (sin x)′ + (2)′ =

= 3x3−1
+ 2(x)′ − cos x + 0 = 3x2

+ 2 − cos x.



Obsah

363. strana ze 616

J J I I

J I
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b) f ′(x) =

(
−2 cos x + 4ex +

1
3
x7
)′

= (−2 cos x)′ + (4ex)′ +
(1

3
x7
)′

=

= −2(cos x)′ + 4(ex)′ +
1
3
(x7)′ = −2(− sin x)+ 4ex +

1
3

· 7x7−1
=

= 2 sin x + 4ex +
7
3
x6.

c) f ′(x) = (xex)′ = (x)′ex + x(ex)′ = 1ex + xex = ex + xex .

d) f ′(x) = (x2 cos x)′ = (x2)′ cos x + x2(cos x)′ = 2x2−1 cos x + x2(− sin x) =

= 2x cos x − x2 sin x.

e) f ′(x) =

(3x − 2
x2 + 1

)′

=
(3x − 2)′(x2

+ 1)− (3x − 2)(x2
+ 1)′

(x2 + 1)2
=

=
(3 · 1 − 0)(x2

+ 1)− (3x − 2)(2x + 0)
(x2 + 1)2

=
3x2

+ 3 − 6x2
+ 4x

(x2 + 1)2
=

=
−3x2

+ 4x + 3
(x2 + 1)2

.

f) f ′(x) = (tg x)′ =

( sin x
cos x

)′

=
(sin x)′ cos x − sin x(cos x)′

cos2 x
=

=
cos x cos x − sin x(− sin x)

cos2 x
=

cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1
cos2 x

.
N
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Podobně jako v f) předchozı́ho přı́kladu se odvodı́ i vzorec pro derivaci funkce cotg x. Tedy platı́

6 (tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ R r

{π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
, (7.10)

7 (cotg x)′ = −
1

sin2 x
, x ∈ R r {kπ , k ∈ Z}. (7.11)

Poznámka 7.16.

1. Často je třeba spočı́tat derivaci součinu třı́ a vı́ce funkcı́. To lze udělat vı́cenásobným použitı́m
vzorce pro derivaci součinu. Např. jsou-li f , g a h funkce majı́cı́ derivaci, pak (vynecháme pro
stručnost x) je

(fgh)′ = (fg)′h+ fg(h)′ = (f ′g + fg′)h+ fgh′
= f ′gh+ fg′h+ fgh′.

Např. je-li f : y = xex sin x, pak

f ′(x) = (x)′ex sin x + x(ex)′ sin x + xex(sin x)′ = ex sin x + xex sin x + xex cos x.

Obdobný vzorec platı́ pro derivaci součinu čtyř a vı́ce funkcı́. Napřı́klad

(fghk)′ = f ′ghk + fg′hk + fgh′k + fghk′.

Předchozı́ vztahy pro derivace součinu třı́ a vı́ce funkcı́ je dobré si zapamatovat, nebot’ hodně
urychlı́ počı́tánı́.

2. Je-li c konstanta, pak (cex)′ = c(ex)′ = cex , tedy funkce cex je rovna své derivaci. Lze dokázat,
že funkce cex jsou jediné funkce s touto vlastnostı́.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Derivace inverznı́ funkce

Dále si všimněme výpočtu derivace inverznı́ funkce pomocı́ derivace funkce původnı́. To nám
umožnı́ např. spočı́tat derivace logaritmických a cyklometrických funkcı́. Vyjdeme z obrázku 7.10.
Necht’f : y = f (x) je daná funkce a f −1

: x = f −1(y) inverznı́ funkce k funkci f (bez přeznačenı́
proměnných). V tom přı́padě je graf f a f −1 tvořen týmiž body v rovině, tedy i tečny ke grafům
funkcı́ f a f −1 sestrojené v bodě T = (x0, y0) jsou totožné.

x

y

y0

x0O

T

t

y = f (x)

ϕ

ψ

Obr. 7.10

Derivace je, jak vı́me, směrnice tečny, tj. hodnota tangens jistého úhlu. Pro funkci f : y = f (x)

je to úhel ϕ, který svı́rá tečna s kladnou částı́ osy x (nezávisle proměnná je x) a pro funkci
f −1

: x = f −1(y) je to úhel ψ , který svı́rá tečna s kladnou částı́ osy y (nezávisle proměnná je y) —
viz obr. 7.10. Je zřejmé, že pro f ′(x0) 6= 0 je f ′(x0) = tgϕ a (f −1)′(y0) = tgψ . Protože ϕ+ψ =

π
2 ,
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platı́

(f −1)′(x0) = tgψ = tg
(π

2
− ϕ

)
= cotgϕ =

1
tgϕ

=
1

f ′(x0)
.

Platı́ tedy následujı́cı́ věta (předchozı́ geometrické zdůvodněnı́ nenı́ samozřejmě jejı́ důkaz, ten je
obtı́žnějšı́).

Věta 7.17. Necht’ funkce f : x = f (y) je spojitá a ryze monotónnı́ na intervalu I . Necht’ y0 je
vnitřnı́ bod intervalu I a necht’má f v y0 derivaci f ′(y0). Pak inverznı́ funkce f −1

: y = f −1(x)

má v bodě x0 = f (y0) derivaci a platı́

(f −1)′(x0) =


1

f ′(y0)
, je-li f ′(y0) 6= 0,

+∞, je-li f ′(y0) = 0 a funkce f je na I rostoucı́,
−∞, je-li f ′(y0) = 0 a funkce f je na I klesajı́cı́.

Obdobné tvrzenı́ platı́ i pro jednostranné derivace.

Přı́klad 7.18. Vypočtěte derivaci funkce f dané předpisem: +

a) f (x) = ln x, b) f (x) = arcsin x.

Řešenı́.

a) Uvažujme funkci f : x = ey a inverznı́ funkci f −1
: y = ln x. Podle předchozı́ věty je

(f −1)′(x) = (ln x)′ =
1
(ey)′

=
1
ey

=
1
x
, x > 0.
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b) Uvažujme funkci f : x = sin y, y ∈
〈
−

π
2 ,

π
2

〉
a inverznı́ funkci f −1

: y = arcsin x, kde je
x ∈ 〈−1, 1〉. Podle předchozı́ věty je

(f −1)′(x) = (arcsin x)′ =
1

(sin y)′
=

1
cos y

.

Protože na intervalu
〈
−

π
2 ,

π
2

〉
je cos y = 0 a tedy | cos y| = cos y, je

cos y = | cos y| =

√
cos2 y =

√
1 − sin2 y =

√
1 − x2,

a tedy

(arcsin x)′ =
1

√
1 − x2

,

avšak pouze pro x ∈ (−1, 1) (v krajnı́ch bodech existujı́ nevlastnı́ jednostranné derivace +∞

podle věty 7.17 ). N

Obdobně se odvodı́ i zbývajı́cı́ vzorce z následujı́cı́ pětice.

8 (ln x)′ =
1
x
, x ∈ R+, (7.12)

9 (arcsin x)′ =
1

√
1 − x2

, x ∈ (−1, 1), (7.13)

10 (arccos x)′ = −
1

√
1 − x2

, x ∈ (−1, 1), (7.14)

11 (arctg x)′ =
1

x2 + 1
, x ∈ R, (7.15)

12 (arccotg x)′ = −
1

x2 + 1
, x ∈ R. (7.16)
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Přı́klad 7.19. Vypočtěte derivaci funkce f dané předpisem f (x) =
x ln x

arcsin x + arctg x
. +

Řešenı́. Nejprve musı́me použı́t vzorec pro derivaci podı́lu. Dostaneme

f ′(x) =
(x ln x)′(arcsin x + arctg x)− x ln x(arcsin x + arctg x)′

(arcsin x + arctg x)2
.

Výraz x ln x budeme derivovat jako součin, výraz arcsin x + arctg x jako součet. Vyjde

f ′(x) =
[(x)′ ln x + x(ln x)′](arcsin x + arctg x)− x ln x[(arcsin x)′ + (arctg x)′]

(arcsin x + arctg x)2
=

=

(
1 · ln x + x ·

1
x

)
(arcsin x + arctg x)− x ln x

(
1√

1−x2
+

1
x2+1

)
(arcsin x + arctg x)2

=

=

(ln x + 1)(arcsin x + arctg x)− x ln x
(

1√
1−x2

+
1

x2+1

)
(arcsin x + arctg x)2

.
N

Derivace složené funkce

Věta 7.20. Uvažujme složenou funkci F = f ◦ g. Předpokládejme, že existuje derivace funkce g
v bodě x0 a derivace funkce f v bodě u0 = g(x0). Pak i složená funkce F má derivaci v bodě x0 a
platı́

F ′(x0) = (f ◦ g)′(x0) = f ′(u0) · g′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0).
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Přı́klad 7.21. Vypočtěte derivaci funkce F dané předpisem: +

a) F(x) = (3x2
− 2x + 1)10, b) F(x) = sin 3x, c) F(x) = ln sin x,

d) F(x) =
√

4 − x2, e) F(x) = ax, a > 0, a 6= 1.

Řešenı́.

a) Vnějšı́ složka je f (u) = u10, vnitřnı́ složka je u = g(x) = 3x2
− 2x + 1.

Derivace vnějšı́ složky f ′(u) = (u10)′ = 10u9 (′ znamená derivaci podle u).
Derivace vnitřnı́ složky g′(x) = (3x2

− 2x + 1)′ = 6x − 2 (′ znamená derivaci podle x).
Výsledek: F ′(x) = 10(3x2

− 2x + 1)9(6x − 2) (′ znamená derivaci podle x).
b) Vnějšı́ složka je f (u) = sin u, vnitřnı́ složka je u = g(x) = 3x.

Derivace vnějšı́ složky f ′(u) = (sin u)′ = cos u.
Derivace vnitřnı́ složky g′(x) = (3x)′ = 3.
Výsledek: F ′(x) = cos 3x · 3 = 3 cos 3x (tento zápis je vhodnějšı́).

c) Vnějšı́ složka je f (u) = ln u, vnitřnı́ složka je u = g(x) = sin x.

Derivace vnějšı́ složky f ′(u) = (ln u)′ =
1
u

.

Derivace vnitřnı́ složky g′(x) = (sin x)′ = cos x.

Výsledek: F ′(x) =
1

sin x
· cos x = cotg x.

d) Vnějšı́ složka je f (u) =
√
u, vnitřnı́ složka je u = g(x) = 4 − x2.

Derivace vnějšı́ složky f ′(u) =
(√
u
)′

=
(
u

1
2
)′

=
1
2
u−

1
2 =

1
2
√
u

.

Derivace vnitřnı́ složky g′(x) = (4 − x2)′ = −2x.
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Výsledek: F ′(x) =
1

2
√

4 − x2
· (−2x) =

−x
√

4 − x2
.

e) Využijeme vztahu mezi exponenciálnı́ funkcı́ o základu a a o základu e, tj. ax = ex ln a . Přitom
složená funkce F(x) = ex ln a má vnějšı́ složku f (u) = eu a vnitřnı́ složku u = g(x) = x ln a,
kde ln a je konstanta.
Derivace vnějšı́ složky f ′(u) = (eu)′ = eu.
Derivace vnitřnı́ složky g′(x) = (x ln a)′ = 1 · ln a = ln a.
Výsledek je: (ax)′ = ex ln a ln a = ax ln a. N

Tedy pomocı́ derivace složené funkce obdržı́me předposlednı́ vzorec našeho přehledu derivacı́
elementárnı́ch funkcı́.

13 (ax)′ = ax ln a, a > 0, a 6= 1, x ∈ R. (7.17)

Zbývá odvodit vzorec pro derivaci obecné logaritmické funkce f (x) = loga x, kde a > 0, a 6=

6= 1. Protože loga x =
ln x
ln a , dostáváme okamžitě

f ′(x) =
1

ln a
· (ln x)′ =

1
ln a

·
1
x
.

14 (loga x)
′
=

1
x ln a

, a > 0, a 6= 1, x ∈ R+. (7.18)

Vzorec pro derivovánı́ složené funkce nevylučuje, že vnitřnı́ složka g je složená funkce. Pak
můžeme snadno derivovat i vı́cenásobně složené funkce. Napřı́klad pro trojnásobně složenou funkci
F = f ◦ g ◦ h dostáváme

F ′(x0) = (f ◦ g ◦ h)′(x0) = f ′(g(h(x0))) · g′(h(x0)) · h′(x0).
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Skrýt menu

Derivace 371

Přı́klad 7.22. Vypočtěte derivaci funkce F dané předpisem: +

a) F(x) =
√

sin 3x, b) F(x) = ln
(
x − 2 +

√
x2 − 4x + 2

)
,

c) F(x) = sin
(
sin (sin x)

)
.

Řešenı́.

a) Vnějšı́ složka je f (u) =
√
u, vnitřnı́ složka je g(x) = sin 3x, což je opět složená funkce.

Derivace vnějšı́ složky f ′(u) =
(√
u
)′

=
(
u

1
2
)′

=
1
2
u−

1
2 =

1
2
√
u

.

Dı́lčı́ výsledek: F ′(x) =
1

2
√

sin 3x
· (sin 3x)′.

Protože (sin 3x)′ = 3 cos 3x — viz předchozı́ přı́klad b) — je

F ′(x) =
1

2
√

sin 3x
· 3 cos 3x =

3 cos 3x

2
√

sin 3x
.

b) Vnějšı́ složka je f (u) = ln u, vnitřnı́ složka je g(x) = x− 2 +
√
x2 − 4x + 2. Vnitřnı́ složka má

tvar součtu a navı́c jeden jejı́ sčı́tanec
√
x2 − 4x + 2 je znovu složená funkce.

Derivace vnějšı́ složky f ′(u) = (ln u)′ =
1
u

.
Derivace vnitřnı́ složky

g′(x) =
(
x − 2 +

√
x2 − 4x + 2

)′
= 1 − 0 +

[
(x2

− 4x + 2)
1
2
]′

=

= 1 +
1
2
(x2

− 4x + 2)−
1
2 · (x2

− 4x + 2)′ =

= 1 +
x − 2

√
x2 − 4x + 2

=

√
x2 − 4x + 2 + x − 2

√
x2 − 4x + 2

.
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Celkový výsledek je pak

F ′(x) =
1

x − 2 +
√
x2 − 4x + 2

·

√
x2 − 4x + 2 + x − 2

√
x2 − 4x + 2

=
1

√
x2 − 4x + 2

.

c) Budeme již postupovat rychleji

F ′(x) = cos(sin (sin x)) · (sin (sin x))′ = cos(sin (sin x)) · cos (sin x) · (sin x)′ =

= cos(sin (sin x)) · cos (sin x) · cos x. N

Poznámka 7.23.
Je třeba důsledně rozlišovat zápisy

f (x) = sin x2, což je složená funkce s vnějšı́ složkou sin u a vnitřnı́ složkou x2,
a

f (x) = sin2 x, což je složená funkce s vnějšı́ složkou u2 a vnitřnı́ složkou sin x
(vlastně je to zkrácený zápis pro (sin x)2).

Pro derivaci pak dostáváme

(sin x2)′ = (cos x2) · 2x = 2x cos x2

a
(sin2 x)′ = 2 sin x · cos x.

Podobně máme tg x2 a tg2 x, ln x2 a ln2 x atd.
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Přı́klad 7.24. Derivujte a upravte +

f (x) = x arcsin
√

x

x + 1
+ arctg

√
x −

√
x.

Řešenı́. Označme

f1(x) = x arcsin
√

x

x + 1
, f2(x) = arctg

√
x, f3(x) =

√
x.

Při derivaci jednotlivých funkcı́ použijeme věty o derivaci součinu a podı́lu funkcı́ a o derivaci
složené funkce.

f ′

1(x) = arcsin
√

x

x + 1
+ x ·

1√
1 −

x
x+1

·
1
2

√
x + 1
x

·
x + 1 − x

(x + 1)2
=

= arcsin
√

x

x + 1
+

√
x

2(x + 1)
.

f ′

2(x) =
1

2
√
x(x + 1)

.

f ′

3(x) =
1

2
√
x
.

Protože f ′(x) = f ′

1(x)+ f ′

2(x)− f ′

3(x), dostáváme

f ′(x) = arcsin
√

x

x + 1
+

√
x

2(x + 1)
+

1
2
√
x(x + 1)

−
1

2
√
x

=

= arcsin
√

x

x + 1
+
x + 1 − (x + 1)

2
√
x(x + 1)

= arcsin
√

x

x + 1
.

N
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Derivace funkcı́ tvaru f (x)g(x)

Derivujeme-li „funkci na funkci“ f (x)g(x), nelze přı́mo použı́t ani vzorec (xn)′ = nxn−1 (proměnná
je jen v základu), ani vzorec (ax)′ = ax ln a (proměnná je jen v exponentu). Musı́me použı́t již
známého vztahu

f (x)g(x) = eg(x) ln f (x).

Funkci f (x)g(x) budeme tedy derivovat jako složenou funkci eg(x) ln f (x), tj.[
f (x)g(x)

]′
=
[
eg(x) ln f (x)]′

= eg(x) ln f (x)
[g(x) ln f (x)]′ =

= f (x)g(x) ·

[
g′(x) ln f (x)+

g(x)

f (x)
f ′(x)

]
, x ∈ D(f ) ∩D(g), f (x) > 0.

Přı́klad 7.25. Vypočtěte derivaci funkce f dané předpisem: +

a) f (x) = xx , b) f (x) = (sin x)cos x .

Řešenı́.

a) Využijeme vztahu xx = ex·ln x . Pak derivace

f ′(x) =
(
ex·ln x

)′
= ex·ln x ·

(
1 · ln x + x

1
x

)
= xx(ln x + 1).

b) Nejprve funkci upravı́me
f (x) = (sin x)cos x

= ecos x·ln(sin x).
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Zavřı́t dokument

Konec
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Derivace je pak

f ′(x) = ecos x·ln(sin x)
· (cos x · ln(sin x))′ =

= ecos x·ln(sin x)
·

(
− sin x ln(sin x)+ cos x

1
sin x

cos x
)

=

= (sin x)cos x
(

− sin x ln(sin x)+
cos2 x

sin x

)
.

N

Poznámka 7.26.
Všimněte si, že funkce f (x) = xx z předchozı́ho přı́kladu neobyčejně prudce roste a nabývá brzy
doslova „astronomických“ hodnot. Např. f (1) = 11

= 1, f (2) = 22
= 4, f (3) = 33

= 27,
f (10) = 1010

= 10 000 000 000, f (100) = 100100, což je čı́slo tvaru „jednička a 200 nul“ (viz také
str. 140).

Dřı́ve než přejdeme k dalšı́m kapitolám, shrňme si přehledně derivace základnı́ch elementárnı́ch
funkcı́, s kterými jsme se postupně seznámili.
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1 (c)′ = 0, c ∈ R (konst.), x ∈ R,

2 (xr)′ = r · xr−1, r ∈ R, x ∈ R+,

3 (sin x)′ = cos x, x ∈ R,

4 (cos x)′ = − sin x, x ∈ R,

5 (ex)′ = ex, x ∈ R,

6 (tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ R r

{π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
,

7 (cotg x)′ = −
1

sin2 x
, x ∈ R r {kπ , k ∈ Z},

8 (ln x)′ =
1
x
, x ∈ R+,

9 (arcsin x)′ =
1

√
1 − x2

, x ∈ (−1, 1),

10 (arccos x)′ = −
1

√
1 − x2

, x ∈ (−1, 1),

11 (arctg x)′ =
1

x2 + 1
, x ∈ R,

12 (arccotg x)′ = −
1

x2 + 1
, x ∈ R,

13 (ax)′ = ax ln a, a > 0, a 6= 1, x ∈ R,

14 (loga x)
′
=

1
x ln a

, a > 0, a 6= 1, x ∈ R+.
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Je třeba si uvědomit, že známe-li derivace základnı́ch elementárnı́ch funkcı́ a pravidla pro de-
rivovánı́, pak umı́me derivovat každou elementárnı́ funkci. Při výpočtu derivacı́ je však třeba mı́t
určitý cvik, který se zı́skává propočı́távánı́m velkého množstvı́ přı́kladů. Bezpodmı́nečným předpo-
kladem je však znalost základnı́ch vzorců. Při jejich učenı́ nenı́ účelné se vázat na proměnnou x. Je
třeba vědět, že (x2)′ = 2x, (s2)′ = 2s, (t2)′ = 2t atd. Derivujeme podle přı́slušné proměnné.

Vhodné je také učit se slovně vzorce bez proměnné, tj. např. „derivace sinu je kosinus“, „derivace
kosinu je minus sinus“, „derivace přirozeného logaritmu je jedna lomeno argument“ atd.

V přı́kladech doposud uvedených jsme se zaměřovali pouze na výpočet derivace funkce a neza-
bývali jsme se definičnı́mi obory derivacı́. Správně bychom měli u každého přı́kladu určit definičnı́
obor funkce f i derivace f ′. Při určovánı́ D(f ′) nesmı́me zapomenout na to, že D(f ′) ⊂ D(f ).
Derivovánı́m transformujeme funkci f na funkci f ′. Tato výsledná funkce může být tedy definována
bud’na množině stejné jako původnı́ funkce, nebo na množině „užšı́“ než původnı́ funkce.

Přı́klad 7.27. Vypočtěte f ′ a určete D(f ) a D(f ′), je-li funkce f zadána předpisem +

f (x) = arctgx + ln

√
1 + x

1 − x
.

Řešenı́.

a) Určı́me definičnı́ obor funkce f :

D(f ) =

{
x ∈ R :

1 + x

1 − x
> 0
}

=

= {x ∈ R : [(1 + x > 0 ∧ 1 − x > 0) ∨ (1 + x < 0 ∧ 1 − x < 0)]} =

= {x ∈ R : x ∈ (−1, 1)} = (−1, 1) .



Obsah

378. strana ze 616

J J I I

J I
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b) Derivujeme:

f ′(x) =
1

1 + x2
+

1√
1+x
1−x

1

2
√

1+x
1−x

1 (1 − x)− (1 + x) (−1)
(1 − x)2

=

=
1

1 + x2
+

1
2

1 − x

1 + x

2
(1 − x)2

=
1

1 + x2
+

1
1 − x2

=
2

1 − x4
.

c) Z bodů a), b) ihned plyne, že
D(f ′) = (−1, 1) .

Všimněte si přitom, že definičnı́ obor funkce g(x) =
2

1−x4 je R r {±1}. N

Přı́klad 7.28. Vypočtěte derivaci funkce f dané předpisem: f (x) = ln
(
ln sin x

)
.

Řešenı́. Definičnı́ obor zadané funkce je prázdná množina (funkce nenı́ definována pro žádné x ∈ R).
Tedy nemá derivaci v žádném bodě. N

7.3. Derivace vyššı́ch řádů

Uvedli jsme již, že má-li funkce f prvnı́ derivaci v každém bodě definičnı́ho oboru (popř. na nějaké
jeho podmnožině), dostáváme novou funkci f ′. Tato nová funkce může mı́t v některém bodě x0 opět
derivaci, tj. může existovat (f ′)′ v bodě x0. Toto čı́slo nazýváme druhá derivace funkce f v bodě x0

a značı́me f ′′(x0). Tedy
f ′′(x0) = (f ′)′(x0).
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Pokud f ′′ opět existuje v každém bodě definičnı́ho oboru (popř. v každém bodě nějaké podmnožiny
definičnı́ho oboru), dostáváme novou funkci f ′′ — druhou derivaci funkce f . Tu můžeme opět
derivovat (pokud to lze) a dostáváme třetı́ derivaci v bodě x0,

f ′′′(x0) = (f ′′)′(x0)

atd. Pro n = 4 již nepoužı́váme pro označenı́ derivace čárku — bylo by to přı́liš nepřehledné. Pı́šeme
tedy f ′, f ′′, f ′′′, f (4), f (5) atd. Přitom závorky nelze vynechat — f 3 je třetı́ mocnina funkce f
zatı́mco f (3) je třetı́ derivace funkce f .

Definice 7.29. Necht’n ∈ N. Potom n-tou derivacı́ (nebo derivacı́ n-tého řádu) funkce f rozumı́me
funkci, kterou označujeme f (n) a definujeme rovnostı́

f (n) = (f (n−1))′,

přičemž f (0) = f .

Tedy n-tá derivace je derivacı́ (n−1)-nı́ derivace. Pokud umı́me počı́tat prvnı́ derivace, výpočet
vyššı́ch derivacı́ nepřinášı́ žádné problémy. Výsledek prostě vždy opět zderivujeme. Např. třetı́
derivaci musı́me spočı́tat tak, že vypočı́táme nejprve prvnı́ a druhou derivaci (neumı́me „přı́mo“
udělat třetı́ derivaci). Geometrického a fyzikálnı́ho významu druhé derivace si všimneme později
v oddı́lu 9.3.

Přı́klad 7.30. Vypočtěte pátou derivaci f (5) funkce f dané předpisem: +

f (x) = 2x4
− 4x3

+ 3x2
− x + 1.
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Řešenı́. Postupně dostaneme

f ′(x) = 8x3
− 12x2

+ 6x − 1, f (4)(x) = 48,

f ′′(x) = 24x2
− 24x + 6, f (5)(x) = 0.

f ′′′(x) = 48x − 24, N

Přı́klad 7.31. Vypočtěte druhou derivaci f ′′ funkce f dané předpisem: +

f (x) = x2 sin
√
x.

Řešenı́. Funkce má tvar součinu a druhý činitel je složená funkce.

f ′(x) =
(
x2 sin

√
x
)′

= (x2)′ sin
√
x + x2(sin

√
x
)′
.

Přitom (
sin

√
x
)′

= cos
√
x
(√
x
)′

= cos
√
x(x

1
2 )′ = cos

√
x ·

1
2
x

−
1
2

=
cos

√
x

2
√
x
.

Tedy

f ′(x) = 2x sin
√
x + x2

·
cos

√
x

2
√
x

= 2x sin
√
x +

1
2
x

3
2 cos

√
x.

Zı́skanou derivaci budeme dále derivovat. Má tvar součtu a každý sčı́tanec má tvar součinu. Dosta-
neme

f ′′(x) = (f ′)′(x) =
(
2x sin

√
x
)′

+

(1
2
x

3
2 cos

√
x
)′

=

= (2x)′ sin
√
x + 2x

(
sin

√
x
)′

+

(1
2
x

3
2

)′

cos
√
x +

1
2
x

3
2
(
cos

√
x
)′
.
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Protože (
cos

√
x
)′

= − sin
√
x
(√
x
)′

= − sin
√
x ·

1
2
√
x

= −
sin

√
x

2
√
x

a derivaci
(
sin

√
x
)′ již máme spočı́tanou, můžeme psát

f ′′(x) = 2 sin
√
x + 2x ·

cos
√
x

2
√
x

+
1
2

·
3
2
x

1
2 cos

√
x +

1
2
x

3
2
(
−

sin
√
x

2
√
x

)
=

= 2 sin
√
x +

√
x cos

√
x +

3
4
√
x cos

√
x −

1
4
x sin

√
x =

= 2 sin
√
x +

7
4
√
x cos

√
x −

1
4
x sin

√
x.

N

Poznámka 7.32.
1. Počı́táme-li derivace vyššı́ch řádů funkce f , je vhodné výrazy pro f ′, f ′′ atd. před dalšı́m

derivovánı́m upravit a co nejvı́ce zjednodušit (aby se nám snáze derivovalo).

2. Všimněme si obecně derivace polynomu. V přı́kladu 7.30 jsme zjistili, že pátá derivace polynomu
stupně čtyři je nula. Obecně platı́, je-liP polynom stupněn, pak (n+1)-nı́ a všechny vyššı́ derivace
jsou identicky nulové (tj. jsou rovny nule v každém bodě).

3. Připomeňme, že má-li funkce f n-tou derivaci, n > 1, má i všechny nižšı́ derivace, speciálně
tedy existuje f ′, což podle věty 7.7 znamená, že f je spojitá. Zdůrazněme přitom, že mluvı́me
o vlastnı́ch, tj. konečných, derivacı́ch.

4. Platı́: D(f (n)) ⊂ D(f (n−1)) ⊂ · · · ⊂ D(f ′) ⊂ D(f ).
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7.4. Tečna a normála

Na závěr kapitoly o derivacı́ch si uvedeme přı́klady na nalezenı́ rovnice tečny. Předpokládejme dále,
že existuje vlastnı́ derivace funkce f v bodě (x0, f (x0)).

Definice 7.33. Přı́mka t o rovnici

y − f (x0) = f ′(x0)(x − x0)

se nazývá tečna ke grafu funkce f v dotykovém bodě T = (x0, f (x0)).
Přı́mka n, která procházı́ bodem T a je kolmá k tečně t , se nazývá normála ke grafu funkce f
v bodě T .

Ze střednı́ školy vı́me, že má-li přı́mka směrnici k 6= 0, má přı́mka k nı́ kolmá směrnici −
1
k
.

Tedy, má-li tečna t ke grafu funkce f sestrojená v dotykovém bodě T = (x0, y0) (viz obr. 7.11 a))
rovnici

y − y0 = f ′(x0)(x − x0), kde y0 = f (x0),

pak normála n má rovnici

y − y0 = −
1

f ′(x0)
(x − x0), pokud f ′(x0) 6= 0.

Je-li f ′(x0) = 0, má tečna rovnici y = y0 a je rovnoběžná s osou x. Normála je pak rovnoběžná
s osou y a má rovnici x = x0 (takové přı́mky nemajı́ směrnicový tvar) — viz obr. 7.11 b).

Poznámka 7.34. Všimněte si, že připouštı́me-li pouze vlastnı́ derivaci f ′(x0), pak nenı́ tečna nikdy
rovnoběžná s osou y.
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Zavřı́t dokument

Konec
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x

y

f (x0)

x0O

y = f (x)

tn

a) f ′(x0) 6= 0,

x

y

f (x0)

x0O

y = f (x)

t

n

b) f ′(x0) = 0

Obr. 7.11: Tečna a normála ke grafu funkce

Přı́klad 7.35. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce f dané předpisem: +

f (x) =

√
x2 − 3x + 11

v dotykovém bodě T = (2, ?).

Řešenı́. Nejprve určı́me f (x0). Protože bod T ležı́ na grafu funkce f , dostáváme

y0 = f (x0) = f (2) =
√

4 − 6 + 11 =
√

9 = 3.

Dále najdeme směrnici tečny kt = f ′(2). Vypočteme (derivujeme jako složenou funkci)

f ′(x) =
[
(x2

− 3x + 11)
1
2
]′

=
1
2
(x2

− 3x + 11)
−

1
2 (2x − 3)
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a dosadı́me x = 2. Dostaneme

f ′(2) =
1
2
(4 − 6 + 11)−

1
2 (4 − 3) =

1
2

·
1

√
9

· 1 =
1
2

·
1
3

=
1
6
.

Rovnice tečny tedy je y − 3 =
1
6(x − 2), tj.

t : y =
x

6
+

8
3
.

Nynı́ určı́me směrnici normály:

kn = −
1
kt

=⇒ kn =
1

−
1
6

= −6.

Rovnice normály n pak je y − 3 = −6(x − 2), tj.

n : y = −6x + 15. N

Přı́klad 7.36. Napište rovnici tečny a normály ke grafu funkce g dané předpisem +

g(x) = x ln(1 + x2)+ 3

v dotykovém bodě T = (0, ?).

Řešenı́. Nejprve vypočteme g(x0). Vyjde

y0 = g(x0) = g(0) = 0 · ln(1 + 0)+ 3 = 0 · ln 1 + 3 = 0 · 0 + 3 = 3.
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Dále vypočteme derivaci g′(x) (použijeme postupně pravidla pro derivaci součtu, součinu a složené
funkce). Dostaneme

g′(x) = (x)′ ln(1 + x2)+ x[ln(1 + x2)]′ + (3)′ =

= 1 · ln(1 + x2)+ x ·
1

1 + x2
· (1 + x2)′ + 0 = ln(1 + x2)+

2x2

1 + x2
.

Určı́me směrnici tečny kt = g′(0). Vyjde

kt = g′(0) = ln(1 + 0)+
2 · 02

2 + 02
= ln 1 + 0 = 0.

Rovnice tečny t je y − 3 = 0(x − 0), tj.

t : y = 3.

Normála tedy nemá směrnicový tvar a jejı́ rovnice je obecně x = x0, je-li dotykový bod (x0, f (x0)).
V našem přı́padě je proto normála n : x = 0. N

Přı́klad 7.37. Najděte rovnice tečen ke grafu funkce f (x) = arctg 1
x
, které jsou kolmé +

k přı́mce p : 2x − y = 0.

Řešenı́. Rovnici přı́mky p upravı́me na směrnicový tvar p : y = 2x, odkud vidı́me, že směrnice
přı́mky kp = 2. Hledaná tečna má být na tuto přı́mku kolmá, tedy pro jejı́ směrnici platı́ kt = −1/2.

Abychom našli tečnu ke grafu funkce f , je třeba nejprve najı́t bod dotyku T = (x0, y0). K tomu
využijeme faktu, že směrnice tečny je rovna prvnı́ derivaci funkce f v bodě x0. Určeme derivaci
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zadané funkce

∀x ∈ R r {0} : f ′(x) =
1

1 +
( 1
x

)2 ·

(
−

1
x2

)
=

−1
1 + x2

.

Vzhledem k tomu, že kt = f ′(x0) = −1/2, dostáváme rovnici

−1
1 + x2

0
= −

1
2
,

jejı́mž vyřešenı́m dostaneme x0 = ±1. Vidı́me tedy, že body dotyku jsou následujı́cı́ (y-ovou
souřadnici vypočteme dosazenı́m do zadané funkce)

T1 =

(
1,

π

4

)
, T1 =

(
−1,−

π

4

)
.

Rovnice tečen, které jsou kolmé na přı́mku p majı́ rovnice

t1 : y −
π

4
= −

1
2
(x − 1) =⇒ y = −

x

2
+

1
2

+
π

4
,

t2 : y +
π

4
= −

1
2
(x + 1) =⇒ y = −

x

2
−

1
2

−
π

4
.

N

Přı́klad 7.38. Zjistěte, zda existuje tečna ke grafu funkce f dané předpisem +

f (x) =

{
x, x 5 0,

sin x, x > 0

v dotykovém bodě o x-ové souřadnici x0 = 0. Pokud ano, najděte jejı́ rovnici a rovnici normály.
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Řešenı́. Pokud hledáme tečnu, musı́me nejprve zjistit, zda existuje derivace funkce f v hledaném
bodě a zda je vlastnı́. Pokusme se tedy najı́t derivaci. Funkce je v pravém okolı́ bodu 0 definována
jiným předpisem než v levém okolı́ bodu 0. Budeme proto postupovat podle definice.

Nejprve vypočteme derivaci zleva v bodě nula:

f ′

−
(0) = lim

x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

x − 0
x − 0

= 1.

Nynı́ vypočteme derivaci zprava v bodě nula:

f ′

+
(0) = lim

x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

sin x − 0
x − 0

= lim
x→0+

sin x
x

= 1.

Vyšlo nám, že derivace zleva se rovná derivaci zprava, tudı́ž existuje derivace a je rovna f ′(0) = 1.
Tedy tečna t existuje a jejı́ rovnice je y − f (0) = f ′(0)(x − 0), tj.

t : y = x.

Směrnice tečny kt = 1, tedy směrnice normály kn = −1/kt = −1, takže pro rovnici normály n
dostaneme y − f (0) = −(x − 0), tj.

n : y = −x.

Graf viz obr. 7.12 a). N

Přı́klad 7.39. Zjistěte, zda existuje tečna ke grafu funkce g dané předpisem

g(x) =

{
x2, x < 1,
x, x = 1

v dotykovém bodě o x-ové souřadnici x0 = 1. Pokud ano, najděte jejı́ rovnici. +



Obsah

388. strana ze 616

J J I I

J I
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x

y

y = f (x)
tn

a)

x

y

1

1

y = g(x)

b)

Obr. 7.12

Řešenı́. Najdeme nejprve derivaci zleva dané funkce v přı́slušném bodě:

g′

−
(1) = lim

x→1−

g(x)− g(1)
x − 1

= lim
x→1−

x2
− 1

x − 1
= lim

x→1−

(x − 1)(x + 1)
x − 1

= lim
x→1−

(x + 1) = 2.

Derivace zprava funkce g v bodě 1 je:

g′

+
(1) = lim

x→1+

g(x)− g(1)
x − 1

= lim
x→1+

x − 1
x − 1

= 1.

Tedy g′

−
(1) 6= g′

+
(1), tudı́ž neexistuje derivace funkce g v bodě 1, a tedy neexistuje ani tečna ke

grafu funkce g v dotykovém bodě (1, 1) — viz obr. 7.12 b) (na grafu je v uvažovaném bodě vidět
„zub“). N
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7.5. Fyzikálnı́ význam derivace

O fyzikálnı́m významu derivace jsme se již zmı́nili v úvodu celé kapitoly. Předpokládejme, že je
přı́močarý pohyb hmotného bodu popsán funkcı́ s(t), která udává polohu bodu v závislosti na čase
t . Necht’přitom existuje prvnı́ a druhá derivace funkce s(t). Pro každý čas t0 pak můžeme vypočı́tat
čı́slo s ′(t0), které udává „rychlost změny“ polohy bodu v tomto čase. Toto čı́slo značı́me v(t0) a
nazýváme okamžitou rychlostı́ bodu v čase t0, tj.

v(t0) = s ′(t0).

Dále můžeme pro každý čas t0 vypočı́tat čı́slo v′(t0), které udává „rychlost změny“ rychlosti bodu
v tomto čase. Toto čı́slo značı́me a(t0) a nazýváme okamžitým zrychlenı́m bodu v čase t0, tj.

a(t0) = v′(t0) = s ′′(t0).

Pomocı́ zrychlenı́ je v klasické mechanice formulován Newtonův zákon popisujı́cı́ pohyb bodu
konstantnı́ hmotnosti v silovém poli: „Výslednice sil působı́cı́ na pohybujı́cı́ se bod je rovna (v kaž-
dém čase) součinu hmotnosti pohybujı́cı́ho se bodu a jeho zrychlenı́ “. (Nynı́ uvažujeme jednoroz-
měrný přı́pad — pohyb po přı́mce. Newtonův zákon platı́ samozřejmě i pro pohyb v rovině, přı́p.
trojrozměrném prostoru.)

Ilustrujme si fyzikálnı́ význam derivace na následujı́cı́m přı́kladě.

Přı́klad 7.40. Těleso kmitá v přı́mce, přičemž jeho výchylka z rovnovážné polohy je +

určena funkcı́ s danou předpisem s(t) = 2 cos 2πt − 3 sin 2πt , kde s je v centimetrech,
t v sekundách. Určete rychlost, zrychlenı́ a výchylku v čase 1,75 s. Najděte čas, ve kterém
má těleso poprvé od začátku měřenı́ nulovou rychlost.



Obsah

390. strana ze 616

J J I I

J I
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Zobrazit

‹
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Skrýt menu

Derivace 390

Řešenı́.

1. Nejprve vypočteme výchylku v zadaném čase 1,75 s. Tj. určı́me funkčnı́ hodnotu funkce s
v bodě t = 1,75:

s(1,75) = 2 cos(2π · 1,75)− 3 sin(2π · 1,75) = 2 cos
7
2
π − 3 sin

7
2
π =

= 2 cos
(

2π +
3
2
π

)
− 3 sin

(
2π +

3
2
π

)
=

= 2 cos
3
2
π − 3 sin

3
2
π = 3.

Těleso je v čase 1,75 s vychýleno o 3 cm.

Uved’me si ještě jinou možnost výpočtu. Protože s je periodická funkce s periodou 1, kosinus
je sudá a sinus je lichá funkce, můžeme psát

s(1,75) = s

(
−

1
4

)
= 2 cos

π

2
+ 3 sin

π

2
= 3.

2. Okamžitá rychlost v je prvnı́ derivacı́ dráhy podle času:

∀t ∈ R : v(t) = s ′(t) = −4π sin 2πt − 6π cos 2πt.

Vypočtěme rychlost v čase 1,75 s. Tj. určeme funkčnı́ hodnotu funkce v v bodě t = 1,75:

v(1,75) = s ′(1,75) = −4π sin(2π · 1,75)− 6π cos(2π · 1,75) =

= −4π sin
3
2
π − 6π cos

3
2
π = −4π(−1)− 6π · 0 = 4π.

Tedy okamžitá rychlost tělesa v zadaném čase je 4π cm · s−1.
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Zobrazit

‹
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3. Zrychlenı́ tělesa určı́me jako derivaci rychlosti, tj. druhou derivaci dráhy:

∀t ∈ R : a(t) = s ′′(t) = v′(t) = (−4π sin 2πt − 6π cos 2πt)′ =

= −8π2 cos 2πt + 12π2 sin 2πt.

Určeme zrychlenı́ tělesa v čase 1,75 s. Tj. vypočtěme funkčnı́ hodnotu funkce a v bodě
t = 1,75:

a(1,75) = −8π2 cos(2π · 1,75)+ 12π2 sin(2π · 1,75) =

= −8π2 cos
3
2
π + 12π2 sin

3
2
π = −12π2.

V zadaném čase má naše těleso zrychlenı́ −12π2 cm · s−2.

4. Časy, ve kterých má těleso nulovou rychlost, jsou zřejmě nulovými body funkce v, tj. funkce s ′.

v(t) = 0 ⇔ 6π cos 2πt = −4π sin 2πt ⇔
3
2

cos 2πt = − sin 2πt ⇔

(?)
⇔ tg 2πt = −

3
2

⇔ t ∈

{
−

1
2π

arctg
3
2

+
k

2
, k ∈ Z

}
.

(?): je-li pro nějaké t ∈ R cos 2πt = 0, pak sin 2πt 6= 0, takže tato úprava je skutečně
ekvivalentnı́.
Čas, ve kterém má těleso poprvé od počátku měřenı́, tj. od času 0 s, nulovou rychlost, je
1
2 −

1
2π

arctg 3
2 s .= 0,343 584 s. N
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Test T
Pomocı́ následujı́cı́ho testu si ověřı́te, zda jste pochopili fyzikálnı́ a geometrický význam derivace.
I když lze přı́slušné výpočty zvládnout zpaměti, klidně si můžete vzı́t k ruce papı́r a tužku a výpočty
si rozepisovat.
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Geometrický a fyzikálnı́ význam derivace

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap7_test3.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Pojmy k zapamatovánı́
∑

— derivace funkce v bodě, derivace zleva a zprava,

— vlastnı́ a nevlastnı́ derivace,

— derivace funkce na intervalu,

— derivace vyššı́ch řádů,

— tečna, normála.

Kontrolnı́ otázky ?
1. Vysvětlete geometrický a fyzikálnı́ význam prvnı́ derivace.

2. Vysvětlete souvislost mezi derivacı́ a spojitostı́ funkce.

3. Vysvětlete, co to znamená, že funkce má derivaci na intervalu J .

4. Vyslovte vzorce pro derivaci součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu dvou funkcı́.

5. Uved’te vzorce pro derivaci elementárnı́ch funkcı́ ex , cos x, sin x, xn, tg x a cotg x.

6. Uved’te vzorec pro derivaci inverznı́ funkce a vysvětlete jeho použitı́.

7. Uved’te vzorce pro derivaci elementárnı́ch funkcı́ ln x, arcsin x, arccos x, arctg x a arccotg x.

8. Vysvětlete postup při derivovánı́ složené funkce.

9. Uved’te vzorce pro derivaci elementárnı́ch funkcı́ ax a loga x, kde a ∈ R+, a 6= 1.

10. Definujte n-tou derivaci funkce, kde n ∈ N.

11. Napište rovnici tečny a normály ke grafu funkce f v dotykovém bodě (x0, y0).
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Přı́klady k procvičenı́ !
1. Užitı́m definice derivace určete f ′(x0), jestliže

a) f (x) = x4
− 3x2

+ 2, x0 = 0, b) f (x) =
√
x2 − 1, x0 =

√
5.

2. Derivujte funkci f danou předpisem a výsledek upravte:

a) f (x) =
4
3
x6, b) f (x) =

1
4x4 , c) f (x) =

1
5
√
x
,

d) f (x) =
5
3
x − 2 +

2
3x2 , e) f (x) = 6 3

√
x − 4 4

√
x +

5
3 3
√
x
, f) f (x) =

5

3 4√
x3
,

g) f (x) = 3x3
− 2

√
x +

1
x3 , h) f (x) = 3 3√

x2 −
1
3

cotg x, i) f (x) = 2x3
+ 5 sin x.

3. Vypočtěte:

a) f ′(1), f ′(2), f ′(−1), je-li f (x) = 5x2
− 3x,

b) f ′(2),−f ′(1), f ′(4), je-li f (x) =

√
x − 1
x

.

4. Derivujte funkci f danou předpisem a výsledek upravte:

a) f (x) = (x2
− 1)(x3

− 5), b) f (x) = x2 tg x, c) f (x) = (x2
+ 1) ln x,

d) f (x) = x2 cotg x, e) f (x) =
√
x cos x, f) f (x) = sin x cos x,

g) f (x) =
3√
x2 arctg x, h) f (x) = x3√x ex, i) f (x) = xex cos x.
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Skrýt menu

Derivace 396

5. Derivujte funkci f danou předpisem a výsledek upravte:

a) f (x) =
x

x + 1
, b) f (x) =

cos x
1 − sin x

, c) f (x) =
ex

sin x
,

d) f (x) =
1 + x − x2

1 − x + x2 , e) f (x) =
x + 3

√
x

x − 3
√
x
, f) f (x) =

arctg x
log x

,

g) f (x) =
xex

1 + x2 , h) f (x) =
(x2

+ 1) arctg x
ln x

, i) f (x) =
x2 ln x
x + 1

.

6. Derivujte funkci f danou předpisem a výsledek upravte:

a) f (x) = 2e3x, b) f (x) = 3 ln 5x, c) f (x) = ln(x2
− 1),

d) f (x) = arcsin
x − 2

2
, e) f (x) = arctg

1 + x

1 − x
, f) f (x) =

1
(x3 − 1)2

.

7. Derivujte funkci f danou předpisem a určete D(f ) a D(f ′).

a) f (x) =
tg2 x

2
+ ln cos x , b) f (x) = arccos(1 − x2),

c) f (x) = ln(4 − x2)+ arcsin
x − 2

2
.

8. Derivujte funkci f danou předpisem a výsledek upravte:

a) f (x) = ln(1 + cos x), b) f (x) = arctg
√

6x − 1,

c) f (x) = 2 arcsin
√
x

2
−

√
2x − x2, d) f (x) = (x2

+ 4) arctg
x

2
− 2x,

e) f (x) = (x − 2)
√

1 + ex − ln
√

1 + ex − 1
√

1 + ex + 1
, f) f (x) =

√
1 − ex

1 + ex
,
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g) f (x) = 2
√
x + 1 + ln

x + 2 − 2
√
x + 1

x
, h) f (x) = ln

(
ex +

√
1 + e2x

)
.

9. Derivujte funkci f danou předpisem a výsledek upravte:

a) f (x) =

(
1

1 − x

)x
, b) f (x) = (x2

+ 1)arctg x, c) f (x) = xsin x .

10. Vypočtěte druhou derivaci funkce f dané předpisem:

a) f (x) = sin2 x, b) f (x) = tg2 x, c) f (x) =
√

1 + x2, d) f (x) = ln(x2
+ 1).

11. Vypočtěte třetı́ derivaci funkce f dané předpisem:

a) f (x) = cos2 x, b) f (x) = x ln x, c) f (x) = xe2x .

12. Necht’n ∈ N. Vypočtěte n-tou derivaci funkce f dané předpisem:

a) f (x) = ln x, b) f (x) = xn, c) f (x) =
1
xk
, k ∈ R.

13. Určete rovnici tečny a normály ke grafu funkce f dané předpisem:

a) f (x) =
8

4 + x2 v dotykovém bodě T = (2, ?),

b) f (x) = arctg
√
x2 − 1 v dotykovém bodě T = (

√
2, ?),

c) f (x) = 4 − x2 v dotykovém bodě T , jenž je průsečı́kem grafu funkce f s kladnou částı́ osy x,

d) f (x) = ln x v dotykovém bodě T = (e, ?).

14. Určete rovnice tečen ke grafu funkce f (x) = x3
− 12x, které jsou rovnoběžné s přı́mkou p : y = 2.
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15. Najděte rovnice tečen ke grafu funkce f (x) =
x3

6 + 2, které jsou kolmé k přı́mce p : x + 2y + 3 = 0.

16. Dráha pohybujı́cı́ho se tělesa je popsána funkcı́ s danou předpisem s(t) = 2t3 − 15t2 + 36t + 2. Přitom
dráha s je vyjádřena v metrech a čas t v sekundách. Zjistěte, ve kterém okamžiku je rychlost nulová.

17. Proud, který protéká indukčnı́ cı́vkou, je popsán funkcı́ i danou předpisem i(t) = 15 sin5 3t . Přitom proud
i je v ampérech a čas t v sekundách. Vypočtěte indukovanou elektromotorickou sı́lu ei = −Li′(t) v čase
2π
9 s, je-li L = 0,03 H.

18. Vlak vyjı́ždı́ ze stanice, přičemž jeho pohyb je popsán funkcı́ s danou předpisem s(t) = at2 + bt + c,
kde s je dráha v kilometrech, t čas v hodinách. Po uplynutı́ jedné minuty dosáhne vlak rychlosti 60 km/h.
Jakou dráhu ujede vlak, než dosáhne tuto rychlost?

19. Žebřı́k délky x je opřený o svislou stěnu. Dolnı́ konec žebřı́ku se posouvá od stěny konstantnı́ rychlostı́
v1. Určete okamžitou rychlost v2, jı́ž se posouvá hornı́ konec žebřı́ku, v čase, kdy vzdálenost jeho dolnı́ho
konce od stěny je y.

20. Po moři plujı́ rovnoměrně přı́močaře dvě lodi, prvnı́ z nich rychlostı́ 30 km/h, druhá rychlostı́ 50 km/h.
Jejich dráhy se křižujı́ pod pravým úhlem. V okamžiku t = 0h, kdy prvnı́ lod’je v průsečı́ku drah, chybı́
druhé lodi k tomuto mı́stu ještě 20 km. Najděte funkci, která vyjadřuje závislost okamžité rychlosti v, jı́ž
se měnı́ vzájemná vzdálenost obou lodı́, na čase t . Vypočtěte nejmenšı́ vzdálenost d lodı́.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Autotest -
Máte za sebou dalšı́ velmi důležitou kapitolu. Nakolik jste ji zvládli, si můžete ověřit následujı́cı́m autotestem.
Test by vám neměl zabrat vı́ce než 45 minut. Prvnı́ čtyři otázky jsou testového charakteru (výběr z předem
daných možnostı́). Přitom je vždy právě jedna z uvedených odpovědı́ správná.

1. Uved’te přı́klad funkce, která je spojitá v bodě x0 = 2, ale nemá v tomto bodě derivaci.
2. Napište vzorce pro derivaci součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu dvou funkcı́.
3. Derivujte funkci f danou předpisem a výsledek upravte:

a) f (x) = 3x4
− 5

√
x +

1
3√
x2

− 2, b) f (x) =
1 + ln x
x

,

c) f (x) = ln
x2

1 − x2 , d) f (x) = arcsin
x

a
, a > 0,

e) f (x) = arctg e2x
+ ln

√
e2x

+ 1
e2x − 1

.

4. Vypočtěte f ′(1), f ′(−2), −f ′(3), je-li f (x) =
x

1 + x2 .

5. Vypočtěte f ′′(2), f ′′′(1), je-li f (x) = x ln x.

6. Napište rovnici tečny a normály ke grafu funkce f : y = 1−e
x
2 v dotykovém bodě T , jenž je průsečı́kem

grafu funkce f s osou x.

Výsledky autotestu najdete v Klı́či k řešeným přı́kladům. Věřı́me, že vám derivovánı́ nedělá
žádné problémy. Pokud se přece našel přı́klad, ve kterém jste chybovali, pak si znovu projděte teorii,
řešené přı́klady a hlavně si propočtěte přı́klady k procvičenı́. Cvik v derivovánı́ zı́skáte pouze tı́m,
že budete derivovat.
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Derivace 400

Test T
Již vı́te, že limita, spojitost a derivace jsou jedny z nejdůležitějšı́ch pojmů v celém diferenciálnı́m
počtu. V následujı́cı́m testu si ověřı́te znalost vztahů mezi těmito pojmy.
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Vztahy mezi limitou, spojitostı́, derivacı́ a funkčnı́ hodnotou

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap7_test4.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Pro zájemce:

Na začátku kapitoly jsme mluvili o tom, že dı́ky diferenciálnı́mu počtu jsme schopni matematicky zachytit
pohyb a změnu. Matematické pojmy (čı́slo, rovnice, bod, . . . ) jsou však ve své podstatě statické a pohyb
nezahrnujı́. Abychom tedy byli schopni zkoumat pohyb a změnu, musı́me být schopni popsat dynamický
proces statickými nástroji.

Jak uvidı́me dále, klı́čem k porozuměnı́ podstatě pohybu a změny je pojem nekonečna a nekonečně malé
veličiny.

Chceme stanovit „rychlost“ změny funkce, jinými slovy poměr změny f (x) ke změně x. Graficky to
znamená najı́t v daném bodě x sklon křivky, který je dán velikostı́ úhlu mezi tečnou ke křivce v daném bodě
a osou x. V čı́selném vyjádřenı́ je to tangens úhlu neboli směrnice tečny. Problém tedy znı́:

• Známe předpis funkce, tj. vzorec, který udává vztah mezi proměnnými x a y. Máme najı́t předpis,
který by udával vztah mezi proměnnou x a směrnicı́.

Již na začátku kapitoly jsme si řekli — viz obr. 7.1 — že směrnice sečny spojujı́cı́ body T a P je dána
vztahem

f (x)− f (x0)

x − x0
.

Označı́me-li x − x0 = h, pak pro směrnici sečny dostáváme

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Ukažme si na přı́kladu funkce f (x) = x3 některé problémy, které historický vývoj diferenciálnı́ho počtu
provázely. Chceme určit směrnici křivky (tečny) v bodě x (kvůli zjednodušenı́ nebudeme užı́vat x0). Pro naši
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funkci f je tedy směrnice sečny

f (x + h)− f (x)

h
=
(x + h)3 − x3

h
=
x3

+ 3x2h+ 3xh2
+ h3

− x3

h
=

=
3x2h+ 3xh2

+ h3

h
= 3x2

+ 3xh+ h2.

Tento výraz udává směrnici úsečky PT . Jaká je ale směrnice křivky f (x) = x3 v bodě T , kterou jsme chtěli
vypočı́tat? A zde právě udělali Newton s Leibnizem geniálnı́ rozhodujı́cı́ krok. Podı́vali se na celou situaci
dynamicky a zkoumali, co se bude dı́t, jestliže se vzdálenost h bude neustále zmenšovat.

Numericky: pro každou hodnotu h odpovı́dá výraz 3x2
+3xh+h2 směrnici úsečkyPT . Položı́me-li např.

x = 2 a budeme-li následně uvažovat každou z následujı́cı́ch hodnot h = 0,1; 0,01; 0,001; 0,000 1; . . . , pak
odpovı́dajı́cı́ směrnice úseček PT budou postupně 12,6; 12,06; 12,006; 12,000 6; . . . Vidı́me, že směrnice
úseček PT se blı́žı́ k hodnotě 12.

Geometricky: se zmenšujı́cı́m se h se bod P přibližuje k bodu T a směrnice sečny postupně přecházı́
ve směrnici tečny, tj. směrnici křivky. Řečeno dnešnı́m jazykem, limitnı́ hodnota směrnice sečny PT bude
přesnou hodnotou směrnice křivky v bodě T . Limitnı́ hodnota výrazu 3x2

+ 3xh+ h2 pro h blı́žı́cı́ se nule je
rovna 3x2. To je tedy směrnice křivky f v bodě x. Konkrétně pro x = 2 bude směrnice rovna čı́slu 3 ·22

= 12.
Náš popis problému vycházı́ z toho, že známe pojem limity. Avšak v době, kdy diferenciálnı́ počet

vznikal, pojem limity neexistoval. Jak tedy Newton a Leibniz dokázali popsat fakt, že se zmenšujı́cı́m se h se
směrnice úseček PT přibližujı́ ke směrnici křivky? Jak se s tı́mto dynamickým procesem dokázali vyrovnat?
Jak pracovali s veličinou h, která se blı́žı́ k nule, tj. nekonečně malou veličinou?

Newton i Leibniz pochopili tento aproximačnı́ (limitnı́) proces intuitivně zcela správně a dokázali světu
předložit užitečná a správná pravidla pro derivovánı́ řady funkcı́. Nutno však řı́ci, že s nekonečně malou
veličinou se zcela vyrovnat nedokázali.

Z Newtonových výpočtů vyplývá, že členy násobené činitelem „h“ pokládá ve srovnánı́ se členy, jež „h“
neobsahujı́, za nuly. Neplatı́ to však vždy. V přı́padě, že s veličinou „h“ dělı́, pokládá ji za nenulovou. Newton
si byl vědom tohoto nedostatku, ale nedovedl se s nı́m vyrovnat. Při hledánı́ východiska vytvořil „metodu
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Derivace 404

prvnı́ch a poslednı́ch poměrů“, jakýsi prvopočátek teorie limit. Zavedl i pojem „limes“, i když pojem limity
v dnešnı́m smyslu nedefinoval; opı́ral se pouze o jeho intuitivně zřejmý význam.

To, že nebyla dostatečně podložena práce s nekonečně malou veličinou, se stalo zdrojem mnoha nedoro-
zuměnı́ a zmatků, a to nejen pro současnı́ky Newtona a Leibnize, ale i pro mnoho dalšı́ch generacı́.

Např. roku 1734 se anglikánský biskup George Berkeley (1685–1753) kriticky vyjádřil proti nekonečně
malým veličinám veličinám, které přirovnal k „duchům zemřelých veličin“ — ty jednou jsou nulové a pak
zase nejsou, podle potřeby operacı́, které se s nimi provádějı́.

Tyto kritiky vyvolaly živou polemiku, která pak pokračovala mezi matematiky s velkou intenzitou celé
18. stoletı́ a vedla k pokusům vyložit základnı́ pojmy infinitezimálnı́ho počtu bez logických sporů. Základy
matematické analýzy v obdobı́ jejı́ho vzniku skutečně stály na nejasných představách; použı́vánı́ metod pro
praktické výpočty bylo spı́še otázkou vı́ry než rozumu. K situaci se dosti přiléhavě vyjádřil d’Alembert:
„Jděme vpřed, důvěra se dostavı́ později!“ Onen postup vpřed je nejtypičtějšı́m znakem rozvoje matematické
analýzy 18. stoletı́.

Prvnı́ skutečný krok k vyřešenı́ problémů, o nichž mluvil Berkeley, udělal Jean Baptiste Le Rond
d’Alembert (1717–1783) tı́m, že se pokusil definovat derivaci jako limitu poměru přı́růstků veličin. Jeho
definice limity zněla asi takto:

Jedna veličina je limitou druhé veličiny, jestliže tato druhá se může přiblı́žit k prvnı́ vı́ce, než je libovolná
daná veličina, at’je tato poslednı́ jakkoli malá, přičemž však přibližujı́cı́ se veličina nikdy nemůže předstihnout
veličinu, ke které se blı́žı́.

Aby se vyhnul operacı́m s nulami, vyslovil d’Alembert ještě požadavek, že limita se nesmı́ ztotožnit
s žádnou hodnotou proměnné.

Tyto snahy byly završeny až v 19. stoletı́. Tehdy nastupuje obdobı́ zpřesňovánı́ matematické analýzy,
jejı́miž představiteli byli B. Bolzano, A.-L. Cauchy, N. H. Abel, P. G. L. Dirichlet a později R. Dedekind a
K. Weierstrass. Až v tomto obdobı́, kdy došlo k aritmetizaci analýzy — vzniku ε-δ jazyka — byl diferenciálnı́
počet postaven na pevné základy.

Ukažme si na našı́ funkci, jak K. Weierstrass zachytil statickým způsobem dynamický proces derivová-
nı́ — proces, kdy se směrnice sečen stále vı́ce přibližujı́ ke směrnici tečny, když se přı́růstek h blı́žı́ k nule.



Obsah

405. strana ze 616

J J I I

J I
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Derivace 405

Necht’je dána funkce

f (h) =
3x2h+ 3xh2

+ h3

h
,

kde x je konstanta a h proměnná. Řekneme, že čı́slo L (v našem přı́padě 3x2) je limitou funkce f (h) pro h
blı́žı́cı́ se k čı́slu 0, jestliže platı́:

Pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že když 0 < |h| < δ, pak |f (h)− L| < ε.

Jistě v této definici rozpoznáte známou definici limity a uvědomı́te si, že zde nenı́ řeč o žádném dyna-
mickém procesu, o žádné nekonečně malé veličině, mluvı́ se zde pouze o existenci čı́sla δ, které má určitou
vlastnost. A tak 200 let po svém vzniku byl diferenciálnı́ počet postaven na pevné základy.

Jak bylo řečeno na začátku, k porozuměnı́ podstatě pohybu a změny je třeba umět pracovat s neko-
nečnem — s nekonečně malými veličinami. A k tomu zcela došlo až v 19. stoletı́ vytvořenı́m teorie limit a
celkovou aritmetizacı́ analýzy. Zajı́mavé je, že ačkoliv nenı́ nekonečno součástı́ našeho světa, lidská mysl ho
potřebuje ovládnout, aby dokázala popsat a pochopit náš svět.
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406

Kapitola 8

Základnı́ věty diferenciálnı́ho počtu

Průvodce studiem
S

J

VZ

V předchozı́ch dvou kapitolách jsme se věnovali limitě, spojitosti a derivaci funkce v bodě.
To jsou tzv. lokálnı́ vlastnosti funkce. Popisujı́ chovánı́ funkce v okolı́ daného bodu.

Vyšetřujeme-li chovánı́ funkce na nějaké množině (nejčastěji intervalu), mluvı́me o glo-
bálnı́ch vlastnostech. Globálnı́ vlastnostı́ je napřı́klad sudost, lichost, periodičnost nebo
také spojitost funkce na intervalu.

Funkce spojité na intervalu majı́ řadu důležitých vlastnostı́. V této kapitole uvedeme
několik klasických vět, týkajı́cı́ch se funkcı́ definovaných na uzavřeném ohraničeném inter-
valu, které jsou spojité, popř. majı́ derivaci (připomeňme zde, že pokud mluvı́me o derivaci,
máme stále na mysli vlastnı́ derivaci). Důkazy těchto vět jsou relativně obtı́žné a s našimi
prostředky bychom je těžko mohli udělat. Avšak jejich geometrický význam je velmi názorný
a jejich použitı́ široké.
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Základnı́ věty diferenciálnı́ho počtu 407

Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly budete umět

• určit intervaly, na nichž je funkce kladná, resp. záporná, užitı́m Cauchyovy-Bolzanovy
věty,

• popsat souvislost mezi Rolleovou, Lagrangeovou a Cauchyovou větou a vysvětlit jejich
geometrický význam,

• zformulovat l’Hospitalovo pravidlo,

• vypočı́tat limity užitı́m l’Hospitalova pravidla.

Nejprve si uvedeme větu, která popisuje důležitou vlastnost funkcı́ spojitých na uzavřeném
ohraničeném intervalu.

Věta 8.1 (Cauchy1-Bolzano). Necht’ je funkce f spojitá na uzavřeném ohraničeném intervalu
〈a, b〉 a platı́ f (a) · f (b) < 0. Pak existuje alespoň jedno čı́slo ξ ∈ (a, b) takové, že f (ξ) = 0.

Cauchyova-Bolzanova věta řı́ká, že spojitá funkce, která má v krajnı́ch bodech uzavřeného
ohraničeného intervalu funkčnı́ hodnoty opačných znamének, má uvnitř intervalu (a, b) tzv. nulový
bod ξ , tj. bod, pro který f (ξ) = 0. To znamená, že graf této funkce protne v bodě ξ osu x — viz
obr. 8.1 a). Nulových bodů může být ovšem vı́ce — viz obr. 8.1 b). Zkuste nakreslit graf funkce,
která má nekonečně mnoho nulových bodů.

1Augustin Louis Cauchy (1789–1857) (čti koši) — vynikajı́cı́ francouzský matematik. Napsal přes 700 pracı́. Položil
základy soudobé matematiky, předevšı́m analýzy.
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Základnı́ věty diferenciálnı́ho počtu 408

x

y

f (a)

f (b)

a bξO

y = f (x)

a)

x

y

f (a)

f (b)

a bξ1 ξ3 ξ5ξ2 ξ4O

y = f (x)

b)

Obr. 8.1: Ilustrace Cauchyovy-Bolzanovy věty

Pro zájemce:
Tato věta hraje důležitou roli při numerickém řešenı́ nelineárnı́ch rovnic. Ukažme si, jak lze numericky řešit
rovnici f (x) = 0 (metoda půlenı́ intervalů).

Necht’f je spojitá na 〈a, b〉, necht’f (a) · f (b) < 0.
Položme x1 =

a+b
2 .

1. Je-li f (x1) = 0, je bod x1 hledaným řešenı́m.
2. Je-li f (x1) 6= 0, je bud’f (a) · f (x1) < 0, anebo f (x1) · f (b) < 0.

a) Je-li f (a) · f (x1) < 0, nahradı́me interval 〈a, b〉 intervalem 〈a, x1〉, vracı́me se na začátek a položı́me
x2 =

a+x1
2 a znovu testujeme, zda f (x2) = 0 nebo f (x2) 6= 0.

b) Je-li f (x1) · f (b) < 0, nahradı́me interval 〈a, b〉 intervalem 〈x1, b〉 a postupujeme obdobně.
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Základnı́ věty diferenciálnı́ho počtu 409

Bud’po konečném počtu n kroků dostaneme bod xn ∈ (a, b) : f (xn) = 0, anebo tento proces provádı́me
tak dlouho, až dosáhneme toho, že délka intervalu obsahujı́cı́ kořen (kořeny) je menšı́, než požadovaná
přesnost.

Nynı́ si uvedeme důsledek věty 8.1.

Důsledek 8.2. Je-li funkce f spojitá na intervalu J, zobrazı́ tento interval na jednobodovou množinu
nebo na interval.

Větu 8.1 a jejı́ důsledek budeme využı́vat pro hledánı́ intervalů, na nichž funkce f nabývá pouze
kladných, resp. pouze záporných hodnot. Někdy budeme stručně řı́kat, že hledáme intervaly, na
nichž je funkce kladná, resp. záporná.

V následujı́cı́ kapitole pak tuto větu využijeme při hledánı́ intervalů, na nichž je funkce f ′ kladná,
resp. záporná, což nám posloužı́ k určenı́ intervalů monotonie, a konečně při hledánı́ intervalů, na
nichž je funkce f ′′ kladná, resp. záporná, což nám posloužı́ k určenı́ intervalů konvexnosti a
konkávnosti.

Určovánı́ intervalů, na nichž je funkce kladná, resp. záporná

Cauchyova-Bolzanova věta řı́ká, že nemá-li spojitá funkce na intervalu J nulový bod (tj. rovnice
f (x) = 0 nemá řešenı́ na J ), je na tomto intervalu bud’pořád kladná, anebo pořád záporná. Tedy
pokud hledáme intervaly, na nichž je daná spojitá funkce kladná, resp. záporná, stačı́ najı́t všechny
nulové body zadané funkce a definičnı́ obor rozdělit těmito nulovými body na dı́lčı́ intervaly, kde
bude funkce bud’ jen kladná, anebo jen záporná. Pak stačı́ vypočı́tat funkčnı́ hodnotu v jednom
vnitřnı́m bodě tohoto dı́lčı́ho intervalu. Pokud vyjde záporná hodnota, jedná se o funkci, která je
záporná na celém dı́lčı́m intervalu. V žádném bodě tohoto dı́lčı́ho intervalu totiž nemůže být kladná,
nebot’to by v něm musel ležet dalšı́ nulový bod. Analogická je situace, pokud vyjde kladná hodnota.
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Základnı́ věty diferenciálnı́ho počtu 410

Přı́klad 8.3. Určete intervaly, na nichž je funkce f : y = ex
2
(x4

− 4x2) kladná, +

resp. záporná.

Řešenı́.

1. Nejprve vyšetřı́me spojitost funkce f . Jedná se o funkci elementárnı́ a ta je spojitá ve všech
bodech, v nichž je definována. Ze zadánı́ ihned vidı́me, že D(f ) = R, tedy funkce je spojitá na
celém R.

2. Určı́me nulové body funkce f , tj. body, kde je funkčnı́ hodnota rovna nule:

f (x) = 0 ⇔ ex
2
(x4

− 4x2) = 0 ⇔ x4
− 4x2

= 0 ⇔ x2(x2
− 4) = 0 ⇔

⇔ x2(x − 2)(x + 2) = 0.

Nulové body funkce f jsou: x0 = −2, x1 = 0, x2 = 2.

3. Definičnı́ obor rozdělı́me nulovými body na disjunktnı́ intervaly

(−∞,−2), (−2, 0), (0, 2), (2,∞).

4. Určı́me znaménko funkce f na přı́slušných intervalech. Dle Cauchyovy-Bolzanovy věty stačı́
zvolit na každém z dı́lčı́ch intervalů jeden bod a v něm určit funkčnı́ hodnotu. Podle znaménka
funkčnı́ hodnoty se rozhodne, zda je funkce na tomto intervalu záporná či kladná. Pokud je funkčnı́
hodnota ve zvoleném bodě záporná, je funkce záporná na celém dı́lčı́m intervalu. Obdobně pro
kladnou funkčnı́ hodnotu.

Např. v intervalu (−∞,−2) zvolı́me bod −3, v intervalu (−2, 0) bod −1, v intervalu (0, 2) bod 1
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Zobrazit

‹
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a v intervalu (2,∞) bod 3:

(−∞,−2) : f (−3) = e(−3)2((−3)4 − 4(−3)2) = 45e9 > 0,

(−2, 0) : f (−1) = e(−1)2((−1)4 − 4(−1)2) = −3e < 0,

(0, 2) : f (1) = e12
(14

− 4 · 12) = −3e < 0,

(2,∞) : f (3) = e32
(34

− 4 · 32) = 45e9 > 0.

5. Závěr: Funkce f je kladná na intervalu (−∞,−2) a na intervalu (2,∞) a záporná na intervalu
(−2, 0) a na intervalu (0, 2). Graficky budeme tuto skutečnost znázorňovat takto:

+ − − +
f :

2−2 0 2

Pro ilustraci uvádı́me graf funkce f — viz obrázek 8.2 a) N

Přı́klad 8.4. Určete intervaly, na nichž je funkce f : y =
1 − x2

x
kladná, resp. záporná. +

Řešenı́.
1. Definičnı́ obor: D(f ) = R r {0}. Funkce je spojitá na intervalu (−∞, 0) a na intervalu (0,∞).

Bod 0 je bod nespojitosti.
2. Nulové body funkce f :

f (x) = 0 ⇔
1 − x2

x
= 0 ⇔ 1 − x2

= 0 ⇔ (1 − x)(1 + x) = 0.

Funkce f má dva nulové body: x1 = 1, x2 = −1.
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x

y

0 22−2

−63

a) f (x) = ex
2
(x4

− 4x2)

x

y

01−1 1

1

b) f (x) = (1 − x2)/x

Obr. 8.2

3. Definičnı́ obor D(f ) = (−∞, 0) ∪ (0,∞) rozdělı́me nulovými body na disjunktnı́ intervaly:

(−∞,−1), (−1, 0), (0, 1), (1,∞).

4. Určı́me znaménko funkce f na přı́slušných intervalech. Z každého intervalu vybereme jeden bod
a určı́me znaménko funkčnı́ hodnoty v tomto bodě. Např. v intervalu (−∞,−1) zvolı́me bod −2,
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v intervalu (−1, 0) bod −
1
2 , v intervalu (0, 1) bod 1

2 a v intervalu (1,∞) bod 2:

(−∞,−1) : f (−2) =
1 − (−2)2

−2
=

−3
−2

=
3
2
> 0,

(−1, 0) : f
(
−

1
2

)
=

1 −
(
−

1
2

)2

−
1
2

=
1 −

1
4

−
1
2

=

3
4

−
1
2

= −
3
2
< 0,

(0, 1) : f
(1

2

)
=

1 −
( 1

2

)2

1
2

=
1 −

1
4

1
2

=

3
4
1
2

=
3
2
> 0,

(1,∞) : f (2) =
1 − 22

2
=

−3
2
< 0.

5. Závěr: Funkce f je kladná na intervalu (−∞,−1) a na intervalu (0, 1) a záporná na intervalu
(−1, 0) a na intervalu (1,∞). Graficky:

+ − + −
f :

1−1 0 1

Graf funkce si můžete prohlédnout na obrázku 8.2 b) N

Pro zájemce:
Mezi nejčastěji se vyskytujı́cı́ elementárnı́ funkce patřı́ polynomy. Při určovánı́ intervalů, na nichž daný
polynom nabývá kladné, resp. záporné hodnoty, můžeme postupovat stejně jako v předchozı́ch přı́kladech, tj.
vypočteme nulové body (kořeny), rozdělı́me definičnı́ obor nulovými body na disjunktnı́ intervaly a určı́me
znaménko funkce na každém z těchto intervalů. Ukážeme si nynı́, jak lze využı́t vlastnostı́ polynomu k tomu,
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abychom se vyhnuli výpočtu znaménka funkčnı́ch hodnot na všech intervalech. Bude nám stačit vypočı́tat
znaménko jen na jednom intervalu. Značně si tı́m ušetřı́me práci obzvláště u polynomů vyššı́ch stupňů.

Polynom je funkce spojitá na celém R. Jestliže tedy docházı́ ke změně znaménka, protne nutně graf osu x,
což znamená, že v tomto průsečı́ku je kořen. Vybereme jeden reálný kořen α polynomu P a všimneme si,
jaký je průběh grafu funkce P : y = P(x) v okolı́ tohoto bodu. Rozhodujı́cı́ roli hraje násobnost kořenu α.
Lze odvodit:
1. Je-li násobnost lichá, docházı́ ke změně znaménka polynomu P , tj. graf přecházı́ z jedné strany osy x na

druhou.
2. Je-li násobnost sudá, nedocházı́ ke změně znaménka polynomu P , tj. graf se osy x jen dotkne a vrátı́ se na

stejnou stranu (podobně jako u paraboly y = x2 v bodě x = 0).
Situace je znázorněna na následujı́cı́ch obrázcı́ch (porovnejte se známými funkcemi x, x3, x5, . . . , x2, x4, . . . ).

x

y = P(x)

+

− α

nebo

x

y = P(x)

+

−α

Obr. 8.3: Chovánı́ polynomu v okolı́ kořene liché násobnosti

x

y = P(x)

++

α nebo

x

y = P(x)

−−

α

Obr. 8.4: Chovánı́ polynomu v okolı́ kořene sudé násobnosti
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Z předchozı́ch úvah lze odvodit tento postup:

1. Rozložı́me polynom P na součin ireducibilnı́ch činitelů v reálném oboru (komplexnı́ kořeny nás nynı́
nezajı́majı́).

2. Na čı́selnou osu vyneseme všechny reálné kořeny s lichou násobnostı́. Tı́m je čı́selná osa rozdělena na
konečný počet intervalů.

3. Vybereme jeden bod x0, který nenı́ kořenem, a vypočteme P(x0). Jestliže platı́ P(x0) > 0, je P(x) > 0 na
celém intervalu z bodu 2), který obsahuje x0, s přı́padnou výjimkou bodů, které jsou kořeny P se sudou
násobnostı́ a ležı́ v tomto intervalu. Obdobně, je-li P(x0) < 0, je P(x) < 0 na celém přı́slušném intervalu
s přı́padnou výjimkou kořenů se sudou násobnostı́.

4. V sousednı́ch intervalech vzniklých v bodě 2) má P vždy opačná znaménka, tj. při přechodu přes kořen
liché násobnosti polynom P měnı́ znaménko (znaménka na intervalech z bodu 2) se pravidelně střı́dajı́).

Přı́klad 8.5. Určete intervaly, na nichž daný polynom nabývá kladných, resp. záporných hodnot. +

P : y = (x − 1)3(x + 1)4(x2
+ x + 1)3(x + 2)(x + 3)5(x − 2)2x.

Řešenı́. Polynom je zadán ve tvaru součinu ireducibilnı́ch činitelů v reálném oboru (všechny členy jsou
lineárnı́ nebo kvadratické, které již v reálném oboru nelze dále rozložit — ověřte si, že trojčlen x2

+ x + 1
nemá v reálném oboru žádný kořen).

Reálné kořeny jsou 1, −1, −2, −3, 2 a 0. Z nich lichou násobnost majı́ x = 1 (trojnásobný), x = −2
(jednoduchý), x = −3 (pětinásobný) a x = 0 (jednoduchý). Vyneseme je na čı́selnou osu — viz obrázek nı́že.

Vybereme např. čı́slo x0 = 3 a vypočteme P(3) = 23
· 44

· 133
· 5 · 65

· 12
· 3 > 0 (potřebujeme jen

znaménko, proto je zbytečné vyčı́slovat konkrétnı́ hodnotu). Tedy v intervalu obsahujı́cı́m čı́slo 3 máP kladné
znaménko a v sousednı́ch intervalech se znaménka pravidelně střı́dajı́.

+ − + − +

3−3 2−2 1−1 0 1 2

3
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Pro úplnost je třeba ještě dodat, že v kořenech se sudou násobnostı́ x = −1 (čtyřnásobný) a x = 2 (dvojná-
sobný) je hodnota rovněž nula. Nynı́ na základě znalosti intervalů, na nichž daný polynom nabývá kladných,
resp. záporných hodnot, můžeme načrtnout přibližný graf polynomu P .

x

1−1 2−3 0−2 1

N
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8.1. Věty o střednı́ hodnotě

Nynı́ si uvedeme tři věty, jež se obvykle souhrnně nazývajı́ věty o střednı́ hodnotě. V těchto větách
budeme kromě spojitosti funkce na uzavřeném ohraničeném intervalu požadovat i existenci derivace.

Věta 8.6 (Rolle1). Necht’ funkce f má následujı́cı́ vlastnosti:

i) je spojitá na uzavřeném ohraničeném intervalu 〈a, b〉,
ii) má derivaci na otevřeném intervalu (a, b),

iii) platı́ f (a) = f (b).

Pak existuje alespoň jedno čı́slo ξ ∈ (a, b) takové, že f ′(ξ) = 0.

x

y

f (a) = f (b)

a ξ bO

y = f (x)
t

a)

x

y

f (a) = f (b)

a ξ1 ξ2 bO

y = f (x)

t1

t2

b)

Obr. 8.5: Rolleova věta
1Michel Rolle (1652–1719) (čti rol) — francouzský matematik. Zabýval se algebrou.
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Zobrazit

‹
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Věta 8.6 řı́ká, že jsou-li splněny podmı́nky i), ii), iii), pak existuje bod, v němž je tečna t
rovnoběžná s osou x — viz obr. 8.5 a). Očividně takových bodů může být vı́ce — viz obr. 8.5 b),
dokonce nekonečně mnoho. Zkuste takovou funkci najı́t.

Všimněme si, že žádnou z podmı́nek i), ii), iii) nelze vynechat. Uvažujme napřı́klad funkci
f : y = |x|, x ∈ 〈−1, 1〉. Tato funkce nemá v bodě x = 0 derivaci (v jediném bodě chybı́ derivace!),
a tudı́ž nesplňuje předpoklady Rolleovy věty. Bod zmı́něné vlastnosti již nemusı́ existovat. Skutečně.
V žádném bodě grafu funkce f nenı́ tečna rovnoběžná s osou x — viz obr. 8.6.

x

y

1−1 1O

y = |x|

Obr. 8.6

Animace A
Následujı́cı́ animace ilustruje geometrický význam Rolleovy věty. Existence derivace v otevřeném
intervalu (a, b) je znázorněna existencı́ tečny v každém bodě.
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Geometrický význam Rolleovy věty

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap8_anim1.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Věta 8.7 (Lagrange). Necht’ funkce f má následujı́cı́ vlastnosti:

i) je spojitá na uzavřeném ohraničeném intervalu 〈a, b〉,
ii) má derivaci na otevřeném intervalu (a, b).

Pak existuje alespoň jedno čı́slo ξ ∈ (a, b) takové, že

f ′(ξ) =
f (b)− f (a)

b − a
.

x

y

f (a)

f (b)

a ξ bO

y = f (x)

t s

a)

x

y

f (a)

f (b)

a ξ1 ξ2 bO

y = f (x)

t1

t2
s

b)

Obr. 8.7: Lagrangeova věta

I tato věta má názorný geometrický význam. Sestrojı́me sečnu s grafu funkce f procházejı́cı́
body (a, f (a)) a (b, f (b)). Jejı́ směrnice je k =

f (b)−f (a)

b−a
. Věta řı́ká, že existuje bod ξ ∈ (a, b),

v němž má tečna t ke grafu funkce f směrnici rovnu k, tj. tečna t sestrojená v dotykovém bodě
(ξ, f (ξ)) je rovnoběžná se sečnou s — viz obr. 8.7 a). Takových bodů může být samozřejmě i vı́ce
— viz obr. 8.7 b).
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Animace A
Následujı́cı́ animace ilustruje geometrický význam Lagrangeovy věty. Existence derivace v otevře-
ném intervalu (a, b) je znázorněna existencı́ tečny v každém bodě tohoto intervalu.
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Geometrický význam Lagrangeovy věty

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap8_anim2.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Poznámka 8.8.
1. Rolleova věta je speciálnı́m přı́padem Lagrangeovy věty. Přidáme-li k předpokladům Lagrange-

ovy věty předpoklad f (a) = f (b), dostaneme tvrzenı́: existuje alespoň jedno čı́slo ξ ∈ (a, b)

takové, že f ′(ξ) =
0
b−a

= 0 , což je přesně tvrzenı́ Rolleovy věty (tečna sestrojená v dotyko-
vém bodě (ξ, f (ξ)) je rovnoběžná se sečnou procházejı́cı́ body (a, f (a)) a (b, f (b)) a ta je
rovnoběžná s osou x).

2. Podı́vejme se na fyzikálnı́ interpretaci Lagrangeovy věty. Vyjadřuje-li f (t) dráhu v závislosti na
čase t pohybujı́cı́ho se bodu, je podı́l f (b)−f (a)

b−a
průměrná rychlost v časovém intervalu 〈a, b〉 a

f ′(ξ) je okamžitá rychlost v čase ξ . Věta řı́ká, že v intervalu (a, b) existuje čas ξ , ve kterém je
okamžitá rychlost rovna průměrné rychlosti na celém intervalu.

Lagrangeova věta má dva velmi důležité důsledky, které budeme potřebovat v integrálnı́m počtu.
Vı́me, že (c)′ = 0, kde c je konstanta. Prvnı́ důsledek řı́ká, že platı́ i opak.

Důsledek 8.9. Je-li f ′(x) = 0 na intervalu I , je f (x) = c na I , tj. je to konstantnı́ funkce.

Důkaz. Necht’ x1, x2 ∈ I , x1 < x2. Podle Lagrangeovy věty existuje ξ ∈ (x1, x2) takové, že
f (x2) − f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1). Protože však f ′(ξ) = 0, je f (x1) = f (x2), což dokazuje
tvrzenı́.

Podobně je-li f (x) = g(x)+c, kde c je konstanta, pak f ′(x) = (g(x)+c)′ = g′(x)+c′ = g′(x).
Druhý důsledek řı́ká, že i toto tvrzenı́ lze obrátit — majı́-li dvě funkce stejnou derivaci, lišı́ se
o konstantu.

Důsledek 8.10. Je-li f ′(x) = g′(x) na intervalu I , pak existuje konstanta c tak, že platı́ f (x) =

= g(x)+ c na I .

Důkaz. Stačı́ aplikovat důsledek 8.9 na rozdı́l f (x)− g(x).
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Poznámka 8.11.
V obou předchozı́ch důsledcı́ch je podstatné, že se mluvı́ o intervalu. Pokud nejde o interval, tvrzenı́
nemusı́ platit. Např. funkce

f (x) =

{
−1 pro x ∈ (−1, 0),

1 pro x ∈ (0, 1),

má v každém bodě nulovou derivaci, ale přitom nenı́ konstantnı́.

Věta 8.12 (Cauchy). Necht’ funkce f a g majı́ následujı́cı́ vlastnosti:

i) jsou spojité na uzavřeném ohraničeném intervalu 〈a, b〉,
ii) majı́ derivaci na otevřeném intervalu (a, b), přičemž g′(x) 6= 0 na (a, b).

Pak existuje alespoň jedno čı́slo ξ ∈ (a, b) takové, že

f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f (b)− f (a)

g(b)− g(a)
.

Lagrangeova věta je speciálnı́m přı́padem Cauchyovy věty (stačı́ zvolit g(x) = x).

8.2. L’Hospitalovo pravidlo

V kapitole o limitě a spojitosti jsme si slı́bili, že pro výpočet limit vedoucı́ch na některé nedefinované
výrazy si uvedeme efektivnějšı́ nástroj, než je výpočet pomocı́ úprav výrazu v limitě. Nynı́, když
máme k dispozici derivace, to lze udělat. Bude se jednat o výpočet limity podı́lu f (x)

g(x)
. Slı́beným

prostředkem je tzv. l’Hospitalovo pravidlo.
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Věta 8.13 (l’Hospital1). Necht’x0 ∈ R?. Necht’ je splněna jedna z podmı́nek

i) lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

g(x) = 0,

ii) lim
x→x0

|g(x)| = +∞.

Existuje-li lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
, pak existuje také lim

x→x0

f (x)

g(x)
a platı́

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Poznámka 8.14.
1. L’Hospitalovo pravidlo platı́ i pro jednostranné limity.

2. Připomeňme, že je-li lim
x→x0

f (x) = 0 a lim
x→x0

g(x) = 0, řı́káme, že lim
x→x0

f (x)

g(x)
je limita typu 0

0 . Je-li

lim
x→x0

f (x) = ±∞ a lim
x→x0

g(x) = ±∞, mluvı́me o limitě typu ±∞

±∞
. V konkrétnı́ch přı́kladech

pı́šeme typ limity do hranatých závorek, např.
[ 0

0

]
nebo

[
±∞

±∞

]
.

3. L’Hospitalovo pravidlo řı́ká, že limita lim
x→x0

f (x)

g(x)
se dá v přı́padě, že se jedná o limitu

[ 0
0

]
nebo[ cokoliv

±∞

]
, nahradit limitou lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
za předpokladu, že tato druhá limita existuje (může být i

nevlastnı́).

4. Všimněte si, že ve výrazu f (x)

g(x)
derivujeme zvlášt’ čitatel a zvlášt’ jmenovatel (nejedná se tedy

o derivaci podı́lu!).

1Guillaume François Antoine l’Hospital (1661–1704) (čti lopital) — francouzský matematik. Zabýval se matema-
tickou analýzou a geometriı́.
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5. Podı́vejme se podrobněji na limitu
[ cokoliv

±∞

]
. V přı́padě, že lim

x→x0
f (x) = C, C ∈ R, vı́me, že

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

lim
x→x0

f (x)

lim
x→x0

g(x)
=

C

±∞
= 0,

tj. obejdeme se bez l’Hospitalova pravidla. L’Hospitalovo pravidlo tedy teoreticky použijeme,
pouze když lim

x→x0
f (x) neexistuje nebo lim

x→x0
f (x) = ±∞. Prakticky se však nemusı́me limitou

v čitateli vůbec zabývat — může se jednat o limitu, kterou neumı́me nebo nechceme počı́tat.
6. Opět je třeba zdůraznit, že nic z předpokladů nelze vynechat.

i) Nejprve je třeba zjistit, zda se jedná o limitu
[ 0

0

]
nebo

[ cokoliv
±∞

]
.

ii) Musı́ platit, že limita podı́lu derivacı́ lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
existuje. To zjistı́me tak, že ji vypočı́táme.

Pokud lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
neexistuje, pak nelze použı́t l’Hospitalovo pravidlo a musı́me hledat jinou

cestu, jak danou limitu lim
x→x0

f (x)

g(x)
vypočı́tat.

Přı́klad 8.15. Vypočtěte následujı́cı́ limity: +

a) lim
x→0

sin x
x

, b) lim
x→2

x2
− 4

x2 − x − 2
, c) lim

x→+∞

x

x2 + 1
,

d) lim
x→0

ex − 1
x

, e) lim
x→0

ax − 1
x

, a ∈ (0,∞).

Řešenı́. Nejprve určı́me, o jaký typ limity se jedná. Použitı́ l’Hospitalova pravidla vyznačı́me
v přı́slušném mı́stě nad rovnı́tkem symbolem LP.
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a) lim
x→0

sin x
x

=

[
0
0

]
LP
= lim

x→0

cos x
1

=
cos 0

1
=

1
1

= 1.

b) lim
x→2

x2
− 4

x2 − x − 2
=

[
0
0

]
LP
= lim

x→2

2x
2x − 1

=
4

4 − 1
=

4
3

.

c) lim
x→+∞

x

x2 + 1
=

[
+∞

+∞

]
LP
= lim

x→+∞

1
2x

=
1

+∞
= 0.

d) lim
x→0

ex − 1
x

=

[
0
0

]
LP
= lim

x→0

ex

1
= lim

x→0
ex = e0

= 1.

e) lim
x→0

ax − 1
x

=

[
0
0

]
LP
= lim

x→0

ax · ln a
1

= lim
x→0

ax · ln a = a0
· ln a = ln a.

N

U l’Hospitalova pravidla je obvyklé vı́cenásobné použitı́. Dostaneme-li po derivovánı́ opět limitu
podı́lu a jsou-li splněny předpoklady věty 8.13, můžeme znovu zderivovat čitatele a jmenovatele
atd.

Přı́klad 8.16. Vypočtěte následujı́cı́ limity: +

a) lim
x→0

1 − cos x
x sin x

, b) lim
x→+∞

2x3
+ x − 2

3x3 − 2x2 + x
, c) lim

x→1

cos (πx)+ 1
(x − 1)2

.

Řešenı́.

a) lim
x→0

1 − cos x
x sin x

=

[
0
0

]
LP
= lim

x→0

0 + sin x
sin x + x cos x

= lim
x→0

sin x
sin x + x cos x

=

[
0
0

]
LP
=

LP
= lim

x→0

cos x
cos x + cos x + x(− sin x)

=
cos 0

cos 0 + cos 0 + 0(− sin 0)
=

1
1 + 1 + 0

=
1
2

.
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b) lim
x→+∞

2x3
+ x − 2

3x3 − 2x2 + x
=

[
+∞

+∞

]
LP
= lim

x→+∞

6x2
+ 1

9x2 − 4x + 1
=

[
+∞

+∞

]
LP
=

LP
= lim

x→+∞

12x
18x − 4

=

[
+∞

+∞

]
LP
= lim

x→+∞

12
18

=
2
3

.

c) lim
x→1

cos (πx)+ 1
(x − 1)2

=

[
0
0

]
LP
= lim

x→1

−π sin (πx)
2 (x − 1)

=

[
0
0

]
LP
= lim

x→1

−π2 cos (πx)
2

=
π2

2
.

N

Přı́klad 8.17. Vypočtěte následujı́cı́ limity: +

a) lim
x→+∞

x101

x100
, b) lim

x→+∞

x9
+ 2x5

− 3
x7 + x3 + 2

, c) lim
x→−∞

x2
+ x

x8 + x4 − 5
.

Řešenı́.

a) Jedná se o limitu
[

+∞

+∞

]
a platı́, že limita podı́lu derivacı́ existuje, lze tedy l’Hospitalovo pravidla

použı́t. Na prvnı́ pohled je však jasné, že počı́tat tuto limitu l’Hospitalovým pravidlem by bylo
velice neefektivnı́. Museli bychom stokrát derivovat, než bychom se dostali k výsledku. Mnohem
snadnějšı́ je nejprve výraz v limitě upravit (pomocı́ krácenı́) a tı́m se vlastně hned dostaneme
k výsledku:

lim
x→+∞

x101

x100
= lim

x→+∞
x = +∞.

b) Opět se jedná se o limitu
[

+∞

+∞

]
. Stejně jako v předchozı́m přı́kladě by bylo neefektivnı́ použı́vat

l’Hospitalovo pravidlo. Použijeme proto známé úpravy — vytkneme z čitatele i jmenovatele
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nejvyššı́ mocninu x, jenž se vyskytuje ve jmenovateli. Obdobně jsme řešili přı́klad 6.39.

lim
x→+∞

x9
+ 2x5

− 3
x7 + x3 + 2

= lim
x→+∞

x7
(
x2

+
2
x2 −

3
x7

)
x7
(
1 +

1
x4 +

2
x7

) = lim
x→+∞

x2
+

2
x2 −

3
x7

1 +
1
x4 +

2
x7

=

=
+∞ + 0 − 0

1 + 0 + 0
= +∞.

c) Analogicky jako v předchozı́m přı́kladě budeme vytýkat z čitatele i jmenovatele nejvyššı́ moc-
ninu x, jež se vyskytuje ve jmenovateli.

lim
x→−∞

x2
+ x

x8 + x4 − 5
= lim

x→−∞

x8
( 1
x6 +

1
x7

)
x8
(
1 +

1
x4 −

5
x8

) = lim
x→−∞

1
x6 +

1
x7

1 +
1
x4 −

5
x8

=

=
0 + 0

1 + 0 − 0
= 0.

N

Z předchozı́ch přı́kladů je vidět, že řešı́me-li limitu pro x jdoucı́ do ±∞ typu polynom
polynom , pak je

užitı́ l’Hospitalova pravidla neefektivnı́. K řešenı́ limity použijme raději úpravu vytýkánı́m. Obecně
lze řı́ci, že o výsledku rozhodne nejvyššı́ mocnina x. Je-li v čitateli polynom vyššı́ho stupně než
ve jmenovateli, pak je výsledek +∞ nebo −∞, je-li v čitateli polynom nižšı́ho stupně než ve
jmenovateli, je výsledek 0. Pokud je v čitateli i jmenovateli polynom stejného stupně, pak je
výsledek dán koeficienty u těchto nejvyššı́ch mocnin x — viz přı́klad 6.39.

V přı́kladě 8.17 bylo možno l’Hospitalovo pravidlo použı́t, ale bylo by to velmi neefektivnı́.
Nynı́ si ukážeme přı́pady, kdy l’Hospitalovo pravidlo použı́t nemůžeme.
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Přı́klad 8.18. Vypočtěte lim
x→+∞

x
√
x2 + 1

. +

Řešenı́. Jedná se o limitu
[

+∞

+∞

]
, lze tedy uvažovat o použitı́ l’Hospitalova pravidla.

Připravı́me si derivaci jmenovatele. Funkce
√
x2 + 1 je složená. Tudı́ž(√

x2 + 1
)′

=
[
(x2

+ 1)
1
2
]′

=
1
2
(x2

+ 1)
−

1
2
· 2x =

x
√
x2 + 1

.

Pak

lim
x→+∞

x
√
x2 + 1

=

[
+∞

+∞

]
LP
= lim

x→+∞

1
x√
x2+1

= lim
x→+∞

√
x2 + 1
x

=

[
∞

∞

]
LP
=

LP
= lim

x→+∞

x√
x2+1

1
= lim

x→+∞

x
√
x2 + 1

,

což je výchozı́ limita. Vidı́me, že l’Hospitalovo pravidlo nám při výpočtu této limity nepomůže.
Otázka znı́ — mohli jsme v tomto přı́padě vůbec použı́t l’Hospitalovo pravidlo? Podı́vejte se znovu
na větu 8.13 a následnou poznámku. L’Hospitalovo pravidlo lze použı́t právě tehdy, jedná-li se
o limitu přı́slušného typu a navı́c existuje limita podı́lu derivacı́. My v této chvı́li nevı́me, zda limita
podı́lu derivacı́ existuje, nebot’se nám ji dosud nepodařilo vypočı́tat. Nevı́me tedy, zda je předchozı́
zápis korektnı́.

K řešenı́ použijeme vytýkánı́ a krácenı́ — analogicky jako v přı́kladě 6.39

lim
x→+∞

x√
x2
(
1 +

1
x2

) = lim
x→+∞

x

x

√(
1 +

1
x2

) = lim
x→+∞

1√
1 +

1
x2

=
1

√
1 + 0

= 1.

N
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Přı́klad 8.19. Vypočtěte lim
x→+∞

x + sin x
x

. +

Řešenı́. Podı́vejme se nejprve, zda lze k výpočtu dané limity použı́t l’Hospitalovo pravidlo. Označme
f (x) = x + sin x, g(x) = x. Chceme vypočı́tat limitu lim

x→+∞

f (x)

g(x)
. Vidı́me, že lim

x→+∞
g(x) = +∞,

jedná se tedy o typ limity vhodný k použitı́ l’Hospitalova pravidla. Nenı́ třeba zkoumat limitu čitatele,
pouze pro zájemce uvádı́me, že f (x) = x − 1, takže vzhledem k tomu, že lim

x→+∞
(x − 1) = +∞, je

podle poznámky 6.41 lim
x→+∞

f (x) = +∞.

Dalšı́ předpoklad věty 8.13 ovšem je, že lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
existuje. Ale v našem přı́padě

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

1 + cos x
1

neexistuje, nelze tedy l’Hospitalovo pravidlo použı́t.
Danou limitu vypočteme pomocı́ následujı́cı́ch úprav:

lim
x→+∞

x + sin x
x

= lim
x→+∞

(
1 +

sin x
x

)
= 1 + lim

x→+∞

sin x
x

(?)
= 1 + 0 = 1.

(?): lim
x→+∞

sin x
x

= lim
x→+∞

1
x

sin x = 0, nebot’ lim
x→+∞

1
x

= 0 a funkce sinus je ohraničená (využili jsme

věty 6.43). N

Limity typu ∞ − ∞, 0 · (±∞)

Limitu typu ∞ − ∞, 0 · (±∞) nelze přı́mo počı́tat pomocı́ l’Hospitalova pravidla. Rozdı́l, přı́p.
součin funkcı́ je třeba nejprve převést na podı́l funkcı́. Tı́m dostaneme typ 0

0 nebo ±∞

±∞
. Postup si

ukážeme na přı́kladech.
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Přı́klad 8.20. Vypočtěte následujı́cı́ limity: +

a) lim
x→0+

(
1
x

−
1

sin x

)
, b) lim

x→0

(
1

sin x
−

1
ex − 1

)
, c) lim

x→0+
x ln x.

Řešenı́.

a) Jedná se o limitu typu ∞ − ∞. Podı́l dostaneme tak, že zlomky převedeme na společného
jmenovatele:

lim
x→0+

(
1
x

−
1

sin x

)
= lim

x→0+

sin x − x

x sin x
=

[
0
0

]
LP
= lim

x→0+

cos x − 1
sin x + x cos x

=

[
0
0

]
LP
=

LP
= lim

x→0+

− sin x
cos x + cos x + x(− sin x)

=
− sin 0

cos 0 + cos 0 + 0(− sin 0)
=

0
2

= 0.

b) Analogicky jako v předchozı́m přı́kladě převedeme rozdı́l funkcı́ na podı́l.

lim
x→0

(
1

sin x
−

1
ex − 1

)
= lim

x→0

(ex − 1)− sin x
(ex − 1) sin x

=

[
0
0

]
LP
=

LP
= lim

x→0

ex − cos x
ex sin x + (ex − 1) cos x

=

[
0
0

]
LP
=

LP
= lim

x→0

ex + sin x
ex sin x + ex cos x + ex cos x − (ex − 1) sin x

=
1 + 0

0 + 1 + 1 − 0
=

1
2
.

c) Jedná se o limitu typu 0 · (−∞). Podı́l dostaneme uměle vytvořenı́m složeného zlomku:

lim
x→0+

x ln x = lim
x→0+

ln x
1
x

=

[
−∞

+∞

]
LP
= lim

x→0+

1
x

−
1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0.
N
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Limity typu f (x)g(x)

K úpravě limity tohoto typu použijeme vztah (6.2), vypočteme limitu funkce v exponentu a výsledek
pak dostaneme aplikacı́ důsledku 6.51.

Přı́klad 8.21. Vypočtěte následujı́cı́ limity: +

a) lim
x→0

(cos x)
1
x2 , b) lim

x→0+

(
1
x

)sin x

, c) lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x
.

Řešenı́.

a) K úpravě použijeme vztah (6.2) a dostáváme:

(cos x)
1
x2

= e
1
x2 ·ln cos x

.

Vypočteme limitu výrazu v exponentu:

lim
x→0

1
x2

· ln cos x = lim
x→0

ln cos x
x2

=

[
0
0

]
LP
= lim

x→0

1
cos x

· (− sin x)

2x
=

= lim
x→0

− sin x
2x cos x

=

[
0
0

]
LP
= lim

x→0

− cos x
2 cos x + 2x(− sin x)

=

=
− cos 0

2 · cos 0 + 2 · 0 · (− sin 0)
= −

1
2
.

S využitı́m důsledku 6.51 je tedy původnı́ limita

lim
x→0

(cos x)
1
x2

= e−
1
2 =

1
√

e
.
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Zavřı́t dokument

Konec
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b) Pomocı́ vztahu (6.2) a dostáváme: (
1
x

)sin x

= esin x·ln 1
x .

Vypočteme limitu výrazu v exponentu:

lim
x→0+

sin x · ln
1
x

= lim
x→0+

− ln x
1

sin x

=

[
+∞

+∞

]
LP
= lim

x→0+

−
1
x

−
cos x
sin2 x

= lim
x→0+

sin2 x

x cos x
=

=

[
0
0

]
LP
=

2 sin x cos x
cos x − x sin x

=
0
1

= 0.

S využitı́m důsledku 6.51 je tedy původnı́ limita

lim
x→0+

(
1
x

)sin x

= e0
= 1.

c) Opět nejprve upravı́me: (
1 +

1
x

)x
= ex ln

(
1+

1
x

)
.

Vypočteme limitu výrazu v exponentu:

lim
x→∞

x. ln
(

1 +
1
x

)
= lim

x→∞

ln
(
1 +

1
x

)
1
x

=

[
0
0

]
LP
= lim

x→∞

1
1+

1
x

(
−

1
x2

)
−

1
x2

=

= lim
x→∞

1
1 +

1
x

= 1.

Pak podle důsledku 6.51 je původnı́ limita lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x
= e1

= e.
N
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Přı́klady na spojitost funkce

Přı́klad 8.22. Určete, zda je funkce f zadaná předpisem +

f (x) =

2x +
tg 2x
x

pro x 6= 0,

2 pro x = 0

spojitá v bodě 0.

Řešenı́. Funkce f je spojitá v bodě 0, jestliže platı́ lim
x→0

f (x) = f (0). Musı́me tedy spočı́tat limitu

funkce f v bodě 0 a porovnat ji s funkčnı́ hodnotou v bodě 0.

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

(
2x +

tg 2x
x

)
= lim

x→0
2x + lim

x→0

tg 2x
x

= 0 + lim
x→0

tg 2x
x

=

[
0
0

]
LP
=

LP
= lim

x→0

2
cos2 2x

1
= 2.

Tedy lim
x→0

f (x) = 2 = f (0). Funkce f je v bodě 0 spojitá. N

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— Rolleova věta,

— Lagrangeova věta,

— Cauchyova věta,

— l’Hospitalovo pravidlo.
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Kontrolnı́ otázky ?
1. Vysvětlete přı́slušnou větu a jejı́ geometrický význam:

a) Cauchyova-Bolzanova věta,
b) Rolleova věta,
c) Lagrangeova věta.

2. Jak postupujeme při určovánı́ intervalů, na nichž je zadaná funkce kladná, resp. záporná?

3. Co je to l’Hospitalovo pravidlo a v jakých přı́padech jej lze použı́t? (Zaměřte se na přesnou
formulaci předpokladů!)

4. Jak řešı́me limity typu 0 · (±∞), ∞ − ∞ a f (x)g(x)?

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Vypočtěte limity:

a) lim
x→0

ex − 1
sin 2x

, b) lim
x→1

x − 1
ln x

, c) lim
x→0

1 − cos x
x2 ,

d) lim
x→3

x − 3
x2 − 8x + 15

, e) lim
x→0

x − sin x
x3 , f) lim

x→0

e2x
− 2x − 1

sin2 3x
,

g) lim
x→+∞

ex

x3 , h) lim
x→0+

ln x
cotg x

, i) lim
x→+∞

x3
− 1

ln x
.
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2. Vypočtěte limity:

a) lim
x→∞

xe−x, b) lim
x→0

(
1

x sin x
−

1
x2

)
, c) lim

x→1−
ln x · ln(1 − x),

d) lim
x→+∞

(π − 2 arctg x) ln x, e) lim
x→±∞

x
(
e

1
x

− 1
)
, f) lim

x→0+

(
1
x

− cotg x
)
.

3. Vypočtěte limity:

a) lim
x→0+

(sin x)tg x, b) lim
x→0+

(
1
x

)tg x

, c) lim
x→0+

(1 + 3 tg2 x)
cotg2 x

,

d) lim
x→±∞

(
x2

− 1
x2

)x4

, e) lim
x→0

(cos 3x)
1
x2
, f) lim

x→0

[
tg
(

π

4
+ x

)]cotg 2x

.

4. Určete, zda je funkce f zadaná předpisem

f (x) =

cos x +
sin (x −

π
2 )

2x − π
pro x 6=

π
2 ,

1 pro x =
π
2

spojitá v bodě π
2 .

5. Určete intervaly, na nichž daná funkce nabývá kladných, resp. záporných, hodnot.

a) f : y = x(x − 2)(x + 3), b) f : y = x2(x − 1)3(x + 2)(x2
+ 1),

c) f : y = (x − 1)2(x + 2)x2(x + 1)(x − 5).
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Autotest -
1. Vypočtěte limity:

a) lim
x→1

ln x
1 − x

, b) lim
x→1+

x
1

1−x ,

c) lim
x→0

2 arcsin x
3x

, d) lim
x→ π

2

(
x

cotg x
−

π

2 cos x

)
.

2. Určete intervaly, na nichž je funkce f (x) = ex(2x + x2) kladná, resp. záporná.
3. Určete, zda je funkce f zadaná předpisem

f (x) =


x cos 2x sin 3x
x2 − π2 pro x 6= π,

−
1
2 pro x = π

spojitá v bodě π.
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Kapitola 9

Průběh funkce

Průvodce studiem
S

J

VZ

Cı́lem této kapitoly je tzv. vyšetřenı́ průběhu funkce. Půjde zhruba o to, že u konkrétnı́ch
funkcı́ budeme vyšetřovat takové vlastnosti, které nám umožnı́, abychom funkci výstižně
charakterizovali a uměli rozumným způsobem nakreslit jejı́ graf.

Co vše k vyšetřenı́ průběhu funkce patřı́, nelze sice chápat dogmaticky, téměř vždy
nás však zajı́má definičnı́ obor, sudost, lichost (zda je graf symetrický), periodičnost (zda
je graf rozložitelný na pravidelně se opakujı́cı́ shodné části), spojitost, dále maximálnı́
intervaly, na nichž je funkce monotónnı́, lokálnı́ extrémy, maximálnı́ intervaly, na nichž je
funkce konvexnı́, konkávnı́, inflexnı́ body a asymptoty. Všechny zı́skané informace nakonec
použijeme pro znázorněnı́ grafu funkce.
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Průběh funkce 440

Mnohé ze zmı́něných vlastnostı́ již umı́me určovat, některé dalšı́ si doplnı́me právě v této
kapitole. Bude se jednat předevšı́m o monotonii a lokálnı́ extrémy, k jejichž vyšetřovánı́
použijeme prvnı́ derivaci, a dále o konvexnost, konkávnost a inflexi, kde využijeme druhou
derivaci dané funkce. Nakonec se naučı́me určovat asymptoty grafu funkce, což jsou
zhruba řečeno přı́mky, k nimž se graf funkce přibližuje.

Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly budete umět

• určit lokálnı́ extrémy a maximálnı́ intervaly monotonie dané funkce,

• určit inflexnı́ body a maximálnı́ intervaly, kde je funkce konvexnı́ resp. konkávnı́,

• najı́t asymptoty dané funkce, pokud existujı́,

• načrtnout graf funkce se všemi podstatnými kvalitativnı́mi rysy.
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9.1. Monotonie

Než se začtete do této podkapitoly, připomeňte si definici 3.12 rostoucı́, klesajı́cı́, nerostoucı́ a
neklesajı́cı́ funkce na množině M . Ujasněte si také rozdı́l mezi monotoniı́ a ryzı́ monotoniı́.

V kapitole 3 jsme si ukázali pár jednoduchých přı́kladů na určovánı́ intervalů ryzı́ monotonie
dané funkce. Využı́vali jsme k tomu znalost definice. Postup ověřovánı́ monotonie pouze na základě
definice však může být velmi pracný. Nynı́ si ukážeme efektivnějšı́ způsob, kdy o monotonii dané
funkce na určitém intervalu rozhodneme na základě znalosti znaménka prvnı́ derivace funkce na
tomto intervalu.

Věta 9.1. Necht’ funkce f má na intervalu (a, b), a, b ∈ R?, derivaci.
Je-li

i) f ′(x) > 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f rostoucı́ na (a, b).
ii) f ′(x) = 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f neklesajı́cı́ na (a, b).

iii) f ′(x) < 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f klesajı́cı́ na (a, b).
iv) f ′(x) 5 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f nerostoucı́ na (a, b).
v) f ′(x) = 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f konstantnı́ na (a, b).

Důkaz. Uvedeme důkaz prvnı́ho tvrzenı́. Předpokládejme, že platı́ f ′(x) > 0 pro každé x ∈ (a, b).
Zvolme libovolná čı́sla x1, x2 ∈ (a, b) taková, že x1 < x2. Vzhledem k definici rostoucı́ funkce 3.12
potřebujeme dokázat, že f (x1) < f (x2).
Uvažujme nynı́ interval 〈x1, x2〉. Pak podle Lagrangeovy věty 8.7 existuje čı́slo ξ ∈ (x1, x2) takové,
že

f ′(ξ) =
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
.



Obsah

442. strana ze 616

J J I I

J I
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Čı́slo ξ konkrétně neznáme, ale vzhledem k předpokladu vı́me, že f ′(ξ) > 0. Protože je jmenovatel
předchozı́ho zlomku x2 − x1 kladný a celý zlomek je také kladný, musı́ být kladný i čitatel. Tedy
f (x2)− f (x1) > 0, tj. f (x1) < f (x2). Důkazy dalšı́ch tvrzenı́ věty se provedou analogicky.

Přı́klad 9.2. Užitı́m předchozı́ věty dokažte, že funkce f , g, h jsou rostoucı́ na svých definičnı́ch
oborech:

a) f : y = ex , b) g : y = arctg x, c) h : y = ln x. +

Řešenı́.

a) D(f ) = R, f ′(x) = ex . Platı́, že ex > 0 pro každé x ∈ R, tj. f ′(x) > 0 pro každé x ∈ R. Funkce
f je tedy rostoucı́ na D(f ).

b) D(g) = R, g′(x) =
1

x2+1 . Platı́, že 1
x2+1 > 0 pro každé x ∈ R, tj. g′(x) > 0 pro každé x ∈ R.

Funkce g je tedy rostoucı́ na D(g).
c) D(h) = (0,∞), h′(x) =

1
x

. Pro každé x ∈ (0,∞) platı́, že 1
x
> 0, tj. h′(x) > 0. Funkce h je

tedy rostoucı́ na D(h). N

Přı́klad 9.3. Určete maximálnı́ intervaly monotonie funkce f : y =
1
x

. +

Řešenı́. Monotonii zadané funkce jsme již jednou vyšetřovali v kapitole 3 v přı́kladě 3.13. Využili
jsme definici rostoucı́ a klesajı́cı́ funkce. Pokusme se nynı́ vyšetřit monotonii funkce f na základě
věty 9.1.

Definičnı́ obor D(f ) = (−∞, 0) ∪ (0,∞). Prvnı́ derivace f ′(x) = −
1
x2 . Vidı́me, že f ′(x) < 0

pro každé x ∈ (−∞, 0)∪(0,∞). Derivace je na celémD(f ) záporná, přesto funkce f nenı́ klesajı́cı́
naD(f ) (např. pro body −1, 1 platı́ −1 < 1, avšak f (−1) < f (1), což je ve sporu s definicı́ klesajı́cı́
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funkce). Důvodem je skutečnost, žeD(f ) nenı́ interval. Funkce f je klesajı́cı́ na intervalu (−∞, 0) a
na intervalu (0,∞), ale nenı́ klesajı́cı́ naD(f ) = (−∞, 0)∪ (0,∞) (srovnej s přı́kladem 3.13). N

Poznámka 9.4.
1. Jak jsme viděli v přı́kladě 9.3, ve větě 9.1 je podstatné, že funkce se uvažuje na intervalu.
2. Uvědomte si, že tvrzenı́ ve větě 9.1 jsou implikace. Platı́: Je-li f ′(x) > 0 pro každé x ∈ (a, b),

pak je f rostoucı́ na (a, b). Opačná implikace však neplatı́. Nenı́ pravda, že je-li f rostoucı́ na
(a, b), pak je f ′(x) > 0 pro každé x ∈ (a, b). Neplatnost opačné implikace ilustruje např. funkce
f (x) = x3 (je rostoucı́ na R, ale v bodě x = 0 je derivace nulová, nikoliv kladná).

3. Vztah mezi monotoniı́ dané funkce a znaménkem derivace si nejlépe uvědomı́te, když si nakreslı́te
grafy jednoduchých funkcı́ a jejich derivacı́ (např. f (x) = x2, f (x) = x3, f (x) = sin x,
f (x) = ln x, . . . ) My si jako přı́klad uved’me funkci trochu složitějšı́ — viz obr. 9.1. Vidı́me,
že derivace je na intervalu (−∞, 2) kladná (nad osou) a funkce je na tomtéž intervalu rostoucı́,
derivace je na intervalu (2, 4) záporná (ležı́ pod osou x) a funkce je na tomto intervalu klesajı́cı́
atd.

4. Maximálnı́mi intervaly monotonie rozumı́me intervaly, které nejsou podmnožinou nějakého „vět-
šı́ho“ intervalu, na kterém by byla daná funkce ještě monotónnı́. Monotonie funkce je definována
(viz 3.12) pro libovolné intervaly (uzavřené, polouzavřené, otevřené), kdežto ve větě 9.1 se mluvı́
pouze o otevřených intervalech. Při hledánı́ maximálnı́ch intervalů monotonie si tedy budeme
všı́mat i krajnı́ch bodů přı́slušných intervalů. Jestliže bude daná funkce v krajnı́m bodě intervalu
spojitá, pak lze tento bod zahrnout do přı́slušného intervalu monotonie. Snadno se totiž ověřı́, že
platı́: Je-li f spojitá na 〈a, b〉 a rostoucı́ (klesajı́cı́, neklesajı́cı́, nerostoucı́) na (a, b), je f rostoucı́
(klesajı́cı́, neklesajı́cı́, nerostoucı́) na 〈a, b〉. Analogické tvrzenı́ platı́ i pro polouzavřené intervaly.

Při určovánı́ intervalů monotonie funkce f užitı́m věty 9.1 je třeba umět najı́t intervaly, na nichž
je funkce f ′ kladná, resp. záporná. Jednou z možnostı́, jak k tomuto úkolu přistupovat, je vyřešit
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x

y

2 4O

20/3

16/3

a) Graf funkce
f (x) = x3/3 − 3x2

+ 8x

x

y

2O 4

b) Graf jejı́ derivace
f ′(x) = x2

− 6x + 8

Obr. 9.1: Vztah mezi funkcı́ a jejı́ derivacı́
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přı́slušnou nerovnici. Tuto možnost jsme si ukázali na předchozı́ch jednoduchých přı́kladech, kde
bylo vyřešenı́ přı́slušné nerovnice celkem snadné. Obecně ovšem tento postup bývá často zdlouhavý.
Výhodnějšı́ bývá použitı́ Cauchyovy-Bolzanovy věty 8.1. V předchozı́ kapitole jsme se pomocı́ této
věty naučili určovat intervaly, na nichž je funkce f kladná, resp. záporná. Nynı́ budeme postupovat
obdobně, jen budeme pracovat s funkcı́ f ′ (prvnı́ derivace funkce f ) a hledat intervaly, na nichž je
f ′ kladná, resp. záporná.

Přı́klad 9.5. Určete maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie funkce f : y = x2ex . +

Řešenı́.

1. Nejprve určı́me definičnı́ obor funkce f . Jelikož exponenciálnı́ funkce i polynom jsou definovány
na celé množině reálných čı́sel, je D(f ) = R.

2. Vypočteme derivaci funkce f a určı́me jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) = 2xex + x2ex = ex · (2x + x2), D(f ′) = R.

3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná.

a) Najdeme nulové body derivace, tj. řešı́me rovnici f ′(x) = 0:

f ′(x) = 0 ⇔ ex · (2x + x2) = 0 ⇔ 2x + x2
= 0 ⇔ x1 = −2, x2 = 0.

b) Definičnı́ obor D(f ′) derivace rozdělı́me nulovými body f ′ na disjunktnı́ intervaly:

(−∞,−2), (−2, 0), (0,∞).
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c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko funkce f ′ na tomto intervalu.
Např. v intervalu (−∞,−2) zvolı́me bod −3, v intervalu (−2, 0) bod −1 a v intervalu (0,∞)

bod 1.

(−∞,−2) : f ′(−3) =
3
e3
> 0,

(−2, 0) : f ′(−1) = −
1
e
< 0,

(0,∞) : f ′(1) = 3e > 0.

Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je funkce f ′ (která je spojitá) kladná na intervalech
(−∞,−2), (0,∞) a záporná na intervalu (−2, 0).

4. Intervaly monotonie. Podle věty 9.1 je funkce f rostoucı́ na intervalu (−∞,−2) a na intervalu
(0,∞) a klesajı́cı́ na intervalu (−2, 0).
Znaménka derivace a monotonii funkce f na přı́slušných intervalech můžeme zakreslit nad
čı́selnou osu nebo zapsat do tabulky:

+ − +
f ′:

2−2 0

Znaménko + nad intervalem (−∞,−2) značı́, že na tomto intervalu je derivace kladná a šipka
↗ značı́, že je funkce f na tomto intervalu rostoucı́. Obdobně minus značı́ zápornou derivaci a
↘ klesajı́cı́ funkci f .

(−∞,−2) (−2, 0) (0,∞)

f ′
+ − +

f ↗ ↘ ↗
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Zavřı́t dokument

Konec
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5. Závěr: Funkce f je rostoucı́ na intervalu (−∞,−2〉 a na intervalu 〈0,∞) a klesajı́cı́ na intervalu
〈−2, 0〉 (využili jsme toho, že funkce je v bodech −2 a 0 spojitá). N

Vzhledem k tomu, že určovánı́ intervalů monotonie úzce souvisı́ s určovánı́m lokálnı́ch extrémů,
dalšı́ řešené přı́klady budou zařazeny za oddı́l Lokálnı́ extrémy.

9.2. Lokálnı́ extrémy

Definice 9.6. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 lokálnı́ minimum, resp. lokálnı́ maximum,
jestliže existuje okolı́ O(x0) bodu x0 takové, že pro všechna x ∈ O(x0) je f (x) = f (x0) , resp.
f (x) 5 f (x0).
Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ostré lokálnı́ minimum, resp. ostré lokálnı́ maximum, jestliže
existuje prstencové okolı́ P(x0) bodu x0 takové, že pro všechna x ∈ P(x0) je f (x) > f (x0),
resp. f (x) < f (x0).
Má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ minimum, resp. lokálnı́ maximum, řı́káme, že f má v bodě x0

lokálnı́ extrém.

Tedy má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ minimum, znamená to, že v určitém okolı́ bodu x0

nenı́ menšı́ hodnota než f (x0). V některém vzdálenějšı́m bodě tomu již tak být nemusı́. Např. na
obr. 9.2 a) a 9.2 b) je f (x1) < f (x0), avšak bod x1 vždy ležı́ mimo dostatečně malé okolı́ O(x0).
Podobně má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ maximum znamená to, že v jistém okolı́ bodu x0 nenı́
většı́ hodnota než f (x0).

Obrázek 9.2 d) ukazuje, že funkce může mı́t vı́ce lokálnı́ch extrémů — kromě lokálnı́ho maxima
v bodě x0 má ještě lokálnı́ minimum v bodě x1 a lokálnı́ maximum v bodě x2. Dalšı́m přı́kladem
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y = f (x)

O(x0)
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x
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f (x0)

x0 x1O

y = f (x)

O(x0)

b)

x

y

f (x0)

x0O x1

y = f (x)

O(x0)

c)

x

y

x0 x1 x2O

y = f (x)

O(x0)

d)

Obr. 9.2
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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může být funkce f : y = sin x, x ∈ R, která má dokonce nekonečně mnoho bodů lokálnı́ho maxima
(„vrcholků“) a nekonečně mnoho bodů lokálnı́ho minima („dolı́ků“).

Na obrázcı́ch 9.2 a), 9.2 b), 9.2 d) jsou v bodě x0 ostré lokálnı́ extrémy. Naproti tomu na obr. 9.2 c)
je v bodě x0 lokálnı́ minimum, které nenı́ ostré (v dostatečně malém okolı́ jsou všechny hodnoty
stejné, protože funkce je zde konstantnı́). V tomto bodě je dokonce současně i lokálnı́ maximum
(ve vyznačeném okolı́ O(x0) totiž platı́ f (x) = f (x0)). V bodě x1 téhož obrázku je lokálnı́ minimum,
které nenı́ ostré (vlevo od x1 jsou vždy stejné funkčnı́ hodnoty). Lokálnı́ maximum to již pochopitelně
nenı́. Samozřejmě, že každé ostré lokálnı́ maximum je zároveň i lokálnı́m maximem a ostré lokálnı́
minimum i lokálnı́m minimem. Opak ovšem neplatı́.

Našı́m úkolem bude najı́t body, v nichž má zadaná funkce lokálnı́ extrémy. Uvědomme si, že
z definice 9.6 vyplývá, že pokud je definičnı́m oborem uvažované funkce interval, nemůže jı́t o krajnı́
body tohoto intervalu. Důvodem je skutečnost, že funkce nenı́ definována na celém okolı́ krajnı́ch
bodů tohoto intervalu. Postup hledánı́ lokálnı́ch extrémů se většinou skládá ze dvou kroků:

1. Vytipujeme „podezřelé“ body (tj. body, v nichž by mohl být lokálnı́ extrém; v jiných bodech
extrém být nemůže).

2. Rozhodneme, ve kterém „podezřelém“ bodě je extrém a ve kterém nenı́ extrém.

Zamysleme se nad tı́m, které body mohou být „podezřelé“. Podle věty 9.1 vı́me, že má-li funkce
f na celém intervalu (a, b) nenulovou derivaci, pak je na intervalu (a, b) rostoucı́ nebo klesajı́cı́
a v žádném bodě takového intervalu nemůže být extrém. Pokud tedy derivace existuje, přicházejı́
v úvahu pouze body, v nichž je f ′(x) = 0. Tyto body hrajı́ dále klı́čovou roli, proto pro ně zavádı́me
speciálnı́ název.

Definice 9.7. Bod x0 ∈ D(f ), ve kterém platı́, že f ′(x0) = 0, se nazývá stacionárnı́ bod.
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Přı́klad 9.8. Najděte stacionárnı́ body funkcı́ a) f : y = x2, b) g : y = x3. +

Řešenı́.

a) D(f ) = R, f ′(x) = 2x, D(f ′) = R. Stacionárnı́ body:

f ′(x) = 0 ⇔ 2x = 0 ⇔ x = 0.

Tedy jediným stacionárnı́m bodem je bod x0 = 0 — viz obr. 9.3 a).
b) D(g) = R, g′(x) = 3x2, D(f ′) = R. Stacionárnı́ body:

f ′(x) = 0 ⇔ 3x2
= 0 ⇔ x = 0.

Tedy jediným stacionárnı́m bodem je bod x0 = 0 — viz obr. 9.3 b). N

x

y

O

y = x2

a)

x

y

O

y = x3

b)

Obr. 9.3
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Nynı́ již vı́me, že mezi „podezřelé body“ patřı́ body stacionárnı́ (tedy body, v nichž prvnı́ derivace
existuje a je nulová). To je přı́pad funkcı́ znázorněných na obr. 9.2 a) a 9.2 d). Podı́váme-li se na
obr. 9.2 b), vidı́me, že v bodě x0, v němž nastává lokálnı́ extrém, derivace neexistuje (graf nemá
v bodě x0 tečnu). Tedy dalšı́mi „podezřelými body“ jsou body, v nichž prvnı́ derivace neexistuje.
Celkově dostáváme následujı́cı́ větu:

Věta 9.9. Necht’ funkce f má v bodě x0 lokálnı́ extrém. Pak bud’platı́ f ′(x0) = 0, anebo f ′(x0)

neexistuje.

Poznámka 9.10. Věta 9.9 udává tzv. nutnou podmı́nku existence lokálnı́ho extrému. Řı́ká, že pokud
má funkce v bodě lokálnı́ extrém, pak nemůže nastat jiná situace než že se derivace v tomto bodě
bud’ rovná nule, anebo vůbec neexistuje. Tedy pokud v daném bodě derivace existuje a nerovná
se nule, nemůže zde být lokálnı́ extrém. Tato věta ovšem nedává návod, za jakých podmı́nek lze
lokálnı́ extrém najı́t. Tyto podmı́nky budou obsaženy ve dvou následujı́cı́ch větách, tzv. postačujı́cı́ch
podmı́nkách existence lokálnı́ho extrému.

V přı́kladě 9.8 jsme našli stacionárnı́ body funkcı́ f a g. Z grafů těchto funkcı́ (viz obr. 9.3)
vidı́me, že funkce f má v bodě x0 = 0 lokálnı́ extrém (minimum) a funkce g v bodě x0 = 0 nemá
lokálnı́ extrém. Funkce f v levém okolı́ nuly klesá a v pravém okolı́ nuly roste, funkce g v levém i
pravém okolı́ nuly roste. K tomu, aby nastal extrém, tedy zřejmě stačı́, aby se funkce při přechodu
přes daný bod změnila „z rostoucı́ na klesajı́cı́“ nebo naopak. Přesný výsledek (tj. jak rozhodneme
o „podezřelých bodech“) je obsažen v následujı́cı́ větě.
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Věta 9.11. Necht’ funkce f je spojitá v bodě x0 a má derivaci v nějakém prstencovém okolı́ P(x0)

bodu x0. Je-li

i) f ′(x) < 0 pro každé x ∈ P−(x0) a f ′(x) > 0 pro každé x ∈ P+(x0), pak má funkce f v bodě
x0 ostré lokálnı́ minimum.

ii) f ′(x) > 0 pro každé x ∈ P−(x0) a f ′(x) < 0 pro každé x ∈ P+(x0), pak má funkce f v bodě
x0 ostré lokálnı́ maximum.

Předpoklad spojitosti v bodě x0 je zejména splněn, je-li v x0 stacionárnı́ bod.

Stručně řečeno:
Měnı́-li f ′ znaménko při přechodu přes x0, je v bodě x0 lokálnı́ extrém.
Neměnı́-li f ′ znaménko při přechodu přes x0, nenı́ v bodě x0 lokálnı́ extrém.
Je-li změna −+, jde o minimum (klesá-roste, tj. ↘↗).
Je-li změna +−, jde o maximum (roste-klesá, tj. ↗↘).

Shrňme si naše dosavadnı́ poznatky do jakéhosi návodu, jak postupovat při hledánı́ lokálnı́ch
extrémů a maximálnı́ch intervalů ryzı́ monotonie funkce f :
1. Určı́me D(f ).
2. Vypočteme f ′ a D(f ′).
3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná (předpokládáme přitom, že D(f ′) lze

vyjádřit jako sjednocenı́ disjunktnı́ch intervalů Ji a že f ′ je spojitá na každém z těchto intervalů):

a) Určı́me nulové body f ′, tj. řešı́me rovnici f ′(x) = 0.
b) Každý interval Ji rozdělı́me nulovými body f ′ na disjunktnı́ intervaly.
c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′ v tomto bodě.

4. Určı́me intervaly monotonie funkce f (s využitı́m věty 9.1) a lokálnı́ extrémy (v bodě x0 ∈ D(f ),
kde se měnı́ charakter funkce „z rostoucı́ na klesajı́cı́“, nastává ostré lokálnı́ maximum a v bodě,
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kde se měnı́ charakter funkce „z klesajı́cı́ na rostoucı́“, nastává ostré lokálnı́ minimum).

Poznamenejme, že intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná můžeme určit i jinak, než je
uvedeno v bodě 3), a to vyřešenı́m nerovnic f ′(x) > 0 a f ′(x) < 0.

Přı́klad 9.12. Najděte lokálnı́ extrémy a maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie funkce +

f : y = 12x5
− 15x4

− 40x3
+ 60.

Řešenı́.

1. D(f ) = R.

2. Vypočteme f ′ a D(f ′):

f ′(x) = 60x4
− 60x3

− 120x2, D(f ′) = R.

3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná:

a) Nulové body f ′:

f ′(x) = 0 ⇔ 60x4
− 60x3

− 120x2
= 0.

Jedná se o algebraickou rovnici čtvrtého stupně, která má čtyři kořeny (obecně komplexnı́,
počı́táno s násobnostı́). Ovšem při řešenı́ těchto přı́kladů hledáme pouze reálná řešenı́, nebot’
chceme najı́t stacionárnı́ body, tedy body z definičnı́ho oboru funkce f ′ (a ten je pro každou
funkci podmnožinou R).
Rovnici upravı́me na tvar:

60x2(x2
− x − 2) = 0 ⇔ 60x2

= 0 nebo x2
− x − 2 = 0.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Skrýt menu
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Vyřešenı́m rovnice 60x2
= 0 dostaneme dvojnásobný kořen x1,2 = 0 a vyřešenı́m rovnice

x2
− x − 2 = 0 obdržı́me dalšı́ dva kořeny

x3,4 =
1 ±

√
1 + 8

2
=

1 ± 3
2

=

 2,

−1.

Všechny kořeny jsou reálné. Stacionárnı́ body tudı́ž jsou x1,2 = 0, x3 = 2 a x4 = −1.
b) D(f ′) rozdělı́me nulovými body f ′ na disjunktnı́ intervaly:

(−∞,−1), (−1, 0), (0, 2), (2,∞).

c) V každém z „dı́lčı́ch“ intervalů zvolı́me jeden bod a v něm určı́me znaménko funkce f ′. Body
zvolı́me např. takto: −2,− 1

2 , 1, 3. Pak

f ′(−2) = 960 > 0, f ′

(
−

1
2

)
= −

75
4
< 0, f ′(1) = −120 < 0, f ′(3) = 2160 > 0.

Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je f ′ na intervalech (−1, 0) a (0, 2) záporná a na intervalech
(−∞,−1) a (2,∞) kladná.

4. Intervaly monotonie a lokálnı́ extrémy.
Dle věty 9.1 je funkce f na intervalu (−∞,−1) rostoucı́, na intervalech (−1, 0) a (0, 2) klesajı́cı́
a na intervalu (2,∞) opět rostoucı́. Funkce f má tedy v bodě x4 = −1 ostré lokálnı́ maximum a
v bodě x3 = 2 ostré lokálnı́ minimum. V bodě x1,2 = 0 lokálnı́ extrém nemá. Vypočteme funkčnı́
hodnoty v bodech lokálnı́ch extrémů. Vyjde f (−1) = 73, f (2) = −116.
Znaménka derivace a monotonii na přı́slušných intervalech můžeme zakreslit nad čı́selnou osu

+ − − +
f ′:

minmax
1−1 0 2
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nebo zapsat do tabulky:

(−∞,−1) −1 (−1, 0) 0 (0, 2) 2 (2,∞)

f ′
+ 0 − 0 − 0 +

f ↗ lok. max. ↘ ↘ lok. min. ↗

5. Závěr: Funkce f je rostoucı́ intervalech (−∞,−1〉, 〈2,∞) a klesajı́cı́ na intervalu 〈−1, 2〉

(vzhledem ke spojitosti v bodě 0 jsme intervaly mohli sjednotit). Funkce f má tedy v bodě
x4 = −1 ostré lokálnı́ maximum a v bodě x3 = 2 ostré lokálnı́ minimum. N

Přı́klad 9.13. Najděte lokálnı́ extrémy a maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie funkce +

f : y = xe−x2
.Řešenı́.

1. D(f ) = R.
2. Vypočteme f ′ a D(f ′):

f ′(x) = (x)′e−x2
+ x
(
e−x2)′

= 1e−x2
+ xe−x2

(−2x) = e−x2
− 2x2e−x2

, D(f ′) = R.

3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná.

a) Najdeme nulové body f ′:

f ′(x) = 0 ⇔ e−x2
− 2x2e−x2

= 0 ⇔ e−x2
(1 − 2x2) = 0 (?)

⇔

⇔ 1 − 2x2
= 0 ⇔ x2

=
1
2

⇔ x1,2 = ±
1

√
2
.

(?): Výraz e−x2
je vždy kladný, můžeme tedy celou rovnici tı́mto výrazem vydělit.
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Skrýt menu
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b) D(f ′) rozdělı́me nulovými body na disjunktnı́ intervaly(
−∞,−1

/√
2
)
,
(
−1
/√

2, 1
/√

2
)
,
(
1
/√

2,∞
)
.

c) V každém intervalu zvolı́me jeden bod, v němž určı́me znaménko funkce f ′:

f ′(−1) = −
1
e
< 0, f ′(0) = 1 > 0, f ′(1) = −

1
e
< 0.

Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je f ′ kladná na intervalu
(
−1
/√

2, 1
/√

2
)

a záporná na
intervalech

(
−∞,−1

/√
2
)

a
(
1
/√

2,∞
)
.

4. Intervaly monotonie a lokálnı́ extrémy.
Funkce je na

(
−∞,−1

/√
2
)

klesajı́cı́, na
(
−1
/√

2, 1
/√

2
)

rostoucı́ a na
(
1
/√

2,∞
)

opět
klesajı́cı́. Podle věty 9.11 má tedy funkce f v bodě x1 = −1

/√
2 ostré lokálnı́ minimum (změna

charakteru funkce z klesajı́cı́ na rostoucı́) a v bodě x2 = 1
/√

2 ostré lokálnı́ maximum (změna
charakteru funkce z rostoucı́ na klesajı́cı́). Vypočteme ještě funkčnı́ hodnoty v bodech lokálnı́ch
extrémů:

f

(
±

1
√

2

)
= ±

1
√

2
e−

(
±

1
√

2

)
= ±

1
√

2
e−

1
2 = ±

1
√

2e
.

Znaménka derivace a monotonii na přı́slušných intervalech můžeme zakreslit nad čı́selnou osu

− + −
f ′:

min max
1
/√

2−1
/√

2 1
/√

2

nebo zapsat do tabulky:
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(
−∞,−1

/√
2
)

−1
/√

2
(
−1
/√

2, 1
/√

2
)

1
/√

2
(
1
/√

2,∞
)

f ′
− 0 + 0 −

f ↘ lok. min. ↗ lok. max. ↘

5. Závěr: Funkce je klesajı́cı́ na intervalech
(
−∞,−1

/√
2
〉

a
〈
1
/√

2,∞
)

a rostoucı́ na intervalu〈
−1
/√

2, 1
/√

2
〉
. V bodě x1 = −1

/√
2 je ostré lokálnı́ minimum a v bodě x2 = 1

/√
2 ostré

lokálnı́ maximum. N

Přı́klad 9.14. Najděte lokálnı́ extrémy a maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie funkce +

f : y =
x2

ln x
.

Řešenı́.

1. Nejprve určı́me definičnı́ obor funkce f . Jelikož logaritmická funkce je definována pouze na
intervalu (0,∞), musı́ být x > 0. Dále musı́ být jmenovatel zlomku nenulový, tj. ln x 6= 0, tudı́ž
x 6= 1. Celkem je proto D(f ) = (0, 1) ∪ (1,∞).

2. Vypočteme derivaci funkce f a jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) =
2x · ln x − x2

·
1
x

ln2 x
=

2x ln x − x

ln2 x
=
x · (2 ln x − 1)

ln2 x
, D(f ′) = D(f ).

3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná.
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a) Najdeme nulové body f ′:

f ′(x) = 0 ⇔
x · (2 ln x − 1)

ln2 x
= 0 ⇔ x · (2 ln x − 1) = 0 (?)

⇔

(?)
⇔ 2 ln x − 1 = 0 ⇔ ln x =

1
2

⇔ x = e
1
2 .

(?): Protože je x 6= 0, můžeme jı́m celou rovnici vydělit.

Dostali jsme jeden nulový bod x0 = e
1
2

=
√

e.
b) Každý z intervalů tvořı́cı́ch D(f ′) rozdělı́me nulovými body na disjunktnı́ intervaly

(0, 1), (1,
√

e), (
√

e,∞).

c) V každém z těchto intervalů zvolı́me jeden bod a určı́me znaménko f ′ ve zvolených bodech.
Např. v intervalu (0, 1) zvolı́me bod 1

e , v intervalu
(
1,

√
e
)

zvolı́me bod 4
√

e a v intervalu(√
e,∞

)
bod e.

(0, 1) : f ′

(1
e

)
=

1
e

(
2 ln 1

e − 1
)(

ln 1
e

)2 =

1
e (−2 − 1)
(−1)2

= −
3
e
< 0,

(
1,

√
e
)

: f ′
(

4
√

e
)

=
e

1
4
(
2 ln e

1
4
− 1
)

(
ln e

1
4
)2

=
e

1
4
(
2 ·

1
4 − 1

)( 1
4

)2 =

=
−

1
2 · e

1
4

1
16

= −8 e
1
4 < 0,

(√
e,∞

)
: f ′(e) =

e(2 ln e − 1)
(ln e)2

=
e(2 − 1)

12
= e > 0.
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Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je prvnı́ derivace na intervalu (0, 1) záporná, na intervalu(
1,

√
e
)

rovněž záporná a na intervalu
(√

e,∞
)

kladná.

4. Intervaly monotonie a lokálnı́ extrémy.
Dle věty 9.1 je funkce f na intervalu (0, 1) klesajı́cı́, na intervalu

(
1,

√
e
)

také klesajı́cı́ a na
intervalu

(√
e,∞

)
rostoucı́. V bodě

√
e nastává lokálnı́ minimum.

Znaménka derivace a monotonii na přı́slušných intervalech můžeme zakreslit nad čı́selnou osu

− − +
f ′:

min
0 1

√
e

nebo zapsat do tabulky:

(0, 1)
(
1,

√
e
) √

e
(√

e,∞
)

f ′
− − 0 +

f ↘ ↘ lok. min. ↗

5. Závěr: Funkce f je klesajı́cı́ na intervalech (0, 1) a
(
1,

√
e
〉

a rostoucı́ na
〈√

e,∞
)
. V bodě

√
e

nastává ostré lokálnı́ minimum. N
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Přı́klad 9.15. Najděte lokálnı́ extrémy a maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie funkce +

f : y = x − 2 sin x, x ∈ (0, 2π).

Řešenı́.

1. Definičnı́ obor je zadán, tj. D(f ) = (0, 2π).
2. Prvnı́ derivace a jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) = 1 − 2 cos x, D(f ′) = D(f ) = (0, 2π).

3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná.

a) Najdeme nulové body f ′, tj. řešı́me rovnici f ′(x) = 0.

f ′(x) = 0 ⇔ cos x =
1
2
, x ∈ (0, 2π) ⇔ x =

π

3
∨ x =

5π

3
.

b) D(f ′) rozdělı́me nulovými body f ′ na disjunktnı́ intervaly:(
0,

π

3

)
,
(π

3
,

5π

3

)
,
(5π

3
, 2π

)
.

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́m znaménko f ′. Výsledek je shrnut v následujı́cı́
tabulce.

4. Znaménka derivace a monotonii na přı́slušných intervalech zakreslı́me nad čı́selnou osu

− + −
f ′:

min max
0 π/3 5π/3 2π
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nebo zapı́šeme do tabulky:

(0,π/3) π/3 (π/3, 5π/3) 5π/3 (5π/3, 2π)

f ′
− 0 + 0 −

f ↘ lok. min. ↗ lok. max. ↘

5. Vzhledem ke spojitosti funkce f na D(f ) platı́, že je rostoucı́ na intervalu
〈

π
3 ,

5π
3

〉
a klesajı́cı́ na

intervalech
(
0, π

3

〉
a
〈 5π

3 , 2π
)
. V bodě x =

π
3 má funkce ostré lokálnı́ minimum a v bodě x =

5π
3

ostré lokálnı́ maximum. N

Pro zájemce:
Nynı́ si pro zajı́mavost uvedeme postup při hledánı́ intervalů monotonie a lokálnı́ch extrémů využı́vajı́cı́
úpravy nerovnic.

Přı́klad 9.16. Najděte maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie a lokálnı́ extrémy funkce +

f : y =
1
x

· ln
1
x
.

Řešenı́.
1. Určı́me definičnı́ obor funkce f . Logaritmus je definován pouze pro kladná reálná čı́sla, tedy D(f ) =

= (0,∞).
2. Vypočteme derivaci funkce f :

f ′(x) = −
1
x2 · ln

1
x

+
1
x

·
1
1
x

·

(
−

1
x2

)
= −

1
x2 ·

(
ln

1
x

+ 1
)
.
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3. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná.

i) Určı́me intervaly kde je f ′(x) > 0:

f ′(x) > 0 ⇔ −
1
x2 ·

(
ln

1
x

+ 1
)
> 0.

Výraz −
1
x2 je záporný pro každé x ∈ D(f ), tedy výraz v závorce

(
ln 1
x

+ 1
)

musı́ být také záporný,
aby byl výsledný součin −

1
x2 ·

(
ln 1
x

+ 1
)

kladný.

ln
1
x

+ 1 < 0 ⇔ ln
1
x
< −1 ⇔ ln

1
x
< ln e−1.

Odlogaritmovánı́m (využı́váme skutečnost, že ex je rostoucı́ funkce) dostaneme:

1
x
< e−1

⇔
1
x
<

1
e

⇔ x > e.

Tedy f ′ je kladná na intervalu (e,∞).
ii) Určı́me intervaly, kde je f ′(x) < 0:

f ′(x) < 0 ⇔ −
1
x2 ·

(
ln

1
x

+ 1
)
< 0.

Obdobně jako v předchozı́m bodě, výraz −
1
x2 je záporný, takže výraz v závorce musı́ být kladný, aby

byl výsledný součin záporný. Tedy

ln
1
x

+ 1 > 0 ⇔ ln
1
x
> −1 ⇔ ln

1
x
> ln e−1

⇔
1
x
>

1
e

⇔ x < e.

Vzhledem k tomu, že definičnı́m oborem funkce f jsou pouze kladná reálná čı́sla, je f ′ záporná na
intervalu (0, e).
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4. Intervaly monotonie a lokálnı́ extrémy.
Zjistili jsme, že funkce na intervalu (0, e) klesá a na intervalu (e,∞) roste, tedy dı́ky spojitosti má v bodě
x0 = e ostré lokálnı́ minimum. Znaménka derivace a monotonii na přı́slušných intervalech vyznačı́me nad
čı́selnou osu

− +
f ′:

min
0 e

nebo zapı́šeme do tabulky:

(0, e) e (e,∞)

f ′
− 0 +

f ↘ lok. min. ↗

5. Závěr: Funkce f je klesajı́cı́ na intervalu (0, e〉 a rostoucı́ na 〈e,∞). V bodě e nastává ostré lokálnı́
minimum. N

Pokuste se vyřešit předchozı́ přı́klad i užitı́m Cauchyovy-Bolzanovy věty. Tı́m, že budete mı́t před sebou
dva způsoby řešenı́ jedné úlohy, uvidı́te výhody i nevýhody obou možnostı́ a můžete se rozhodnout, který
postup je pro vás přijatelnějšı́, a budete jej dále využı́vat k řešenı́ podobných úloh.

Na závěr si ukážeme jiný způsob, jak rozhodnout, zda má daná funkce ve stacionárnı́m bodě
lokálnı́ extrém. Jedná se opět o tzv. postačujı́cı́ podmı́nku existence lokálnı́ho extrému, podobně jak
tomu bylo u věty 9.11. Geometrický význam následujı́cı́ho tvrzenı́ bude zřejmý z dalšı́ části textu
(oddı́l 9.3).
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Skrýt menu
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Věta 9.17. Necht’f ′(x0) = 0 a existuje f ′′(x0). Je-li:

i) f ′′(x0) < 0, pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́ maximum.
ii) f ′′(x0) > 0, pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́ minimum.

Výhodou postupu založeného na předchozı́ větě je, že nemusı́me určovat intervaly monotonie
funkce f . Nevýhodou je, že funkce f musı́ mı́t ve stacionárnı́ch bodech druhou derivaci.

Přı́klad 9.18. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f : y = 2x3
− 3x2

− 12x. +

Řešenı́. Jedná se o polynom, definičnı́ obor funkce i všech derivacı́ je tedy R.
Určı́me prvnı́ derivaci : f ′(x) = 6x2

− 6x − 12.
Stacionárnı́ body:

f ′(x) = 0 ⇔ 6x2
− 6x − 12 = 0 ⇔ x2

− x − 2 = 0 ⇔ x1 = −1, x2 = 2.

Vypočteme druhou derivaci: f ′′(x) = 12x − 6.
Dosadı́me stacionárnı́ body: f ′′(−1) = −18 < 0, f ′′(2) = 18 > 0.
V bodě x1 = −1 je tedy ostré lokálnı́ maximum, v bodě x2 = 2 je ostré lokálnı́ minimum. N

Věta 9.17 neřešı́ přı́pad, kdy je f ′′(x0) = 0. Jak postupovat v takovém přı́padě, se dozvı́me
z věty následujı́cı́.

Věta 9.19. Necht’ f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0 a necht’ f (n)(x0) 6= 0 pro nějaké
n ∈ N, n = 2. Je-li:

i) n liché, pak funkce f nemá v bodě x0 lokálnı́ extrém.
ii) n sudé a f (n)(x0) > 0, pak funkce f má v bodě x0 ostré lokálnı́ minimum.

iii) n sudé a f (n)(x0) < 0, pak funkce f má v bodě x0 ostré lokálnı́ maximum.
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Zavřı́t dokument

Konec
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Průběh funkce 465

Přı́klad 9.20. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f , je-li: +

a) f : y = x4, b) f : y = x5, c) f : y = 12x5
− 15x4

− 40x3
+ 60.

Řešenı́. Ve všech třech přı́padech se jedná o polynomy, definičnı́ obory všech třı́ funkcı́ i všech
jejich derivacı́ jsou rovny R.

a) Určı́me prvnı́ derivaci : f ′(x) = 4x3.
Stacionárnı́ bod: x0 = 0.
Vypočteme druhou derivaci a dosadı́me bod x0: f ′′(x) = 12x2, f ′′(0) = 0.
Vypočteme třetı́ derivaci a dosadı́me bod x0: f ′′′(x) = 24x, f ′′′(0) = 0.
Vypočteme čtvrtou derivaci a dosadı́me bod x0: f (4)(x) = 24, f (4)(0) = 24 > 0.
Dle předchozı́ věty má funkce f v bodě x0 = 0 ostré lokálnı́ minimum.

b) Určı́me prvnı́ derivaci : f ′(x) = 5x4.
Stacionárnı́ bod: x0 = 0.
Vypočteme druhou derivaci a dosadı́me bod x0: f ′′(x) = 20x3, f ′′(0) = 0.
Vypočteme třetı́ derivaci a dosadı́me bod x0: f ′′′(x) = 60x2, f ′′′(0) = 0.
Vypočteme čtvrtou derivaci a dosadı́me bod x0: f (4)(x) = 120x, f (4)(0) = 0.
Vypočteme pátou derivaci: f (5)(x) = 120, f (5)(0) 6= 0.
Dle předchozı́ věty nemá funkce f v bodě x0 = 0 lokálnı́ extrém.

c) Lokálnı́ extrémy zadané funkce jsme již vyšetřovali v přı́kladě 9.12 využitı́m věty 9.11. Nynı́
k výpočtu použijeme větu 9.19.

Určı́me prvnı́ derivaci : f ′(x) = 60x4
− 60x3

− 120x2.
Nalezneme stacionárnı́ body: x1 = −1, x2 = 0 a x3 = 2.
Vypočteme druhou derivaci: f ′′(x) = 240x3

− 180x2
− 240x.

Dosadı́me stacionárnı́ body:
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f ′′(−1) = −180 < 0. Funkce f má v bodě x1 = −1 ostré lokálnı́ maximum.
f ′′(2) = 720 > 0. Funkce f má v bodě x3 = 2 ostré lokálnı́ minimum.
f ′′(0) = 0. Vypočteme třetı́ derivaci: f ′′′(x) = 720x2

− 360x − 240
f ′′′(0) = −240 6= 0. Funkce f nemá v x2 = 0 lokálnı́ extrém. N

Přı́klad 9.21. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f dané předpisem +

f (x) = x3ex
2
.

Řešenı́. Vypočteme prvnı́ derivaci:

f ′(x) = 3x2ex
2
+ x3ex

2
· 2x = ex

2
x2(3 + 2x2).

Stacionárnı́ bod je x0 = 0.
Vypočteme druhou derivaci:

f ′′(x) = (ex
2
2x · x2

+ ex
2
· 2x)(3 + 2x2)+ 4x3ex

2
= xex

2
(4x4

+ 14x2
+ 6).

Dosadı́me bod x0 = 0: f ′′(0) = 0.
Vypočteme třetı́ derivaci:

f ′′′(x) =(ex
2
+ xex

2
· 2x)(4x4

+ 14x2
+ 6)+ xex

2
(16x3

+ 28x) =

=ex
2 (
(1 + 2x2)(4x4

+ 14x2
+ 6)+ x(16x3

+ 28x)
)

=

=ex
2
(8x6

+ 48x4
+ 54x2

+ 6).

Dosadı́me bod x0 = 0: f ′′′(0) = 6. Protože je f ′′′(0) 6= 0, funkce f v nemá v bodě 0 lokálnı́
extrém. Protože žádné jiné body podezřelé z lokálnı́ch extrémů nemáme, funkce nemá žádný lokálnı́
extrém. N
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Uvědomte si, že lokálnı́ extrémy funkce mohou nastat jednak ve stacionárnı́ch bodech, jednak
v bodech, kde derivace neexistuje. Postupem, který jsme uvedli na straně 452, určı́me všechny lokálnı́
extrémy. Postup založený na větě 9.19 sloužı́ k ověřenı́ lokálnı́ch extrémů pouze ve stacionárnı́ch
bodech. Neřı́ká nic o bodech, v nichž derivace neexistuje. Je proto vhodný pouze u funkcı́, které
majı́ derivace na celém definičnı́m oboru, a navı́c pokud nedostaneme derivovánı́m složitou funkci.
Jak jsme viděli na předchozı́ch přı́kladech, použitı́ věty 9.19 bylo výhodné v přı́padě polynomů,
v přı́padě funkce f (x) = x3ex

2
by bylo vzhledem k složitějšı́m derivacı́m rychlejšı́ použitı́ postupu

uvedeného na straně 452. Zkuste si přı́klad spočı́tat oběma způsoby.

9.3. Konvexnost, konkávnost

V předchozı́ch podkapitolách jsme se naučili vyšetřovat monotonii dané funkce a určit, ve kterých
bodech nabývá funkce lokálnı́ch extrémů. To spolu se znalostı́ definičnı́ho oboru, spojitosti, přı́p.
sudosti, lichosti a periodičnosti umožňuje vytvořit si hrubou představu o grafu této funkce. Prozatı́m
však neumı́me rozhodnout o tom, zda je graf funkce mezi dvěma body „prohnutý dolů“ nebo
„nahoru“. Podı́vejme se na tuto situaci podrobněji.

Necht’ f je funkce, jejı́ž graf je znázorněn na obr 9.4. Necht’ I je interval. Zvolme tři body
x1, x2, x3 z tohoto intervalu tak, aby platilo x1 < x2 < x3. Sestrojme sečnu s grafu funkce f
procházejı́cı́ body (x1, f (x1)), (x3, f (x3)) — viz obr. 9.4. Zkoumejme nynı́, zda bod (x2, f (x2))

ležı́ „nad“ anebo „pod sečnou“ s. Z obrázku vidı́me, že ležı́ „pod sečnou“. Pokud bychom zvolili
jiný bod x2 ležı́cı́ „mezi“ body x1 a x3, opět bude ležet „pod sečnou“. Pokud tato skutečnost platı́
i pro libovolnou volbu všech třı́ bodů x1, x2, x3 (se zachovánı́m výchozı́ho vztahu x1 < x2 < x3)
z intervalu I , pak budeme řı́kat, že funkce f je ryze konvexnı́ na intervalu I.

Nynı́ předchozı́ úvahy zpřesnı́me. Necht’I ⊂ D(f ) je interval, x1, x2, x3 ∈ I , x1 < x2 < x3.
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x

y

x1 x2 x3

y = f (x)

y = s(x)

Q1

Q2

Q3

Obr. 9.4: Graf ryze konvexnı́ funkce

Chceme určit rovnici sečny procházejı́cı́ body (x1, f (x1)), (x3, f (x3)).
Vı́me, že rovnice přı́mky procházejı́cı́ danými body (a1, a2), (b1, b2) (a1 6= b1) je dána vztahem

y − a2 =
b2−a2
b1−a1

(x − a1). S využitı́m tohoto vztahu dostáváme rovnici sečny

s : y = f (x1)+
f (x3)− f (x1)

x3 − x1
· (x − x1).

Skutečnost, že bod (x2, f (x2)) ležı́ „pod sečnou“, můžeme zapsat takto:

f (x2) < s(x2)

neboli
f (x2) < f (x1)+

f (x3)− f (x1)

x3 − x1
· (x2 − x1).

Podstatný je zde znak <. Signalizuje, že bod ležı́ „pod sečnou“.
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Skrýt menu
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Nynı́ shrňme zı́skané poznatky do definice.

Definice 9.22. Řekneme, že funkce f je ryze konvexnı́ na intervalu I ⊂ D(f ), jestliže pro všechna
x1, x2, x3 ∈ I taková, že x1 < x2 < x3, platı́

f (x2) < f (x1)+
f (x3)− f (x1)

x3 − x1
· (x2 − x1).

Nahradı́me-li v definici znak < znakem 5, dostáváme funkci konvexnı́ na I. Je-li I = D(f ),
pak řı́káme, že funkce f je ryze konvexnı́, resp. konvexnı́.

Poznámka 9.23.
1. Definice řı́ká, že funkce f je ryze konvexnı́ na intervalu I , jestliže pro všechna x1, x2, x3 ∈ I

taková, že x1 < x2 < x3, ležı́ bodQ2 = (x2, f (x2)) pod sečnou určenou bodyQ1 = (x1, f (x1)),
Q3 = (x3, f (x3)). Funkce je konvexnı́, jestliže bod Q2 ležı́ pod sečnou nebo na sečně určené
body Q1, Q3.
Přı́kladem funkce, která nenı́ ryze konvexnı́, ale je konvexnı́ na R, je funkce absolutnı́ hodnota
— graf viz přı́klad 3.6.

2. Podmı́nka v definici musı́ být splněna pro každou trojici bodů z I . Nestačı́ nalézt tři body x1, x2, x3,
pro něž je podmı́nka splněna. Např. pro funkci f : y = x3 a body x1 = −1, x2 = 0, x3 = 2 platı́
f (x2) = 0,

s(x2) = f (x1)+
f (x3)− f (x1)

x3 − x1
· (x2 − x1) = −1 +

8 + 1
3

· 1 = 2,

tj. 0 < 2. Tedy podmı́nka z definice je pro body −1, 0, 2 splněna, ale funkce f nenı́ ryze konvexnı́
na R — viz obr. 9.5 a).



Obsah

470. strana ze 616

J J I I

J I
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x

y

y = x3

1−1 2

a)

x

y g

b)

Obr. 9.5

3. I v definici musı́ být interval! Např. funkce g, jejı́ž graf je znázorněn na obr. 9.5 b), nenı́ ryze
konvexnı́ ani konvexnı́ na svém definičnı́m oboru.

Analogicky lze z geometrické interpretace dojı́t k pojmu ryze konkávnı́ funkce. Jedná se zde o situ-
aci, kdy bod (x2, f (x2)) ležı́ „nad sečnou“ grafu funkce f procházejı́cı́ body (x1, f (x1)), (x3, f (x3))

— viz obr. 9.6.
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Zavřı́t dokument

Konec
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x

y

x1 x2 x3

y = f (x)

y = s(x)

Q1

Q2

Q3

Obr. 9.6: Graf konkávnı́ funkce

Definice 9.24. Řekneme, že funkce f je ryze konkávnı́ na intervalu I ⊂ D(f ), jestliže pro všechna
x1, x2, x3 ∈ I taková, že x1 < x2 < x3, platı́

f (x2) > f (x1)+
f (x3)− f (x1)

x3 − x1
· (x2 − x1).

Nahradı́me-li v definici znak > znakem =, dostáváme funkci konkávnı́ na I . Je-li I = D(f ),
pak řı́káme, že funkce f je ryze konkávnı́, resp. konkávnı́.

Poznámka 9.25.
1. Definice řı́ká, že funkce f je ryze konkávnı́ na intervalu I , jestliže pro všechna x1, x2, x3 ∈ I

taková, že x1 < x2 < x3, ležı́ bodQ2 = (x2, f (x2)) nad sečnou určenou bodyQ1 = (x1, f (x1)),
Q3 = (x3, f (x3)). Funkce je konkávnı́, jestliže bod Q2 ležı́ nad sečnou nebo na sečně určené
body Q1Q3.
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2. Obdobně jako u definice konvexnı́ funkce zdůrazněme, že podmı́nka musı́ být splněna pro každou
trojici bodů z I a že I musı́ být interval.

3. Funkce konvexnı́, resp. konkávnı́, nemusı́ mı́t derivaci v I (k zavedenı́ pojmů pomocı́ sečny
existenci derivace nepotřebujeme) — viz např. výše zmı́něná funkce f : y = |x| nebo funkce
f : y = 2|x−3|+3|x+2|, jejı́ž graf je na str. 592. Pokud má funkce f všude v I prvnı́ derivaci,
pak lze pojmy konvexnost a konkávnost zavést také „pomocı́ tečen“ (viz [7, 10]).

Pokud má funkce f všude v I nejen prvnı́ derivaci, ale i druhou, pak o tom, zda je funkce f
na intervalu I ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́, můžeme rozhodnout užitı́m věty 9.28. Než si
ale uvedeme tuto větu, která bude snadným vodı́tkem při počı́tánı́ přı́kladů, zavedeme si ještě jeden
pojem. Řekneme si, jak se řı́ká bodu, v němž se měnı́ „prohnutı́“, tj. konvexnost na konkávnost a
opačně.

Definice 9.26. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 inflexi, jestliže existuje f ′(x0) ∈ R a funkce f
je v nějakém levém okolı́ bodu x0 ryze konvexnı́ a v nějakém pravém okolı́ tohoto bodu ryze
konkávnı́, resp. naopak.
Má-li funkce f v bodě x0 inflexi, pak bod (x0, f (x0)) nazýváme inflexnı́m bodem funkce f .

V inflexnı́m bodě tedy musı́ existovat tečna (funkce zde má vlastnı́ derivaci) a měnı́ se zde „kon-
vexnost na konkávnost“ — viz obr. 9.7 a) — anebo naopak — viz obr. 9.7 b).

Poznámka 9.27.
1. Funkce f : y = x2 je ryze konvexnı́ na R, a tudı́ž nemá žádný inflexnı́ bod — viz obr. 9.8 a).
2. Funkce f : y = x3 je ryze konvexnı́ na 〈0,∞) a ryze konkávnı́ na (−∞, 0〉. V bodě 0 existuje

prvnı́ derivace a měnı́ se zde konkávnost na konvexnost, tedy bod 0 je inflexnı́m bodem funkce f .
Všimněme si, že f ′′(0) = 0 a f ′′(x) = 6x > 0 pro všechna x > 0 a f ′′(x) = 6x < 0 pro všechna
x < 0 — viz obr. 9.8 b).
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x

y

f (x0)

x0O

y = f (x)

t

a)

x

y

f (x0)

x0O

y = f (x)

t

b)

Obr. 9.7

x

y y = x2

a)

x

y y = x3

b)

x

y

y = −x2

c)

Obr. 9.8
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3. Funkce f : y = −x2 je ryze konkávnı́ na celém R, tudı́ž nemá žádný inflexnı́ bod — viz
obr. 9.8 c).

Jak souvisı́ pojmy ryzı́ konvexnost, ryzı́ konkávnost a inflexnı́ bod s vlastnostmi druhé derivace,
ukazuje následujı́cı́ věta.

Věta 9.28. Necht’má funkce f v intervalu (a, b) druhou derivaci. Je-li

i) f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f ryze konvexnı́ na (a, b),
ii) f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ (a, b), pak je f ryze konkávnı́ na (a, b),

iii) f ′′(x0) = 0 v nějakém bodě x0 ∈ (a, b) a dále je f ′′ kladná v nějakém levém okolı́ bodu x0 a
záporná v nějakém pravém okolı́ bodu x0, resp. naopak, pak má funkce f v bodě x0 inflexi.

Poznámka 9.29.
1. Srovnejte větu 9.28 (podmı́nka pro ryzı́ konvexnost a konkávnost) s větou 9.17 (podmı́nka pro

lokálnı́ extrém).
2. Pokud má f na celém (a, b) druhou derivaci, inflexe může nastat pouze v bodě, kde f ′′(x) = 0 —

to je „podezřelý“ bod. Zda inflexe opravdu nastává, rozhodneme podle intervalů ryzı́ konvexnosti
a konkávnosti dané funkce. Všimněte si analogie s hledánı́m lokálnı́ch extrémů. Tam nás zajı́maly
nulové body a znaménko prvnı́ derivace. Zde nás zajı́majı́ nulové body a znaménko druhé
derivace.

3. V konkrétnı́ch přı́kladech budeme uvádět maximálnı́ intervaly, na nichž je funkce ryze kon-
vexnı́, resp. ryze konkávnı́. Tı́m budeme rozumět intervaly, které nejsou podmnožinou nějakého
„většı́ho“ intervalu, na kterém by byla daná funkce ještě ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́.
Konvexnost (konkávnost) funkce je definována (9.22, 9.24) pro libovolné intervaly I , kdežto ve
větě 9.28 se mluvı́ pouze o otevřených intervalech. Při hledánı́ maximálnı́ch intervalů, na nichž je
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funkce konvexnı́ (konkávnı́), si tedy budeme všı́mat i krajnı́ch bodů přı́slušných intervalů. Jestliže
bude daná funkce v krajnı́m bodě intervalu spojitá, pak lze tento bod zahrnout do přı́slušného
intervalu, na němž je funkce konvexnı́ (konkávnı́). Důkaz viz [7, str. 177].

Shrňme si naše dosavadnı́ poznatky do jakéhosi návodu, jak postupovat při hledánı́ inflexnı́ch
bodů a maximálnı́ch intervalů, na nichž je funkce f ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́:
1. Určı́me D(f ).
2. Vypočteme f ′ a D(f ′).
3. Vypočteme f ′′ a D(f ′′).
4. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná (předpokládáme přitom, že D(f ′′) lze

vyjádřit jako sjednocenı́ disjunktnı́ch intervalů Ji a že f ′′ je spojitá na každém z těchto intervalů):

a) Určı́me nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0.
b) Každý interval Ji rozdělı́me nulovými body f ′′ na disjunktnı́ intervaly.
c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′′ v tomto bodě.

5. Určı́me intervaly, na nichž je funkce konvexnı́, resp. konkávnı́ (s využitı́m věty 9.28), a určı́me
inflexnı́ body (v bodě x0 ∈ D(f ) takovém, že f ′(x0) existuje a navı́c se měnı́ konvexnost na
konkávnost nebo naopak, nastává inflexe).
Poznamenejme, že intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná můžeme určit i jinak, než je

uvedeno v bodě 4), a to vyřešenı́m nerovnic f ′′(x) > 0 a f ′′(x) < 0.

Přı́klad 9.30. Necht’je funkce f zadána předpisem +

f (x) = x4
− 2x3

− 12x2
+ 7x − 3.

Najděte maximálnı́ intervaly, na nichž je funkce f ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́, a inflexnı́
body funkce f .



Obsah

476. strana ze 616

J J I I

J I
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Zobrazit

‹
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Řešenı́.

1. Určı́me definičnı́ obor: D(f ) = R.

2. Vypočteme prvnı́ derivaci a jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) = 4x3
− 6x2

− 24x + 7, D(f ′) = D(f ).

3. Vypočteme druhou derivaci a jejı́ definičnı́ obor:

f ′′(x) = 12x2
− 12x − 24, D(f ′′) = D(f ).

4. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná.

a) Určı́me nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0.

f ′′(x) = 0 ⇔ 12(x2
− x − 2) = 0 ⇔ x1 = −1 , x2 = 2.

b) D(f ′′) rozdělı́me nulovými body f ′′ na disjunktnı́ intervaly:

(−∞,−1), (−1, 2), (2,∞).

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod, např. −2, 0 a 3, a určı́me znaménko f ′′ v tomto
bodě.

f ′′(−2) = 48 > 0, f ′′(0) = −24 < 0, f ′′(3) = 48 > 0.

Tudı́ž dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je funkce f ′′ kladná na intervalech (−∞,−1) a (2,∞) a
záporná na intervalu (−1, 2).

5. Dle věty 9.28 je tedy funkce f ryze konvexnı́ na intervalech (−∞,−1), (2,∞) a ryze konkávnı́
na intervalu (−1, 2). Body x1 = −1, x2 = 2 jsou inflexnı́mi body funkce f .
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Znaménka druhé derivace a konvexnost resp. konkávnost na přı́slušných intervalech můžeme
vyznačit nad čı́selnou osu nebo do tabulky. Přitom oblouček bude značit ryze konvexnı́ část
funkce a oblouček ryze konkávnı́ část funkce f . Plus a minus označuje znaménko druhé
derivace.

+ − +
f ′′:

inf inf
1−1 2

Tabulka:

(−∞,−1) −1 (−1, 2) 2 (2,∞)

f ′′
+ 0 − 0 +

f inf. inf.

6. Závěr: Vzhledem ke spojitosti funkce na R platı́, že funkce f je ryze konvexnı́ na intervalech
(−∞,−1〉, 〈2,∞) a ryze konkávnı́ na intervalu 〈−1, 2〉. Body x1 = −1, x2 = 2 jsou inflexnı́mi
body funkce f . N

Přı́klad 9.31. Je dána funkce

+

f : y = xe
−
x2
2 .

Najděte maximálnı́ intervaly, na nichž je funkce f ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́, a určete jejı́
inflexnı́ body.

Řešenı́.
1. D(f ) = R.
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2. Prvnı́ derivace a jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) = e
−
x2
2

+ xe
−
x2
2
(
−

1
2

· 2x
)

= (1 − x2)e
−
x2
2 , D(f ′) = R.

3. Druhá derivace a jejı́ definičnı́ obor:

f ′′(x) = e
−
x2
2 (−x)(1 − x2)+ e

−
x2
2 (−2x) =

= e
−
x2
2 (−x + x3

− 2x) = xe
−
x2
2 (x2

− 3) =

= x
(
x −

√
3
)(
x +

√
3
)

e
−
x2
2 , D(f ′′) = R.

4. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná.

a) Určı́me nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0.

f ′′(x) = 0 ⇔ x = −
√

3 ∨ x = 0 ∨ x =
√

3.

b) D(f ′′) rozdělı́me nulovými body f ′′ na disjunktnı́ intervaly:(
−∞,−

√
3
)
,
(
−

√
3, 0
)
,
(
0,

√
3
)
,
(√

3,∞
)
.

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′′ v tomto bodě. Výsledek je
shrnut v následujı́cı́ tabulce.

5. Na základě znaménka f ′′ určı́me intervaly konvexnosti, konkávnosti a inflexnı́ body funkce f .
Výsledek zapı́šeme nad čı́selnou osu

− + − +
f ′′:

inf inf inf

√
3−

√
3 0

√
3
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Zavřı́t dokument

Konec
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nebo do tabulky:(
−∞,−

√
3
)

−
√

3
(
−

√
3, 0
)

0
(
0,

√
3
) √

3
(√

3,∞
)

f ′′
− 0 + 0 − 0 +

f inf. inf. inf.

6. Závěr:
Vzhledem ke spojitosti funkce f na R platı́, že je ryze konkávnı́ na intervalech

(
−∞,−

√
3
〉
,〈

0,
√

3
〉

a ryze konvexnı́ na intervalech
〈
−

√
3, 0
〉

a
〈√

3,∞
)
. Body x1 = −

√
3, x2 = 0,

x3 =
√

3 jsou inflexnı́mi body funkce f . N

Přı́klad 9.32. Je dána funkce +

f : y =
5
√

x3.

Najděte maximálnı́ intervaly, na nichž je funkce f ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́, a určete jejı́
inflexnı́ body.

Řešenı́.

1. D(f ) = R.

2. Prvnı́ derivace a jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) =
3
5
x

−
2
5

=
3
5

5

√
1
x2
, D(f ′) = R r {0}.
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3. Druhá derivace a jejı́ definičnı́ obor:

f ′′(x) =
3
5

(
−

2
5

)
x

−
7
5

= −
6

25
5

√
1
x7
, D(f ′′) = R r {0}.

4. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná.

a) Určı́me nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0. Vzhledem k tomu, že je neznámá jen
ve jmenovateli, nemá rovnice f ′′(x) = 0 žádné řešenı́. Nemáme tedy žádný nulový bod f ′′.

b) Nynı́ máme rozdělit každý z intervalů tvořı́cı́ch D(f ′′) nulovými body f ′′ na disjunktnı́
intervaly. Žádné nulové body nejsou, dostáváme tedy intervaly:

(−∞, 0), (0,∞).

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod, např. −1 a 1, a určı́me znaménko f ′′.

f ′′(−1) = −
6

25
5

√
1

(−1)7
> 0, f ′′(1) = −

6
25

5

√
1
17
< 0.

Tedy podle Cauchyovy-Bolzanovy věty je funkce f ′′ kladná na intervalu (−∞, 0) a záporná na
intervalu (0,∞).

5. Dle věty 9.28 je funkce f ryze konvexnı́ na intervalu (−∞, 0) a ryze konkávnı́ na intervalu
(0,∞). Otázkou je, zda je bod 0 inflexnı́m bodem funkce f . V bodě 0 se měnı́ charakter funkce
z konvexnı́ na konkávnı́, ale neexistuje v tomto bodě prvnı́ derivace! Bod x = 0 nenı́ inflexnı́m
bodem funkce f . Výsledek zapı́šeme nad čı́selnou osu

+ −
f ′′:

0
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Zobrazit

‹
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nebo do tabulky:

(−∞, 0) 0 (0,∞)

f ′′
+ neexistuje −

f

6. Závěr: Funkce f je ryze konvexnı́ na intervalu (−∞, 0〉 a ryze konkávnı́ na intervalu 〈0,∞).
Funkce nemá žádné inflexnı́ body. N

Pro zájemce:
V dalšı́m přı́kladě budeme k určenı́ intervalů, na nichž je druhá derivace kladná, resp. záporná, využı́vat řešenı́
nerovnic. Zkuste si jej spočı́tat také již výše uvedeným postupem, tj. pomocı́ Cauchyovy-Bolzanovy věty.

Přı́klad 9.33. Necht’je funkce f zadána předpisem +

f (x) = e−x2
.

Najděte maximálnı́ intervaly, na nichž je funkce f ryze konvexnı́, resp. ryze konkávnı́, a inflexnı́ body
funkce f .

Řešenı́.
1. Určı́me definičnı́ obor: D(f ) = R
2. Vypočteme prvnı́ derivaci a jejı́ definičnı́ obor:

f ′(x) = e−x2
· (−2x), D(f ′) = D(f ).
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3. Vypočteme druhou derivaci a jejı́ definičnı́ obor:

f ′′(x) = e−x2
· (−2x) · (−2x)+ e−x2

· (−2) = e−x2
· (4x2

− 2), D(f ′′) = D(f ).

4. Hledáme intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná.

a) Najdeme interval, na němž je f ′′(x) > 0. Řešı́me tedy nerovnici:

e−x2
· (4x2

− 2) > 0.

Jelikož hodnota e−x2
je vždy kladná (ey > 0 pro každé y ∈ R), je předchozı́ nerovnice ekvivalentnı́

s nerovnicı́:
4x2

− 2 > 0.

Vytkneme dvojku a dále upravujeme:

2 · (2x2
− 1) > 0 ⇔ 2x2 > 1 ⇔ x2 >

1
2

⇔ |x| >
1

√
2

⇔ |x| >

√
2

2
.

Tedy

x ∈

(√
2

2
,∞

)
∨ x ∈

(
−∞,−

√
2

2

)
.

Funkce f ′′ je kladná na intervalu
(
−∞,−

√
2
/

2
)

a na intervalu
(√

2
/

2,∞
)
.

b) Analogicky postupujeme při hledánı́ intervalů, kde je f ′′(x) < 0. Řešı́me tedy nerovnici:

e−x2
· (4x2

− 2) < 0 ⇔ 2(2x2
− 1) < 0 ⇔ |x| <

√
1
2

⇔ x ∈

(
−

√
2

2
,

√
2

2

)
.

Funkce f ′′ je záporná na intervalu
(
−

√
2
/

2,
√

2
/

2
)
.
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5. Funkce f je ryze konvexnı́ na intervalu
(
−∞,−

√
2
/

2
)

a na intervalu
(√

2
/

2,∞
)

a ryze konkávnı́
na intervalu

(
−

√
2
/

2,
√

2
/

2
)
. Funkce f má dva inflexnı́ body: x1 = −

√
2
/

2, x2 =
√

2
/

2. Výsledek
zapı́šeme nad čı́selnou osu

+ − +
f ′′:

inf inf

√
2
/

2−
√

2
/

2
√

2
/

2

nebo do tabulky: (
−∞,−

√
2
/

2
)

−
√

2
/

2
(
−

√
2
/

2,
√

2
/

2
) √

2
/

2
(√

2
/

2,∞
)

f ′′
+ 0 − 0 +

f inf. inf.

6. Závěr: Vzhledem ke spojitosti funkcef na R platı́, že funkce je ryze konkávnı́ na intervalu
〈
−

√
2
/

2,
√

2
/

2
〉

a ryze konvexnı́ na intervalech
(
−∞,−

√
2
/

2
〉

a
〈√

2
/

2,∞
〉
. Body x1 = −

√
2
/

2, x2 =
√

2
/

2 jsou in-
flexnı́mi body funkce f . N
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9.4. Asymptoty grafu funkce

V této podkapitole se seznámı́me s pojmem asymptota grafu funkce. Ze střednı́ školy známe pojem
asymptoty v souvislosti s hyperbolou. Je to přı́mka, ke které se hyperbola „neomezeně přibližuje“.
Ukazuje se výhodné rozlišit asymptoty podle toho, zda jsou rovnoběžné s osou y nebo ne.

Svislé asymptoty

Definice 9.34. Přı́mka x = x0, x0 ∈ R se nazývá svislá asymptota grafu funkce f , jestliže je
alespoň jedna jednostranná limita funkce f v bodě x0 nevlastnı́, tj.

lim
x→x+

0

f (x) = ±∞ nebo lim
x→x−

0

f (x) = ±∞.

x

y

x = x0O

y → +∞

Obr. 9.9

Pro svislé asymptoty se někdy použı́vá název asymptoty
bez směrnice.

To, že je přı́mka x = x0 svislou asymptotou grafu funkce f ,
geometricky znamená, že pokud se blı́žı́me k bodu x0 zleva
nebo zprava, body grafu funkce f se „blı́žı́“ (pro y → ∞,
resp. y → −∞) k bodům přı́mky x = x0 — viz obr. 9.9.

Pokud je funkce v nějakém bodě spojitá, nemůže zde mı́t
svislou asymptotu, protože v tomto přı́padě by limita byla rovna
přı́mo funkčnı́ hodnotě a funkčnı́ hodnota nemůže být neko-
nečná. Připadajı́ v úvahu tedy pouze ty body x0 ∈ R, na jejichž
P(x0) nebo P+(x0) nebo P−(x0) je funkce definována, ale
nenı́ v tomto bodě spojitá.
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Přı́klad 9.35. Najděte svislé asymptoty grafu funkcı́: +

a) f : y =
1
x2
, b) g : y = 5x +

sin x
x

.

Řešenı́.

a) Nejprve určı́me definičnı́ obor: D(f ) = (−∞, 0) ∪ (0,∞). Funkce f je spojitá v každém bodě
D(f ), tedy jediný bod, ve kterém by mohla být svislá asymptota, je bod x0 = 0. Vypočteme
limitu zprava funkce f v tomto bodě:

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

1
x2

= lim
x→0+

1
x

· lim
x→0+

1
x

= ∞ · ∞ = ∞.

Můžeme tedy řı́ci, že přı́mka x = 0 je svislou asymptotou grafu funkce f .
(Všimněte si, že ke konstatovánı́, že přı́mka x = 0 je svislou asymptotou grafu funkce f ,
nepotřebujeme znát limitu zleva. Stačı́, když je jedna z jednostranných limit rovna plus anebo
minus nekonečnu.

b) Nejprve určı́me definičnı́ obor: D(g) = (−∞, 0) ∪ (0,∞). Funkce g je spojitá v každém bodě
D(g), tedy jediný bod, ve kterém by mohla být svislá asymptota, je opět bod x0 = 0. Vypočteme
limitu funkce g v bodě nula:

lim
x→0

g(x) = lim
x→0

(
5x +

sin x
x

)
= lim

x→0
5x + lim

x→0

sin x
x

= 0 + 1 = 1.

Protože lim
x→0

g(x) = 1, je i každá z jednostranných limit rovna jedné. Graf funkce g tudı́ž nemá

v bodě nula svislou asymptotu. Jiný bod nepřipadá v úvahu, můžeme tedy řı́ci, že graf funkce g
nemá žádné svislé asymptoty. N
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Zobrazit

‹
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Asymptoty v +∞ a −∞

Definice 9.36. Přı́mka y = ax + b, a, b ∈ R, se nazývá asymptota grafu funkce f v plus
nekonečnu, resp. v minus nekonečnu, jestliže platı́:

lim
x→+∞

(
f (x)− (ax + b)

)
= 0, resp. lim

x→−∞

(
f (x)− (ax + b)

)
= 0.

Pro asymptoty v plus a minus nekonečnu se někdy použı́vá název asymptoty se směrnicı́ nebo
šikmé asymptoty.

To, že je přı́mka y = ax + b, a, b ∈ R, asymptotou grafu funkce f v plus nekonečnu,
geometricky znamená, že pokud se blı́žı́me k plus nekonečnu, „body grafu funkce se blı́žı́ k bodům
této přı́mky“. Obdobně pro asymptotu v minus nekonečnu. Asymptoty v plus a minus nekonečnu
nemusı́ existovat současně, a pokud existujı́, mohou být různé.

Uvědomte si, že nevı́me, zda se graf funkce k asymptotě přibližuje shora (obr. 9.10 a)), resp.
zdola nebo zda kolem asymptoty „osciluje“ (obr. 9.10 b)).

Věta 9.37. Přı́mka y = ax + b je asymptotou grafu funkce f v plus nekonečnu, právě když

lim
x→+∞

f (x)

x
= a, a ∈ R a lim

x→+∞

(
f (x)− ax

)
= b, b ∈ R.

Přı́mka y = ax + b je asymptotou grafu funkce f v minus nekonečnu, právě když

lim
x→−∞

f (x)

x
= a, a ∈ R a lim

x→−∞

(
f (x)− ax

)
= b, b ∈ R.
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Zobrazit

‹
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x

y

O

y = f (x)

p

a)

x

y

O

y = f (x)

p

b)

Obr. 9.10

Při výpočtu asymptoty grafu funkce f v +∞ postupujeme následujı́cı́m způsobem:

1. Zjistı́me, zda existuje lim
x→+∞

f (x)

x
. Jestliže neexistuje nebo je nevlastnı́, funkce nemá asymptotu

v +∞. Pokud limita lim
x→+∞

f (x)

x
existuje a je vlastnı́, položı́me lim

x→+∞

f (x)

x
= a a přistoupı́me

k dalšı́mu bodu.
2. Zjistı́me, zda existuje lim

x→+∞

(
f (x) − ax

)
. Jestliže neexistuje nebo je nevlastnı́, funkce nemá

asymptotu v +∞. Jestliže lim
x→+∞

(
f (x) − ax

)
existuje a je vlastnı́, položı́me lim

x→+∞

(
f (x) −

− ax
)

= b.
3. Jestliže obě limity existovaly a byly vlastnı́, pak je přı́mka y = ax+b asymptotou grafu funkce f

v +∞.
Analogicky postupujeme při výpočtu asymptoty grafu funkce f v −∞.
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Přı́klad 9.38. Najděte asymptoty v +∞ a −∞ grafu funkce f : y =
3x2

x − 1
. +

Řešenı́. Pokusı́me se o současné provedenı́ výpočtu pro asymptoty v +∞ i v −∞. Vyjde

lim
x→±∞

f (x)

x
= lim

x→±∞

3x2

x−1

x
= lim

x→±∞

3x2

x2 − x
= 3 = a,

lim
x→±∞

(
f (x)− ax

)
= lim

x→±∞

(
3x2

x − 1
− 3x

)
= lim

x→±∞

3x2
− 3x2

+ 3x
x − 1

=

= lim
x→±∞

3x
x − 1

= 3 = b.

Graf funkce f má šikmou asymptotu v plus i minus nekonečnu, a tou je přı́mka o rovnici y =

= 3x + 3. N

Přı́klad 9.39. Najděte všechny asymptoty grafu funkce f : y =
4 + x3

4 − x2
. +

Řešenı́.

1. Svislé asymptoty.
D(f ) = Rr {−2, 2}, f je spojitá ve všech bodech, kde je definována. Nenı́ definována v bodech
−2, 2. Pro hledánı́ svislých asymptot připadajı́ tedy v úvahu pouze tyto dva body.
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Vypočteme jednostranné limity v bodech −2, 2.

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

4 + x3

4 − x2
= lim

x→2+

4 + x3

(2 − x)(2 + x)
= lim

x→2+

4 + x3

2 + x
·

1
2 − x

=

= lim
x→2+

4 + x3

2 + x
· lim
x→2+

1
2 − x

.

Prvnı́ limitu vypočteme dosazenı́m (jedná se o spojitou funkci v bodě 2, tedy limita se rovná
funkčnı́ hodnotě),

lim
x→2+

4 + x3

2 + x
=

4 + 23

2 + 2
= 3.

Druhou limitu vypočteme užitı́m věty 6.53. Označme g(x) = 2 − x. Pak lim
x→2+

(2 − x) = 0 a

funkce g je na pravém prstencovém okolı́ bodu 2 záporná, tudı́ž dle věty 6.53 je

lim
x→2+

1
g(x)

= lim
x→2+

1
2 − x

= −∞, takže lim
x→2+

f (x) = 3 · (−∞) = −∞.

Přı́mka x = 2 je tedy svislou asymptotou grafu funkce f .
Zbývá zjistit, zda přı́mka x = −2 je také svislou asymptotou grafu funkce f . Postupně dostaneme

lim
x→−2+

f (x) = lim
x→−2+

4 + x3

4 − x2
= lim

x→−2+

4 + x3

(2 − x)(2 + x)
=

= lim
x→−2+

4 + x3

2 − x
·

1
2 + x

= lim
x→−2+

4 + x3

2 − x
· lim
x→−2+

1
2 + x

.

Prvnı́ limitu vypočteme dosazenı́m, tj.

lim
x→−2+

4 + x3

2 − x
=

4 + (−2)3

2 − (−2)
= −1.
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Druhou limitu vypočteme opět užitı́m věty 6.53. Označme g(x) = 2 + x. Pak lim
x→−2+

(2 + x) = 0

a funkce g je na pravém prstencovém okolı́ bodu −2 kladná, tedy dle věty 6.53 je

lim
x→−2+

1
g(x)

= lim
x→−2+

1
2 + x

= +∞, takže lim
x→−2+

f (x) = −1 · (+∞) = −∞.

Přı́mka x = −2 je také svislou asymptotou grafu funkce f .
Graf funkce f má dvě svislé asymptoty: x = 2, x = −2.

2. Asymptoty v +∞ a −∞. Opět se pokusı́me o současné provedenı́ výpočtu pro ±∞:

lim
x→±∞

f (x)

x
= lim

x→±∞

4+x3

4−x2

x
= lim

x→±∞

4 + x3

x · (4 − x2)
= lim

x→±∞

4 + x3

4x − x3
=

= lim
x→±∞

x3
·
( 4
x3 + 1

)
x3 ·

( 4
x2 − 1

) = lim
x→±∞

4
x3 + 1
4
x2 − 1

=
1

−1
= −1 = a.

Vypočetli jsme a = −1. Přistoupı́me tedy k výpočtu dalšı́ limity:

lim
x→±∞

[f (x)− ax] = lim
x→±∞

[
4 + x3

4 − x2
− (−1) · x

]
= lim

x→±∞

[
4 + x3

4 − x2
+ x

]
=

= lim
x→±∞

4 + x3
+ 4x − x3

4 − x2
= lim

x→±∞

4 + 4x
4 − x2

= lim
x→±∞

x2
·
( 4
x2 +

4
x

)
x2 ·

( 4
x2 − 1

) = 0 = b.

Šikmou asymptotou grafu funkce f v plus i minus nekonečnu je přı́mka y = −x.

3. Závěr: Svislými asymptotami grafu funkce f jsou přı́mky x = 2 a x = −2 a asymptotou v plus
i minus nekonečnu je přı́mka y = −x — viz obr. 9.11 a). N
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Skrýt menu
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x

y

−2 O 2

f (x) =
4 + x3

4 − x2

y = −x

a)

x

y

−1 O

f (x) =
ex

x + 1

b)

Obr. 9.11
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Přı́klad 9.40. Najděte všechny asymptoty grafu funkce f : y =
ex

x + 1
. +

Řešenı́.

1. Svislé asymptoty.
D(f ) = R r {−1}, f je spojitá ve všech bodech, kde je definována. Svislá asymptota může tedy
nastat pouze v jediném bodě x = −1.
Vypočteme jednostrannou limitu v bodě −1.

lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

ex

x + 1
= lim

x→−1+
e−1 1

x + 1
= lim

x→−1+

1
e

· (+∞) = +∞.

Při výpočtu lim
x→−1+

1
x+1 jsme využili větu 6.53. Označı́me-li g(x) = x + 1, pak platı́ lim

x→−1+
(x +

+ 1) = 0 a funkce g je na pravém prstencovém okolı́ bodu −1 kladná. Tudı́ž dle věty 6.53 je
lim

x→−1+

1
x+1 = +∞.

Přı́mka x = −1 je tedy svislou asymptotou grafu funkce f .
2. Asymptota v +∞:

lim
x→+∞

f (x)

x
= lim

x→+∞

ex
x+1

x
= lim

x→+∞

ex

x2 + x

LP
= lim

x→+∞

ex

2x + 1
LP
= lim

x→+∞

ex

2
= ∞.

Limita je nevlastnı́, tedy graf funkce f nemá asymptotu v +∞.
3. Asymptota v −∞:

lim
x→−∞

f (x)

x
= lim

x→−∞

ex
x+1

x
= lim

x→−∞

ex

x2 + x
= 0 = a.
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Vypočetli jsme a = 0. Přistoupı́me k výpočtu dalšı́ limity.

lim
x→−∞

[f (x)− ax] = lim
x→−∞

[
ex

x + 1
− 0x

]
= lim

x→−∞

ex

x + 1
= 0 = b.

Asymptotou v −∞ grafu funkce f je přı́mka y = 0.

4. Závěr: Svislou asymptotou grafu funkce f je přı́mka x = −1 a asymptotou v minus nekonečnu
je přı́mka y = 0. Asymptota v plus nekonečnu nenı́ — viz obr. 9.11 b). N

9.5. Průběh funkce

Poznatky, které jsme zı́skali v předchozı́ch odstavcı́ch, nám umožňujı́ načrtnout graf funkce. Řı́káme,
že vyšetřujeme průběh funkce. Postup, který se skládá z řady dı́lčı́ch úloh, shrneme do následujı́cı́ch
bodů:

1. Určı́me definičnı́ obor.

2. Rozhodneme, kde je funkce spojitá, určı́me přı́p. body nespojitosti.

3. Rozhodneme, zda je funkce sudá nebo lichá, přı́p. periodická.

4. Vypočteme f ′ a D(f ′).

5. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná (předpokládáme přitom, že D(f ′) lze
vyjádřit jako sjednocenı́ disjunktnı́ch intervalů Ji a že f ′ je spojitá na každém z těchto intervalů):

a) Určı́me nulové body f ′, tj. řešı́me rovnici f ′(x) = 0.
b) Každý interval Ji rozdělı́me nulovými body f ′ na disjunktnı́ intervaly.
c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′ v tomto bodě.
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6. Určı́me intervaly monotonie funkce f (s využitı́m věty 9.1) a lokálnı́ extrémy — v bodě
x0 ∈ D(f ), kde se měnı́ charakter funkce „z rostoucı́ na klesajı́cı́“, nastává ostré lokálnı́
maximum a v bodě, kde se měnı́ charakter funkce „z klesajı́cı́ na rostoucı́“, nastává ostré lokálnı́
minimum.

7. Vypočteme f ′′ a D(f ′′).

8. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná (předpokládáme přitom, že D(f ′′) lze
vyjádřit jako sjednocenı́ disjunktnı́ch intervalů Ji a že f ′′ je spojitá na každém z těchto intervalů):

a) Určı́me nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0.
b) Každý interval Ji rozdělı́me nulovými body f ′′ na disjunktnı́ intervaly.
c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′′ v tomto bodě.

9. Určı́me intervaly, na nichž je funkce konvexnı́, resp. konkávnı́ (s využitı́m věty 9.28), a určı́me
inflexnı́ body — v bodě x0 ∈ D(f ) takovém, že f ′(x0) existuje a navı́c se měnı́ konvexnost na
konkávnost nebo naopak, nastává inflexe.

10. Najdeme asymptoty:

a) Svislé asymptoty — mohou nastat v bodech nespojitosti ležı́cı́ch v D(f ) nebo v hraničnı́ch
(vlastnı́ch) bodech D(f ).

b) Asymptoty v ±∞.

I když k důkazu existence svislé asymptoty nám mnohdy stačı́ spočı́tat jen jednu jednostrannou
limitu v bodě nespojitosti, kvůli načrtnutı́ grafu funkce je vhodné spočı́tat obě jednostranné
limity.

11. Podle potřeby určı́me dalšı́ vlastnosti funkce f (průsečı́ky s osami, funkčnı́ hodnoty ve „vý-
znamných bodech“, intervaly, na nichž je funkce kladná, resp. záporná, . . . ).

12. Načrtneme graf funkce f .
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Poznámka 9.41. Je-li funkce sudá nebo lichá, musı́ všechny kořeny, intervaly, znaménka apod.
vycházet v určitém smyslu souměrně. Můžeme tedy průběh takové funkce vyšetřovat pouze na
„polovině“ definičnı́ho oboru.

Protože nakreslenı́ grafu někdy dělá potı́že, doporučujeme:

i) nejprve vyznačit všechny asymptoty (pokud existujı́),

ii) vyznačit průsečı́ky grafu s osou x a funkčnı́ hodnoty v bodech lokálnı́ch extrémů,

iii) načrtnout si pomocný obrázek funkce f s ohledem na to, kde je funkce nad a kde pod osou x a
kde roste a klesá (bez ohledu na „prohnutı́“),

iv) načrtnout graf funkce f se všemi podstatnými kvalitativnı́mi rysy (včetně správného „prohnutı́“
— tj. konvexnost a konkávnost).

Přı́klad 9.42. Vyšetřete průběh funkce f : y = x − arctg x. +

Řešenı́. Budeme postupovat podle uvedeného návodu.

1. Definičnı́ obor funkce f : D(f ) = R.

2. Funkce f je elementárnı́, tudı́ž je spojitá na celém D(f ) = R.

3. Zjistı́me, zda je funkce f sudá, lichá, přı́p. periodická.

f (−x) = (−x)− arctg(−x) = (−x)− (− arctg x) =

= −(x − arctg x) = −f (x), x ∈ D(f ).

Tedy f je lichá funkce. Jejı́ graf bude souměrný podle počátku. Stačilo by tudı́ž vyšetřovat průběh
této funkce pouze na intervalu 〈0,∞). My však provedeme výpočty pro celý D(f ).
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4. Vypočteme f ′ a D(f ′).

f ′(x) = (x − arctg x)′ = (x)′ − (arctg x)′ = 1 −
1

1 + x2
, D(f ′) = D(f ).

5. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná:

a) Najdeme nulové body f ′, tj. řešı́me rovnici f ′(x) = 0.

f ′(x) = 0 ⇔ 1 −
1

1 + x2
= 0 ⇔

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0 ⇔

x2

1 + x2
= 0 ⇔ x = 0.

b) D(f ′) rozdělı́me nulovými body f ′ na disjunktnı́ intervaly.

(−∞, 0), (0,∞).

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′ v tomto bodě.

f ′(−1) = 1 −
1

1 + (−1)2
> 0, f ′(1) = 1 −

1
1 + 12

> 0.

Dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je tedy funkce f ′ kladná na intervalech (−∞, 0) a (0,∞).

6. Určı́me intervaly monotonie a lokálnı́ extrémy.
Funkce f je rostoucı́ na intervalech (−∞, 0) a (0,∞). Vzhledem ke spojitosti funkce f na R,
můžeme řı́ci, že funkce je rostoucı́ na celém definičnı́m oboru R. Nemá tedy žádný lokálnı́ extrém.

+ +
f ′:

0
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7. Vypočteme f ′′ a D(f ′′):

f ′′(x) =
2x

(1 + x2)2
, D(f ′′) = D(f ).

8. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná:

a) Najdeme nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0.

f ′′(x) = 0 ⇔
2x

(1 + x2)2
= 0 ⇔ 2x = 0 ⇔ x = 0.

b) D(f ′′) rozdělı́me nulovými body f ′′ na disjunktnı́ intervaly.

(−∞, 0), (0,∞).

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′′ v tomto bodě.

f ′′(−1) < 0, f ′′(1) > 0.

Dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je tedy funkce f ′′ záporná na intervalu (−∞, 0) a kladná na
intervalu (0,∞).

9. Určı́me intervaly konvexnosti a konkávnosti funkce f a inflexnı́ body: Funkce f je konkávnı́ na
intervalu (−∞, 0) a konvexnı́ na intervalu (0,∞). Bod nula je inflexnı́m bodem funkce f (měnı́
se v něm konkávnost na konvexnost a existuje v něm prvnı́ derivace funkce f ). Zde vidı́me
dalšı́ zdůvodněnı́ skutečnosti, že v nule nemá funkce f lokálnı́ extrém.

− +
f ′′:

inf
0
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10. Najdeme asymptoty funkce f . Funkce f je spojitá na celém D(f ), proto nemůže mı́t žádnou
svislou asymptotu. Najděme asymptotu grafu funkce f v +∞:

lim
x→+∞

f (x)

x
= lim

x→+∞

x − arctg x
x

= lim
x→+∞

(
1 −

arctg x
x

)
= 1 − lim

x→+∞

arctg x
x

=

= 1 − lim
x→+∞

arctg x · lim
x→+∞

1
x

= 1 −

(
+

π

2

)
· lim
x→+∞

1
x

= 1 − 0 = 1 = a1.

Vypočetli jsme a1 = 1. Přistoupı́me k výpočtu dalšı́ limity:

lim
x→+∞

(
f (x)− ax

)
= lim

x→+∞
(x − arctg x − x) = lim

x→+∞
(− arctg x) =

= − lim
x→+∞

arctg x = −
π

2
= b1.

Asymptotou grafu funkce f v plus nekonečnu je přı́mka y = x −
π
2 .

Spočtěme nynı́ asymptotu v −∞:

lim
x→−∞

f (x)

x
= lim

x→−∞

x − arctg x
x

= lim
x→−∞

(
1 −

arctg x
x

)
= 1 − lim

x→−∞

arctg x
x

=

= 1 − lim
x→−∞

arctg x · lim
x→−∞

1
x

= 1 −

(
−

π

2

)
· lim
x→−∞

1
x

= 1 = a2.

Můžeme přistoupit k výpočtu dalšı́ limity.

lim
x→−∞

(
f (x)− ax

)
= lim

x→−∞
(x − arctg x − x) = lim

x→−∞
(− arctg x) =

= − lim
x→−∞

arctg x = +
π

2
= b2.

Asymptotou grafu funkce f v minus nekonečnu je přı́mka y = x +
π
2 .
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Skrýt menu
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x

y

O

y = x − arctg x

y = x − π/2

y = x + π/2

Obr. 9.12

11. Chceme-li určit průsečı́ky grafu funkce f se souřadnými osami, dostaneme rovnici x−arctg x =

= 0, kterou neumı́me algebraicky řešit. Postupujme tedy úvahou. Z toho, že je funkce rostoucı́,
plyne, že může mı́t maximálně jeden průsečı́k s osou x, tj. rovnice může mı́t nejvýše jeden
kořen. Dále vı́me, že se jedná o funkci lichou, která je navı́c definovaná v 0. Z toho vyplývá, že
musı́ procházet nulou. Jediným průsečı́kem funkce s osou x je tedy bod x = 0.

12. Nynı́ zbývá zakreslit graf funkce f se všemi podstatnými rysy — viz obr. 9.12. N

Přı́klad 9.43. Vyšetřete průběh funkce f : y =
x3

x2 − 1
. +
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Zavřı́t dokument

Konec
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Řešenı́. Budeme postupovat podle uvedeného návodu.

1. Jedná se o racionálnı́ lomenou funkci, která nenı́ definovaná pouze v kořenech jmenovatele.
Tyto kořeny určı́me z rovnice:

x2
− 1 = 0 ⇔ x = ±1.

Tedy: D(f ) = R r {±1}.

2. Funkce f je spojitá v každém bodě D(f ).

3. Periodičnost. Funkce f nenı́ periodická, nebot’pro každé k ∈ R+ existuje x ∈ D(f ) takové, že:
f (x + k) =

(x+k)3

(x+k)2−1 6= f (x).

Sudost, lichost. Necht’x ∈ D(f ). Pak

f (−x) =
(−x)3

(−x)2 − 1
=

−x3

x2 − 1
= −

x3

x2 − 1
= −f (x).

Funkce je lichá, jejı́ graf bude středově souměrný vzhledem k počátku. Tedy průběh funkce stačı́
vyšetřovat pouze na „polovině“ definičnı́ho oboru, tj. na množině D∗(f ) = 〈0, 1) ∪ (1,∞).

Všechny dalšı́ výpočty budeme proto provádět v rámci této „poloviny“ definičnı́ho oboru, tj.
v rámci množiny D∗(f ) = 〈0, 1) ∪ (1,∞). Chovánı́ funkce na „zbytku“ definičnı́ho oboru
určı́me nakonec právě z lichosti funkce f .

4. Vypočteme f ′ a D∗(f ′).

f ′(x) =

(
x3

x2 − 1

)′

=
3x2(x2

− 1)− x3
· 2x

(x2 − 1)2
=
x4

− 3x2

(x2 − 1)2
, D∗(f ′) = D∗(f ).

5. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná:
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a) Najdeme nulové body f ′, tj. řešı́me rovnici f ′(x) = 0.

f ′(x) = 0 ⇔
x4

− 3x2

(x2 − 1)2
= 0 ⇔ x4

− 3x2
= 0 ⇔ x2(x2

− 3) = 0 ⇔

⇔ x2(x +
√

3
)(
x −

√
3
)

= 0.

Dostaneme tři nulové body
x0 = −

√
3, x1 = 0, x2 =

√
3.

Jelikož x0 /∈ D∗(f ), nebudeme jej dále do svých výpočtů zahrnovat. Vrátı́me se k němu až
na konci přı́kladu v bodě 10, kdy budeme kreslit graf funkce a z lichosti této funkce plyne, že
chovánı́ funkce f v okolı́ bodu x0 = −

√
3 se dá určit z chovánı́ funkce v okolı́ bodu x2 =

√
3.

b) Každý z intervalů tvořı́cı́ch D∗(f ′) = 〈0, 1) ∪ (1,∞) rozdělı́me nulovými body f ′ na dis-
junktnı́ intervaly.

(0, 1),
(
1,

√
3
)
,
(√

3,∞
)
.

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′ v tomto bodě.

f ′

(1
2

)
= −

11
9
< 0, f ′

(3
2

)
= −

27
25
< 0, f ′(2) =

4
9
> 0.

Dle Cauchyovy-Bolzanovy věty je tedy funkce f ′ záporná na intervalech (0, 1) a
(
1,

√
3
)

a
kladná na intervalu

(√
3,∞

)
.

6. Určı́me intervaly monotonie a lokálnı́ extrémy. Funkce f je klesajı́cı́ na intervalech (0, 1) a(
1,

√
3
)

a rostoucı́ na intervalu
(√

3,∞
)
. Tedy f má v bodě x2 =

√
3 ostré lokálnı́ minimum:

f
(√

3
)

=

(√
3
)3(√

3
)2

− 1
=

3
√

3
3 − 1

=
3
2

√
3.

Dalšı́ lokálnı́ extrémy určı́me v závěru přı́kladu z lichosti funkce.
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7. Vypočteme f ′′ a D∗(f ′′).

f ′′(x) =

(
x4

− 3x2

(x2 − 1)2

)′

=
(4x3

− 6x)(x2
− 1)2 − (x4

− 3x2)(x2
− 1)2x

(x2 − 1)4
=

=
(x2

− 1)[(4x3
− 6x)(x2

− 1)− 4x(x4
− 3x2)]

(x2 − 1)4
=

=
4x5

− 6x3
− 4x3

+ 6x − 4x5
+ 12x3

(x2 − 1)3
=

2x3
+ 6x

(x2 − 1)3
, D∗(f ′′) = D∗(f ).

8. Určı́me intervaly, na nichž je f ′′ kladná, resp. záporná.

a) Najdeme nulové body f ′′, tj. řešı́me rovnici f ′′(x) = 0.

f ′′(x) = 0 ⇔
2x3

+ 6x
(x2 − 1)3

= 0 ⇔ 2x3
+ 6x = 0 ⇔ 2x(x2

+ 3) = 0.

V reálném oboru existuje jediné řešenı́ této rovnice, a to bod x1 = 0.
b) Nynı́ máme rozdělit každý z intervalů tvořı́cı́ch D∗(f ′′) nulovými body f ′′ na disjunktnı́

intervaly. Vzhledem k tomu, že x1 = 0 je krajnı́ bod, dostáváme intervaly:

(0, 1), (1,∞).

c) Vybereme z každého intervalu jeden bod a určı́me znaménko f ′′ v tomto bodě.

f ′′

(1
2

)
= −

208
27

< 0, f ′′(2) =
28
27
> 0.

Dle Caychyovy-Bolzanovy věty je tedy druhá derivace funkce f záporná na intervalu (0, 1) a
kladná na intervalu (1,∞).
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Skrýt menu
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9. Určı́me intervaly, na nichž je funkce konvexnı́, resp. konkávnı́ (s využitı́m věty 9.28), a inflexnı́
body.
Funkce f je konkávnı́ na intervalu (0, 1) a konvexnı́ na intervalu (1,∞).
Inflexnı́ body mohou být pouze tam, kde se měnı́ konvexnost a konkávnost funkce. Na sjednocenı́
intervalů (0, 1) ∪ (1,∞) žádný inflexnı́ bod nenı́ (bod 1 nenı́ bodem definičnı́ho oboru!), ale
jelikož v tuto chvı́li vyšetřujeme průběh funkce pouze na „polovině“ definičnı́ho oboru, zůstává
otevřenou otázkou situace v bodě x1 = 0.

10. Nynı́ máme najı́t asymptoty.

a) Svislé asymptoty: Funkce nenı́ definována v bodě x3 = 1. Je spojitá v každém bodě D∗(f ).
Tedy pouze tı́mto bodem může procházet svislá asymptota (situace se týká pouze „poloviny“
definičnı́ho oboru). Vypočteme jednostrannou limitu v bodě x3 = 1.

lim
x→1+

x3

x2 − 1
= lim
x→1+

x3

(x − 1)(x + 1)
= lim

x→1+

x3

x + 1
· lim
x→1+

1
x − 1

=

=
1
2

· (+∞) = ∞.

Tedy přı́mka x = 1 je svislou asymptotou grafu funkce f .
b) Asymptota v +∞:

lim
x→+∞

x3

x2−1

x
= lim

x→+∞

x3

x3 − x
= lim

x→+∞

x3

x3(1 −
1
x2 )

= 1 = a.

Koeficient a ∈ R, lze tedy počı́tat druhou limitu. Vyjde
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lim
x→+∞

[
x3

x2 − 1
− 1 · x

]
= lim

x→+∞

x3
− x3

+ x

x2 − 1
= lim

x→+∞

x

x2 − 1
=

lim
x→+∞

x2
·

1
x

x2(1 −
1
x2 )

= 0 = b.

Asymptota v plus nekonečnu má tedy rovnici y = 1 · x + 0, tj. y = x.

11. Určı́me nulové body funkce f a intervaly, kde je funkce kladná a kde záporná.
Nejprve najdeme nulové body funkce f .

f (x) = 0 ⇔
x3

x2 − 1
= 0 ⇔ x3

= 0 ⇔ x = 0,

tj. bod x1 = 0 je nulovým bodem funkce f .

Funkce f je spojitá na intervalech (0, 1) a na (1,∞), tudı́ž dle Cauchyovy-Bolzanovy věty stačı́
určit znaménko funkčnı́ hodnoty funkce f vždy v jednom z bodů jednotlivých intervalů (0, 1),
(1,∞):

f
(1

2

)
= −

1
6
< 0, f (2) =

8
3
> 0,

tedy f je záporná na (0, 1) a kladná na (1,∞).

12. Shrnutı́m předchozı́ch výsledků a využitı́m lichosti funkce f dostaneme následujı́cı́ poznatky
o vlastnostech funkce f :

• rostoucı́ části funkce na intervalu
(√

3,+∞
)

odpovı́dá rostoucı́ část funkce na intervalu(
−∞,−

√
3
)
, klesajı́cı́ části funkce na intervalu

(
1,

√
3
)

odpovı́dá klesajı́cı́ část na inter-
valu

(
−

√
3,−1

)
a klesajı́cı́ části na intervalu (0, 1) odpovı́dá klesajı́cı́ část na intervalu

(−1, 0),
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• ostrému lokálnı́mu minimu v bodě x2 =
√

3 odpovı́dá ostré lokálnı́ maximum v bodě
x0 = −

√
3. Znaménka derivace a monotonii si vyznačı́me nad čı́selnou osu:

+ − − − − +
f ′:

max min

√
3−

√
3 1−1 0 1

√
3

• konvexnı́ části funkce na intervalu (1,+∞) odpovı́dá konkávnı́ část funkce na intervalu
(−∞,−1), konkávnı́ části na intervalu (0, 1) odpovı́dá konvexnı́ část na intervalu (−1, 0),
tedy bod x1 = 0 je inflexnı́m bodem funkce f . Znaménka druhé derivace a konvexnost a
konkávnost si vyznačı́me opět nad čı́selnou osu:

− + − +
f ′′:

inf
1−1 0 1

• svislé asymptotě x = 1 odpovı́dá svislá asymptota x = −1,

• asymptotě y = x v plus nekonečnu odpovı́dá stejná asymptota y = x v minus nekonečnu,

• záporné části na intervalu (0, 1) odpovı́dá kladná část na intervalu (−1, 0) a kladné části
na intervalu (1,∞) odpovı́dá záporná část na intervalu (−∞,−1).

Ze všech zı́skaných poznatků jsme již schopni zakreslit graf funkce f — viz obr. 9.13. N

Předchozı́ funkce měla všechny vlastnosti, které jsme se učili vyšetřovat (lokálnı́ extrémy,
inflexnı́ body, konvexnı́ a konkávnı́ části, svislé asymptoty a asymptoty v +∞ a −∞). Je zřejmé, že
vyšetřovánı́ průběhu takové funkce je pracné. Jestliže některá vlastnost chybı́, je obvykle výpočet
přiměřeně snazšı́.



Obsah

506. strana ze 616

J J I I

J I
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x

y

3
2

√
3

−
3
2

√
3

√
3−1 1

√
3−

√
3

O

y =
x3

x2 − 1

Obr. 9.13
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Nejčastějšı́mi funkcemi, s nimiž se v praxi setkáváme, jsou polynomy a racionálnı́ lomené
funkce. Mnohdy nepotřebujeme přesný průběh funkce, ale rádi bychom si udělali alespoň hrubou
představu o grafu funkce. V přı́padě polynomů lze postupovat způsobem, který jsme naznačili
v kapitole 8.

V přı́padě racionálnı́ lomené funkce hrajı́ klı́čovou roli kořeny čitatele a kořeny jmenovatele.
Následujı́cı́ animace vám pomohou udělat si představu o průběhu racionálnı́ch lomených funkcı́.

Animace A
Uvažujme nejprve racionálnı́ lomenou funkci, která má v čitateli lineárnı́ polynom a ve jmenovateli
také lineárnı́ polynom:

f (x) = k ·
x − a

x − b
.

Pomocı́ následujı́cı́ animace A zkoumejte vliv koeficientů a, b, k na graf funkce.
Nynı́ si sami zkuste nakreslit grafy funkcı́:

f (x) =
2(x − 2)
x − 5

, f (x) =
−2(x + 2)
x − 5

, f (x) =
3(x − 2)
x − 2

.

Grafy si zkontrolujte pomocı́ animace.

Animace A
Nynı́ uvažujme racionálnı́ lomenou funkci, která má v čitateli lineárnı́ polynom a ve jmenovateli
kvadratický polynom:

f (x) = k ·
x − a

(x − b)(x − c)
.



Obsah

508. strana ze 616

J J I I

J I
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Pomocı́ následujı́cı́ animace A zkoumejte opět vliv koeficientů a, b, c, k na graf funkce.
Přitom si všı́mejte toho,

• jak se projevı́ kořen čitatele na grafu funkce,

• jak se projevı́ kořeny jmenovatele na grafu funkce,

• jak vypadá graf funkce, je-li a = b,

• jak vypadá graf funkce, je-li b = c.

Přı́klad 9.44. Načrtněte graf funkce f (x) =
x2

+ x − 20
x2 − 3x − 18

. +

Řešenı́. Jedná se o racionálnı́ lomenou funkci, která má v čitateli kvadratický polynom a ve jmeno-
vateli také kvadratický polynom. Budeme-li postupovat podle návodu na vyšetřenı́ průběhu funkce,
dostaneme se do problémů s určovánı́m nulových bodů druhé derivace. Druhá derivace je opět raci-
onálnı́ lomená funkce, která má v čitateli i jmenovateli kubické polynomy. Určit nulový bod druhé
derivace znamená určit kořen kubického polynomu, což neumı́me. Navı́c nám jde pouze o náčrtek,
zkusme se tedy obejı́t bez derivacı́.

Nejprve rozložı́me čitatel a jmenovatel na součin:

f (x) =
x2

+ x − 20
x2 − 3x − 18

=
(x + 5)(x − 4)
(x + 3)(x − 6)

.

Podı́vejme se, co všechno nám o průběhu funkce řeknou kořeny čitatele a jmenovatele.

i) Kořeny polynomu v čitateli jsou x = −5, x = 4. Jedná se o průsečı́ky grafu funkce f s osou x.
(Průsečı́ky funkce f s osou x dostaneme vyřešenı́m rovnice f (x) = 0. Zlomek se rovná nule
právě tehdy, když se čitatel rovná nule.)
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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ii) Kořeny polynomu ve jmenovateli jsou x = −3, x = 6. Jedná se o body, v nichž nenı́ funkce f
definována, tj. D(f ) = R r {−3, 6}. Vzhledem k tomu, že funkce f je elementárnı́, a je tudı́ž
spojitá všude, kde je definována, dostáváme dva body nespojitosti x = −3, x = 6.

iii) Vypočteme jednostranné limity v bodech nespojitosti (určı́me svislé asymptoty):

lim
x→−3−

f (x) = lim
x→−3−

(x + 5)(x − 4)
(x + 3)(x − 6)

=
14
9

lim
x→−3−

1
x + 3

=
14
9

[
1

0−

]
= −∞,

lim
x→−3+

f (x) = lim
x→−3+

(x + 5)(x − 4)
(x + 3)(x − 6)

=
14
9

lim
x→−3+

1
x + 3

=
14
9

[
1

0+

]
= +∞,

lim
x→6−

f (x) = lim
x→6−

(x + 5)(x − 4)
(x + 3)(x − 6)

=
22
9

lim
x→6−

1
x − 6

= lim
x→6−

22
9

[
1

0−

]
= −∞,

lim
x→6+

f (x) = lim
x→6+

(x + 5)(x − 4)
(x + 3)(x − 6)

=
22
9

lim
x→6+

1
x − 6

= lim
x→6+

22
9

[
1

0+

]
= +∞.

Zjistili jsme, že přı́mky x = −3 a x = 6 jsou svislé asymptoty. Dı́ky vypočteným limitám
můžeme načrtnout chovánı́ funkce v blı́zkosti svislých asymptot.

iv) Asymptota v +∞ a −∞.

lim
x→±∞

f (x)

x
= lim

x→±∞

x2
+ x − 20

x3 − 3x2 − 18x
= 0,

lim
x→±∞

(
f (x)− ax

)
= lim

x→±∞

x2
+ x − 20

x2 − 3x − 18
= 1.

Asymptota v +∞ a −∞ je přı́mka y = 1.

Nynı́ již dokážete načrtnout graf funkce f . Výsledek si zkontrolujte pomocı́ následujı́cı́ animace. N
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Animace A
Animace A vykresluje racionálnı́ lomenou funkci, která má v čitateli i jmenovateli kvadratické
polynomy, tj.

f (x) = k ·
(x − a)(x − b)

(x − c)(x − d)
,

při různých volbách koeficientů a, b, c, d , k.

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— stacionárnı́ bod,

— lokálnı́ maximum, minimum,

— konvexnost, konkávnost,

— inflexnı́ bod,

— svislá asymptota,

— asymptota grafu funkce v plus a minus nekonečnu.
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Kontrolnı́ otázky ?
1. Vysvětlete postup při hledánı́ lokálnı́ch extrémů funkce.

2. Jakým způsobem hledáme inflexnı́ body dané funkce?

3. Může nastat inflexe v bodě, v němž nemá funkce prvnı́ derivaci?

4. V kterých bodech může mı́t funkce svislou asymptotu?

5. Vysvětlete postup při hledánı́ asymptot v plus a minus nekonečnu.

6. Co rozumı́me úlohou vyšetřenı́ průběhu funkce?

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Určete maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie a lokálnı́ extrémy funkce f (pokud existujı́):

a) f : y = 2x2
− 5x + 1, b) f : y =

ln2 x

x
, c) f : y =

x − 1
x

,

d) f : y =
3
√
(x4 − 1)2, e) f : y = 3 − 2 3√

x2, f) f : y = xe
1
x ,

g) f : y =
√

8x − x2, h) f : y = ex
3
−12x, i) f : y = 2x + 9 3

√
(1 − x)2.

2. Najděte maximálnı́ intervaly, na nichž je funkce f ryze konvexnı́ resp. ryze konkávnı́, a určete jejı́ inflexnı́
body:

a) f : y = x3
+ 3x, b) f : y = ln(x + 2), c) f : y =

x4

x3 − 1
,
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d) f : y = x2
− 1 +

3√
x2, e) f : y =

x

1 + x2 , f) f : y =
cos x

2 + sin x
,

g) f : y = x − ln(x2
− 9), h) f : y = e2x−x2

, i) f : y =

(
1 + x

1 − x

)4

.

3. Určete asymptoty grafu funkce f (pokud existujı́):

a) f : y =
1

x2 − 9
, b) f : y =

cos x
x

, c) f : y = x +
ln x
x
,

d) f : y =
x

x − 1
, e) f : y = 3x +

3
x − 2

, f) f : y = x +
2x

x2 − 1
,

g) f : y = xe
1
x2
, h) f : y =

3√
x3 + 4x2, i) f : y = x ln

(
e +

1
x

)
.

4. Vyšetřete průběh funkce:

a) f : y = x3
− 3x + 2, b) f : y =

x2
+ 1
x

, c) f : y =
x

3 − x2 ,

d) f : y = ln(4 − x2), e) f : y = ln
x + 1
1 − x

, f) f : y =
3√2x2 − x3,

g) f : y = xe
1
x , h) f : y = xe

−
x2
2 , i) f : y = arcsin

2x
1 + x2 .

5. Rozhodněte, která z následujı́cı́ch tvrzenı́ jsou pravdivá.

a) Je-li f ′′(x) = 0, má funkce f v bodě x inflexi.
b) Je-li funkce periodická, nemá svislé asymptoty.
c) Je-li f ′(x) = 0 a současně f ′′(x) = 0, nemá f v bodě x lokálnı́ extrém.
d) Funkce f spojitá v D(f ) = 〈0,∞) nemá žádnou svislou asymptotu.
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Zobrazit

‹
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e) Je-li f ′(x) = 0, pak má funkce f v bodě x lokálnı́ extrém.
f) Je-li f ′(x) = 0, f ′′(x) = 0 a f ′′′(x) = 2, nemá f v bodě x lokálnı́ extrém.
g) Je-li f ′(x) = 0 a současně f ′′(x) = −3, má f v bodě x ostré lokálnı́ maximum.
h) Je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ (0, 1), pak je f ryze konvexnı́ na (0, 1).
i) Je-li f klesajı́cı́ na (0, 2), pak je f ′(x) < 0 pro každé x ∈ (0, 2).
j) Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ R, je funkce f ryze konkávnı́ na R.

Autotest -
1. Uved’te přı́klad funkce, která splňuje podmı́nku f ′(x0) = 0, ale nemá v tomto bodě lokálnı́ extrém.
2. Uved’te přı́klad funkce, jejı́ž derivace v bodě x0 neexistuje, ale má v tomto bodě lokálnı́ extrém.
3. Uved’te přı́klad funkce s vlastnostı́ f ′(x0) = 0, f ′′(x0) = 0, ale x0 nenı́ inflexnı́m bodem funkce f .
4. Určete lokálnı́ extrémy a maximálnı́ intervaly ryzı́ monotonie funkce f dané předpisem

f (x) =
(x − 1)2

x2 + 1
.

5. Určete intervaly ryzı́ konvexnosti, ryzı́ konkávnosti a inflexnı́ body funkce f dané předpisem

f (x) =
1
2

ln
1 + x

1 − x
.

6. Najděte asymptoty grafu funkce f : y =
x3

x2 − 4
.

7. Vyšetřete průběh funkce f : y = −
2

4 − x2 .
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Kapitola 10

Globálnı́ extrémy

Průvodce studiem
S

J

VZ

V aplikacı́ch matematiky se velmi často setkáváme s úlohou najı́t extrém jisté funkce f
na nějaké množině M, tj. najı́t bod z množiny M, v němž funkce nabývá největšı́, resp.
nejmenšı́ funkčnı́ hodnoty. Řı́káme, že hledáme globálnı́ extrémy funkce f na množině M.
Prvnı́ úlohy na určovánı́ globálnı́ch extrémů, byly řešeny již dlouho předtı́m, než byla známa
derivace. Již ve starověkém Řecku se setkáváme s následujı́cı́mi úlohami: nalézt rovinný
obrazec, který má při daném obvodu maximálnı́ obsah; nalézt obdélnı́k s daným obvodem
tak, aby jeho obsah byl maximálnı́ aj.

Jak je vidět, přı́klady na hledánı́ globálnı́ch extrémů jsou často zadávány „slovně“.
Chceme vlastně z určité množiny objektů (geometrických objektů, fyzikálnı́ch situacı́ atd.)
vybrat ten, pro nějž určitý údaj vycházı́ maximálnı́, resp. minimálnı́. Podı́vejte se napřı́klad
na stranu 13, kde jsme si zadánı́ třı́ takových úloh uvedli. Nynı́ konečně máme dostatečný
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Globálnı́ extrémy 515

matematický aparát, abychom si tyto úlohy vyřešili. Je jasné, že je-li úloha zadána „slovně“,
je třeba nejdřı́ve vytvořit „matematickou“ formulaci problému — vyjádřit funkci f , jejı́ž
globálnı́ maximum, resp. minimum budeme určovat. Řı́káme, že vytvářı́me matematický
model dané úlohy.

Hledánı́ globálnı́ch maxim a minim funkcı́ jedné proměnné patřı́ mezi nejjednoduššı́
extremálnı́ úlohy. Touto problematikou se (v daleko většı́ obecnosti) zabývá např. lineárnı́
programovánı́, kvadratické programovánı́, konvexnı́ programovánı́, nelineárnı́ programo-
vánı́, variačnı́ počet a teorie optimálnı́ho řı́zenı́.

Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly budete schopni

• určit globálnı́ extrémy spojité funkce na uzavřeném a ohraničeném intervalu,

• řešit „slovnı́“ úlohy vedoucı́ na hledánı́ globálnı́ch extrémů.

Definice 10.1. Necht’M ⊂ D(f ) a x0 ∈ M .
Řekneme, že funkce f nabývá na množině M globálnı́ho maxima v bodě x0, jestliže pro všechna
x ∈ M platı́ f (x) 5 f (x0).
Řekneme, že funkce f nabývá na množině M globálnı́ho minima v bodě x0, jestliže pro všechna
x ∈ M platı́ f (x) = f (x0).
Nabývá-li funkce f na množiněM globálnı́ho maxima nebo minima v bodě x0, řı́káme, že funkce f
nabývá na množině M globálnı́ho extrému v bodě x0.

Mı́sto globálnı́ extrém se někdy použı́vá název absolutnı́ extrém.
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Poznámka 10.2.
1. Předchozı́ definice řı́ká, že funkce f nabývá na množiněM globálnı́ho maxima v bodě x0, jestliže
f (x0) = max{f (x), x ∈ M}, a funkce f nabývá na množině M globálnı́ho minima v bodě x0,
jestliže f (x0) = min{f (x), x ∈ M}.

2. Globálnı́ maximum, resp. minimum, funkce f na M může, ale nemusı́ existovat. Uved’me si tři
přı́klady:

i) Funkce f (x) = x3 má na množině M = 〈−1, 1〉 globálnı́ maximum v bodě x = 1 a globálnı́
minimum v bodě x = −1.

ii) Funkce f (x) = x2 má na množiněM = 〈0, 1) globálnı́ minimum v bodě x = 0. Globálnı́ ma-
ximum neexistuje, nebot’neexistuje maximálnı́ prvek množiny funkčnı́ch hodnot této funkce
na zadané množině.

iii) Funkce f (x) =
1
x

má na množině M = 〈2,∞) globálnı́ maximum v bodě x = 2 a globálnı́
minimum neexistuje.

3. Funkce může na množině M nabývat globálnı́ho maxima, resp. minima ve vı́ce bodech —
funkčnı́ hodnota v těchto bodech musı́ být stejná. Např. funkce f (x) = sin x nabývá na množině
M = 〈0, 4π〉 globálnı́ho maxima v bodech x =

π
2 a x =

5π
2 a globálnı́ho minima v bodech

x =
3π
2 a x =

7π
2 .

4. Rozdı́l mezi lokálnı́m a globálnı́m extrémem je podstatný. Zatı́mco u lokálnı́ho extrému musı́
přı́slušná nerovnost platit jen v nějakém okolı́ bodu x0, u globálnı́ho extrému musı́ být splněna
na celé uvažované množině.

Při hledánı́ globálnı́ch extrémů se nejprve omezı́me na přı́pad, kdy bude funkce f spojitá a mno-
žina M bude uzavřený a ohraničený interval. V takovém přı́padě budeme mı́t existenci globálnı́ch
extrémů zajištěnu.
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Věta 10.3 (Weierstrassova). Necht’ je funkce f spojitá na uzavřeném ohraničeném intervalu
〈a, b〉, a, b ∈ R. Pak funkce f nabývá na 〈a, b〉 globálnı́ho maxima i globálnı́ho minima.

Je-li tedy interval uzavřený a ohraničený a funkce f spojitá, pak globálnı́ extrémy určitě existujı́.
Podı́vejme se, v jakých bodech mohou být. Je-li v bodě x0 globálnı́ extrém a x0 ∈ (a, b), je v x0 i
lokálnı́ extrém (je-li totiž např. f (x) = f (x0) pro všechna x ∈ (a, b), tı́m spı́š tato nerovnost platı́
na nějakém okolı́ bodu x0) — viz obr. 10.1. Tedy globálnı́ extrém může nastat

i) bud’v bodě lokálnı́ho extrému v intervalu (a, b),
ii) nebo v krajnı́m bodě x = a, resp. x = b.

Napřı́klad na obr. 10.1 je nejmenšı́ funkčnı́ hodnota (globálnı́ minimum) ve vnitřnı́m bodě x0, kde
je současně lokálnı́ minimum, avšak největšı́ hodnota (globálnı́ maximum) je v krajnı́m bodě b.

x

y

min

max

a x0 bO

O(x0)

y = f (x)

Obr. 10.1
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Jsou-li splněny předpoklady Weierstrassovy věty, pak vı́me, že globálnı́ extrémy existujı́ a jsou
bud’ v bodech lokálnı́ch extrémů anebo v krajnı́ch bodech daného intervalu. Stačı́ tedy již pouze
porovnat funkčnı́ hodnoty v „podezřelých bodech“.

Postup hledánı́ globálnı́ch extrémů spojité funkce f na uzavřeném a ohraničeném intervalu
〈a, b〉 lze tedy shrnout do těchto třı́ bodů:

1. V intervalu (a, b) najdeme body „podezřelé z lokálnı́ch extrémů“:

a) Body, v nichž je derivace nulová (stacionárnı́ body).
b) Body, v nichž derivace neexistuje.

2. Vypočteme funkčnı́ hodnoty ve všech bodech podezřelých z lokálnı́ch extrémů a v krajnı́ch
bodech intervalu 〈a, b〉.

3. Vybereme bod, ve kterém má funkce f největšı́, resp. nejmenšı́ funkčnı́ hodnotu. V tomto bodě
nabývá funkce f globálnı́ho maxima, resp. globálnı́ho minima.

Poznámka 10.4. Máme-li dı́ky tvrzenı́ Weierstrassovy věty zaručenu existenci globálnı́ch extrémů,
nemusı́me ověřovat, zda v bodech „podezřelých“ z existence lokálnı́ho extrému tento extrém sku-
tečně nastává. Jestliže vezmeme v úvahu nějaký stacionárnı́ bod, ve kterém funkce nemá lokálnı́
extrém, nic se neděje. Tento bod nemůže být ani bodem globálnı́ho extrému. Zjistı́ se to při porovná-
vánı́ funkčnı́ch hodnot v jednotlivých podezřelých bodech. Pokud naopak globálnı́ extrém nastává
ve vı́ce bodech, výše uvedeným způsobem je najdeme všechny.
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Přı́klad 10.5. Najděte globálnı́ extrémy funkce f : y = x4
− 8x2

+ 4 na množině +

M = 〈1, 3〉.

Řešenı́. Funkce f je spojitá, interval 〈1, 3〉 je uzavřený a ohraničený, tudı́ž dle Weierstrassovy věty
existuje jak globálnı́ minimum, tak globálnı́ maximum. Lze tedy použı́t zmı́něný postup.

1. V intervalu (1, 3) najdeme body „podezřelé“ z lokálnı́ch extrémů. K tomu budeme potřebovat
derivaci: f ′(x) = 4x3

− 16x.

a) Určı́me stacionárnı́ body:

f ′(x) = 0 ⇔ 4x3
− 16x = 0 ⇔ 4x(x2

− 4) = 0.

Jeden kořen je x1 = 0. Dalšı́ kořeny dostaneme z rovnice x2
− 4 = 0, tedy x2,3 = ±2.

Našli jsme tři stacionárnı́ body x1 = 0, x2 = 2, x3 = −2. V intervalu (1, 3) ležı́ pouze x0 = 2.
b) Žádný dalšı́ bod nepřipadá v úvahu, nebot’derivace existuje v každém bodě množiny M .

2. Vypočteme funkčnı́ hodnoty v podezřelých bodech a v krajnı́ch bodech intervalu 〈1, 3〉.

f (2) = 24
− 8 · 22

+ 4 = −12, f (1) = 14
− 8 · 12

+ 4 = −3, f (3) = 34
− 8 · 32

+ 4 = 13.

3. Vybereme největšı́ a nejmenšı́ z hodnot f (2) = −12, f (1) = −3, f (3) = 13. Dostáváme, že
funkce f nabývá na množině M globálnı́ho minima v bodě x0 = 2, f (2) = −12 a globálnı́ho
maxima v bodě b = 3, f (3) = 13. Pro ilustraci uvádı́me graf funkce f — viz obr. 10.2. N
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x

y

min = −12

max = 13

−3
1 2O 3

y = f (x)

Obr. 10.2
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Přı́klad 10.6. Najděte globálnı́ extrémy funkce f na intervalu 〈−1, 2〉: +

f : y = 1 −
5
√
(x2 + 2x)4.

Řešenı́. Funkce f je spojitá, interval 〈−1, 2〉 je uzavřený a ohraničený, proto můžeme opět využı́t
Weierstrassovu větu.
1. V intervalu (−1, 2) najdeme body „podezřelé“ z lokálnı́ch extrémů. Předpis pro funkci f upra-

vı́me do tvaru f (x) = 1 − (x2
+ 2x)4/5 a zderivujeme:

f ′(x) = −
4
5

· (x2
+ 2x)

−
1
5
· (2x + 2) = −

8
5

·
x + 1

5
√
x2 + 2x

.

a) Nalezneme stacionárnı́ body:

f ′(x) = 0 ⇔ −
8
5

·
x + 1

5
√
x2 + 2x

= 0 ⇔ x0 = −1.

Stacionárnı́m bodem funkce f je tedy bod x0 = −1, ale −1 /∈ (−1, 2), tudı́ž jej nebudeme
počı́tat mezi podezřelé body.

b) Dále určı́me body, v nichž derivace neexistuje, tj. body, v nichž je jmenovatel zlomku roven
nule: x1 = 0, x2 = −2. Bod x2 = −2 /∈ (−1, 2), dále proto uvažujeme pouze bod x1 = 0.

2. Vypočteme funkčnı́ hodnoty v podezřelých bodech a v krajnı́ch bodech intervalu 〈−1, 2〉:

f (0) = 1, f (−1) = 0, f (2) = 1 −
5
√

84 .= −4,3.

3. Porovnáme funkčnı́ hodnoty v podezřelých bodech: f (2) = 1 −
5
√

84 .
= −4,3, f (−1) = 0,

f (0) = 1. Funkce f tedy nabývá na intervalu 〈−1, 2〉 globálnı́ho maxima v bodě x1 = 0,
f (0) = 1 a globálnı́ho minima v bodě b = 2, f (2) = 1 −

5
√

84 .= −4,3. N
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Zobrazit

‹
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V následujı́cı́m přı́kladě si ukážeme, jak se dá při hledánı́ globálnı́ch extrémů postupovat v přı́-
padě, že nejsou splněny předpoklady Weierstrassovy věty, tedy nemáme zaručenu existenci globál-
nı́ch extrémů. Musı́me proto využı́t jiných vlastnostı́, např. monotonie, abychom mohli rozhodnout,
ve kterých bodech globálnı́ extrémy existujı́, přı́padně proč daná funkce některý z globálnı́ch extrémů
nemá.

Přı́klad 10.7. Zjistěte, zda existujı́ globálnı́ extrémy funkcı́ f, g na zadaných množinách. +

Pokud existujı́, nalezněte je:

a) f : y = arctg x, M1 = (−1, 1〉, b) g : y = −x + sgn x, M2 = 〈−1, 1〉.

Řešenı́.

a) Interval (−1, 1〉 nenı́ uzavřený, tudı́ž nelze využı́t Weierstrassovu větu. V takovém přı́padě se
snažı́me alespoň částečně vyšetřit průběh funkce — známe-li graf funkce, pak můžeme ihned
odpovědět, zda existujı́ globálnı́ extrémy.
Vypočtěme derivaci funkce f . Dostaneme:

f ′(x) =
1

1 + x2
.

Platı́, že f ′(x) > 0 pro všechna x ∈ R, tudı́ž i pro x z množiny (−1, 1〉. Funkce je tedy rostoucı́
na M1 a tudı́ž nemá v žádném bodě množiny M1 lokálnı́ extrém. V pravém krajnı́m bodě je
největšı́ funkčnı́ hodnota (pro každé x ∈ (−1, 1〉 platı́, že f (x) 5 f (1)). Nejmenšı́ funkčnı́
hodnota však neexistuje (levý krajnı́ bod do intervalu (−1, 1〉 nepatřı́). Tedy globálnı́ho maxima
funkce f nabývá v bodě 1, f (1) =

π
4 , globálnı́ho minima funkce f na množiněM1 nenabývá —

viz obrázek 10.3 a).
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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x

y

π
4

−
π
4

11−1 O

y = arctg x

a)

x

y
1

−1

11−1 O

y = −x + sgn x

b)

Obr. 10.3

b) V tomto přı́padě je interval uzavřený a ohraničený, ovšem funkce g nenı́ na tomto intervalu
spojitá. Tedy opět nelze využı́t Weierstrassovu větu.
Využijeme znalosti funkce signum a předpis pro funkci g si vyjádřı́me takto:

g(x) =


−x − 1, pro x ∈ 〈−1, 0),

0, pro x = 0,
−x + 1, pro x ∈ (0, 1〉.

Nynı́ již snadno načrtneme graf funkce g (nemusı́me nic dalšı́ho vyšetřovat, jedná se o jedno-
duchou funkci) — viz. obr. 10.3 b). Z obrázku vidı́me, že funkce g nemá na množině M2 ani
globálnı́ maximum, ani globálnı́ minimum. (Blı́žı́me-li se do bodu nula zprava, funkčnı́ hodnoty
se blı́žı́ k hodnotě 1, tj. lim

x→0+
g(x) = lim

x→0+
(−x + 1) = 1, ale této hodnoty nikdy nedosáhnou,

nebot’g(0) = 0. Analogicky lim
x→0−

g(x) = lim
x→0−

(−x − 1) = −1, ale g(0) = 0). N
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V současné době hraje v praxi velice důležitou roli optimalizace. Hledáme „nejlepšı́“ nebo
„nejhoršı́“ řešenı́ nějakého problému. Naše úloha o globálnı́m maximu nebo minimu je právě úlohou
takového typu (ovšem velice speciálnı́ a jednoduchou) — viz následujı́cı́ přı́klady.

Přı́klad 10.8. Muž v lod’ce je vzdálen 12 km od pobřežı́ (majı́cı́ho tvar přı́mky). Chce se co +

nejrychleji dostat do mı́sta na pobřežı́, které je od něj vzdáleno 20 km. Rozhodněte, kde se
má vylodit, vı́te-li, že dokáže veslovat rychlostı́ 6 km/h a po břehu se pohybovat rychlostı́
10 km/h.

Řešenı́. Načrtneme si danou situaci:

A

BCD

x 16 − x

12 20

16
pobřežı́

A lod’ka
B cı́lové mı́sto
C mı́sto vyloděnı́

Cı́lem úlohy je zjistit, v kterém mı́stě na pobřežı́ je vhodné se vylodit, chceme-li se co nejrychleji
dostat z mı́sta A na moři do cı́lového mı́sta B na pobřežı́. Celkový čas, který nám zabere přesun
z bodu A do B, si označme t . Přitom čas veslovánı́ označme t1 a čas pohybu po souši t2. Tedy

t = t1 + t2.

Čas t1 spočteme jako podı́l vzdálenosti bodů A, C a rychlosti veslovánı́. Bod C necht’označuje
mı́sto vyloděnı́. Pak

t1 =
|AC|

6
.
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Obdobně čas t2 je podı́l vzdálenosti bodů C, B a rychlosti pohybu po souši. Tj.

t2 =
|CB|

10
.

Nynı́ je třeba vyjádřit velikosti |AC| a |CB|. Necht’bod D označuje patu kolmice vedené z bodu A
na pobřežı́. Trojúhelnı́k ADB je pravoúhlý, pomocı́ Pythagorovy věty vypočteme, že |DB| = 16.
Označı́me-li si velikost úsečky CD pı́smenem x, viz náčrtek, pak |CB| = 16 − x.

Konečně aplikacı́ Pythagorovy věty na trojúhelnı́k ACD dostaneme

|AC| =

√
144 + x2.

Dosazenı́m do vztahu pro čas máme

t (x) = t1 + t2 =
|AC|

6
+

|CB|

10
=

√
144 + x2

6
+

16 − x

10
.

Nalezli jsme funkci t (x) proměnné x, jejı́ž globálnı́ minimum budeme nynı́ hledat. Přitom neznámá x
může nabývat hodnot z intervalu M = 〈0, 16〉.

Matematická formulace úlohy: Najděte globálnı́ minimum funkce

t (x) =

√
144 + x2

6
+

16 − x

10

na množině M = 〈0, 16〉.
Vidı́me, že funkce t je spojitá, interval M je uzavřený a ohraničený, podle Weierstrassovy věty

tedy globálnı́ minimum bude existovat.
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1. V intervalu (0, 16) najdeme body „podezřelé“ z lokálnı́ho extrému. K tomu potřebujeme derivaci
funkce t :

t ′(x) =
x

6
√

144 + x2
−

1
10
.

a) Určı́me body, v nichž je derivace nulová:

f ′(x) = 0 ⇔
x

6
√

144 + x2
−

1
10

= 0.

Vyřešenı́m této rovnice dostaneme jediný stacionárnı́ bod x = 9.
b) Žádné dalšı́ podezřelé body nemáme, protože derivace existuje na celém intervalu.

2. Vyšetřı́me funkčnı́ hodnoty v krajnı́ch bodech intervalu a v bodech „podezřelých“ z extrému,
které se nacházejı́ uvnitř intervalu.

t (0) =
108
30

, t (9) =
96
30
, t (16) =

100
30

.

3. Funkce t nabývá na množině M globálnı́ho minima v bodě x = 9.

Muž se dostane nejrychleji z mı́sta A do mı́sta B, pokud se vylodı́ ve vzdálenosti 9 km od mı́sta D,
tj. 7 km od cı́lového mı́sta B. N

Přı́klad 10.9. Určete rozměry otevřeného zahradnı́ho bazénu se čtvercovým dnem daného +

objemu 32 m3 tak, aby se na vyzděnı́ jeho dna a stěn spotřebovalo co nejméně materiálu.

Řešenı́. Bazén má tvar kvádru. Označme pı́smenem a, a > 0, délku strany podstavy, pı́smenem v,
v > 0, výšku tohoto kvádru. Objem V , V > 0, kvádru se čtvercovou podstavou a a výškou v se
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vypočte podle následujı́cı́ho vzorce:

V = a2
· v ⇒ v =

V

a2
.

Označme obsah podstavy S1 a obsah jedné stěny S2. Pak pro obsah podstavy platı́ S1 = a2 a pro
obsah jedné stěny platı́ S2 = a · v = a ·

V

a2 =
V
a

.
Vyzdı́t se majı́ čtyři stěny a dno, tedy celková plocha k vyzděnı́ se rovná

S = S1 + 4 · S2 = a2
+ 4 ·

V

a
.

Matematická formulace úlohy: Najděte globálnı́ minimum funkce S:

S(a) = a2
+ 4 ·

V

a

na intervalu (0,∞) (proměnná a se uvažuje pouze v tomto intervalu vzhledem k slovnı́mu zadánı́
úlohy — je to délka strany). Zde nemůžeme využı́t Weierstrassovu větu, protože daný interval nenı́
uzavřený ani ohraničený. Tedy v této chvı́li nevı́me, zda funkce S vůbec nějaké globálnı́ minimum
bude mı́t. Budeme vyšetřovat monotonii funkce S na intervalu (0,∞).
1. Vypočteme derivaci funkce S:

S ′(a) = 2a −
4V
a2
.

2. Určı́me intervaly, na nichž je S ′ kladná, resp. záporná.

a) Určı́me nulové body derivace:

S ′(a) = 0 ⇔ 2a −
4V
a2

= 0 ⇔ 2a3
= 4V ⇔ a0 =

3
√

2V .

Po dosazenı́ hodnoty V = 32 m3, dostáváme a0 = 4 m.
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b) Rozdělı́me interval (0,∞) bodem a0 = 4 na dva disjunktnı́ intervaly (0, 4), (4,∞).
c) Určı́me znaménko S ′ na těchto intervalech: Na intervalu (0, 4) je S ′ záporná a na intervalu
(4,∞) je S ′ kladná.

3. Monotonie: Funkce S je na (0, 4) klesajı́cı́ a na (4,∞) rostoucı́. S má tedy v bodě a0 ostré lokálnı́
minimum.

Vzhledem k vyšetřené monotonii vidı́me, že bod lokálnı́ho minima musı́ být zároveň bodem glo-
bálnı́ho minima funkce S na intervalu (0,∞) (v žádném jiném bodě nemůže být funkčnı́ hodnota
nižšı́).
Závěr: Bazén bude splňovat zadané podmı́nky, bude-li mı́t rozměry a = 4 m, v = 2 m N

Nynı́ přistupme k řešenı́ třı́ přı́kladů, jejichž zadánı́ jsme si uvedli v úvodnı́ kapitole na straně 13.

Přı́klad 10.10. Z břevna kruhového průřezu s poloměrem r = 20 cm máme vytesat trám, +který bude mı́t průřez ve tvaru obdélnı́ku se stranami z a v („základnou“ a „výškou“). Jak
máme volit z a v, aby trám měl maximálnı́ nosnost, vı́me-li, že jeho nosnost je úměrná
prvnı́ mocnině z a druhé mocnině v?

z
2

v
2

r

Obr. 10.4

Řešenı́. Označme pı́smenem z šı́řku (základnu) a pı́smenem v výšku hle-
daného trámu. V zadánı́ je uvedeno, že břevno má poloměr r = 20 cm.
Znázornı́me-li si schématicky do obrázku průřez břevna jako kruh a průřez
hledaného trámu jako obdélnı́k vepsaný do daného kruhu — viz obr. 10.4,
můžeme zadánı́ úlohy zformulovat takto:

Jaké rozměry má mı́t obdélnı́k vepsaný do kruhu s poloměrem 20 cm,
má-li být součin základny z a druhé mocniny výšky v maximálnı́?
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Podle Pythagorovy věty platı́

r2
=

(z
2

)2
+

(v
2

)2
,

odkud
v2

= 4r2
− z2.

Chceme, aby trám měl maximálnı́ nosnost, tedy ptáme se, pro která z je

f (z) = zv2
= z

(
4r2

− z2)
= 4r2z− z3

maximálnı́. Čı́slo z hledáme pouze na intervalu 〈0, 40〉, nebot’šı́řka trámu musı́ být většı́ nebo rovna
nule a nemůže být většı́ než průměr břevna, tj. z nemůže být většı́ než 2r = 40.

Matematická formulace úlohy: Najděte globálnı́ maximum funkce f dané předpisem

f (z) = 4r2z− z3

na intervalu 〈0, 40〉.
Protože funkce je spojitá a interval ohraničený a uzavřený, podle Weierstrassovy věty globálnı́

maximum existuje. Použijeme známý postup.

1. Najdeme body podezřelé z lokálnı́ho extrému v intervalu (0, 40). K tomu potřebujeme derivaci
funkce f .

f ′(z) = 4r2
− 3z2.

a) Najdeme stacionárnı́ body funkce f :

f ′(z) = 0 ⇔ 4r2
− 3z2

= 0 ⇔ z0 = ±

√
4r2

3
.
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Protože uvažujeme pouze z > 0, dostáváme jediný stacionárnı́ bod:

z0 = +

√
4r2

3
=

2
√

3
r =

2
√

3
3

r.

Po dosazenı́ za r = 20 cm, zı́skáme

z0 =
2
√

3
3

· 20 .
= 23,1.

b) Protože derivace existuje na celém intervalu 〈0, 40〉, je z0 jediný podezřelý bod z lokálnı́ho
extrému.

2. Vypočteme funkčnı́ hodnotu v bodě z0 a v krajnı́ch bodech zadaného intervalu.

f (z0) =
16
9

√
3 r3 .

= 24 633,6 > 0,

f (0) = 4 · 202
· 0 − 03

= 0,

f (40) = 4 · 202
· 40 − (40)3 = 0.

3. Největšı́ funkčnı́ hodnotu nabývá funkce f v bodě z0, který je tedy bodem globálnı́ho maxima.
Vzhledem ke slovnı́ formulaci úlohy dopočı́táme i výšku trámu:

v0 =

√
4r2 −

4
3
r2 =

√
8
3
r =

√
8
3

· 20 .
= 32,6.

Závěr: Maximálnı́ nosnost 24 633,6 cm3 bude mı́t trám o obdélnı́kovém průřezu s rozměry z0 =

= 23,1 cm a v0 = 32,6 cm. N
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Přı́klad 10.11. Světelný zdroj Z2 (např. pouličnı́ svı́tilna) má vzdálenost 36 m od +světelného zdroje Z1. Zdroj Z2 má osmkrát většı́ intenzitu než zdroj Z1. Který bod na
spojnici obou zdrojů bude nejméně osvětlený? (Intenzita osvětlenı́ světelným zdrojem je
přı́mo úměrná intenzitě zdroje a klesá s druhou mocninou vzdálenosti od uvažovaného
zdroje.)

Řešenı́. Označme a, a > 0, intenzitu zdrojeZ1. Intenzita zdrojeZ2 je 8a. Označme dále x vzdálenost
boduP na spojnici bodůZ1 aZ2 měřenou od zdrojeZ1. Pak intenzita osvětlenı́ v boděP od zdrojeZ1

bude úměrná čı́slu a/x2, od zdroje Z2 čı́slu 8a/(36 − x)2 (se stejnou konstantou úměrnosti).
Tedy máme najı́t na intervalu (0, 36) takové x, pro které bude součet obou intenzit minimálnı́.

Matematická formulace: Najděte globálnı́ minimum funkce f dané předpisem

f (x) =
a

x2
+

8a
(36 − x)2

, a = konst.

na intervalu (0, 36).
Interval nenı́ uzavřený, nelze tedy využı́t Weierstrassovu větu. Nevı́me, zda globálnı́ minimum

bude existovat. Pokusı́me se vyšetřit monotonii funkce f na intervalu (0, 36).

1. Vypočteme prvnı́ derivaci funkce f .

f ′(x) = (ax−2)′ + (8a(36 − x)−2)′ = −2ax−3
+ 8a(−2)(36 − x)−3(−1) =

= −
2a
x3

+
16a

(36 − x)3
.

2. Určı́me intervaly, na nichž je f ′ kladná, resp. záporná.
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a) Najdeme stacionárnı́ body:

f ′(x) = 0 ⇔ −
2a
x3

+
16a

(36 − x)3
= 0.

Rovnici můžeme řešit tak, že zlomky na levé straně převedeme na společného jmenovatele.
(Zkuste to, nebude to hezká rovnice!) Ale protože x > 0 a 36 − x > 0, můžeme předchozı́
rovnici upravit takto:

2a
x3

=
16a

(36 − x)3
⇔

(36 − x)3

x3
=

16a
2a

⇔
(36 − x)3

x3
= 8 ⇔

⇔
36 − x

x
= 2 ⇔ 36 − x = 2x ⇔ 3x = 36 ⇔ x = 12.

Stacionárnı́m bodem je tedy bod x0 = 12.
Funkce f má všude v otevřeném intervalu (0, 36) prvnı́ derivaci. Tedy lokálnı́ extrémy může
mı́t pouze ve stacionárnı́ch bodech.

b) Rozdělı́me interval (0, 36) bodem x0 = 12 na dva intervaly. Dostaneme (0, 12), (12, 36).
c) V každém z nich vybereme jeden bod, např. v prvnı́m bod 2 a ve druhém 20, a určı́me znaménko

prvnı́ derivace v těchto bodech:

f ′(2) .= −0,249a < 0, f ′(20) .= 0,004a > 0.

Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy věty platı́, že f ′(x) < 0 pro x ∈ (0, 12) a f ′(x) > 0 pro
x ∈ (12, 36).

Funkce f je tudı́ž na intervalu (0, 12) klesajı́cı́ a na intervalu (12, 36) rostoucı́. V bodě x0 = 12
tedy nabývá ostrého lokálnı́ho minima.
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Z výše uvedeného je zřejmé, že v žádném bodě intervalu (0, 12) ani intervalu (12, 36) nemůže být
funkčnı́ hodnota nižšı́, než je funkčnı́ hodnota v bodě x0 = 12, tedy funkce f nabývá v bodě x0 = 12
i globálnı́ho minima.

Ještě vypočteme funkčnı́ hodnotu funkce f v bodě x0 = 12:

f (12) =
a

122
+

8a
(36 − 12)2

=
a

122
+

8a
242

=
a

122
+

8a
22 · 122

=
a

144
+

2a
144

=
3a
144

=
a

48
.

Závěr: Nejméně osvětlený bod se nacházı́ ve vzdálenosti 12 m od zdroje Z1. N

Přı́klad 10.12. Z kanálu šı́řky a = 6 m vycházı́ pod pravým úhlem kanál šı́řky b = 4 m +(viz obr. 10.5). Najděte největšı́ délku tyče, kterou je možno splavit z jednoho kanálu do
druhého.

l1

l2
a

b

x

y

Obr. 10.5

Řešenı́. Označme pı́smenem l délku tyče. Z obrázku 10.5 je zřejmé, že pro
délku tyče, kterou je ještě možno splavit z jednoho kanálu do druhého, platı́

l = l1 + l2 =

√
x2 + a2 +

√
b2 + y2.

Dále je vidět, že platı́

y

b
=
a

x
, tj. y =

a · b

x
.

Dosadı́me do vztahu pro délku l a dostaneme

l(x) =

√
x2 + a2 +

√
b2 +

a2b2

x2
=

√
x2 + a2 +

b

x

√
x2 + a2 =

√
x2 + a2 ·

(
1 +

b

x

)
.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Největšı́ délka tyče, kterou je ještě možno splavit, nesmı́ být většı́ než minimum funkce l na intervalu
(0,+∞). Je to vlastně „vzpřı́čená“ poloha tyče. Samozřejmě kratšı́ tyč lze splavit také („nedrhne“
o stěny kanálu), ovšem nás zajı́má nejdelšı́ možná tyč, tedy právě „vzpřı́čená poloha“. Delšı́ by už
„neprošla“.

Matematická formulace úlohy znı́ tedy takto: Najděte globálnı́ minimum funkce l dané předpisem

l(x) =

√
x2 + a2 ·

(
1 +

b

x

)
.

na intervalu (0,+∞).
Interval nenı́ uzavřený ani ohraničený, nelze využı́t Weierstrassovu větu. Vyšetřı́me monotonii

funkce l na intervalu (0,+∞).

1. Vypočteme prvnı́ derivaci funkce l.

l′(x) =

1
2 · 2x

√
x2 + a2

·

(
1 +

b

x

)
+

√
x2 + a2 ·

(
−
b

x2

)
=

=
x + b

√
x2 + a2

−
b
√
x2 + a2

x2
=
x3

+ bx2
− b(x2

+ a2)

x2
√
x2 + a2

=
x3

− a2b

x2 ·
√
x2 + a2

.

2. Určı́me intervaly, na nichž je l′ kladná, resp. záporná.

a) Najdeme stacionárnı́ body:

l′(x) = 0 ⇔ x3
− a2b = 0 ⇔ x0 =

3
√

a2b =
3
√

62 · 4 = 2 3
√

18 .
= 5,2.

Funkce l má derivaci všude na intervalu (0,∞), bod x0 je tedy jediným bodem „podezřelým“
z lokálnı́ho extrému.
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b) Rozdělı́me interval (0,∞) bodem x0 = 2 3
√

18 na dva intervaly (0, 2 3
√

18), (2 3
√

18,∞).
c) V každém z nich vybereme jeden bod, např. 1 a 10 a určı́me znaménko prvnı́ derivace v těchto

bodech:

l′(1) =
1 − 62

· 4

1
√

1 + 62
< 0; l′(10) =

1000 − 62
· 4

100
√

100 + 62
> 0.

Funkce l tedy na intervalu (0, 2 3
√

18) klesá a na intervalu (2 3
√

18,∞) roste. V bodě 2 3
√

18 je tedy
ostré lokálnı́ minimum.

Bod x0 je jediným bodem, kde může nastat globálnı́ minimum. Funkce l je spojitá a kladná na
intervalu (0,∞) a klesá vlevo od x0 a roste vpravo od x0. Tedy funkce l nabývá v bodě x0 také
globálnı́ho minima.

Pro největšı́ délku hledané tyče, tj. funkčnı́ hodnotu funkce l v bodě x0 dostaneme

l(x0) =

√(
3
√

a2b
)2

+ a2 ·

(
1 +

b
3
√
a2b

)
=

√
a

4
3
· b

2
3
+ a2 ·

1 +
b

a
2
3
· b

1
3

 =

=

√
a2(a

−
2
3 b

2
3
+ 1) ·

(
1 + a

−
2
3 b

2
3
)

= a
(
a

−
2
3 b

2
3
+ 1
) 1

2
·

(
a

−
2
3 b

2
3
+ 1
)

=

= a ·

(
a

−
2
3 b

2
3
+ 1
) 3

2
= a

b 2
3
+ a

2
3

a
2
3

 3
2

= a

(
b

2
3
+ a

2
3
) 3

2

a
=

(
a

2
3
+ b

2
3
) 3

2
.

Po dosazenı́ hodnot a = 6 m, b = 4 m dostaneme l(x0)
.
= 14 m.

Závěr: Největšı́ délka tyče, kterou je možno splavit z jednoho kanálu do druhého, je tudı́ž asi
14 metrů. N
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Globálnı́ extrémy 536

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— globálnı́ maximum a minimum funkce f na množině M ,

— Weierstrassova věta.

Kontrolnı́ otázky ?
1. Vysvětlete vztah mezi Weierstrassovou větou a globálnı́mi extrémy.

2. Jak hledáme globálnı́ extrémy dané funkce v přı́padě, že nejsou splněny předpoklady Weier-
strassovy věty?

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Najděte globálnı́ extrémy funkce f (pokud existujı́):

a) f : y = x2
− 6x + 10, x ∈ 〈−1, 5〉, b) f : y = x2 ln x, x ∈ 〈1, e〉,

c) f : y = x − 3 ln x, x ∈ 〈1, e2
〉, d) f : y =

3
√
(x − 2)2, x ∈ 〈0, 3〉,

e) f : y = arctg 1−x
1+x

, x ∈ 〈0, 1〉, f) f : y = xx, x ∈ (0,∞).

2. Mezi všemi kladnými čı́sly vyberte to, jehož součet s převrácenou hodnotou je minimálnı́.

3. Mezi všemi obdélnı́ky daného obsahu P vyberte ten, který má nejmenšı́ obvod.
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Globálnı́ extrémy 537

4. Mezi všemi okny daného obvodu a, které majı́ tvar sjednocenı́ obdélnı́ku a půlkruhu sestrojeného nad
jednou jeho stranou, vyberte to, které má největšı́ obsah.

5. Určete rozměry parnı́ho kotle tvaru válce tak, aby při daném objemu V bylo ochlazovánı́ páry ve válci
nejmenšı́, tj. aby povrch válce byl minimálnı́.

6. Z obdélnı́kového plechu o velikosti 80 cm krát 50 cm se má po odstřiženı́ stejně velkých čtverců v rozı́ch
plechu vyrobit krabice bez vı́ka. Jak velké čtverce je třeba odstřihnout, aby vzniklá krabice měla maximálnı́
objem, a jak velký bude tento objem?

7. Na přı́mce o rovnici y = 3x + 1 najděte bod, který je nejblı́že bodu (8,−5).

8. Do elipsy o poloosách a, b vepište obdélnı́k největšı́ho obsahu.

9. Najděte kladná čı́sla a, b tak, aby body A = (a, 0), B = (0, b), C = (2, 4) ležely na jedné přı́mce a aby
vzdálenost bodů A a B byla minimálnı́. Vypočtěte tuto vzdálenost.

10. Z 1 m3 betonu máme, pokud je to možné, odlı́t co nejvyššı́ těleso bud’ve tvaru krychle, nebo koule, nebo
koule postavené na krychli.

*****
Lenost činı́ všechny věci obtı́žnými, pı́le všechny snadnými.

Energie a vytrvalost si dobude všech věcı́.

(B. Franklin)

*****
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Kapitola 11

Aproximace funkce polynomem

Průvodce studiem
S

J

VZ

V inženýrských disciplı́nách jsou často různé vztahy vyjadřovány velmi složitými funkcemi.
A tak přirozeně vzniká otázka, zda by bylo možné danou složitou funkci nahradit (aproxi-
movat) funkcı́ jednoduššı́, jejı́ž hodnoty lze snadno vypočı́tat.

Tato problematika je v současné matematice velmi podrobně propracována. My se
v této kapitole seznámı́me s tı́m, jak lze danou funkci na okolı́ nějakého bodu (tj. lokálně)
aproximovat pomocı́ polynomiálnı́ch funkcı́. Polynomy majı́ totiž spoustu výhodných vlast-
nostı́. Napřı́klad to, že funkčnı́ hodnotu každého polynomu lze vypočı́tat pouze pomocı́
operacı́ sčı́tánı́ a násobenı́. Dalšı́ velmi pěknou vlastnostı́ je to, že polynomy majı́ derivace
libovolného řádu a derivacı́ polynomu dostáváme opět polynom.

Postupně si ukážeme, jak zvolit polynomiálnı́ funkci, abychom se při výpočtu funkčnı́



Obsah

539. strana ze 616

J J I I

J I
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Aproximace funkce polynomem 539

hodnoty dopustili co nejmenšı́ chyby, jak lze chybu odhadnout, jak závisı́ chyba aproximace
na tom, jak daleko jsme od zadaného bodu, atd.

Nejprve se budeme věnovat nejjednoduššı́ aproximaci pomocı́ polynomu prvnı́ho stup-
ně, tj. danou funkci budeme v okolı́ nějakého bodu nahrazovat lineárnı́ funkcı́. Dále pak
budeme funkci aproximovat obecně polynomem n-tého stupně.

Cı́le ó
Po prostudovánı́ této kapitoly budete umět

• najı́t diferenciál funkce v daném bodě,

• definovat pojem diferencovatelnosti funkce,

• najı́t Taylorův polynom funkce v daném bodě.

11.1. Diferenciál

Jak jsme již v úvodu naznačili, budeme se nejprve věnovat aproximaci zadané funkce f pomocı́
lineárnı́ funkce.

Necht’ f je funkce znázorněná na obr. 11.1 a x0 libovolný bod. Vezměme nynı́ malé čı́slo h
(kladné nebo záporné) a posuňme se z bodu x0 do bodu x0 + h.

Čı́slo h někdy nazýváme přı́růstek nezávisle proměnné a rozdı́l f (x0 + h) − f (x0) nazýváme
přı́růstek závisle proměnné neboli přı́růstek funkčnı́ch hodnot.
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x

y

f (x0)

f (x0 + h)

x0 x0 + hO

f (x0 + h)− f (x0)

h

y = f (x)

Obr. 11.1

Chceme nynı́ funkci f nahradit v okolı́ O(x0) funkcı́ lineárnı́. Tj. chceme najı́t takové čı́slo
A ∈ R, aby v „dostatečné blı́zkosti“ bodu x0 platilo:

f (x0 + h)− f (x0)
.
= A · h.

Při tomto nahrazenı́ se dopouštı́me jisté chyby. Označme si ji ω(h). Je to funkce proměnné h,
pro niž tedy dostáváme:

ω(h) = f (x0 + h)− f (x0)− A · h. (11.1)

Chceme zjistit, zda existuje takové čı́slo A, že funkce ω(h) definovaná vztahem (11.1) nabývá
pro „dostatečně malá“ h „velmi malých“ hodnot. Zde je třeba se zamyslet nad tı́m, co budeme
rozumět pod pojmem „velmi malá“ hodnota.

Mohli bychom požadovat, aby lim
h→0

ω(h) = 0, tedy

lim
h→0

ω(h) = lim
h→0

(f (x0 + h)− f (x0)− A · h) = 0.
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Aproximace funkce polynomem 541

To však nenı́ rozumné, nebot’pro spojitou funkci f by této „mı́ře přesnosti“ vyhovovala jakákoliv
volba A ∈ R.

Rozumnějšı́ je požadovat, aby lim
h→0

ω(h)

h
= 0. Pak

lim
h→0

ω(h)

h
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)− A · h

h
= lim

h→0

(
f (x0 + h)− f (x0)

h
− A

)
.

Tedy

lim
h→0

ω(h)

h
= 0 ⇔ A = lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Požadujeme-li, aby lim
h→0

ω(h)

h
= 0, pak existuje právě jedno čı́slo A ∈ R splňujı́cı́ vztah (11.1).

Definice 11.1. Předpokládejme, že je funkce f definovaná na nějakém okolı́ bodu x0. Existuje-li
takové čı́slo A ∈ R, že pro funkci ω definovanou vztahem (11.1) platı́ lim

h→0

ω(h)

h
= 0, pak řı́káme,

že funkce f je v bodě x0 diferencovatelná.
Lineárnı́ funkci dfx0 definovanou předpisem dfx0(h) = A · h nazýváme diferenciálem funkce f
v bodě x0.

Předpokládejme nynı́, že je funkce f v bodě x0 diferencovatelná a diferenciál dfx0(h) je dán
vztahem dfx0(h) = A · h. Všimněme si, čemu je rovno čı́slo A. Odvodili jsme, že platı́

A = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Dle poznámky 7.4 a definice 7.2 je tedy

A = f ′(x0).
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Aproximace funkce polynomem 542

Věta 11.2. Funkce f je v bodě x0 ∈ R diferencovatelná právě tehdy, když existuje vlastnı́ derivace
f ′(x0) funkce f v bodě x0. Pro diferenciál pak platı́

dfx0(h) = f ′(x0) · h pro každé h ∈ R.

Důkaz. Věta má tvar ekvivalence, musı́me tedy dokázat obě implikace.

1. Předpokládáme, že je funkce f diferencovatelná v bodě x0, tj. existuje takové čı́slo A ∈ R, že
platı́

lim
h→0

ω(h)

h
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)− A · h

h
= 0.

Z toho jednoznačně vyplývá, že

A = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
= f ′(x0).

Dokázali jsme, že z diferencovatelnosti funkce v bodě x0 plyne existence vlastnı́ derivace f ′(x0)

a je rovna A.

2. Předpokládejme, že existuje vlastnı́ derivace f ′(x0). Chceme ukázat, že funkce f je diferenco-
vatelná v bodě x0. Tj. chceme ukázat, že existuje čı́slo A ∈ R takové, že

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)− A · h

h
= 0.

Položme A = f ′(x0). Pak

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)− A · h

h
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)− f ′(x0) · h

h
=



Obsah

543. strana ze 616

J J I I

J I

Zavřı́t dokument

Konec
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Aproximace funkce polynomem 543

= lim
h→0

(
f (x0 + h)− f (x0)

h
− f ′(x0)

)
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
− lim

h→0
f ′(x0) =

= f ′(x0)− f ′(x0) = 0.

Dokázali jsme, že hledané čı́slo A existuje, tedy funkce f je diferencovatelná.

Poznámka 11.3.
1. Z předchozı́ věty vyplývá, že pokud diferenciál existuje, je určen jednoznačně.

2. Tvrzenı́, že funkce f je v bodě x0 diferencovatelná, je totéž, jako že funkce f má v bodě x0

derivaci f ′(x0). Tedy napřı́klad větu „má-li funkce f je v bodě x0 derivaci, pak je v tomto bodě
spojitá“, bychom mohli přeformulovat „je-li funkce f v bodě x0 diferencovatelná, je v bodě x0

spojitá“.

3. Protože je diferencovatelnost funkcı́ jedné proměnné totéž jako vlastnost mı́ti derivaci, je dife-
renciál funkcı́ jedné proměnné celkem nezajı́mavý. Podstatného významu nabude až při studiu
diferenciálnı́ho počtu funkcı́ vı́ce proměnných.

4. Všimněme si nynı́ geometrického významu diferenciálu — viz obr. 11.2.
V bodě (x0, f (x0)) jsme sestrojili přı́mku t ke grafu funkce f . V pravoúhlém trojúhelnı́ku ACB,
který nám vznikne, je |AC| = h a |BC| = dfx0(h). Pro směrnici této přı́mky platı́

kt = tgϕ =
|BC|

|AC|
=

dfx0(h)

h
=
f ′(x0) · h

h
= f ′(x0) .

Vyšlo nám, že směrnice přı́mky t je rovna prvnı́ derivaci v bodě x0. Jedná se tedy o tečnu ke grafu
funkce f sestrojenou v dotykovém bodě (x0, f (x0)).
Skutečná funkčnı́ hodnota v bodě x0 + h je tedy součtem dvou částı́:
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x

y

f (x0)

f (x0 + h)

x0 x0 + hO

f (x0 + h)− f (x0)

h

dfx0(h)

y = f (x)

ϕ

ϕ

t

A

B

C

D

E

Obr. 11.2

• f (x0)+ dfx0(h), což je vlastně hodnota na tečně t (úsečka EB),

• ω(h), což je část mezi tečnou t a grafem funkce f (úsečka BD).

Přı́klad 11.4. Necht’je dáno x0 = 1. Najděte dfx0(h), kde f (x) =
√
x2 + 1. +

Řešenı́. Vypočteme derivaci funkce f . Vyjde

f ′(x) =
(√

x2 + 1
)′

=

[
(x2

+ 1)
1
2
]′

=
1
2
(x2

+ 1)
−

1
2 2x =

x
√
x2 + 1

.

Tedy

dfx0(h) = f ′(x0) · h =
x0√
x0

2 + 1
h.
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Pro x0 = 1 je

df1(h) =
1

√
12 + 12

h =
1

√
2
h.

N

Všimněte si, že výsledkem je funkce proměnné h (diferenciál je funkce). Pro konkrétnı́ h pak
dostaneme konkrétnı́ výsledek. Např. pro h = 0,01 je

df1(0,01) =
1

√
12 + 12

0,01 =
0,01
√

2
.
= 0,007.

Nynı́ si všimneme použitı́ diferenciálu. Prvnı́ se bude týkat přibližného výpočtu funkčnı́ hodnoty
f (x0 + h). Jak jsme již konstatovali dřı́ve — viz obr. 11.2, je pro f ′(x0) 6= 0 a „dostatečně malé“ h,
úsečka BD mnohem kratšı́ než úsečka BC a lze ji tedy při srovnánı́ s nı́ s určitou chybou zanedbat.
Jinými slovy ω(h) zanedbáváme ve srovnánı́ s dfx0(h). Tı́m dostaneme ze vztahu (11.1) přibližný
vzorec

f (x0 + h)
.
= f (x0)+ f ′(x0) · h. (11.2)

Obecný odhad chyby, které se použitı́m tohoto přibližného vzorce dopustı́me, nebudeme proza-
tı́m provádět — lze to udělat pomocı́ Taylorovy věty, o které budeme hovořit dále.

Přı́klad 11.5. Necht’je dána funkce f předpisem f (x) = x3
− 5x2

+ 6x + 10. Vypočtěte +

hodnotu rozdı́lu f (x0 + h) − f (x0) a porovnejte tuto hodnotu s hodnotou diferenciálu
funkce f v bodě x0 = 5 pro následujı́cı́ hodnoty přı́růstku h:
a) h = 1, b) h = 0,1, c) h = 0,01.

Řešenı́. Nejprve vypočteme hodnoty přı́růstků f (x0 + h)− f (x0) pro x0 = 5 a různé hodnoty h:

a) pro h = 1 je f (x0 + h)− f (x0) = f (5 + 1)− f (5) = 42,
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b) pro h = 0,1 je f (x0 + h)− f (x0) = f (5 + 0,1)− f (5) = 3,201,
c) pro h = 0,01 je f (x0 + h)− f (x0) = f (5 + 0,01)− f (5) = 0,311 001.

Vyjádřeme nynı́ diferenciál dfx0(h) funkce f v bodě x0: dfx0(h) = f ′(x0) · h.
Vypočteme derivaci funkce f : f ′(x) = 3x2

− 10x + 6.
Dosadı́me bod x0 = 5: f ′(5) = 31. Tedy df5(h) = 31 · h.

a) pro h = 1 je df5(1) = 31,
b) pro h = 0,1 je df5(0, 1) = 3,1,
c) pro h = 0,01 je df5(0, 01) = 0,31.

Nynı́ porovnejme hodnoty rozdı́lu f (x0+h)−f (x0) a diferenciálu dfx0(h). Označme pı́smenem
Ch chybu, které se dopouštı́me, pokud tento rozdı́l nahradı́me diferenciálem:

a) Ch(1) = 11,
b) Ch(0,1) = 0,101,
c) Ch(0,01) = 0,001 001.

Závěr: Vidı́me, že nahrazenı́ rozdı́lu funkčnı́ch hodnot diferenciálem při pevně zvoleném čı́sle x0 je
tı́m přesnějšı́, čı́m jsou hodnoty přı́růstku h menšı́ (v absolutnı́ hodnotě). N

Tedy pokud známe hodnotu nějaké funkce a jejı́ derivace pouze v jednom bodě a funkce splňuje
naše předpoklady (existuje konečná derivace této funkce v daném bodě), můžeme odhadnout funkčnı́
hodnoty v bodech, které jsou „blı́zko“ danému bodu, pomocı́ diferenciálu.

Přı́klad 11.6. Užitı́m diferenciálu vypočtěte přibližně: +

a)
√

382, b) ln 1,3, c) sin(−0,22).
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Řešenı́. Ve všech přı́padech budeme využı́vat vztah (11.2). Čı́slo x0 budeme volit tak, aby f (x0)

bylo možno vypočı́st bez použitı́ kalkulačky.

a) Označme f (x) =
√
x, x0 = 400, h = −18. Dále

f ′(x) =
1
2

·
1

√
x
, f ′(x0) = f ′(400) =

1
2

·
1

√
400

=
1
40
.

Tedy
√

382 .
= f (x0)+ f ′(x0) · h =

√
400 +

1
40

· (−18) = 20 −
9
20

= 19,55.

b) Označme f (x) = ln x, x0 = 1, h = 0, 3. Derivace

f ′(x) =
1
x
, f ′(x0) = f ′(1) = 1,

tedy
ln 1,3 .

= f (x0)+ f ′(x0) · h = ln 1 + 1 · 0,3 = 0 + 0,3 = 0,3.

c) Označme f (x) = sin x, x0 = 0, h = −0,22. Platı́ f ′(x) = cos x, f ′(0) = 1, tedy

sin(−0,22) .= f (x0)+ f ′(x0) · h = sin 0 + 1 · (−0,22) = −0,22. N

Poznámka 11.7.
Použitı́ diferenciálu na řešenı́ úloh podobných předchozı́mu přı́kladu je v dnešnı́ době kalkulaček a
počı́tačů nepopı́ratelně archaismem. Způsob, jakým tyto stroje počı́tajı́, ovšem dobře ilustruje.

Vzorec (11.2) lze také použı́t, pokud neznáme analytický předpis funkce f a hodnoty f (x0) a
f ′(x0) jsme zı́skali např. měřenı́m. Zásadnı́ význam má tento vztah (11.2) rovněž ve fyzice a dalšı́ch
technických disciplı́nách při odvozovánı́ nejrůznějšı́ch vzorců, kdy se vyššı́ mocniny přı́růstku (tj.
u nás výraz ω(h)) zanedbávajı́. Tyto členy vlastně zmizı́ při nějakém limitnı́m přechodu. Použitı́
diferenciálu znamená linearizaci problému.
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Jiným přı́kladem použitı́ diferenciálu je odhad absolutnı́ a relativnı́ změny veličiny. S těmito
pojmy se často setkáme při různých měřenı́ch. Při našem označenı́ absolutnı́ změnou rozumı́me
čı́slo Ch = f (x0 + h) − f (x0) a relativnı́ změnou čı́slo Chr =

Ch
f (x0)

. Z toho, co již vı́me, plynou
následujı́cı́ přibližná vyjádřenı́ pro tyto změny.

Absolutnı́ změna: Ch
.
= dfx0(h),

Relativnı́ změna: Chr =
Ch

f (x0)

.
=

dfx0(h)

f (x0)
.

Později uvidı́me, jak lze vyjádřit a odhadnout chyby těchto přibližných vzorců.

Přı́klad 11.8. Do plechu jsou vrtány kruhové otvory o poloměru r = 1,2 cm. Nepřesnostı́ +

výroby je způsobeno, že skutečný poloměr se může lišit a to maximálně o 0,1 cm. Určete
přibližně absolutnı́ a relativnı́ změnu obsahu kruhového otvoru.

Řešenı́. Obsah kruhu je dán vzorcem f (r) = πr2. Nejprve máme určit absolutnı́ změnu f (r) −

− f (1,2), jestliže vı́me, že r se lišı́ od 1,2 maximálně o h = 0,1, tj. platı́ |r − 1,2| 5 0,1. Protože
f ′(r) = (πr2)′ = 2πr , dostaneme

Ch
.
= df1,2(h) = f ′(1,2) · h = 2π · 1,2 · 0,1 = 0,24π

.
= 0,7536.

Pro odhad relativnı́ změny pak vyjde

Chr =
Ch

f (x0)

.
=

0, 24π

π(1,2)2
=

0,24π

1,44π
=

1
6
.
= 0,1667.

Absolutnı́ změna obsahu kruhového otvoru je přibližně 0,75 cm2, relativnı́ změna je přibližně 0,17,
tj. 17%. N
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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U výpočtů tohoto typu je nevýhodné, že si nemůžeme předem zadat přesnost výpočtu (velikost
chyby). Jsme pouze schopni, pokud známe skutečnou hodnotu, vzniklou chybu odhadnout. Výpočty
hodnot s předem danou přesnostı́ budeme provádět v části 11.2 týkajı́cı́ se Taylorova polynomu.

Na závěr tohoto oddı́lu uvedeme definici diferenciálů vyššı́ch řádů.

Definice 11.9. Necht’ n ∈ N. Diferenciálem n-tého řádu funkce f v bodě x0 nazýváme funkci
dnfx0 danou předpisem:

dnfx0(h) = f (n)(x0) · hn. (11.3)

Diferenciál n-tého řádu funkce f v bodě x0 je tedy polynom stupně nejvýše rovného n.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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11.2. Taylorův polynom

V oddı́le 11.1 jsme hovořili o diferenciálu. Jednalo se o nahrazenı́ funkce na okolı́ daného bodu
lineárnı́ funkcı́, tedy polynomem stupně jedna. Je přirozené položit si otázku, zda by bylo možné
nahradit výchozı́ funkci polynomem vyššı́ho stupně, např. stupně dva (grafem je parabola), který by
ji nahrazoval přesněji. Je-li t funkce, jejı́mž grafem je tečna k funkci f v bodě x0, pak zřejmě platı́:

f (x0) = t (x0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tečna procházı́ bodem (x0, f (x0)),

f ′(x0) = t ′(x0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . derivace f ′(x0) je stejná jako směrnice tečny.

Po polynomu, který hledáme, budeme obdobně požadovat, aby v bodě x0 měl nejen stejnou funkčnı́
hodnotu a derivaci, ale aby se shodovaly i dalšı́ derivace. Obecně budeme chtı́t funkci f , která má
v bodě x0 alespoň n-tou derivaci, nahradit polynomem T takovým, že

f (x0) = T (x0),

f ′(x0) = T ′(x0),

f ′′(x0) = T ′′(x0),

...

f (n)(x0) = T (n)(x0).

Je otázkou, zda takový polynom existuje a jak ho najdeme.
Polynom T můžeme (jako každý polynom n-tého stupně) vyjádřit v tomto tvaru:

T (x) = a0 + a1(x − x0)+ a2(x − x0)
2
+ · · · + an(x − x0)

n. (11.4)
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Zobrazit

‹
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Vypočteme všechny derivace polynomu T až do n-tého řádu:

T ′(x) = a1 + 2a2(x − x0)+ · · · + n · an(x − x0)
n−1,

T ′′(x) = 2 · 1a2 + 3 · 2a3(x − x0)+ · · · + n · (n− 1) · an(x − x0)
n−2,

...

T (n)(x) = n · (n− 1) · (n− 2) · (n− 3) · · · · · 3 · 2 · 1 · an.

Dosadı́me bod x0:

T ′(x0) = a1,

T ′′(x0) = 2! · a2,

T ′′′(x0) = 3! · a3,

...

T (n)(x0) = n! an.

Připomeňme, že pro faktoriál přirozeného čı́sla n platı́:

n! = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 3 · 2 · 1, přitom klademe: 0! = 1.

Nynı́ porovnáme tyto hodnoty s derivacemi funkce f v bodě x0 (požadujeme, aby se hodnoty
derivacı́ funkce f a T v bodě x0 shodovaly) a osamostatnı́me koeficienty an:

f (x0) = T (x0) = a0 ⇒ a0 = f (x0),

f ′(x0) = T ′(x0) = a1 ⇒ a1 = f ′(x0),
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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f ′′(x0) = T ′′(x0) = 2! a2 ⇒ a2 =
1
2!
f ′′(x0),

...

f (n)(x0) = T (n)(x0) = n! an ⇒ an =
1
n!
f (n)(x0).

Dosadı́me-li koeficienty a0, . . . , an do vztahu (11.4) pro polynom T , dostáváme

T (x) = f (x0)+ f ′(x0)(x − x0)+
1
2!
f ′′(x0)(x − x0)

2
+ · · · +

1
n!
f (n)(x0)(x − x0)

n.

Definice 11.10. Necht’funkce f má v bodě x0 derivace do řádu n. Pak se polynom

Tn(x) = f (x0)+
f ′(x0)

1!
(x − x0)+

f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2
+ · · · +

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

nazývá Taylorův1polynom n-tého stupně funkce f v bodě x0.

Poznámka 11.11.
1. Funkce Tn je skutečně polynom — proměnná je x a vše ostatnı́ jsou konstanty.
2. Stupeň polynomu Tn je nejvýše n. Pokud f (n)(x0) 6= 0, je stupeň právě n, pokud platı́ f (n)(x0) =

= 0, je stupeň menšı́ než n. Je-li Tn nulovým polynomem, pak stupeň nenı́ definován — viz
poznámka 4.27.

3. Čı́slo x0 nazýváme střed Taylorova polynomu.

1Brook Taylor (1685–1731) (čti tejlor) — anglický matematik. Zabýval se analýzou, mechanikou a balistikou.
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Zavřı́t dokument

Konec
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4. Taylorův polynom lze zapsat pomocı́ diferenciálů vyššı́ch řádů takto:

Tn(x) = f (x0)+
dfx0(h)

1!
+

d2fx0(h)

2!
+ · · · +

dnfx0(h)

n!
, kde h = x − x0.

Nelze řı́ci, že tento zápis by byl výrazně stručnějšı́. U funkcı́ vı́ce proměnných, s nimiž se
seznámı́me v matematické analýze II, však bude zápis pomocı́ diferenciálů podstatně stručnějšı́.
Zde ho uvádı́me spı́še pro porovnánı́ do budoucna.

Poznámka 11.12. Nahradı́me-li danou funkci v okolı́ bodu x0 Taylorovým polynomem, dopouštı́me
se tı́m určité chyby. Zamysleme se nynı́ nad touto chybou, kterou si označme R(x). Platı́

R(x) = f (x)− T (x),

kde f (x) je funkčnı́ hodnota funkce f v bodě x a T (x) je funkčnı́ hodnota Taylorova polynomu
v bodě x.

• Podı́vejme se nejprve na nejjednoduššı́ přı́pad, kdy funkci nahrazujeme Taylorovým polyno-
mem prvnı́ho stupně. Vyšli jsme z toho, že požadujeme

f (x0) = T (x0),

f ′(x0) = T ′(x0).

Přitom f (x0)− T (x0) = R(x0) a f ′(x0)− T ′(x0) = R′(x0). Požadujeme tedy, aby platilo

R(x0) = 0, R′(x0) = 0. (11.5)

Lze ukázat, že z platnosti (11.5) vyplývá platnost limity lim
x→x0

R(x)

x−x0
= 0.



Obsah

554. strana ze 616

J J I I

J I
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Důkaz. Předpokládejme, že platı́ R(x0) = R′(x0) = 0. Pak

lim
x→x0

R(x)

x − x0
= lim

x→x0

R(x)− R(x0)

x − x0
= R′(x0) = 0.

Při úpravě jsme přidali do čitatele člen R(x0), který je podle předpokladu nulový, takže
nezměnı́ hodnotu limity.

• Přejděme nynı́ k dalšı́mu přı́padu, kdy funkci nahrazujeme Taylorovým polynomem druhého
stupně. Řekli jsme si, že budeme požadovat, aby platilo

f (x0) = T (x0),

f ′(x0) = T ′(x0),

f ′′(x0) = T ′′(x0).

Přitom f (x0) − T (x0) = R(x0), f ′(x0) − T ′(x0) = R′(x0) a f ′′(x0) − T ′′(x0) = R′′(x0).
Požadujeme tedy, aby platilo

R(x0) = 0, R′(x0) = 0, R′′(x0) = 0. (11.6)

Lze ukázat, že z platnosti (11.6) vyplývá platnost limity lim
x→x0

R(x)

(x−x0)2
= 0.

Důkaz. Předpokládejme, že platı́ R(x0) = R′(x0) = R′′(x0) = 0. Pak

lim
x→x0

R(x)

(x − x0)2
LP
= lim

x→x0

R′(x)

2(x − x0)
= lim

x→x0

R′(x)− R′(x0)

2(x − x0)
=
R′′(x0)

2
= 0.

V prvnı́m kroku jsme limitu, která je typu 0
0 , řešili l’Hospitalovým pravidlem a v dalšı́m kroku

jsme přidali do čitatele členR′(x0), který je podle předpokladu nulový, takže nezměnı́ hodnotu
limity.
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• Analogicky bychom nalezli podmı́nku pro chybu, které se dopustı́me, nahrazujeme-li funkci
Taylorovým polynomem n-tého stupně:

lim
x→x0

R(x)

(x − x0)n
= 0. (11.7)

Je tedy skutečně pravda, že čı́m vyššı́ stupeň Taylorova polynomu použijeme, tı́m bude nahrazenı́
přesnějšı́? Jinak řečeno, čı́m vyššı́ stupeň Taylorova polynomu použijeme, tı́m bude chyba menšı́?
Podı́vejme se na podmı́nku pro chybu (11.7) — aby byla splněna, pak pro x velmi blı́zká x0 musı́
být čı́slo |R(x)| „mnohokráte menšı́“ než |x − x0|

n. Se zvětšujı́cı́m se n se |x − x0|
n zmenšuje a tı́m

se také musı́ zmenšovat |R(x)|. Tedy skutečně lze čekat, že čı́m vyššı́ stupeň Taylorova polynomu
použijeme, tı́m bude nahrazenı́ přesnějšı́.

Přı́klad 11.13. Najděte Taylorův polynom +

a) 1. stupně , b) 2. stupně , c) 3. stupně
funkce f : y = ln x se středem v bodě x0 = 1.

Řešenı́. Máme x0 = 1. Pro napsánı́ T1(x), T2(x) a T3(x) potřebujeme určit hodnoty funkce a prvnı́ch
třı́ derivacı́ v bodě x0 = 1. Je

f (x) = ln x =⇒ f (1) = 0,

f ′(x) =
1
x

=⇒ f ′(1) = 1,

f ′′(x) = −
1
x2

=⇒ f ′′(1) = −1,

f ′′′(x) =
2
x3

=⇒ f ′′′(1) = 2.
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Tedy hledané polynomy vypadajı́ takto:

a) T1(x) = 0 + 1 · (x − 1) = x − 1,

b) T2(x) = T1(x)+
f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2
= (x − 1)−

1
2
(x − 1)2,

c) T3(x) = T2(x)+
f ′′′(x0)

3!
(x − x0)

3
= (x − 1)−

1
2
(x − 1)2 +

1
3
(x − 1)3.

Graf funkce f a Taylorových polynomů 1., 2. a 3. stupně ilustruje obrázek 11.3.

x

y

1O

y = ln x

y = T1(x)

a)

x

y

1O

y = ln x
y = T2(x)

b)

x

y

1O

y = ln x

y = T3(x)

c)

Obr. 11.3: Funkce f : y = ln x a jejı́ Taylorovy polynomy

N
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Animace A
Následujı́cı́ animace vykresluje Taylorovy polynomy 1., 2. a 3. stupně funkce f : y = ln x se středem
v bodě x0 = 1. Kromě toho si všı́má závislosti velikosti intervalu, na němž lze s předem danou
přesnostı́ nahradit funkci f Taylorovým polynomem jistého stupně, na stupni tohoto polynomu.
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Taylorův polynom 1

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap11_anim1.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Přı́klad 11.14. Najděte Taylorův polynom 4. stupně funkce f : y = x ln x se středem +

v bodě x0 = 1.

Řešenı́. Máme x0 = 1, n = 4. Pro napsánı́ T4(x) potřebujeme určit hodnoty funkce a prvnı́ch čtyř
derivacı́ v bodě x0 = 1. Je

f (x) = x ln x =⇒ f (1) = 0,

f ′(x) = ln x + x
1
x

= ln x + 1 =⇒ f ′(1) = 1,

f ′′(x) =
1
x

=⇒ f ′′(1) = 1,

f ′′′(x) = −
1
x2

=⇒ f ′′′(1) = −1,

f (4)(x) =
2
x3

=⇒ f (4)(1) = 2.

Obecně je

T4(x) = f (x0)+
f ′(x0)

1!
(x − x0)+

f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2
+

+
f ′′′(x0)

3!
(x − x0)

3
+
f (4)(x0)

4!
(x − x0)

4.

Po dosazenı́ vyjde

T4(x) = 0 +
1
1
(x − 1)+

1
2
(x − 1)2 −

1
2 · 3

(x − 1)3 +
2

2 · 3 · 4
(x − 1)4 =

= (x − 1)+
1
2
(x − 1)2 −

1
6
(x − 1)3 +

1
12
(x − 1)4.

N
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11.3. Taylorův vzorec

Nynı́ si všimněme vztahu funkce a jejı́ho Taylorova polynomu. Již vı́me, že nahradı́me-li funkci f
na okolı́ daného bodu Taylorovým polynomem, dopouštı́me se tı́m určité chyby. Chybu nahrazenı́
funkce Taylorovým polynomem můžeme vyjádřit v tomto tvaru:

Rn(x) = f (x)− Tn(x).

Vyjádřenı́ funkce f ve tvaru
f (x) = Tn(x)+ Rn(x)

nazýváme Taylorův vzorec funkce f v bodě x0. Funkci Rn nazýváme zbytek po n-tém členu v Tay-
lorově vzorci funkce f v bodě x0.

x

y

x0 xO

y = f (x)

y = Tn(x)

y = Rn(x)

Obr. 11.4

Význam zbytku je znázorněn na obr. 11.4. Velikost zbytku nám řı́ká, jak moc se lišı́ Tn od f .
Čı́m menšı́ bude zbytek, tı́m přesnějšı́ bude přibližné vyjádřenı́

f (x)
.
= Tn(x).
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Aproximace funkce polynomem 561

Tento vztah bude obecně pochopitelně platit jen v „malém“ okolı́ bodu x0, tj. |x − x0| musı́ být
„malé“. Jak malé, se dozvı́me v následujı́cı́ větě.

Věta 11.15 (Taylor). Necht’má funkce f v okolı́ O(x0) bodu x0 vlastnı́ derivace až do řádu n+ 1,
n = 1. Necht’x ∈ O(x0). Pak existuje čı́slo ξ ležı́cı́ mezi x0 a x takové, že platı́:

f (x) = Tn(x)+ Rn(x),

kde

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x − x0)

n+1.

Poznámka 11.16.
1. Uvedená podoba zbytku Rn se nazývá Lagrangeův tvar zbytku. Existuje řada jiných (mnohdy

vhodnějšı́ch, ale složitějšı́ch) tvarů zbytku.
2. Čı́slo ξ , které závisı́ při pevném středu x0 na volbě x, nemusı́ být dáno jednoznačně. Věta neřı́ká

nic o konkrétnı́ hodnotě čı́sla ξ . Mluvı́ jen o jeho existenci. Zdálo by se tedy, že jejı́ užitek bude
malý. Avšak to, že ξ ležı́ mezi x0 a x — viz obr. 11.5, nám často umožňuje alespoň odhadnout
velikost zbytku Rn(x), tj. najı́t konstantu, která shora omezuje jeho absolutnı́ hodnotu, což je
v aplikacı́ch velmi užitečné. Ukážeme to v následujı́cı́ch přı́kladech.

x ξ x0

Obr. 11.5
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Aproximace funkce polynomem 562

3. Všimněte si, že zatı́mco pro určenı́ Tn potřebujeme, aby f měla n derivacı́, předchozı́ věta
vyžaduje o jednu derivaci vı́ce, tj. n+ 1.

4. Ve speciálnı́m přı́padě, kdy střed je x0 = 0, mluvı́me o Maclaurinově1 vzorci (a Maclaurinově
polynomu). Jeho podoba je

f (x) = f (0)+
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)
2!

x2
+ · · · +

f (n)(0)
n!

xn + Rn(x).

Přı́klad 11.17. Najděte Taylorův vzorec pro n = 2, x0 = 1 funkce f dané předpisem +

f (x) = arctg x.

Řešenı́. Napı́šeme nejprve obecně tvar Taylorova vzorce pro n = 2:

f (x) = T2(x)+ R2(x) =

= f (1)+
f ′(1)

1!
(x − 1)+

f ′′(1)
2!

(x − 1)2 +
f ′′′(ξ)

3!
(x − 1)3.

Je tedy nutné vypočı́tat tři derivace funkce f dané předpisem f (x) = arctg x:

1Colin Maclaurin (1698–1746) (čti meklórin) — skotský matematik, zabýval se analýzou a geometriı́.
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Aproximace funkce polynomem 563

f ′(x) =
1

x2 + 1
,

f ′′(x) =
0(x2

+ 1)− 1 · 2x
(x2 + 1)2

=
−2x

(x2 + 1)2
,

f ′′′(x) =
−2(x2

+ 1)2 + 2x · 2(x2
+ 1)2x

(x2 + 1)4
=
(x2

+ 1)[−2(x2
+ 1)+ 2x · 2 · 2x]

(x2 + 1)4
=

=
−2x2

− 2 + 8x2

(x2 + 1)3
=

6x2
− 2

(x2 + 1)3
.

Po dosazenı́ x0 = 1 dostaneme

f (1) = arctg 1 =
π

4
,

f ′(1) =
1

12 + 1
=

1
2
,

f ′′(1) =
−2 · 1
(12 + 1)2

= −
1
2
.

Pak

arctg x =
π

4
+

1
2

1
(x − 1)−

1
2

2
(x − 1)2 +

f ′′′(ξ)

3!
(x − 1)3 =

=
π

4
+

1
2
(x − 1)−

1
4
(x − 1)2 +

6ξ 2
− 2

6(ξ 2 + 1)3
(x − 1)3,

kde ξ ležı́ mezi čı́slem 1 a x. N
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
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Aproximace funkce polynomem 564

Pro zájemce:
Ukážeme si, jak je možné odhadnout velikost zbytku v Taylorově vzorci.

Přı́klad 11.18. Určete maximálnı́ chybu, které se dopustı́me, nahradı́me-li na intervalu (0,9; 1,1) +

funkci f (x) = arctg x Taylorovým polynomem 2. stupně v bodě x0 = 1.

Řešenı́. Obecně jsme chybu určili v předchozı́m přı́kladě:

R2(x) =
6ξ2

− 2
6(ξ2 + 1)3

(x − 1)3, kde 0,9 < ξ < 1,1.

Abychom zlomek zvětšili, musı́me zvětšit čitatel a zmenšit jmenovatel.

Čitatel: |6ξ2
− 2|

Využijeme pravidla pro počı́tánı́ s nerovnostmi a fakt, že ξ < 1,1.
|6ξ2

− 2| 5 6|ξ |2 + 2 < 6 · 1,12
+ 2 = 9,26.

Jmenovatel: |6(ξ2
+ 1)3| = 6(ξ2

+ 1)3.
Protože ξ2 = 0, je ξ2

+ 1 = 1, a tedy i 6(ξ2
+ 1)3 = 6 · 13

= 6.

Celkem dostaneme

|R2(x)| =
|6ξ2

− 2|

6(ξ2 + 1)3
|x − 1|

3 5
9,26

6
|x − 1|

3 5

5 1,55|x − 1|
3 5 1,55 · 0,13

= 0,001 55 < 0,001 6.

Jestliže tedy v intervalu (0,9; 1,1) nahradı́me funkci f (x) = arctg x Taylorovým polynomem druhého stupně

T2(x) =
π

4
+

1
2
(x − 1)−

1
4
(x − 1)2,

tj. zanedbáme zbytek R2(x), pak je chyba, které se dopustı́me, menšı́ než 0,001 6. N
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Aproximace funkce polynomem 565

Poznámka 11.19.
Z předchozı́ho přı́kladu je vidět, že zatı́mco napsánı́ Taylorova polynomu je úloha poměrně snadná
(stačı́ znát vzorec a umět derivovat), je odhad zbytku poměrně obtı́žná úloha, která často vyža-
duje umět odhadnout velikost některých funkčnı́ch hodnot, k čemuž jsou třeba znalosti počı́tánı́
s nerovnostmi.

Přı́klad 11.20. Najděte Maclaurinův vzorec pro n = 1 funkce f dané předpisem +

f (x) =
√

1 + x2.

Řešenı́. Obecný tvar hledaného vzorce je

f (x) = f (0)+
f ′(0)

1!
x +

f ′′(ξ)

2!
x2.

Vypočı́táme derivace:

f ′(x) =
[
(1 + x2)

1
2
]′

=
1
2
(1 + x2)−

1
2 · 2x =

x
√
x2 + 1

,

f ′′(x) =

1
√
x2 + 1 − x x√

x2+1

x2 + 1
=

x2
+1−x2

√
x2+1

x2 + 1
=

1√
(x2 + 1)3

.

Dosadı́me bod x0 = 0 a dostaneme

f (0) =

√
1 + 02 = 1,

f ′(0) =
0

√
02 + 1

= 0.
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Aproximace funkce polynomem 566

Tedy √
1 + x2 = 1 +

0
1
x +

f ′′(ξ)

2!
x2

= 1 +
1
2

1√
(ξ 2 + 1)3

x2 ,

kde ξ je čı́slo mezi 0 a x. N

Přı́klad 11.21. Najděte Taylorův vzorec pro n = 3, x0 = −2 funkce dané předpisem +

f (x) = 2x3
− 3x2

+ x − 5.

Řešenı́. Obecný tvar bude

f (x) = f (−2)+
f ′(−2)

1!
(x + 2)+

f ′′(−2)
2!

(x + 2)2 +
f ′′′(−2)

3!
(x + 2)3 + R3(x),

kde

R3(x) =
f (4)(ξ)

4!
(x + 2)4.

Postupně dostáváme

f (x) = 2x3
− 3x2

+ x − 5 =⇒ f (−2) = 2(−2)3 − 3(−2)2 − 2 − 5 = −35,

f ′(x) = 6x2
− 6x + 1 =⇒ f ′(−2) = 6(−2)2 − 6(−2)+ 1 = 37,

f ′′(x) = 12x − 6 =⇒ f ′′(−2) = 12(−2)− 6 = −30,

f ′′′(x) = 12 =⇒ f ′′′(−2) = 12,

f (4)(x) = 0 =⇒ f (4)(ξ) = 0.

Dostáváme tedy, že pro libovolnou hodnotu čı́sla ξ je zbytek nulový:

R3(x) =
0
4!
(x + 2)4 = 0.
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Aproximace funkce polynomem 567

Platı́ tedy přesně
f (x) = −35 + 37(x + 2)− 15(x + 2)2 + 2(x + 2)3. N

Animace A
Následujı́cı́ animace vykresluje Taylorovy polynomy 1., 2. a 3. stupně funkce dané předpisem
f (x) = 2x3

− 3x2
+ x − 5 se středem v bodě x0 = −2. Kromě toho je zde diskutována závislost

velikosti chyby Rn(x) na velikosti intervalu a stupni Taylorova polynomu.
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Aproximace funkce polynomem 568

Taylorův polynom 2

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap11_anim2.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Poznámka 11.22.
Situace, která nastala v předchozı́m přı́kladě, tj. že zbytek je nulový a že platı́ přesně rovnost
f (x) = Tn(x), vznikne vždy, když funkce f bude polynom stupně m 5 n. Pak je totiž f (n+1)

nulová funkce a tedy Rn(x) = 0 pro každé x ∈ R.
Podı́váme-li se na výsledek předchozı́ho přı́kladu, lze řı́ci, že jsme vlastně přepsali polynom f

na tvar, ve kterém se vyskytujı́ pouze mocniny výrazu x + 2 (zatı́mco v zadánı́ jsou mocniny x).
Často se tato úloha formuluje takto: Rozviňte daný polynom f vzhledem k mocninám x − x0. Úlohu
řešı́me tak, že najdeme Taylorův polynom Tn, kde n = st f , se středem v bodě x0.

Pro zájemce:
Předchozı́ přı́klad je možno řešit i algebraicky. Nejprve přeformulujme zadánı́:

Přı́klad 11.23. Uvažujme vektorový prostor P3 polynomů stupně maximálně 3 s bázı́ E = +

= (x3, x2, x, 1). Určete souřadnice polynomu p(x) = 2x3
− 3x2

+ x − 5 vzhledem k bázi
F =

(
(x + 2)3, (x + 2)2, (x + 2), 1

)
.

Řešenı́. Známe souřadnice polynomu p(x) v bázi E: [p]E = (2,−3, 1,−5).
Chceme určit souřadnice polynomu p(x) v bázi F : [p]F = (t1, t2, t3, t4). Platı́

p(x) = t1(x + 2)3 + t2(x + 2)2 + t3(x + 2)+ t4 · 1.

Po dosazenı́ polynomu p(x) a úpravě dostáváme

2x3
− 3x2

+ x − 5 = t1(x
3
+ 6x2

+ 12x + 8)+ t2(x
2
+ 4x + 4)+ t3(x + 2)+ t4.
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Aproximace funkce polynomem 570

Vı́me, že dva polynomy se rovnajı́, rovnajı́-li se koeficienty u stejných mocnin x. Porovnánı́m koeficientů
u stejných mocnin x dostaneme soustavu lineárnı́ch rovnic pro neznámé t1, t2, t3, t4:

2 = t1,

−3 = 6t1 + t2,

1 = 12t1 + 4t2 + t3,

−5 = 8t1 + 4t2 + 2t3 + t4.

Jejı́m vyřešenı́m dostaneme t1 = 2, t2 = −15, t3 = 37, t4 = −35. Polynom p(x)má tedy v bázi F souřadnice
[p]F = (2,−15, 37,−35), tj. platı́:

p(x) = 2(x + 2)3 − 15(x + 2)2 + 37(x + 2)− 35. N

Přı́klad 11.24. Rozviňte polynom f : y = 2x4
− 3x3

+ x2
− x + 5 vzhledem +

k mocninám x − 2 .

Řešenı́. Řešı́me analogicky jako předchozı́ přı́klad. Nejprve ovšem zvolme x0 = 2. Dále určı́me

f (x) = 2x4
− 3x3

+ x2
− x + 5 =⇒ f (2) = 15,

f ′(x) = 8x3
− 9x2

+ 2x − 1 =⇒ f ′(2) = 31,

f ′′(x) = 24x2
− 18x + 2 =⇒ f ′′(2) = 62,

f ′′′(x) = 48x − 18 =⇒ f ′′′(2) = 78,

f (4)(x) = 48 =⇒ f (4)(2) = 48,

f (5)(x) = 0.
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Aproximace funkce polynomem 571

Vytvořı́me Taylorův polynom 4. stupně funkce f v bodě x0:

T4(x) = f (2)+ f ′(2)(x − 2)+
1
2
f ′′(2)(x − 2)2 +

1
3!
f ′′′(2)(x − 2)3 +

+
1
4!
f (4)(2)(x − 2)4 =

= 15 + 31(x − 2)+ 31(x − 2)2 + 13(x − 2)3 + 2(x − 2)4.

Protože je f (5)(x) = 0 pro každé x ∈ R, z Taylorovy věty dostáváme, že f (x) = T4(x) pro každé
x ∈ R.

Funkci f tedy lze zapsat ve tvaru

f (x) = 2(x − 2)4 + 13(x − 2)3 + 31(x − 2)2 + 31(x − 2)+ 15. N

Nynı́ si uvedeme Maclaurinovy vzorce některých elementárnı́ch funkcı́, se kterými se velmi
často setkáváme. Najdeme tvar pro obecné n.

Přı́klad 11.25. Najděte Maclaurinovy vzorce následujı́cı́ch funkcı́ pro obecné n: +

a) f : y = ex , b) f : y = sin x, c) f : y = cos x, d) f : y = ln(1 + x), x > −1.

Řešenı́.

a) f : y = ex , x ∈ R.
Pro derivace platı́

f ′(x) = ex, f ′′(x) = ex, . . . , f (n)(x) = ex, f (n+1)(x) = ex .
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Aproximace funkce polynomem 572

Dosadı́me x0 = 0. Vyjde

f (0) = e0
= 1, f ′(0) = e0

= 1, f ′′(0) = e0
= 1, . . . , f (n)(0) = e0

= 1.

Dále platı́
f (n+1)(ξ) = eξ .

Tedy

ex = 1 + x +
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · +

xn

n!
+ Rn(x), (11.8)

kde

Rn(x) =
xn+1

(n+ 1)!
eξ , přičemž ξ ležı́ mezi body 0 a x. (11.9)

b) f : y = sin x, x ∈ R. Je výhodné najı́t polynom sudého stupně 2n.

Postupně dostáváme

f (x) = sin x =⇒ f (0) = sin 0 = 0,

f ′(x) = cos x =⇒ f ′(0) = cos 0 = 1,

f ′′(x) = − sin x =⇒ f ′′(0) = − sin 0 = 0,

f ′′′(x) = − cos x =⇒ f ′′′(0) = − cos 0 = −1,

f (4)(x) = sin x =⇒ f (4)(0) = sin 0 = 0,

f (5)(x) = cos x =⇒ f (5)(0) = cos 0 = 1,

f (6)(x) = − sin x =⇒ f (6)(0) = − sin 0 = 0,

f (7)(x) = − cos x =⇒ f (7)(0) = − cos 0 = −1 atd.
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Aproximace funkce polynomem 573

Tedy

sin x = 0 +
1
1!
x +

0
2!
x2

−
1
3!
x3

+
0
4!
x4

+
1
5!
x5

+
0
6!
x6

−
1
7!
x7

+ · · · + R2n(x) =

=
x

1!
−
x3

3!
+
x5

5!
−
x7

7!
+ · · · + (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ R2n(x),

kde

R2n(x) = (−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
cos ξ, přičemž ξ ležı́ mezi body 0 a x.

Všimněte si, že vzorec obsahuje jen liché mocniny x.

c) f : y = cos x, x ∈ R. Je výhodné najı́t polynom lichého stupně 2n+ 1.

Obdobně jako pro sinus dostaneme

cos x = 1 −
x2

2!
+
x4

4!
−
x6

6!
+ · · · + (−1)n

x2n

(2n)!
+ R2n+1(x), (11.10)

kde

R2n+1(x) = (−1)n+1 x2n+2

(2n+ 2)!
cos ξ, přičemž ξ ležı́ mezi body 0 a x.

Všimněte si, že vzorec obsahuje jen sudé mocniny x.

d) f : y = ln(1 + x), x > −1.

Postupně dostáváme

f (x) = ln(1 + x) =⇒ f (0) = ln 1 = 0,
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Aproximace funkce polynomem 574

f ′(x) =
1

1 + x
= (1 + x)−1

=⇒ f ′(0) =
1

1 + 0
= 1,

f ′′(x) = −(1 + x)−2
=

−1
(1 + x)2

=⇒ f ′′(0) =
−1

(1 + 0)2
= −1,

f ′′′(x) = 2(1 + x)−3
=

2
(1 + x)3

=⇒ f ′′′(0) =
2

(1 + 0)3
= 2,

...

f (n)(x) = (−1)n−1 (n− 1)!
(1 + x)n

=⇒ f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)! ,

f (n+1)(x) = (−1)n
n!

(1 + x)n+1
.

Po dosazenı́ a vykrácenı́ faktoriálů vyjde

ln(1 + x) =
x

1
−
x2

2
+
x3

3
−
x4

4
+ · · · + (−1)n−1 x

n

n
+ Rn(x),

kde

Rn(x) = (−1)n
xn+1

n+ 1
·

1
(1 + ξ)n+1

, přičemž ξ ležı́ mezi body 0 a x.
N

Doposud jsme si ukazovali, jak lze při daném n odhadnoutRn(x). Častá je však i opačná úloha —
určit n tak, aby zbytek Rn(x) byl menšı́ než předem dané čı́slo (tj. je třeba určit, kolik členů se musı́
sečı́st, aby chyba byla menšı́ než zadané čı́slo).
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Aproximace funkce polynomem 575

Přı́klad 11.26. Užitı́m Maclaurinova vzorce vypočtěte hodnotu čı́sla e s chybou menšı́ +

než 0,001.

Řešenı́. Využijeme Maclaurinova vzorce (11.8) pro ex a dosadı́me x = 1. Vyjde

e1
= e = 1 +

1
1!

+
1
2!

+
1
3!

+ · · · +
1
n!

+ Rn(1).

Přitom podle (11.9) je

Rn(1) =
eξ

(n+ 1)!
, přičemž ξ ležı́ mezi body 0 a 1.

Ptáme se, kolik členů máme sečı́st, aby byla chyba menšı́ než 0,001, tj. |Rn(1)| < 0,001, neboli

eξ

(n+ 1)!
< 0,001, kde ξ ∈ (0, 1).

Potřebujeme shora odhadnout eξ . Vzhledem k tomu, že exponenciálnı́ funkce je rostoucı́, ξ < 1 a
e < 3, dostaneme:

eξ < e1 < 3.

Tudı́ž

Rn(1) =
eξ

(n+ 1)!
<

3
(n+ 1)!

.

Hledáme tedy prvnı́ přirozené čı́slo n, pro něž bude

3
(n+ 1)!

< 0,001.
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Celá obrazovka
‹

Okno

V okně:
Zobrazit

‹
Skrýt ikony

Zobrazit
‹

Skrýt menu

Aproximace funkce polynomem 576

Postupně dostáváme

n = 1 =⇒
3
2!

=
3
2
> 0,001 ,

...

n = 5 =⇒
3
6!

=
3

720
=

1
240

> 0,001,

n = 6 =⇒
3
7!

=
3

5040
=

1
1680

< 0,001.

Pro n = 6 vyjde hodnota čı́sla e:

e .
= 1 +

1
1!

+
1
2!

+
1
3!

+
1
4!

+
1
5!

+
1
6!

.
= 2,718 055 559

s chybou menšı́ než 0,001.
Pro porovnánı́: hodnota čı́sla e vypočtená na základě definice 5.23 zaokrouhlená na osm de-

setinných mı́st je e .
= 2,718 281 82 . . . . Chyba vyjádřenı́ čı́sla e pomocı́ Maclaurinova polynomu

6. stupně je tedy menšı́ než 0,000 226 226. N

Animace A
V předchozı́m přı́kladě jsme užitı́m Maclaurinova vzorce určovali hodnotu čı́sla e s chybou menšı́
než 0,001. Následujı́cı́ animace ilustruje výpočet hodnoty čı́sla e s chybou menšı́ než a) 0,6, b) 0,06,
c) 0,02, d) 0,002. Ukazuje grafy Maclaurinových polynomů různých stupňů a diskutuje závislost
chyby na stupni polynomu.
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Zobrazit

‹
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Aproximace funkce polynomem 577

Výpočet Eulerova čı́sla

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap11_anim3.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Aproximace funkce polynomem 578

Přı́klad 11.27. Užitı́m Taylorovy věty určete, pro která x ∈ R platı́ přibližný vzorec +

cos x .
= 1 −

x2

2
s přesnostı́ 10−3.

Řešenı́. Označme f (x) = cos x. Maclaurinův polynom 3. stupně funkce f je roven výrazu na pravé
straně zadané rovnosti. Tedy chyba, která vzniká při nahrazenı́ funkce kosinus tı́mto polynomem, je
podle (11.10):

R3(x) =
f (4)(ξ) · x4

4!
=

cos ξ · x4

24
,

kde ξ ležı́ mezi body 0 a x.
V zadánı́ se požaduje, aby vztah platil s přesnostı́ 0,001, tedy aby absolutnı́ hodnota chybyR3(x)

byla menšı́ nebo rovna 0,001: |R3(x)| 5 0,001:

|R3(x)| =

∣∣∣cos ξ · x4

24

∣∣∣ 5 | cos ξ | · |x4
|

24
5

|x4
|

24
.

Využili jsme toho, že | cos ξ | 5 1. Hledáme tedy takové x ∈ R, pro něž platı́

|x4
|

24
5 0,001.

Z toho okamžitě plyne |x4
| 5 0,024, tj. x ∈

〈
−

4
√

0,024;
4
√

0,024
〉

= 〈−0,39; 0,39〉.

Pokud dosadı́me x z tohoto intervalu (např. 0,16) a vypočteme hodnotu kosinu pomocı́ uve-
deného vztahu, bude se od skutečné hodnoty cos 0,16 lišit až na čtvrtém desetinném mı́stě (anebo
dále). Zkuste si tento výpočet provést na svých kalkulačkách (pozor! hodnota 0,16 nenı́ ve stupnı́ch,
ale v radiánech). N
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Aproximace funkce polynomem 579

V předchozı́ch přı́kladech jsme několikrát naznačili, že v malém okolı́ středu se se zvyšujı́cı́m se
stupněm Taylorova polynomu chyba aproximace, tj. velikost zbytku v Taylorově vzorci, zmenšuje.
To sice platı́ v „rozumných“ přı́padech, ale obecně tomu tak bohužel nenı́, jak ukazuje následujı́cı́
přı́klad.

Přı́klad 11.28. Najděte Maclaurinův polynom stupně n = 2 funkce +

f (x) =

{
e−1/x2

pro x 6= 0,
0 pro x = 0.

Řešenı́. Spočı́tejme prvnı́ derivaci v bodě 0:

f ′

+
(0) = lim

x→0+

e−1/x2
− 0

x
= lim

y→+∞
e−y2

y = lim
y→+∞

y

ey2 =

[
∞

∞

]
LP
= lim

y→+∞

1
2yey2 = 0.

Při výpočtu jsme použili větu o limitě složené funkce (y =
1
x
) a l’Hospitalovo pravidlo. Obdobně

dostaneme f ′

−
(0) = 0, dohromady f ′(0) = 0.

Druhou derivaci v bodě 0 musı́me počı́tat stejně jako prvnı́ derivaci přı́mo z definice. Dostáváme

f ′′(0) = lim
x→0

(
e−1/x2)′

− 0
x

= lim
x→0

e−1/x2
· 2

x4
=

= lim
y→+∞

2e−yy2
= lim

y→+∞

4y
ey

= lim
y→+∞

4e−y
= 0,

přičemž jsme ve výpočtu použili větu o limitě složené funkce (y =
1
x2 ) a dvakrát l’Hospitalovo

pravidlo.
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Aproximace funkce polynomem 580

Proto Maclaurinův polynom druhého stupně funkce f je

T2(x) = 0 + 0 · x + 0 · x2
= 0,

tj. tento polynom je nulový.
Nenı́ těžké indukcı́ ukázat, že daná funkce má nulový Taylorův polynom stupně n pro všechna

n ∈ N — viz [7, str. 160].
Tedy tento přı́klad ilustruje situaci, kdy se zvyšujı́cı́m se stupněm Taylorova polynomu se velikost

zbytku nezmenšuje. N

Animace A
Následujı́cı́ animace uvádı́ grafy funkce

f (x) =

{
e−1/x2

pro x 6= 0,
0 pro x = 0

a jejı́ch Maclaurinových polynomů.
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Aproximace funkce polynomem 581

Maclaurinův polynom

Kliknutı́m na následujı́cı́ ikonu se animace spustı́ ve vlastnı́m okně: A


kap11_anim4.swf
Media File (application/x-shockwave-flash)
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Aproximace funkce polynomem 582

Pojmy k zapamatovánı́
∑

— diferenciál funkce f v bodě x0,

— diferencovatelnost,

— diferenciál n-tého řádu funkce f v bodě x0,

— Taylorův polynom n-tého stupně funkce f v bodě x0,

— Taylorův vzorec funkce f v bodě x0,

— Maclaurinův polynom funkce f v bodě x0.

Kontrolnı́ otázky ?
1. Kdy je funkce diferencovatelná v bodě x0?

2. Jaký je geometrický význam diferenciálu funkce v bodě x0?

3. Jakým způsobem lze využı́t diferenciálu funkce k výpočtu přibližné funkčnı́ hodnoty?

4. Jakým způsobem lze využı́t diferenciálu funkce při odhadu absolutnı́ a relativnı́ změny?

5. Vysvětlete použitı́ Taylorova polynomu.

6. Zformulujte Taylorovu větu a popište Lagrangeův tvar zbytku.

7. Kdy mluvı́me o Maclaurinově vzorci funkce f ?

8. Uved’te Maclaurinovy vzorce funkcı́ ex, sin x, cos x.
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Zavřı́t dokument

Konec
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Aproximace funkce polynomem 583

Přı́klady k procvičenı́ !
1. Vypočtěte diferenciál funkce v obecném bodě x0 ∈ D(f ):

a) f : y =
x2

x2 − 1
, b) f : y = sin3 x, c) f : y = arcsin

1
x
.

2. Najděte přı́růstek funkce f a jejı́ diferenciál v bodě x0 pro dané h, je-li:

a) f : y = 3x2, x0 = 1, h = 0,1, b) f : y = x3
− 4x2

− 10x − 12, x0 = 0, h = 0,2.

3. Vypočtěte diferenciál funkce f v bodě x0 pro daný přı́růstek h.

a) f : y = 4x2
+ 3

√
x, x0 = 1, h = 0,2, b) f : y =

√
1 + x

1 − x
, x0 = 0, h = −0,2,

c) f : y = ln
(
x +

√
1 + x2

)
, x0 = 0, h = 0,01,

d) f : y = sin4 x, x0 =
π

4
, h = 0,1.

4. Užitı́m diferenciálu určete přibližnou hodnotu výrazu:

a) 4√267, b) 1,045, c) arctg 1,1.

5. Odhadněte pomocı́ diferenciálu absolutnı́ a relativnı́ změnu funkčnı́ hodnoty funkce f , jestliže

a) f : y = x2
+ 1, x0 = 1, h = 0,2, b) f : y = tg x, x0 = 0, h = −0,01.

6. Délka hrany krychle je x = 5 m ± 0,01 m. Odhadněte absolutnı́ a relativnı́ změnu objemu krychle.
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Aproximace funkce polynomem 584

7. S jakou přesnostı́ je třeba změřit poloměr koule, aby při výpočtu objemu koule relativnı́ změna nepřesa-
hovala 1%?

8. Rozviňte podle mocnin x − a polynom.

a) f : y = x3
− 2x + 5, a = 1, b) f : y = x4

− 3x2
− 10x + 11, a = 2.

9. Napište Taylorův polynom třetı́ho stupně funkce:

a) f : y = ln x v okolı́ bodu x0 = 1, b) f : y = cos
x

2
v okolı́ bodu x0 =

π

2
.

10. Napište Maclaurinův polynom třetı́ho stupně funkce:

a) f : y = e2x, b) f : y =
1 + x

1 − x
.

11. Napište Maclaurinův polynom n-tého stupně, kde n ∈ N, funkce:

a) f : y = ln(1 + x), b) f : y =
1

1 − x
.

12. Pomocı́ Taylorova vzorce (pro n = 3) přibližně vypočtěte:

a) 3√30, b) arctg 0,8.

13. Užitı́m Maclaurinova vzorce vypočtěte:

a) Hodnotu čı́sla e s chybou menšı́ než 10−5, b)
√

5 s chybou menšı́ než 10−4.
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Aproximace funkce polynomem 585

Autotest -
1. Vypočtěte diferenciál funkce f v bodě x0 pro dané h. Přitom f : y =

1
√
x

, x0 = 1, h = 0,3.

2. Užitı́m diferenciálu určete přibližnou hodnotu výrazů:

a) ln 0,94, b) 3√9.

3. Napište Maclaurinův polynom n-tého stupně funkce f : y = ex
2
.

4. Pomocı́ Maclaurinova polynomu druhého stupně určete přibližnou hodnotu výrazu 5
√

1,5.

5. Užitı́m Maclaurinova vzorce funkce f : y = ln
1 + x

1 − x
pro obecné n vypočtěte hodnotu ln 3 s chybou menšı́

než 10−3.
6. Rozviňte polynom f : y = x4

− 2x2
+ x − 2 vzhledem k mocninám x + 1.

*****

Málo lidı́ vı́, jak mnoho musı́ člověk vědět, aby poznal, jak málo vı́.

(F. Vymazal)

Svět hledá lidi, kteřı́ dovedou něco udělat, ne lidi, kteřı́ umějı́ vysvětlovat,
proč něco neudělali.

(H. Rowlandová)

*****
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586

Klı́č k přı́kladům k procvičenı́

Kapitola 1

1. a) 24a2b3, b) 2, c) 2
√

2, d) π
4 .

2. −2
a2−a+1 , a 6= 0, a 6= −b, a 6= −1, a 6= 1.

3. K = {}.

4. K = {9},

5. K = (2, 3) ∪ (5, 7).

6. K = 〈−4, 2
3〉.

7. K = {1}.

8. K = (3,∞).

9. K =
⋃
k∈Z{

π
4 + kπ;

3π
2 + 2kπ}.

10. 28 minut.
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́ 587

Kapitola 2

1. M = {8, 16, 24, 32, 40, 48},

2. a) minA neexistuje, maxA = 9, infA = 0, supA = 9,
b) minB neexistuje, maxB neexistuje, inf B = −∞, supB = +∞,
c) minC = 1, maxC neexistuje, inf C = 1, supC = +∞,
d) minD neexistuje, maxD neexistuje, infD = −∞, supD = +∞,
e) minE neexistuje, maxE neexistuje, inf E = −∞, supE = +∞,
f) minF neexistuje, maxF neexistuje, inf F = −∞, supF = +∞.

3. A× B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3)},
B × A = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2)}.

5. Předpokládáme-li, že x = y, pak nelze dělit výrazem x2
− xy, nebot’je roven nule.

Kapitola 3

1. a) neklesajı́cı́, b) sudá, c) neklesajı́cı́, lichá, d) sudá.

2. a) sudá, b) sudá, c) lichá, d) ani sudá ani lichá,
e) sudá, f) lichá, g) lichá, h) ani sudá ani lichá.

3. Ano.

7. a) souměrné podle osy y, b) souměrný podle počátku,
c) H(f ) = 〈0,∞), d) souměrné podle počátku,
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́ 588

e) klesajı́cı́, f) je vždy prostá,
g) lichá.

8. a) ne, b) ne, c) ano, d) ano, e) ne,
f) ano, g) ano, h) ne, i) ne, j) ne.

9. a) všechny liché funkce, b) všechny sudé funkce, c) všechny funkce.

10. Na druhý břeh se převezou oba chlapci, jeden z nich se s lod’kou vrátı́. Převeze se jeden z přátel
a druhý syn vesluje zpět. Znovu se přeplavı́ oba chlapci a znovu se jeden z nich vrátı́. Pak se
převeze druhý přı́tel a druhý syn se vrátı́ s lod’kou. Nakonec se na druhý břeh přeplavı́ oba
chlapci.

Kapitola 4 – oddı́l 4.1

1. a) 2, b) 2, c) −1, d) 0, e) −2.

2. a) 32, b) 1, c) 3
√

2, d) 1/125, e) 1/9, f) 1/ 4
√

3.

3. a) 25, b) 2, c) 10, d) z > 0, e) 1/100.

4. a) D(f ) = (−∞, 2), b) D(f ) = (−∞,−2) ∪ (2,+∞),

c) D(f ) = (−∞,−1〉 ∪ 〈1,+∞), d) D(f ) = (0,+∞),

e) D(f ) = (−1/2, 1), f) D(f ) = (−∞, 1) ∪ (4,∞),

g) D(f ) = (0,+∞), h) D(f ) = (−3, 1),
i) D(f ) = (−1, 1), j) D(f ) = (−2,∞),

k) D(f ) = (−∞,−2) ∪ (3,∞).
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5. a) lichá, b) lichá.

6. a) f −1
: y = 2 − ex, D(f −1) = R,

b) f −1
: y = ln

√
x2 − 2x − 2, D(f −1) = (1 +

√
3,+∞),

c) f −1
: y = ln 4x−4

x+1 , D(f
−1) = (−∞,−1) ∪ (1,+∞),

d) f −1
: y =

5−ex
2 , D(f −1) = R,

e) f −1
: y = ln(3 − x2), D(f −1) = 〈0,

√
3),

f) f −1
: y = ln 2

x−1 , D(f
−1) = (1,+∞).

Kapitola 4 – oddı́l 4.2

1. a) R r {0}, b) R r {−2, 2}, c) 〈1,+∞),

d) (−∞, 1〉 ∪ 〈2,+∞), e) (−∞,−1〉 ∪ (1,+∞), f) 〈−3,−1) ∪ (−1,+∞),

g) 〈−4, 2〉 ∪ 〈3,+∞), h) R.

2. a) s = 2 : D(f ) = (−∞,+∞), b) s = −1 : D(f ) = (−∞, 0) ∪ (0,+∞),

c) s =
1
2 : D(f ) = 〈0,+∞), d) s = −

1
2 : D(f ) = (0,+∞).

3. a) lichá, rostoucı́, b) sudá, ohraničená zdola, c) lichá, prostá,
d) lichá, klesajı́cı́, e) sudá, ohraničená shora, f) lichá, prostá.

4. a) nemá smysl, b) −
1
3 , c) nemá smysl, d) 1

2 4√2
.

5. a) f −1
: y =

√
x − 1, x ∈ 〈1,∞), b) f −1

: y = −
√

1 − x2, x ∈ 〈0, 1〉,

c) f −1
: y =

1
x−1 , x ∈ R r {1}, d) f −1

: y =
3−x

5 , x ∈ 〈−22, 28〉.
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Kapitola 4 – oddı́l 4.3

1. a) D(f ) = R r {kπ, k ∈ Z}, b) D(f ) = R r {2kπ, k ∈ Z},

c) D(f ) = R r {(2k + 1)π
4 , k ∈ Z}, d) D(f ) = R r {2kπ, k ∈ Z},

e) D(f ) = R r {(2k + 1)π
2 , k ∈ Z}, f) D(f ) = R r {(4k + 1)π

2 , k ∈ Z},

g) D(f ) = R r {k π
2 , k ∈ Z}, h) D(f ) =

⋃
k∈Z

〈−
π
2 + 2kπ, π

2 + 2kπ〉,

i) D(f ) =
⋃
k∈Z
(−π

2 + 2kπ, π
2 + 2kπ), j) D(f ) =

⋃
k∈Z

〈
5π
6 + 2kπ, 13π

6 + 2kπ〉

k) D(f ) =
⋃
k∈Z
(π

4 + kπ, 3
4π + kπ〉, l) D(f ) =

⋃
k∈Z

〈
π
4 + kπ, 3

4π + kπ〉.

2. a) D(f ) = 〈1/3, 1〉, b) D(f ) = 〈−3/2, 5/2〉, c) D(f ) = (−∞, 0〉 ∪ 〈1,+∞),

d) D(f ) = 〈−1, 3〉, e) D(f ) = (1, 2〉, f) D(f ) = 〈−1,∞),

g) D(f ) = (3/2, 11〉, h) D(f ) = 〈−1/3, 1〉, i) D(f ) = 〈−1, 1〉,

j) D(f ) = 〈
3
√

1
e ,

3
√

e〉.

3. a) π, b) 4π, c) π, d) π,

e) 4π, f) π, g) 2
3 π, h) 4π.

4. a) π
6 , b) −

π
2 , c) π

3 , d) −
π
4 , e) π

2 , f) π,

g) π
4 , h) 2

3 π, i) π
3 , j) −

π
4 , k) 0, l) 2

3 π.

5. a) x ∈ 〈0,π〉, b) x ∈ 〈−1, 1〉, c) x ∈ (0,π), d) x ∈ (−∞,∞).

6. a) f −1
: y =

1
3

(
1 − arccos x2

)
, D(f −1) = 〈−2, 2〉,

b) f −1
: y =

1
5

(
2 + arctg(x − 2)

)
, D(f −1) = (−∞,+∞),
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c) f −1
: y =

1
2

(
1 + cos x−3

4

)
, D(f −1) = 〈3, 3 + 4π〉,

d) f −1
: y = 2 + cotg(2 − x), D(f −1) = (2 − π, 2),

e) f −1
: y =

1
3(1 + arcsin x), D(f −1) = 〈−1, 1〉,

f) f −1
: y =

1
3

(
4 + tg(x − 1)

)
, D(f −1) = (1 −

π
2 , 1 +

π
2 ),

g) f −1
: y =

1
2

(
−1 + arccos(2 − x)

)
, D(f −1) = 〈1, 3〉.

7. a) f : y =
√

1 − x2, b) f : y =
x√

1+x2
.

Kapitola 4 – oddı́l 4.5

1. a) x1,2,3 = 1, b) x1,2 = 2, x3 = −3,
c) x1,2 = 0, x3,4 = 1, x5 = 3/2, d) x1 = 2, x2,3,4 = −2,
e) x1 = 2, x2,3,4 = 1, x5 = −2, f) x1 = 1 + i, x2 = 1 − i, x3,4 = −3, x5 = 2,
g) x1,2 = 1, x3 = −3, x4 = 5, h) x1,2 = ±i, x3 = −1, x4,5 = 2.

2. a) f : y = −
1

12(x − 2)(x2
− 1), b) f : y =

1
6(x − 1)(x − 2)(x2

+ 1),

c) f : y = −
3
2(x − 2)2(x − 3)(x2

− 2x + 2), d) f : y =
1

50(x
2
− 2x + 2)(x2

− 4x + 5),

e) f : y =
1
8(x + 1)(x − 2)2, f) f : y = −

1
5(x

2
+ 1)(x − 1),

g) f : y =
1

30(x
2
− 2x + 2)(x − 1)(x − 2).

3. a) −4 +
23 − 2x

x2 − 3x + 6
, b) 2x + 2 +

4x + 5
x2 − 2x

, c) 3x2
+ 3 +

−6x2
+ 5x − 8

x3 − x + 1
.
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4. a) (x + 1)(x2
− x + 1), b) (x − 2)(x + 2)(x2

+ 4),
c) (x − 3)(x + 1)(x − 1), d) 5(x + 1)(x − 5)(x − 1/5),
e) (x − 1)(x2

+ x + 1), f) (x − 2)(x + 2)(x2
+ 3),

g) (x − 1)(5x2
+ 2x + 5), h) (x + 1)(x − 2)(x2

+ x + 1),
i) (x − 1)(x + 3)(x − 4)(x2

+ x + 3).

Autotest ke kapitole 4

1.

x

y

10

15

2−2 3O

2. a) sudá, b) ani sudá ani lichá, c) sudá.

3. a) 〈−2, 2/3〉, b) (−∞,−2〉 ∪ (3,+∞), c) (0, 1〉 ∪ 〈4,+∞).

4. a) 0, b) 1/2, c) π/4, d) π/4.

5. Musı́.

6. Nenı́ monotónnı́.
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Skrýt menu
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7. b), c).

8. Může ale nemusı́.

9. f −1
: y =

ex−2
+ 1

2
, x ∈ R .

10. f −1
: y =

1
2

arccos(x + 3)+
5
4
, x ∈ 〈−4,−2〉.

11.

x

y

1

1O

a)

x

y

1

−1

1O

b)

12. x1 = −2, x2,3,4 = 1, x5 = 0.

13. Nejvýše.

14. Nemůže.

15. 6.
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Kapitola 5

1. a) −∞, b) 5
7 , c) 0, d) 1 .

2. a) 0, b) −∞ , c) 0, d) +∞, e) ∞, f) −1
4 .

3. a) e6, b) e3, c) e1/3, d) e3/2, e) e1/3, f) 1.

4. a) 1, b) 1, c) 7
√

6.

5. a) 0, b) 0, c) 0, d) 9, e) 1, f) 1.

6. a) 0, b) 0, c) 0.

7. a) ∞, b) 0, c) 1, d) 0, e) 1/6, f) ∞.

8. a) neexistuje, b) 0, c) neexistuje, d) 1, e) 0, f) neexistuje.

9. a) 0, b) 1
3 .

10. a) −
1
2 , b) 9

8 .

11. a) ne, b) ano, c) ne,
d) ne, e) ne, f) ano.

12. ano, d = 4

13. úloha má dvě řešenı́: a) d = 4, a1 = 5, b) d = −4, a1 = 13
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14. úloha má dvě řešenı́: a) q = 2, a1 = 2, b) q = 1/2, a1 = 16

15. počet vložených čı́sel je 10, diference d = 3

16. 8 s

17. 1, 74 mm

18. 9 cm, 12 cm, 15 cm

19. 1
512 m2

Autotest ke kapitole 5

1. a)
√

5/10, b) 0, c)
√

e, d) −∞.

2. a) 0, b) 0.

3. např. an = n.

Kapitola 6

1. a) −3/5, b) 1, c) 1, d) 1, e) 1/π, f) π/4.

2. a) 1, b) −7/27, c) 1/2, d) −1/
√

2, e) 3/2,
f) 9/10, g) −2/5, h) −1/2, i) −5/12.

3. a) 6, b) 4, c) 4,
d) −1/12, e) 1/24, f) 0.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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4. a) 0, b) 3/5, c) +∞, d) +∞, e) 0, f) 2/5.

5. a) −1, b) 0, c) −1.

6. a) 0, b) 0, c) 0.

7. a) 7/4, b) 1/3, c) 1.

Nápověda k 7c): využijte úpravu arcsin x
x

=
arcsin x

sin(arcsin x) .

8. a) −∞, b) neexistuje, c) +∞, d) neexistuje,
e) −∞, f) +∞, g) neexistuje, h) neexistuje.

9. a) 2, b) ±∞, c) ±1.

10. a) spojitá, b) nespojitá, c) nespojitá, d) nespojitá.

11. a) x0 = 0, b) x0 = −1, c) x0 = 0, d) x0 = 0, e) x0 = 0.

Autotest ke kapitole 6

1. Nemusı́ být.

2. Je.

3. Existuje vlastnı́.

4. Nejvýše.

5. Např. y =
1
x−1 .
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6. a) Např.
x

y

O

y = ex

b) Např.
x

y

O

y =
1
x2

7. a) −
1
2 , b) −∞ , c) 7

4 , d) 7
2 .

8. a) neexistuje, b) −∞.

Kapitola 7

1. a) 0, b)
√

5/2 .

2. a) 8x5, b) −1
x5 , c) −1

5 5√
x6
,

d) 5x3
−4

3x3 , e ) 2
3√
x2

−
1

4√
x3

−
5

9 3√
x4
, f) −5

4 4√
x7
,

g) 9x2
−

1
√
x

−
3
x4 , h) 2

3√x
+

1
3 sin2 x

, i) 6x2
+ 5 cos x.

3. a) 7, 17,−13, b) −
√

2+2
8 ,− 1

2 , 0.

4. a) 5x4
− 3x2

− 10x, b) x(x+sin 2x)
cos2 x

, c) 2x ln x + x +
1
x
,

d) 2x cotg x −
x2

sin2 x
, e) cos x

2
√
x

−
√
x sin x , f) cos 2x,

g) 2 arctg x
3 3√x

+
3√
x2

1+x2 , h)
( 7

2

√
x5 +

√
x7
)
ex, i) ex

(
cos x + x(cos x − sin x)

)
.
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5. a) 1
(x+1)2 , b) 1

1−sin x , c) ex (sin x−cos x)
sin2 x

,

d) 2(1−2x)
(1−x+x2)2

, e) −4 3√x

3(x− 3√x)2
, f) x ln 10 log x−(1+x2) arctg x

(x+x3) ln 10 log2 x
,

g) ex (1+x−x2
+x3)

(1+x2)2
, h) x(2x arctg x+1) ln x−(x2

+1) arctg x
x ln2 x

, i) (2 ln x+1)(x2
+x)−x2 ln x

(x+1)2 .

6. a) 6e3x, b) 3
x
, c) 2x

x2−1 , x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) ,

d) 1√
4x−x2

, e) 1
1+x2 , x ∈ R r {1} f) −6x2

(x3−1)3 .

7. a) tg3 x , D(f ) = D(f ′) =
⋃
k∈Z
(
−

π
2 + 2kπ, π

2 + 2kπ
)
,

b) 2 sgn x
√

2−x2
, D(f ) =

〈
−

√
2,

√
2
〉
,D(f ′) =

(
−

√
2, 0
)

∪
(
0,

√
2
)
,

c) 2x
x2−4 +

1√
4x−x2

, D(f ) = 〈0, 2),D(f ′) = (0, 2).

8. a) − sin x
1+cos x , b) 1

2x
√

6x−1
, c)

√
x

2−x
, d) 2x arctg x

2 ,

e) xex

2
√

1+ex
, f) −ex

(1+ex )
√

1−e2x
, g)

√
1+x
x
, h) ex√

1+e2x
.

9. a)
( 1

1−x

)x[ x
1−x

− ln(1 − x)
]
,

b) (x2
+ 1)arctg x−1

[
2x arctg x + ln(x2

+ 1)
]
,

c) xsin x(cos x ln x +
sin x
x
).

10. a) 2 cos 2x, b) 2 cos2 x+6 sin2 x
cos4 x

, c) 1√
(1+x2)3

, d) 2−2x2

(x2+1)2 .
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11. a) 4 sin 2x, b) −
1
x2 , x ∈ (0,∞), c) (12 + 8x)e2x .

12. a) (−1)n−1(n−1)!
xn

, x ∈ (0,∞), b) n!, c) (−1)nk(k+1)· ··· ·(k+n−1)
xk+n

.

13. a) t : x + 2y − 4 = 0, n : 2x − y − 3 = 0,
b) t : −

√
2 x + 2y +

4−π
2 = 0, n : 2x +

√
2 y −

(8+π)
√

2
4 = 0,

c) t : 4x + y − 8 = 0, n : x − 4y − 2 = 0,
d) t : x − ey = 0, n : ex + y − 1 − e2

= 0.

14. t1 : y = −16, t2 : y = 16.

15. t1 : y = 2x −
5
3 , t2 : y = 2x +

11
3 .

16. t1 = 2 s, t2 = 3 s.

17. 1,90 V.

18. 500 m.

19. v2(t) =
y·v1√
x2−y2

.

20. v(t) =
340t−100√
34t2−20t+4

, d = 10, 29.
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Autotest ke kapitole 7

1. y = |x − 2|,

2. (f ± g)′ = f ′
± g′, (fg)′ = f ′g + fg′,

(
f

g

)′
=

f ′g−fg′

g2 ,

3. a) 12x3
−

5
2
√
x

−
2

3 3√
x5
, b) −

ln x
x2 , c) 2

x(1−x2)
, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1),

d) 1√
a2−x2

, e) 4e2x

1−e8x , x ∈ (0,∞).

4. f ′(x) =
1−x2

(1+x2)2
, f ′(1) = 0, f ′(−2) =

−3
25 , −f ′(3) =

2
25 ,

5. f ′′(2) =
1
2 , f ′′′(1) = −1,

6. t : x + 2y = 0, n : 2x − y = 0.

Kapitola 8

1. a) 1
2 , b) 1, c) 1

2 , d) −
1
2 , e) 1

6 , f) 2
9 , g) +∞, h) 0, i) ∞.

2. a) 0, b) 1
6 , c) 0, d) 0, e) 1, f) 0.

3. a) 1, b) 0, c) e3, d) 0, e) e
−

9
2 , f) e.

4. Nenı́ spojitá, lim
x→ π

2

f (x) =
1
2 .

5. a)
− + − +

3−3 0 2
b)

+ − − +

2−2 0 1

c)
− + − − − +

2−2 1−1 0 1 5
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Autotest ke kapitole 8

1. a) −1, b) 1/e, c) 2/3, d) −1.

2. sgn f :
+ − +

2−2 0
,

3. nenı́ spojitá, lim
x→π

f (x) = −
3
2 .

Kapitola 9

1. Všechny uvedené extrémy jsou ostré.
a) klesá na (−∞, 5/4〉, roste na 〈5/4,+∞), min : f (5/4) = −17/8,
b) klesá na (0, 1〉 a 〈e2,+∞), roste na 〈1, e2

〉,
min : f (1) = 0, max : f (e2) = 4/e2,

c) roste na (−∞0) a (0,+∞), extrémy nejsou,
d) klesá na (−∞,−1〉 a 〈0, 1〉, roste na 〈−1, 0〉 a 〈1,+∞),

max : f (0) = 1, min : f (−1) = 0, f (1) = 0,
e) roste na (−∞, 0〉, klesá na 〈0,+∞), max : f (0) = 3,
f) roste na (−∞, 0) a 〈1,+∞), klesá na (0, 1〉, min : f (1) = e,
g) roste na 〈0, 4), klesá na (4, 8〉, max : f (4) = 4,
h) roste na (−∞,−2〉 a na 〈2,∞), klesá na 〈−2, 2〉,

max : f (−2) = e16, min : f (2) = e−16,
i) roste na (−∞,−26〉 a na 〈1,∞), klesá na 〈−26, 1〉,

max : f (−26) = 29, min : f (1) = 2.
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2. a) konkávnı́ na (−∞, 0), konvexnı́ na (0,+∞), infl. bod x = 0,
b) konkávnı́ na (−2,+∞),
c) konvexnı́ na (−∞,−

3
√

2) a (1,+∞), konkávnı́ na (− 3
√

2, 1),
infl. bod x = −

3
√

2,
d) konvexnı́ na (−∞,−1/3

√
3) a (1/3

√
3,+∞), konkávnı́ na (−1/3

√
3, 0) a (0, 1/3

√
3),

infl. body x = −1/3
√

3 a x = 1/3
√

3,
e) konvexnı́ na (−

√
3, 0) a (

√
3,+∞), konkávnı́ na (−∞,−

√
3) a (0,

√
3),

infl. body x = −
√

3, x = 0 a x =
√

3,
f) konvexnı́ na (π/2 + 2kπ, 3π/2 + 2kπ), konkávnı́ na (0 + 2kπ,π/2 + 2kπ) a (3π/2 +

+ 2kπ, 2π + 2kπ), kde k ∈ Z,
infl. body x = π/2 + 2kπ, k ∈ Z,

g) konvexnı́ na (−∞,−3) a (3,∞), nemá infl. body,
h) konvexnı́ na (−∞, 1 −

1
2

√
2〉 a na 〈1 −

1
2

√
2,∞),

konkávnı́ na 〈1 −
1
2

√
2, 1 +

1
2

√
2〉, infl. body x = 1 −

1
2

√
2 a x = 1 +

1
2

√
2,

i) konkávnı́ na (−∞,−4), konvexnı́ na (−4, 1) a (1,∞), infl. bod x = −4.

3. a) x = −3, x = 3, y = 0, b) x = 0, y = 0, c) x = 0, y = x,

d) x = 1, y = 1, e) x = 2, y = 3x, f) x = −1, x = 1, y = x,

g) x = 0, y = x, h) y = x + 4/3, i) x = −1/e, y = x + 1/e.

4. a) D(f ) = R, sgn f :
− + +

2−2 1
, sgn f ′

:
+ + −

1−1 1
, max: f (−1) = 4,

min: f (1) = 0, sgn f ′′
: − +

0
, infl. bod x = 0.

b) D(f ) = R r {0}, lichá, sgn f : − +

0
, sgn f ′

:
+ − − +

1−1 0 1
,
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max: f (−1) = −2, min: f (1) = 2, sgn f ′′
: − +

0
, asymptoty x = 0, y = x.

c) D(f ) = R r {−
√

3,
√

3}, lichá, sgn f :
+ − + −

√
3−

√
3 0

√
3

,

sgn f ′
:

+ + +
√

3−
√

3
√

3
, sgn f ′′

:
+ − + −

√
3−

√
3 0

√
3

, infl. bod x = 0,

asymptoty x = −
√

3, x =
√

3, y = 0.

d) D(f ) = (−2, 2), sudá, sgn f :
− + −

2−2
√

3−
√

3
√

3 2
, sgn f ′

:
+ −

2−2 0 2
,

max: f (0) = ln 4, sgn f ′′
:

−

2−2 2
, asymptoty x = −2, x = 2.

e) D(f ) = (−1, 1), lichá, sgn f :
− +

1−1 0 1
, sgn f ′

:
+

1−1 1
,

sgn f ′′
:

− +

1−1 0 1
, infl.bod x = 0, asymptoty x = −1, x = 1.

f) D(f ) = R, sgn f : + + −

0 2
, sgn f ′

:
− + − −

0 4/3 2
,

max: f (4/3) = (2/3) 3
√

4, min: f (0) = 0, sgn f ′′
: − − +

0 2
,

infl. bod x = 2, asymptota y = −x + 2/3.

g) D(f ) = R r {0}, sgn f : − +

0
, sgn f ′

: + − +

0 1
, min: f (1) = e,

sgn f ′′
: − +

0
, asymptoty x = 0, y = x + 1.

h) D(f ) = R, lichá, sgn f : − +

0
, sgn f ′

:
− + −

1−1 1
,

min: f (−1) = −e−1/2, max: f (1) = e−1/2, sgn f ′′
:

− + − +
√

3−
√

3 0
√

3
,

infl. bod x = 0, x = −
√

3, x =
√

3, asymptota y = 0.
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i) D(f ) = R, lichá, sgn f : − +

0
, sgn f ′

:
− + −

1−1 1
,

min: f (−1) = −π/2, max: f (1) = π/2, sgn f ′′
:

− + − +

1−1 0 1
,

infl. bod x = 0, asymptota y = 0.

5. a) ne, b) ne, c) ne, d) ano, e) ne,
f) ano, g) ano, h) ano, i) ne, j) ano.

Autotest ke kapitole 9

1. f : y = x3, x0 = 0.

2. f : y =
3
√
x2, x0 = 0.

3. f : y = x4, x0 = 0.

4. Roste na (−∞,−1〉 a 〈1,+∞), klesá na 〈−1, 1〉,
max : f (−1) = 2, min : f (1) = 0.

5. Konvexnı́ na 〈0, 1), konkávnı́ na (−1, 0〉, infl. bod (0, 0).

6. x = ±2, y = x.

7. D(f ) = R r {−2, 2}, sgn f :
+ − +

2−2 2
, sgn f ′

:
+ + − −

2−2 0 2
,

max : f (0) = −1/2, sgn f ′′
:

+ − +

2−2 2
, asymptoty x = ±2, y = 0.
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x

y

−2 2
O

−
1
2

f (x) = −
2

4−x2

Kapitola 10

1. a) max : f (−1) = 17, min : f (3) = 1, b) max : f (e) = e2, min : f (1) = 0,
c) max : f (e2) = e2

− 6, min : f (3) = 3 − ln 27,
d) max : f (0) =

3
√

4, min : f (2) = 0, e) max : f (0) =
π
4 , min : f (2) = 0,

f) max : neexistuje, min : f
( 1

e

)
= e

−
1
e .

2. 1.

3. Čtverec o straně
√
P .
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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Klı́č k přı́kladům k procvičenı́ 606

4. Obdélnı́k má rozměry 2a
4+π

a a
4+π

, půlkruh je nad většı́ stranou.

5. Poloměr válce r =
3
√

V
2π

, výška válce v =
3
√

4V
π

.

6. Čtverce o straně 10 cm.

7. Bod (−1,−2).

8. Strany obdélnı́ka jsou a
√

2, b
√

2.

9. a = 2(1 +
3
√

4), b = 2(2 +
3
√

2), vzdálenost je přibližně 8,32.

10. Na krychli o hraně 3
√ √

π
√

6+
√

π
m .

= 0,75 m je třeba postavit kouli o průměru
√

6
3
√

π(
√

6+
√

π)
m .

= 1,03 m.

Kapitola 11

1. a) −2x0
(x02−1)2 · h, b) 3 sin2 x0 cos x0 · h, c) −1

|x0|
√
x02−1

· h.

2. a) f (x0 + h)− f (x + 0) = 0,63, dfx0(h) = 0,6,
b) f (x0 + h)− f (x + 0) = −2,152, dfx0(h) = −2.

3. a) 5
3 , b) −0,2, c) 0,01, d) 0,1.

4. a) 4,043, b) 1,2, c) 0,835398.

5. a) 0,4, 0,2, b) −0,01, nelze.
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Zavřı́t dokument

Konec
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6. ±0,75 m, ±0,006.

7. 0,0033r .

8. a) (x − 1)3 + 3(x − 1)2 + (x − 1)+ 4,
b) (x − 2)4 + 8(x − 2)3 + 21(x − 2)2 + 10(x − 2)− 5.

9. a) (x − 1)−
(x−1)2

2 +
(x−1)3

3 , b)
√

2
2

(
1 −

(x− π
2 )

1! 2 −
(x− π

2 )
2

2! 22 +
(x− π

2 )
3

3! 23

)
.

10. a) 1 + 2x + 2x2
+

4
3
x3, b) 1 + 2x + 2x2

+ 2x3.

11. a) x −
x2

2 +
x3

3 −
x4

4 + · · · + (−1)n−1 xn
n
, b) 1 + x + x2

+ x3
+ · · · + xn.

12. a) 3,107, b) 0,674.

13. a) 2,71828, b) 2,2361.

Autotest ke kapitole 11

1. −0,15,
2. a) −0,06, b) 2,08,

3. 1 +
x2

1!
+

x4

2!
+ · · · +

x2n

n!
,

4. 0,970,
5. 2

( 1
2 +

1
24 +

1
160 +

1
896

)
= 0,5490,

6. f (x) = −4 + (x + 1)+ 4(x + 1)2 − 4(x + 1)3 + (x + 1)4.
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zita obrany, 2005. Skriptum.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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[21] SCHWARZ, Š. : Základy náuky o riešenı́ rovnı́c. 2. vydanie. Bratislava: Vydavatel’stvo SAV,
1968.
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Skrýt ikony

Zobrazit
‹
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611

Rejstřı́k

A
absolutnı́ hodnota funkce, 94
asymptota

bez směrnice, 484
svislá, 484
šikmá, 486

axiom, 62

B
bod

inflexnı́, 472
nespojitosti

druhého druhu, 295
odstranitelné, 295
prvnı́ho druhu, 295

stacionárnı́, 449

C
Cardanovy vzorce, 206

D
de Morganovy zákony, 29
definičnı́ obor, 72
derivace, 343

druhá, 378
n-tá, 379
nevlastnı́, 343
třetı́, 379
vlastnı́, 343
zleva, 343
zprava, 343

diferenciál funkce, 541
n-tého řádu, 549

disjunkce, 32



Obsah

612. strana ze 616

J J I I

J I
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Rejstřı́k 612

diskriminant
kvadratické rovnice, 206

důkaz
matematickou indukcı́, 53, 64
nepřı́mý, 64
přı́mý, 64
sporem, 64

E
ekvivalence, 32
Eulerovo čı́slo, 116, 119, 235
Eulerův vzorec, 193
extrém

absolutnı́, 515
globálnı́, 515
lokálnı́, 447

F
funkce, 72

absolutnı́ hodnota, 78
argument hyperbolického

kosinu, 190
kotangens, 192
sinu, 188
tangens, 191

arkuskosinus, 158

arkuskotangens, 162
arkussinus, 157
arkustangens, 160
cyklometrické, 157
diferencovatelná, 541
Dirichletova, 79
elementárnı́, 113, 294
exponenciálnı́, 115
goniometrické, 143
hladká, 353
hyperbolické, 182
hyperbolický

kosinus, 184
kotangens, 187
sinus, 182
tangens, 185

hyperbolometrické, 188
inverznı́, 97
klesajı́cı́, 84
kosinus, 143, 145
kotangens, 152
lichá, 90
logaritmická, 117
mocninná, 128

s iracionálnı́m exponentem, 135
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Rejstřı́k 613

s přirozeným exponentem, 128
s racionálnı́m exponentem, 133
se záporným celým exponentem, 131

monotónnı́, 84
ryze, 84

n-tá odmocnina, 128
neklesajı́cı́, 84
nerostoucı́, 84
ohraničená, 80

shora, 80
zdola, 80

periodická, 92
prostá, 89
racionálnı́ lomená, 199
rostoucı́, 84
signum, 77
sinus, 143
složená, 95
spojitá

na intervalu, 297
po částech, 297
v bodě, 292
zleva, 292
zprava, 292

sudá, 90

tangens, 150
základnı́ elementárnı́, 113

G
graf funkce, 75, 104

H
l’Hospitalovo pravidlo, 424
hypotéza, 31

I
implikace, 32
infimum, 47
inflexnı́ bod, 472
interval, 45

K
kartézský součin, 56
koeficienty polynomu, 198
konjunkce, 32
kořen polynomu, 200, 205
kořenový činitel, 201
kvantifikátor, 35

existenčnı́, 35
jednoznačné existence, 35
obecný, 35
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Skrýt menu

Rejstřı́k 614

L
limita, 283

nevlastnı́, 267, 276, 281
posloupnosti, 227
v nevlastnı́m bodě, 271, 276, 281
ve vlastnı́m bodě, 264, 267, 281
vlastnı́, 264, 271, 281
zleva, 283, 285
zprava, 283, 285

logaritmus
dekadický, 119
přirozený, 119

logické spojky, 31

M
Maclaurinův polynom, 562
Maclaurinův vzorec, 562
matematická indukce, 51
maximum, 46

globálnı́, 515
lokálnı́, 447

minimum, 46
globálnı́, 515
lokálnı́, 447

množina
celých čı́sel, 52

čı́selná, 30
ohraničená, 48

shora, 48
zdola, 48

přirozených čı́sel, 52
racionálnı́ch čı́sel, 52
reálných čı́sel, 40

rozšı́řená, 43
množiny, 24

N
negace, 32
normála, 382

O
obecná mocnina, 50
obor hodnot, 72
okolı́, 282

levé, 284
pravé, 284
prstencové, 282

P
podı́l funkcı́, 94
polynom

nulový, 198
posloupnost, 216
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Skrýt menu

Rejstřı́k 615

divergentnı́, 232
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přı́růstek
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Taylorův vzorec, 560
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změna

absolutnı́, 548
relativnı́, 548

zobrazenı́, 59



Obsah

616. strana ze 616

J J I I

J I
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