Linearni algebra s Matlabem
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Redeni soustav linedrnich rovnic,

e Stabilita numerické metody

* Nestabilni metoda — relativné malé chyby jednotlivych krokd se postupné
akumuluji az dojde ke katastrofalni ztraté presnosti reseni

 Stabilni metoda — chyba vysledkU roste s poctem krokU nejvyse linearné

* LU rozklad bez pivotizace je numericky nestabilni
* Problém nastane u nulového, ale i pFilis malého pivotu



Reseni soustav linearnich rovnic,

* LU rozklad (s pivotizaci)

* V k-tém kroce Gaussovy eliminace jsou nasobky k-tého radku pricteny k
radkim k+1 az m
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Reseni soustav linearnich rovnic,

* LU rozklad (s pivotizaci)
» Stejné tak ale mUzeme poutzit k vynulovam prislusnych prvku libovolny jiny
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* Nebo nulovat sloupecj misto sloupce k
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Redeni soustav linedrnich rovnic,

* LU rozklad (s pivotizaci)

* Volbu vhodného prvku (pivota), pomoci kterého nulujeme jiné prvky matice,
nazyvame pivotizace

* Teoreticky mame moznost zvolit libovolny nenulovy pivot
* Prakticky se ke zlepSeni numerické stability voli nejvétsi mozny pivot

» K zajisténi vetsi prehlednosti nebudeme pivoty nechavat na ptvodnich
pozicich, ale prepermutujeme radky a/nebo sloupce tak, aby byla zachovédna
schodova struktura



Redeni soustav linedrnich rovnic,

* LU rozklad (s pivotizaci)
» Castednd pivotizace

* Volime pivot v aktudlnim sloupci Ax(k:n, k)"

* Narocnost O(m?)

* Uplna pivotizace
e Volime pivot v submatici
* Narocnost O(m3)

Ap(k:n,k:n)




Reseni soustav linearnich rovnic

LU rozklad (s caste€nou pivotizaci)
 MUzeme chapat jako LU rozklad bez pivotizace prepermutované matice

PA = LU
X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X P, T X X X L, Ty X X X
X X X X — X X X X — 0 X X X
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" Pivot selection ‘Row interchange Elimination



Reseni soustav linearnich rovnic

LU rozklad (s caste€nou pivotizaci)

Ar(k,:) & Ax(p,?) A(p k)| = max {|aixl}

{Ak(k,:)HAk(p,:)} =  PriiAr

Lip1Pri1Ar = Apq

L1P1A - A1
L-PoAy = Ao

L, 1Pnp1---LoPoLiP/A = U



Reseni soustav linearnich rovnic

LU rozklad (s caste€nou pivotizaci)
L, 1Py - LoPoLiP/A = U

Ly =Ls, L)=P;LP;', L|=P;P.LP;'P5’ n=4

4

L;P3L,P,L;P; = LiL,L|P-P,P,

LIL — Pn—l T Pk+lLkP;.;l_1 e P,:ll U= (Lln—l Tt LSL,I) (Pn—l -

(U _,---LiL)'U=(P,;---P,P;)A & LU=PA.

.P,P))A,



Reseni soustav linearnich rovnic

LU rozklad (s caste€nou pivotizaci)
Algorithm 21.1. Gaussian Elimination with Partial Pivoting

U=A, L=1, P=1
fork=1tom-1
Select 7 > k to maximize |u,|
Up km < Yikm (interchange two TOWS)
ek,l:k—l « ez’,l:k—l
Dp. < D;.
forj=k+1tom
ej = ujk/ Upk
Uj kem = uj,k:m - ejkuk,k:m



Redeni soustav linearnich rovnic

LU rozklad (poznamka k algoritmu ve skriptech)

Algorithm 3.2.2 (Gaxpy LU) Suppose A € R"*" has the property that A(1:k, 1:k) is
nonsingular for k = 1:n — 1. This algorithm computes the factorization A = LU where
L is unit lower triangular and 7 is upper triangular.

Initialize L to the identity and [/ to the zero matrix.

for y = 1:n
ifj=1
v=A(:,1)
olse
a=Al:,7)

Solve L{1:j=1,1:j=1).z = a{1:j-1) for z € R/~
Ull:j=1,5) ==

v(j:n) = a(jm) — L(in, 1:;j=1)-2
end

U(3,3) = v(j)
L{j+1:n,3) = v(j+1m)/e(s)
end



Redeni soustav linearnich rovnic

* LU rozklad (s uplnou pivotizaci)
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Nejvétsi pivot vybirame ze submatice A(j:n, j:n)
Pred kazdou eliminaci permutujeme radky (nasobeni
matici P zleva) i sloupce (nasobeni matici Q zprava)

Odvozeni velmi podobné c¢astecné pivotizaci
Lp 1Py Lp By PLAQQy - @y = UL

m—1"m

(Lipey- - L3L5) Py - PP A(@1Qs - Quy) = U.

L=(Lp_y-I4L4)™, P=Pu PP Q=Q1Qy Qn_y

PAQ = LU.




Redeni soustav linearnich rovnic

e LU rozklad

* Pivotizaci Ize pouzit v pripadeé ridké matice A také k preusporadani matice
tak, aby vysledné matice L, U mély minimalni zaplnéni
* Matlab funkce
e [L, U] = lu(sparse(A), 0) —Dbezpivotizace, LU=A
e [L, U, P] = lu(A) -—scasteCnou pivotizaci, LU = PA
e Y = lu(A) —ulozivysledek do jedné maticeY=U + L -1

e [L, U, P, Q] = lu(sparse(A)) =-s pivotizacia ridkym preusporadanim,
LU = PAQ



