1 Iterac¢ni metody pro reSeni soustav linedrnich
rovnic

Piimé metody FeSeni soustav linearnich rovnic (LU, LDLT, Choleského faktor-
izace atd.) vyzaduji O(n3) operaci a velikost soustavy, kterou jimi dokdZeme

vyfesit je zna¢né omezena. V piipadé husté matice A € R™*"™ se priblizna
velikost TeSitelné soustavy historicky vyvijela takto:

e 1950: n = 20 (Wilkinson)

e 1965: n = 200 (Forsythe a Moler)
o 1980: n = 2000 (LINPACK)

e 1995: n = 20000 (LAPACK)

e 2010: n = 200000 (HDSS)

Pracujeme-li s fidkymi maticemi, jsme schopni feSit i systémy s mnohem vétsi
dimenz{ (miliony, desitky milionti neznamych) — zejména, pokud je Fesi¢ schopen
pracovat paralelné. V pripadé pouziti pfimého feSi¢e na Fidkou matici vSak
miize dojit k jejimu zaplnéni. Nap¥. vyuzitim prvniho fadku nésledujici matice
k vynulovani prvniho sloupce dojde k zaplnéni vSech ostatnich prvkt v matici:

X X X X X X X X X X
x x 0 0 0 0 X X X X
x 0 x 0 0]—=1]0 x x x x
x 0 0 x 0 0 x X X X
x 0 0 0 x 0 x x X X

Tento problém lze ¢asteéné Tesit vhodnou pivotizaci.
Mezi dalsi nevyhody primych Fesi¢t patii:
e Zmame-li jiz pfiblizné FeSeni soustavy, nedokazeme tuto znalost vyuzit ke
snizeni celkového poc¢tu operaci a zkraceni doby vypoctu.
e Naopak, pokud nam postacuje znalost pouze priblizného feSeni, nemiizeme
vypocet pomoci piimého Fesice ukoncit predcasné.
Alternativou k pfimym fegi¢im jsou iteraéni FeSi¢e, které generuji posloup-
nost pribliznych fefeni {x*} a pracuji téméF vyhradné s nasobenim matice-
vektor, které mé néro¢nost O(n?). Dilezitou vlastnosti kazdé itera¢ni metody

je rychlost konvergence posloupnosti {x*} k ¥eseni. MizZe se totiz stat, Ze pro
nékteré matice A itera¢ni metoda konverguje velmi pomalu nebo vibec.

1.1 Linearni itera¢ni metody

Prvnim typem itera¢nich metod, kterym se budeme zabyvat, jsou tzv. linearni
itera¢ni metody. Ty hledaji posloupnost feSeni soustavy Ax = b ve tvaru

! .= Ma* + Nb, (1.1)



kde M a N jsou néjaké matice odpovidajicich rozméri’ﬂ

Definice Linearni itera¢ni metodu nazveme konzistentni, fesi-li rovnici Max +
Nb = x pravé jeden vektor £ = A~'b. Je mozné ukazat, Ze metoda je konzis-
tentni pravé tehdy, je-li splnéno M =1 — NA.

Definice Itera¢ni metodu nazveme konvergentni plati-li ¥ — = A~b pro
k — oco. Je mozné ukazat, ze metoda je konvergentni, pravé tehdy, je-li splnéno

IM|| < 1, kde ||M|| = max,egn ”"‘\ff"‘ll” je maticova norma indukovana vektorovou

normoudu.

Pti odvozovani nésledujicich iteraénich metod budeme vyuzivat rozkladu
matice A na soucet dolni trojahelnikové, diagonalni a horni trojihelnihové mat-
ice, tedy A =L+ D + U (pozor, neplette si matice L, D, U se stejné nazvanymi
maticemi, které se vyskytovaly u pfimych fesi¢i). Napf. matici

2 10
A=11 2 1
01 2

rozloZime na

000 2.0 0 01 0
L=1{1 0 o/,D=]0 2 o|,u=]0 0 1
010 00 2 00 0

1.1.1 Jacobiho metoda

Vyjdéme z rovnice Ax = b. Dosazenim A =L + D + U dostaneme
(L+D+U)x =b.

Roznésobme a prezavorkujme vyraz na levé strané
Dz+ (L+U)z=0b

Jacobiho metodu odvodime tak, Zze pfidame indexy k + 1 a k k pfislusnym

vektorum x
DxFt! 4 (L+ U)wk =b.

Osamostatnénim z**! dostaneme piedpis pro k + 1 aproximaci vektoru x

2" =D7'(b— (L+U)z") = DL+ U)z" + D!z~
=M =N

Hndex k oznaluje &islo aktualni iterace.



Jednotlivé slozky vektoru x**1

miizeme vyjadfit jako
1 n
bi— Y ai(@h); ] = (1.2)
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: bi_zai,j(wk)j_ Z a; ;(x"); (1.3)

Py
He j=i+1

Pro snadnéjsi a piehledné&jsi zapis budeme i-ty prvek vektoru x**! také znacit

jako xf“ (horni index tedy oznacuje &islo iterace, dolni index znadi poradi
prvku ve vektoru).

Konzistence metody vyplyva z jejiho odvozeni, mizeme vsak jesté ovefit, ze
M = | — NA. V piipadé Jacobiho metody je M = —D~1(L +U) a N = D! (viz

vyse). Plati tedy

I-NA=I-D'A=1-DY(L+D+U)=
=1-D}L+U)-D'D=-D"YL+U)=M.

Metoda je tedy konzistentni.

Lze dokézat, Ze metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz ||[M|| = [[D=(L +
U)|| < 1. To spliwuji nap¥. striktné diagonalné dominantni matice (tedy matice,
pro které plati Vi : a; ;| > 377, i, |ai  |). Konvergenci metody pro diagonalné
dominantni matice se d& pomérné snadno dokézat. Vyjdéme ze vztahu pro i-ty
prvek aproximovaného vektoru v iteraci k + 1:

1 n
k+1 k
;T = — | b — E a; j;
Qi

: =15

Jelikoz je metoda konzistentni, musi tuto rovnost spliiovat i prvky vektoru pres-
ného feSeni x:

n
1
€Ty = . bi — E ammj
e j=1,j#i

Odecteme-li od prvni rovnosti druhou, dostaneme

n

k+1 _ 1 k
= —— Y ay(af — ),
—_——— ai; ey

:eerl =547 ek

k3



kde e* je vektor chyby v k-tém kroce. Chybu v kroce k + 1 muzeme tedy
odhadnout pomoci vlastnosti striktné diagonalné dominantni matice:

n n

1 1
k
|€i+1| < W Z la; ; |6§| < m Z ‘ai,j|j71ma2(j#|6§\ _
bl iy ki il =1,...,n,
; 1 ) ,
= max _\6? — Z la; ;| < = max _\e?
j=1,...n,j#i |ai,i| T j=1,...,n,j#i
— .
<1

Kazdy prvek vektoru chyby v kroce k + 1 je tedy v absolutni hodnoté mensi
nez maximalni prvek vektoru chyby v pfedchozim kroce. Vektor chyby tedy
konverguje k nulovému vektoru.

1.1.2 Gaussova-Seidelova metoda

e C o ; v L i1 .
Vsimnéme si, ze pti vypoctu ! vyuzivame v sumé Z;Zl ai,jx? ve vyrazu (1.3
pouze prvky z¥, ... ,xf_l. Tyto prvky tedy muzeme nahradit jiz vypoctenymi
k+1 k+1

1

prvky aktualnimi iterace x7™,...,z;";. Dostaneme tak piedpis Gaussovy-

Seidelovy metody:

—1 n
1 1
xf“ = — bl — Zai’jx?"'l — Z am—x? (14)
(7% — =
j=1 Jj=i+1
Podobné jako v pfedchozim piipadé mizeme metodu odvodit, nahradime-li

v soustavé Az = b matici A souctem L + D + U. Tentokrat ovSem vektor s
indexem k + 1 ponechame u souc¢tu L + D

(L+D)x*! = b — Uz”, (1.5)
tedy
"t = —(L+D)"'UaF +(L+ D) tb.
— N———
=M =N

Vztah mezi maticovym zapisem a zapisem po prvcich je nejlépe vidét na
rovnosti . Jedn4 se o soustavu rovnic s dolni trojihelnikovou matici L 4+ D,
vektorem pravé strany b — Uz* a neznamym vektorem x*t!. Vsimnéte si, Ze
vyraz pak presné odpovida algoritmu pro dopfednou substituci pro feSeni
takovéto soustavy.

Podobné jako v pfipadé Jacobiho metody miZzeme ovéfit, zda je metoda
konzistentni porovnanim | — NA a M.

| -NA=I—-(L+D)'A=1—-(L+D)"(L+D+U) =
=1-(L+D)"*(L+D)—(L+D)"'"U=—(L+D)"'U=M.

Metoda je tedy konzistentni.
Metoda je konvergentni, pravé kdyz ||(L + D)~ tU|| < 1.



1.1.3 Richardsonova metoda
Iterace Richardsonovy metody je dana predpisem

2t = ab 4 wrk,

kde w € R a r* = b — Az" je reziduum, které urcuje, jak dobie je splnéna
pivodni rovnice. Vztah mezi reziduem a chybou e = z* — x lze odvodit

prenasobenim definice chyby matici A
Aet = Axk — Ax = AzF — b = —rF.

Studujme konvergenci metody pro symetrickou pozitivné definitni matici A.
V takovém pfipadé vlastni ¢isla A; a vlastni vektory v; (tedy skalary vektory,
pro které plati Av; = \v;, ||v]| = 1) spliiuji

0<)\1§/\2§§)\n

span{vy, va,...,v,} = R™.

Zde span znadi linearni obal. Jinymi slovy, vlastni vektory tvoii bazi R™.

Diky pfedchozimu poznatku mtuzeme reziduum vyjadrit jako linedrni kombi-
naci prvki béaze tvofené vlastnimi vektory, tedy r**1 = DOy f“vi. Studujme
nyni, jak se chova reziduum (a tedy i chyba) v jednotlivych iteracich. Na zak-
ladé toho se pozdé&ji pokusime odvodit optimélni hodnotu w pro co nejrychlejsi

konvergenci.

n

> aftly; = = b — APt = b — A(@F twrt) =

i=1 -
—pk
n
=7k —Awrf = (1—-wA) ok = (I —wA) E afv; =
=2 i =1
n n n n
= g ;v — E afw Av;, = E o v; — E O WAU; =
i=1 i=1 o, 071 i=1

= Z (1 —why)akv;.
i=1

V&imnéme si, Ze jsme vyjadfili koeficienty rozvoje rezidua r*+1 v bazi {v;}7",
pomoci nasobki koeficientd v pfedchozim kroce (viz podtrzené ¢asti pfedchoziho
vyrazu). Koeficienty se tedy budou zmenSovat (a jednotlivé slozky vektoru
rezidua budou konvergovat k nule) pravé tehdy, kdyz |1 — w);| < 1 pro v8echna
i =1,2,...,n. Rychlost konvergence bude zaviset na nejvétsi hodnoté |1 —wl,|.
Shrnéme tento poznatek do nasledujici véty.
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Figure 1.1: Konvergené¢ni faktor Richardsonovy metody v zavislosti na w.

Vé&ta Richardsonova metoda konverguje, pravé kdyz Vi € {1,2,...,n} : |1 —
wAi| < 1. Konvergencni faktor p = max;e(1,2,.. n1{|1 — wAi|} urcuje rychlost
konvergence: ||rE*Y|| < pl|rF|.

Cim mensi bude konvergenéni faktor p = max;e1,2,...,n31/1—wAi|}, tim rych-
leji bude metoda konvergovat. Vzhledem k tomu, Ze vlastni ¢isla matice A jsou
dana, mizeme konvergenéni faktor ovlivnit pouze vhodnou volbou parametru
w. Odvozeni idealni hodnoty w ilustrujme na Obréazku Jsou na ném zna-
zornény funkce fi(w) =|1—wAi| a fr(w) =|1 —wA,|. Protoze smérnice funkei
fi(w) = |1 —w;| jsou urfeny vlastnimi ¢isly matice A a ta jsou sefazena od ne-
jmensiho po nejvétsi, budou grafy vSech funkei f;,i =2,...,n — 1, lezet "mezi"
grafy f1 a f, (v 8ed& vyznalené oblasti). Funkci

ma; 1—wl;
ie{l,z,?(..,n}ﬂ L

tedy muzeme vykreslit jako ¢ervené zvyraznénou lomenou ¢aru tvorenou Casti
funkce f1 a ¢asti funkce f,,. Z grafu této funkce tedy rovnou muizeme odvodit:

1. Interval, ve kterém musi w lezet. Aby metoda konvergovala, musi platit
p = MaXie(1,2,.. . n}1ll —whi| < L. Cervené funkce tedy musi lezet pod
zakreslenou konstantni{ funkci p = 1. Levy krajni bod intervalu je 0, pravy
uréime jako prusecik prislusné ¢asti funkce f, s konstantni funkei 1:

—(l-wh)=1 = w=—.

Metoda tedy konverguje pro w € (0,2/A,).

2. Optimalni w je bod, ve kterém ¢ervené vyznacena funkce dosahuje minima.
Tento bod dostaneme jako prisec¢ik funkei fi a fp:

2

1— wopt)\l = —(1 — wopt)\n) = Wopt = m



Zjistili jsme tedy, Ze nejlepsi konvergence dosdhneme, zvolime-li wqopy =
)\1%. Konvergenéni faktor bude v tomto pripadé

2\ AL+ A — 24
poptzl_wopt)\lzl : = Lt L —

DV VD VT
IR S v e
AntAyp 341 KA+

kde k(A) = A\, /A1 je ¢islo podminénosti matice A.
Muzeme také odvodit, kolik iteraci je tfeba, abychom dosahli pozadované
relativni zmény normy rezidua. Hledame tedy k, pro které plati

gl

Ir
pop <o tedy  Irtl <<l

Vyuzijme toho, ze ||r¥|| < pk [|r°|| a pfepisme nerovnici na

Popt Il < el

Vykracenim normy a zlogaritmovanim obou stran nerovnice dostanem feSeni
1 L . . o i
k > —28= (nezapomeiite, Ze protoze popt € (0,1), je tfeba oto€it znaménko

= log pops
nerovnosti).

1.2 Gradientni iterac¢ni metody

Véta Resent soustavy Az = b se symetrickou pozitivné definitni matici A je
ekvivalentni s minimalizaci kvadratické formy

1
flx) = inAm —b'x.

Ditkaz Dokazme nejdiive implikaci Az = b = & = arg minyecgn f(v). Podive-

jme se, jak se zméni funkéni hodnota f, posuneme-li se z bodu x o né&jaky
nenulovy vektor c:

f(p) = fla + ) = 5(@+ ) Al +¢) ~ bl + ) =

1 1
= inA:c +c” Az +§CTAC — bz —blec=

=b
1 1 1
= —aTAx —bTx+c"b—blct+-c"Ac= f(x) + =cTAc.
2 —— 2 2
—_— =0 ~——

=f(x) >0

Diky pozitivni definitnosti A je vyraz ¢’ Ac kladny. Posuneme-li se tedy z bodu
x v libovolném sméru, hodnota funkce f se zvétsi. V bodé x tedy nastava
minimum.



K ditkazu opa¢né implikace = arg mingecgn f(v) = Ax = b je tieba si uvé-
domit nutnou podminku minima funkce f : R" — R, tedy nulovost gradientu:

T =arg nég}l flv)=Vf(z)=o. (1.6)
Lze ukézat, ze pro gradient funkce f plati

_ | 9f of

T
1 1
= | = = AT Az —b=Ax—b.
Bxl(w)’ ,633”(:3) 2 w+2 r *

Vi)

Z podminky (1.6 tedy vyplyva Az —b=0. O

2 LDMT, LDLT a Choleského dekompozice
2.1 LDMT (LDU) dekompozice

Uvazujme rozklad obecné ¢étvercové matice A € R™*™
A = LDMT,

kde L € R™™ a M € R™*" jsou dolni trojihelnikové matice s jedni¢kami na
diagonalach a D € R™ "™ je diagonalni matice. Matici tedy rozkladame do
néasledujiciho tvaru (x znadf nenulové prvky matice):

A =LDMT =

X X X X =
X X X = O
X X = oo
X = O OO
_ oo O OO
OO O O X
o O o X O
O O X OO
O X © OO
X © O oo
OO O O
O O O~ X
O o~ X X
O = X X X
— X X X X

P1i odvozovani vhodného algoritmu budeme vychéazet z predpokladu, ze jiz
zname j — 1 sloupct matice L, fadki matice M (tedy sloupcii matice MT) a
diagonalnich prvki di,ds,...,dj—1 matice D, 1 < j < n. Chceme odvodit
vzorce pro j-ty sloupec matice L (tedy prvky L(j +1: n,j)), j-ty fadek matice
M (tedy prvky M(j,5 + 1 :n) neboli MT(j + 1 : n,j)) a diagonalni prvek d;.

Sloupec j matice A miizeme vyjadrit pomoci naseho rozkladu jako

A(1:n,j) = (LDMT)(1: n,j) = LDM"e; = L(DMTe;) = Lv,

kde e; je j-ty vektor standardni béaze prostoru R™ (tedy vektor, ktery ma 1
na j-té pozici a jinde nuly). Soucin DI\/ITe]- jsme si oznadili v a z tvarti matic
D,MT neni tézké ovéfit, Ze tento vektor ma nenulové prvky pouze na prvnich
j pozicich. Uvédomme si, Ze v reprezentuje j-ty sloupec sou¢inu matic DMT a
vynasobime-li jim matici L, ziskame j-ty sloupec matice A.

Rozdélme nyni sloupec A(1 : n,j) na dvé ¢asti- A(1:4,5) a A(j+1:n,7).
Pro prvni ¢ast plati



A(l:4,7) =L :4,1:5)v(l:7).

Vyraz na levé strané zname, submatici L(1 : j, 1 : j) zname také (z pfedpok-
ladu zname j—1 sloupct L a vime, Ze L(j, ) = 1). Neznamy vektor v(1 : j) tedy
ziskdme FeSenim této soustavy j rovnic o j neznamych s dolni trojuhelnikovou
matici (k feSeni mtizeme pouzit efektivni dopfednou substituci).

Po nalezeni vektoru v(1 : j) uréeme pfislusné prvky matice M. Vektor v je
j-tym sloupcem souéinu DM7T. Z tvart matic D, M7 tedy vyplyva, Ze pro prvky
v(1: j) plati

v(1:5) =D(1:j,1: )M (1+4,4)
D(1:j,1:j)  o(1:j) =M"(1:4,5)
Protoze matice D je diagonélni, k jejimu invertovéni sta¢i pouze invertovat di-

agonalni prvky. Po pfenédsobeni inverzni diagonalni matice vektorem wv(1 : j)
dostaneme pro ¢ =1,...,5 — 1 rovnost

1 . .
EU(Z) = MT<ZaJ)7

3
tedy M(j,1) = div(z) Zbyva uréit neznamy prvek d;. Protoze M(j, j) = 1, musi
platit

1=—v(y
4 (4);

tedy d; = v(j).

Urcili jsme tedy j-ty fadek matice M a prvek d;, zbyva urcit j-ty sloupec
matice L. K tomu vyuZijeme druhou ¢ast sloupce A(1 : n,j). Tu si miZeme
vyjadiit jako

AG+1:ng)=L0+1:n1:j)v(l:j)
Vyraz na levé strand opét zname, zname jiz také vektor v(1 : j) a vSechny
sloupce submatice L(j+1 : n,1: j) kromé posledniho, tedy kromé L(j+1 : n, 7).
Soucin na pravé strané si miZeme rozepsat na

AG+1:nj)=LG+1:n1:5—Dod:j—1)+LG+1:n,5)v().

Osamostatnénim nezndmého sloupce ziskdme

AG+1:n,5)—LE+1:n1:5—Dov(l:5-1)

LG +1:n,j) = o0

Vysledny algoritmus tedy miiZzeme zapsat takto:

function LDMT(A)
n = size(A)
L = eye(n,n), M = eye(n,n), D = zeros(n, n)
v(1) = A(1,1)
D(1,1) = (1)
L(2:n,1) =A(2:n,1)/v(1)



for j=2,...,ndo
Solve L(1:4,1:5)v(1:4)=A(1:4,75) for v(1:j)
fori=1,...,j—1do
M(j,4) = v(i)/D(i, i)
end for
D(j,7) = v(j)
LG+1:n,j)=
end for
end function

A(j+1:n,5)—L(j+1:n,1:5—1)v(1:5—1)
v(j)

2.2 LDLT dekompozice

D4 se ukézat, Ze je-li matice A na vstupu algoritmu pro LDMT dekompozici
symetrické, plati L = M. Matici jsme tedy schopni rozlozit na sou¢in A = LDLT.
Vhodnou tupravou predchoziho algoritmu jsme schopni snizit jeho narocnost pro
symetrické matice na polovinu.

Pro odvozeni tedy opét vyjdéme z predpokladu, Ze zname j — 1 sloupct
matice L, fadki M a diagonélnich prvkad matice D. Navic, protoze M = L,
zname i prvky v piislusnych sloupcich matice M, véetné prvka M(j,1 : j — 1),
tedy MT(1: j — 1, 4). Vzpomeiime si, co platilo pro vektor v(1 : 5):

v(l:5)=D1:41:5)MT(1:4,5)=D(1:451:5)LT(1:4,5)
Diky tomu, Ze D je diagonalni matice, miizeme si soucin na pravé strané snadno
rozepsat na
D(1,1)LT (1,5
D(2,2)LT (2,

~— —

v(l:j)= :
D(j,4)
Diky predpokladim zname vSechny prvky vektoru napravo kromé posledniho.
Ziskali jsme tedy pfedpis, ktery nam fiké, jak snadno ziskat v(1: j — 1). Na
poslednim fadku jsme navic vyuZili toho, Ze L(j,5) = 1. Zbyva nalézt v(j). K
tomu si vyjadFeme, ¢emu se rovna A(7j, j):
A(j,J) =L, 1 o)

Rozepisme soucin napravo opét na zndmou a neznamou ¢ast
AGG,J) =L, 1 j—Do(l: j—1)+L(j,j)v(i) = L1 j—Do(l:j—1)+1v(j)
a vyjadfeme neznamy prvek v(j)

v(j) =A@ J) — LU L= Dol :j—1).

Timto jsme ziskali v(1 : j) aniz bychom museli fesit soustavu rovnic, ¢mz
jsme ptivodni algoritmus vyrazné urychlili. Zbyvajici ¢ast odvozeni je identicka.
Vysledny algoritmus pro LDLT rozklad symetrické matice tedy muzeme zapsat
takto:

10



function LDLT(A)

n = size(A)
L = eye(n,n), D = zeros(n, n)
v(l) =A(1,1)
D(1,1) =v(1)
L(2:n,1)=A(2:n,1)/v(1)
for j=2,...,ndo
fori=1,...,j—1do
v(i) = L(4,7)D(4,4)
end for
v(j) =A(,J) — L0, 1:j — Do :j—1)
0(:4) = v(j) AG+1in,j)—L(j+1m,1:5—Do(l:j—1
LG+1:n,j) = (J+1n,j) (JJ;GT)% j=l)v(1:j=1)
end for

end function

2.3 Choleského rozklad
Matici A, pro kterou plati a;; = a;; a
Ve £0:xTAx >0

nazyvame symetrickou pozitivné definitni. Tyto matice ¢asto vznikaji diskre-
tizaci fyzikalnich systému. Zopakujme si nékteré jejich vlastnosti:

1. Kazda pozitivné definitni matice ma kladné prvky na diagonéle (a;; =
el'Ae; > 0, nerovnost vyplyva z definice pozitivni definitnosti)

2. Matice je pozitivné definitni, je-li symetrick4 a mé-li v8echna vlastni ¢isla
kladna.

3. Kazda pozitivné definitni matice muze byt rozlozena na
A =RTR,
kde R je horni trojahelnikova matice s kladnymi prvky na diagonale.

Dekompozici z bodu 3 nazyvame Choleského rozklad. Pokusme se odvodit
jeho zakladni tvar. Rozdélme matice A a R na ¢&tyfi bloky:

A(1,1) A(1,2:n) R(1,1)  R(1,2:n)
A:[A(Q:n,l) A(2:n,2:n)}’R:{ 0 R(2:n,2:n)}

Hledany souc¢in ma tvar

A(1,1) A,2:n) 1 _ [ R(,1) 0 R(1,1) R(1,2:n) | _
|:A(2:n,1) A(2:n,2:n)] - |:RT(1,2:n) RT(Q:n,Q:n)} [ 0 R(2:n,2:n)] -

_ R2(1,1) R(1,1)R(1,2: n)
- {R(l, 1HRT(1,2:n) RT(1,2:n)R(1,2:n)+RT(2:n,2:n)R(2:n,2: n)}
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Porovnanim bloki na odpovidajicich pozicich na levé a pravé strané nejdiive
snadno vypo&itame prvni fadek matice R. Musi platit R?(1,1) = A(1, 1), takze
R(1,1) = /A(1,1) (uvédomme si, ze diky pozitivni definitnosti A vime, Ze
diagonalni prvek je kladny). Odsud a z A(1,2 : n) = R(1,1)R(1,2 : n) snadno
vyjadiime R(1,2 : n) = A(1,2 : n)/R(1,1). Zbyva urc¢it blok R(2 : n,2 : n).
Porovnanim bloki na pozicich (2,2) ziskdme rovnost

A2:n,2:n) —RT(1,2:n)R(1,2:n) =RT(2:1n,2: n)R(2:n,2: n).

Da se ukazat, ze vyraz na levé strané je opét symetrickd pozitivné definitni
matice. Vyraz na pravé strané je jeji Choleského rozklad. K nalezeni matice a
R(2: n,2: n) tedy rekurzivné aplikujeme tento postup na levou stranu pfedchozi
rovnosti. V dalsim kroce tedy nalezneme fadek R(2,2 : n) a rekurzivné budeme
pokracovat, dokud nenalezneme zbyvajici fadky matice R. Promyslete si, Ze se
algoritmus da zapsat takto:
function CHOLESKY(A)
m = size(A)
R=A
fork=1,..., mdo
for j=k+1,..., mdo
R(j.j :m) = R(G,j : m) — R(k,j : m)R(k, j)/R(k, k)
end for

. _ R(k,k:m)
R(k, k) = Sl

end for
end function

3 Vypocetni naroc¢nost

3.1 Gaussova eliminace (LU rozklad)

Zopakujme si algoritmus LU faktorizace:

function LU(A)
m = size(A)
U=A
fork=1,..., m—1do
for j=k+1,..., mdo
U(j,k:m)=U(j,k:m)—L({j, k)UK, k:m)
end for
end for
end function

Vypoctu dominuje vnitini smycka, konkrétné radek

UG, k= m) = U(j, k = m) — L(j, k)U(k, & m) (3.1)
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Vektor U(k,k : m) ma v k-tém kroce délku [ = m — k + 1. Na fadku tento
vektor prenasobime skalarem (I nasobeni) a odec¢teme od vektoru U(j,k : m)
(I rozdili). Celkem tedy na tomto Ffadku provedeme 2! operaci. Zajimé nés,
kolikrat se (3.1) provede v pribéhu celého béhu algoritmu a s jak dlouhymi
vektory pii tom pracuje. RozepiSme si postupné pocet volani a délku [ pro
jednotlivé kroky k:

k=1:pocet: m—1, l=m

k=2:poet: m—2, l=m-—1

k=m-—1:poCet: 1, Il=m—(m—-1)+1=2.

Celkovy pocet operaci q je tedy dan vyrazem

g=2((m—-1ym+(m-2)(m—-1)+...+2-3+1-2),

tedy
m m—1 m—1 m—1 m—1
g=>Y 2m—i)m—i+1)=2>_ jG+1)=2>_ (G>+j) =20D_ i+ > i)
i=1 =0 j=0 j=0 =0

K vyéisleni téchto sum mizeme pouzit vzorce Y 7 i2=t@Cm+1)(m+1)m
a Z;ﬂzoj = W Dostaneme tedy (m? a m odé&itdme, protoze nase sumy
s¢itaji pouze po j =m — 1):

m(m+ 1) 1 4 1

q= 2(%(2m+ )(m+1)m —m? + — —m) = 2(§m - gm)

Vypoc¢tu dominuje tifeti mocnina, proto muzeme Fict, Ze narocnost Gaussovy

eliminace (LU rozkladu), je ~ 2m3.

3.2 LU rozklad s ¢aste¢nou a tplnou pivotizaci

Urceme nyni ndro¢nost ¢astecné pivotizace pfi vypocétu LU rozkladu. V kazdém
kroce k =1,...,k = m — 1 hleddme nejvétsi pivot ve sloupci délky m — k + 1.
Celkovy pocet porovnani je tedy

m+(m—1)+(m—2)+...+2=wz%(mﬁm—m
Vypoctu dominuje druha mocnina, mizeme tedy fict, Ze celkovy pocet porovnanill
je ~ im?, tedy naro¢nost ¢astetné pivotizace je O(m?). Vzhledem k tomu, ze
naroc¢nost samotného LU rozkladu je kubicka, nepfinsi ¢aste¢na pivotizace vyz-
namny overhead.

Podobné bychom mohli odvodit, Ze niro¢nost tplné pivotizace je O(m?),
coz vyrazné prispé€je k puvodni naro¢nosti metody. Z tohoto duvodu se tuplné

pivotizace ¢asto nepouziva.
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3.3 Dalsi algoritmy

Stejnym zpitisobem lze odvodit, Ze naroénost LDMT rozkladu je 2/3m?, LDLT
a Choleského rozklad symetrické matice vyzaduji poloviéni pocet operaci, tedy
1/3m?3. Regenf soustavy s dolni nebo horni trojuhelnikovou matici pomoci
dopiedné nebo zpé&tné substituce vyzaduje 1/2m? operaci. Pro srovnani vypocet
inverzni matice vyzaduje m? operaci a feSeni systému pomoci inverzni matice
(nasobeni inverzni matici) vyzaduje m? operaci.

4 Iteracni metody

Jak jsme si ukazali v piedchozi kapitole, pfimé Fesice vyzaduji O(m?) operaci,
coz je pro praktické pouziti s velkymi maticemi pfili§ mnoho. Proto velikost
soustav s plnymi maticemi, které jsme schopni feSit pomoci pfimych feSicu,
nerostla v historii prilis rychle:

e 1950: m = 20 (Wilkinson)

e 1965: m = 200 (Forsythe, Moler)

e 1980: m = 2000 (LINPACK)

e 1995: m = 20000 (LAPACK)

e 2010: m = 200000 (HDSS)

V pripadé fidkych systému jsme sice schopni Fesit soustavy s jesté vétSim
pocétem neznamych, nicméné pouziti pfimych feSi¢i muze vést k zaplnéni sys-
témi. Uvédomme si napf., co se stane pokud eliminujeme prvni sloupec néasle-
dujici matice pomoci prvniho fadku:

X X X X X X X X X X
x x 0 0 0 0 X X X X
x 0 x 0 0[l=1]10 x x X X
x 0 0 x 0 0 x X X X
x 0 0 0 x 0 x x X X

Alternativou je pouzit itera¢ni feSiCe, ty generuji posloupnost pFibliznych
feceni {z(®)} a pracuji tém&f vyhradné s nisobenim matice a vektoru (coz
vyzaduje O(m?) operaci). Podstatnou vlastnosti kazdého itera¢niho FeSice je
tedy rychlost konvergence {z(*)} ke spravnému fedeni. Pokud bychom totiz k
feSeni dokonvergovali az po m a vice iteracich, potfebovali bychom opé&t min-
imalné m3 operaci.

4.1 Linearni iterac¢ni resice
Hledejme posloupnost pfibliznych feSeni rovnice Az = b, kde A € R™ "™ je
regularni matice, ve tvaru

2FHD) = Mz®) 1 Nb
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(nékdy se v literatufe setkate také s tvarem Rx*+1) := Wx(*) 4 b). Horni index
(k) zde znamena k-tou iteraci.

f{ekneme, ze metoda je konzistentni, pokud rovnici « := Ma + Nb Tesi pravé
jeden vektor & = A~'b. Lze ukézat, Ze toto plati pravé tehdy, kdyz M = | — NA.

Rekneme, Ze metoda je konvergentn, plati-li *) — @ pro k — oo. Toto
plati pravé tehdy, kdyz ||[M|| < 1.

Rozlozme nyni matici A na soucet A =L + D 4+ U. Napf. pro matici

by rozklad vypadal takto

0
L=|-1 0

0 2 0
o|,D=1(0 2
0 -1 0 0 0

4.1.1 Jacobiho metoda

V piipadé Jacobiho metody vyjdeme ze zapisu soustavy Ax = b ve tvaru

(L+D+U)x =bd.
Roznasobme zavorku do nasledujiciho tvaru

Dx+(L+U)x=0>b
a pfevedme ¢len s (L + U) na pravou stranu

Dz =—(L+U)x+b.
Jacobiho iterace pak definujeme takto
Dz Y .= —(L+ U)z™ +b.
Prenasobenim inverzi k D ziskdme kone¢ny tvar
z* D = D YL+ U)z® 4D b.

Zde M = —D71(L+U) a N = D~!. Vzhledem k tomu, ze D je diagonalni matice
aze (L+ U)a:(k) je nasobenim vektoru (*) pivodni matici A bez jeji diagonaly,
miZeme napsat predpis pro i-ty prvek vektoru z(*+1) takto:

n

1

(x*+D), = ;(bi - Z aij(w(k))j) =
L Sy
1 I ) (4.1)
= ?(bz Zaz] (x(k))] - Z QA5 (:E k))J)
11 j=1 Jj=i+1



Konzistence metody vyplyva ze zpiisobu, jakym jsme ji odvodili, tedy
Az=(L+D+U)x =0,
tedy
x=-D"'(L+U)xz+D'b. (4.2)

Resi-li @ = A~'b puvodni rovnici Az = b, fesf také (4.2). Metoda je tedy
konzistentni. Konzistenci mtizeme také ovéfit zjisténim, zda plati rovnost M =
| — NA:

|-NA=I1-D'A=1-DY(L+D+VU)
=1-D'D-DHL+U)=-DYL+U)=M.
Jacobiho metoda je konvergentni, plati-li M| = [[D7Y(L + U)|| < 1, coz

splnuji napf. diagonéalné dominantni matice, tedy takové matice, pro které
plati: Vi : |(Z”| > Zj;éz' Qjj.

4.1.2 Gaussova-Seidelova metoda

V&imneme si, ze po¢itame-li Jacobiho metodou i-ty prvek vektoru vektoru *+1)
tedy (x**+1);, zname jiz viech i — 1 pFedchozich prvkii tohoto vektoru. V pied-
pise mizeme tedy ¢len Z;;ll a;j(x®); nahradit ¢lenem Z;;ll aij(xFY);.
Touto zménou dostaneme piedpis pro Gaussovu-Seidelovu metodu:

i—1 n
1
()i = — (b — Y aig@ )= 7 ai@®),), (4.3)
" j=1 j=i+1

coz lze zapsat maticové jako
2* D) .= D7L(b — La* D — Uzg®).
Pievedenim (1) na levou stranu dostaneme
(D4 L)z* Y .= b — Uz®

odtud
z* ) = (D + L)~ 'Uz® + (D+L)"'b.
Pro Gaussovu-Seidelovu metodu tedy plati M = —(D + L)7'U,N = (D + L)~!.
Ovéirme jeji konzistenci:
| -NA=I-D+L)'A=1-(D+L)""(L+D+U)
1 —(D+L) "D +L) -~ (D+L)"U=—(D+L)"'U=M.

Metoda je tedy konzistentni. Gaussova-Seidelova metoda je konvergentni, praveé
kdyz [[M]| = | — (D+L)~!U|| < 1.
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4.1.3 Richardsonova metoda

Predpis pro k + 1. krok Richardsonovy metody je dan
aFtl = () wr(k),

kde r(¥) = b — Az(® je tzv. reziduum a w > 0.
Metoda je konzistentni pro libovolné w (x = ¢ + w(b — Ax)), * = « + wO0).
Studujme nyni konvergenci metody pro A symetrickou pozitivné definitni
matici. V takovém piipadé vlastni &sla \; a vlastni vektory a v; (tedy \; a v;,
pro které plati Av; = \;v;) spliwji

O< A << A<...< A\,

a {vy,v9,vs,...,v,} tvoli ortonormalni bazi prostoru R™. Kazdy prvek toho
prostoru tedy mutzeme vyjadiit jako linedrni kombinaci vektori v;.

Studujme nyni, jak se §iFi reziduum 7**1Y . Nejdfive si vyjadieme r*+1 a
r*) v bazi dané vektory v;.

n

P Zagkﬂ)vn rk) — Zagk)"i
i=1

i=1
a dale postupujme takto:

rEHD = p - Az = b — A(x® + wr®) = (b — Az®)) — wAr®)

= 78— GArF) = (1 — wA)r®) = (1 — wA) Zagk)vi

oy Zw“‘() =3 (@M — whiaw)

(1- w)\i)agk)vl

M: WM:

Il
-

7

Vsimneme si tedy, Zze jsme dostali rovnost

(D) Za(k+1) Z(l W )a(k)vz

=1

Vyjadfili jsme tedy koeficienty agkﬂ)

pomoci koeficienti v predchozim kroce,
tedy agk), prenasobenych konstantami (1—w);). Konvergence rezidua k nulovémul
vektoru tedy bude zajisténa, pravé kdyz Vi : |1 — wh;| < 1. Plati [[r*+D)| <
ollr®*+D)||, kde o je konvergenéni faktor o = max;eqq,. .y |1 —whil.

Jednoduchou tivahou mizeme odvodit vhodné hodnoty parametru w.
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