1 Iterac¢ni metody pro reSeni soustav linedrnich
rovnic

Piimé metody FeSeni soustav linearnich rovnic (LU, LDLT, Choleského faktor-
izace atd.) vyzaduji O(n3) operaci a velikost soustavy, kterou jimi dokdZeme

vyfesit je zna¢né omezena. V piipadé husté matice A € R™*"™ se priblizna
velikost TeSitelné soustavy historicky vyvijela takto:

e 1950: n = 20 (Wilkinson)

e 1965: n = 200 (Forsythe a Moler)
o 1980: n = 2000 (LINPACK)

e 1995: n = 20000 (LAPACK)

e 2010: n = 200000 (HDSS)

Pracujeme-li s fidkymi maticemi, jsme schopni feSit i systémy s mnohem vétsi
dimenz{ (miliony, desitky milionti neznamych) — zejména, pokud je Fesi¢ schopen
pracovat paralelné. V pripadé pouziti pfimého feSi¢e na Fidkou matici vSak
miize dojit k jejimu zaplnéni. Nap¥. vyuzitim prvniho fadku nésledujici matice
k vynulovani prvniho sloupce dojde k zaplnéni vSech ostatnich prvkt v matici:

X X X X X X X X X X
x x 0 0 0 0 X X X X
x 0 x 0 0]—=1]0 x x x x
x 0 0 x 0 0 x X X X
x 0 0 0 x 0 x x X X

Tento problém lze ¢asteéné Tesit vhodnou pivotizaci.
Mezi dalsi nevyhody primych Fesi¢t patii:
e Zmame-li jiz pfiblizné FeSeni soustavy, nedokazeme tuto znalost vyuzit ke
snizeni celkového poc¢tu operaci a zkraceni doby vypoctu.
e Naopak, pokud nam postacuje znalost pouze priblizného feSeni, nemiizeme
vypocet pomoci piimého Fesice ukoncit predcasné.
Alternativou k pfimym fegi¢im jsou iteraéni FeSi¢e, které generuji posloup-
nost pribliznych fefeni {x*} a pracuji téméF vyhradné s nasobenim matice-
vektor, které mé néro¢nost O(n?). Dilezitou vlastnosti kazdé itera¢ni metody

je rychlost konvergence posloupnosti {x*} k ¥eseni. MizZe se totiz stat, Ze pro
nékteré matice A itera¢ni metoda konverguje velmi pomalu nebo vibec.

1.1 Linearni itera¢ni metody

Prvnim typem itera¢nich metod, kterym se budeme zabyvat, jsou tzv. linearni
itera¢ni metody. Ty hledaji posloupnost feSeni soustavy Ax = b ve tvaru

! .= Ma* + Nb, (1.1)



kde M a N jsou néjaké matice odpovidajicich rozméri’ﬂ

Definice Linearni itera¢ni metodu nazveme konzistentni, fesi-li rovnici Max +
Nb = x pravé jeden vektor £ = A~'b. Je mozné ukazat, Ze metoda je konzis-
tentni pravé tehdy, je-li splnéno M =1 — NA.

Definice Itera¢ni metodu nazveme konvergentni plati-li ¥ — = A~b pro
k — oco. Je mozné ukazat, ze metoda je konvergentni, pravé tehdy, je-li splnéno

IM|| < 1, kde ||M|| = max,egn ”"‘\ff"‘ll” je maticova norma indukovana vektorovou

normoudu.

Pti odvozovani nésledujicich iteraénich metod budeme vyuzivat rozkladu
matice A na soucet dolni trojahelnikové, diagonalni a horni trojihelnihové mat-
ice, tedy A =L+ D + U (pozor, neplette si matice L, D, U se stejné nazvanymi
maticemi, které se vyskytovaly u pfimych fesi¢i). Napf. matici

2 10
A=11 2 1
01 2

rozloZime na

000 2.0 0 01 0
L=1{1 0 o/,D=]0 2 o|,u=]0 0 1
010 00 2 00 0

1.1.1 Jacobiho metoda

Vyjdéme z rovnice Ax = b. Dosazenim A =L + D + U dostaneme
(L+D+U)x =b.

Roznésobme a prezavorkujme vyraz na levé strané
Dz+ (L+U)z=0b

Jacobiho metodu odvodime tak, Zze pfidame indexy k + 1 a k k pfislusnym

vektorum x
DxFt! 4 (L+ U)wk =b.

Osamostatnénim z**! dostaneme piedpis pro k + 1 aproximaci vektoru x

2" =D7'(b— (L+U)z") = DL+ U)z" + D!z~
=M =N

Hndex k oznaluje &islo aktualni iterace.



Jednotlivé slozky vektoru x**1

miizeme vyjadfit jako
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bi— Y ai(@h); ] = (1.2)
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Pro snadnéjsi a piehledné&jsi zapis budeme i-ty prvek vektoru x**! také znacit

jako xf“ (horni index tedy oznacuje &islo iterace, dolni index znadi poradi
prvku ve vektoru).

Konzistence metody vyplyva z jejiho odvozeni, mizeme vsak jesté ovefit, ze
M = | — NA. V piipadé Jacobiho metody je M = —D~1(L +U) a N = D! (viz

vyse). Plati tedy

I-NA=I-D'A=1-DY(L+D+U)=
=1-D}L+U)-D'D=-D"YL+U)=M.

Metoda je tedy konzistentni.

Lze dokézat, Ze metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz ||[M|| = [[D=(L +
U)|| < 1. To spliwuji nap¥. striktné diagonalné dominantni matice (tedy matice,
pro které plati Vi : a; ;| > 377, i, |ai  |). Konvergenci metody pro diagonalné
dominantni matice se d& pomérné snadno dokézat. Vyjdéme ze vztahu pro i-ty
prvek aproximovaného vektoru v iteraci k + 1:

1 n
k+1 k
;T = — | b — E a; j;
Qi

: =15

Jelikoz je metoda konzistentni, musi tuto rovnost spliiovat i prvky vektoru pres-
ného feSeni x:

n
1
€Ty = . bi — E ammj
e j=1,j#i

Odecteme-li od prvni rovnosti druhou, dostaneme

n

k+1 _ 1 k
= —— Y ay(af — ),
—_——— ai; ey

:eerl =547 ek

k3



kde e* je vektor chyby v k-tém kroce. Chybu v kroce k + 1 muzeme tedy
odhadnout pomoci vlastnosti striktné diagonalné dominantni matice:

n n

1 1
k
|€i+1| < W Z la; ; |6§| < m Z ‘ai,j|j71ma2(j#|6§\ _
bl iy ki il =1,...,n,
; 1 ) ,
= max _\6? — Z la; ;| < = max _\e?
j=1,...n,j#i |ai,i| T j=1,...,n,j#i
— .
<1

Kazdy prvek vektoru chyby v kroce k + 1 je tedy v absolutni hodnoté mensi
nez maximalni prvek vektoru chyby v pfedchozim kroce. Vektor chyby tedy
konverguje k nulovému vektoru.

1.1.2 Gaussova-Seidelova metoda

e C o ; v L i1 .
Vsimnéme si, ze pti vypoctu ! vyuzivame v sumé Z;Zl ai,jx? ve vyrazu (1.3
pouze prvky z¥, ... ,xf_l. Tyto prvky tedy muzeme nahradit jiz vypoctenymi
k+1 k+1

1

prvky aktualnimi iterace x7™,...,z;";. Dostaneme tak piedpis Gaussovy-

Seidelovy metody:

—1 n
1 1
xf“ = — bl — Zai’jx?"'l — Z am—x? (14)
(7% — =
j=1 Jj=i+1
Podobné jako v pfedchozim piipadé mizeme metodu odvodit, nahradime-li

v soustavé Az = b matici A souctem L + D + U. Tentokrat ovSem vektor s
indexem k + 1 ponechame u souc¢tu L + D

(L+D)x*! = b — Uz”, (1.5)
tedy
"t = —(L+D)"'UaF +(L+ D) tb.
— N———
=M =N

Vztah mezi maticovym zapisem a zapisem po prvcich je nejlépe vidét na
rovnosti . Jedn4 se o soustavu rovnic s dolni trojihelnikovou matici L 4+ D,
vektorem pravé strany b — Uz* a neznamym vektorem x*t!. Vsimnéte si, Ze
vyraz pak presné odpovida algoritmu pro dopfednou substituci pro feSeni
takovéto soustavy.

Podobné jako v pfipadé Jacobiho metody miZzeme ovéfit, zda je metoda
konzistentni porovnanim | — NA a M.

| -NA=I—-(L+D)'A=1—-(L+D)"(L+D+U) =
=1-(L+D)"*(L+D)—(L+D)"'"U=—(L+D)"'U=M.

Metoda je tedy konzistentni.
Metoda je konvergentni, pravé kdyz ||(L + D)~ tU|| < 1.



1.1.3 Richardsonova metoda
Iterace Richardsonovy metody je dana predpisem

2t = ab 4 wrk,

kde w € R a r* = b — Az" je reziduum, které urcuje, jak dobie je splnéna
pivodni rovnice. Vztah mezi reziduem a chybou e = z* — x lze odvodit

prenasobenim definice chyby matici A
Aet = Axk — Ax = AzF — b = —rF.

Studujme konvergenci metody pro symetrickou pozitivné definitni matici A.
V takovém piipadé vlastni ¢isla \; a vlastni vektory v; (tedy skalary a vektory,
pro které plati Av; = \v;, ||v]| = 1) spliiuji

0<)\1§/\2§§)\n

span{vy, va,...,v,} = R™.

Zde span znadi linearni obal. vlastni vektory tvori ortonormalni bazi R"™.

Diky pfedchozimu poznatku mtuzeme reziduum vyjadrit jako linedrni kombi-
naci prvki béaze tvofené vlastnimi vektory, tedy r**1 = DOy f“vi. Studujme
nyni, jak se chova reziduum (a tedy i chyba) v jednotlivych iteracich. Na zak-
ladé toho se pozdé&ji pokusime odvodit optimélni hodnotu w pro co nejrychlejsi

konvergenci.

n

> aftly; = = b — APt = b — A(@F twrt) =

i=1 -
—pk
n
=7k —Awrf = (1—-wA) ok = (I —wA) E afv; =
=2 i =1
n n n n
= g ;v — E afw Av;, = E o v; — E O WAU; =
i=1 i=1 o, 071 i=1

= Z (1 —why)akv;.
i=1

V&imnéme si, Ze jsme vyjadfili koeficienty rozvoje rezidua r*+1 v bazi {v;}7",
pomoci nasobki koeficientd v pfedchozim kroce (viz podtrzené ¢asti pfedchoziho
vyrazu). Koeficienty se tedy budou zmenSovat (a jednotlivé slozky vektoru
rezidua budou konvergovat k nule) pravé tehdy, kdyz |1 — w);| < 1 pro v8echna
i =1,2,...,n. Rychlost konvergence bude zaviset na nejvétsi hodnoté |1 —wl,|.
Shrnéme tento poznatek do nasledujici véty.
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Figure 1.1: Konvergené¢ni faktor Richardsonovy metody v zavislosti na w.

Vé&ta Richardsonova metoda konverguje, pravé kdyz Vi € {1,2,...,n} : |1 —
wAi| < 1. Konvergencni faktor p = max;e(1,2,.. n1{|1 — wAi|} urcuje rychlost
konvergence: ||rE*Y|| < pl|rF|.

Cim mensi bude konvergenéni faktor p = max;e1,2,...,n31/1—wAi|}, tim rych-
leji bude metoda konvergovat. Vzhledem k tomu, Ze vlastni ¢isla matice A jsou
dana, mizeme konvergenéni faktor ovlivnit pouze vhodnou volbou parametru
w. Odvozeni idealni hodnoty w ilustrujme na Obréazku Jsou na ném zna-
zornény funkce fi(w) =|1—wAi| a fr(w) =|1 —wA,|. Protoze smérnice funkei
fi(w) = |1 —w;| jsou urfeny vlastnimi ¢isly matice A a ta jsou sefazena od ne-
jmensiho po nejvétsi, budou grafy vSech funkei f;,i =2,...,n — 1, lezet "mezi"
grafy f1 a f, (v 8ed& vyznalené oblasti). Funkci

ma; 1—wl;
ie{l,z,?(..,n}ﬂ L

tedy muzeme vykreslit jako ¢ervené zvyraznénou lomenou ¢aru tvorenou Casti
funkce f1 a ¢asti funkce f,,. Z grafu této funkce tedy rovnou muizeme odvodit:

1. Interval, ve kterém musi w lezet. Aby metoda konvergovala, musi platit
p = MaXie(1,2,.. . n}1ll —whi| < L. Cervené funkce tedy musi lezet pod
zakreslenou konstantni{ funkci p = 1. Levy krajni bod intervalu je 0, pravy
uréime jako prusecik prislusné ¢asti funkce f, s konstantni funkei 1:

—(l-wh)=1 = w=—.

Metoda tedy konverguje pro w € (0,2/A,).

2. Optimalni w je bod, ve kterém ¢ervené vyznacena funkce dosahuje minima.
Tento bod dostaneme jako prisec¢ik funkei fi a fp:

2

1— wopt)\l = —(1 — wopt)\n) = Wopt = m



Zjistili jsme tedy, Ze nejlepsi konvergence dosdhneme, zvolime-li wqopy =
)\1%. Konvergenéni faktor bude v tomto pripadé

2\ AL+ A — 24
poptzl_wopt)\lzl : = Lt L —

DV VD VT
IR S v e
AntAyp 341 KA+

kde k(A) = A\, /A1 je ¢islo podminénosti matice A.
Muzeme také odvodit, kolik iteraci je tfeba, abychom dosahli pozadované
relativni zmény normy rezidua. Hledame tedy k, pro které plati

gl

Ir
pop <o tedy  Irtl <<l

Vyuzijme toho, ze ||r¥|| < pk [|r°|| a pfepisme nerovnici na

Popt Il < el

Vykracenim normy a zlogaritmovanim obou stran nerovnice dostanem feSeni
1 L . . o i
k > —28= (nezapomeiite, Ze protoze popt € (0,1), je tfeba oto€it znaménko

= log pops
nerovnosti).

1.2 Gradientni iterac¢ni metody

Véta Resent soustavy Az = b se symetrickou pozitivné definitni matici A je
ekvivalentni s minimalizaci kvadratické formy

1
flx) = inAm —b'x.

Ditkaz Dokazme nejdiive implikaci Az = b = & = arg minyecgn f(v). Podive-

jme se, jak se zméni funkéni hodnota f, posuneme-li se z bodu x o né&jaky
nenulovy vektor c:

f(p) = fla + ) = 5(@+ ) Al +¢) ~ bl + ) =

1 1
= inA:c +c” Az +§CTAC — bz —blec=

=b
1 1 1
= —aTAx —bTx+c"b—blct+-c"Ac= f(x) + =cTAc.
2 —— 2 2
—_— =0 ~——

=f(x) >0

Diky pozitivni definitnosti A je vyraz ¢’ Ac kladny. Posuneme-li se tedy z bodu
x v libovolném sméru, hodnota funkce f se zvétsi. V bodé x tedy nastava
minimum.



K ditkazu opa¢né implikace = arg mingecgn f(v) = Ax = b je tieba si uvé-
domit nutnou podminku minima funkce f : R® — R, tedy nulovost gradientu:

T =arg nég}l flv)=Vf(z)=o. (1.6)
Lze ukézat, ze pro gradient funkce f plati

_ | 9f of

Vi(x)= Tm(w)”%

T 1
()| ==ATz+_Ax—b=Ax 0.
2 2
Z podminky (1.6]) tedy vyplyva Az — b= 0. O

References

[1] Trefethen, L. N, Bau, D. Numerical Linear Algebra. STAM. 1997.

[2] Schewchuk, J. R. An Introduction to the Conjugate Gradi-
ent Method Without the Agonizing Pain. 1994. Dostupné z
https://www.cs.cmu.edu/ quake-papers/painless-conjugate-gradient.pdf

[3] Lukas, D. Zapisky z prednasek. Dostupné z https://homel.vsb.cz/~1uk76



	Iteracní metody pro rešení soustav lineárních rovnic
	Lineární iteracní metody
	Jacobiho metoda
	Gaussova-Seidelova metoda
	Richardsonova metoda

	Gradientní iteracní metody


