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1 Uvod

Generovanie kriviek a ploch tvori podstatu odvetzieaného CAGD (Computer Aided
Geometry Design (niekedy skratene CAD). Jeho rodaj stimulovany potrebami
spaiatku hlave strojarenského priemyslu (Computer Aiddachinery — CAM). Prave
vyvoj CAD/CAM systémov bol jednym z faktorov rychie vyvoja solidneho
matematického zakladu g@itacovej grafiky. Hlavné myslienky su z 50.-70. rokov
20. storg@ia. Mozno poveda Ze podstatnym spdsobom zmenili pracu konStruktéro
a navrharov.

V dnesSnej dobe CAD/CAM systemy prenikli praktickyo dvSetkych klasickych
priemyselnych odvetvi. Su ale neodmydliteu s@ad’ou i odvetvi spojenych
S rozvojom poitacov a ich prenikania do bezného Zivota. S krivkaasgsetneme napr.
v geografickych informénych systémoch a aplikaciach s nimi savisiacichivi§r su
zakladom pre generovanie réznych pismenovych foméxtovych editorov a DTP

systémov (Desk Top Publishing). A mohli by sme pdava’ ...

Nasledujuci text je zamerany na generovanie krivigk vysvetlené zakladné pojmy,
konStrukcie a wzahy. U citate’a sa predpokladaju len zakladné znalosti z lingarne
algebry (pojem vektor, matica, nasobenie matic,npedka rieSiténosti sustavy
linearnych rovnic), analytickej geometrie (analyécvyjadrenie priamky, smerovy
a normalovy vektor) a matematickej analyzy (funkdaearivacia funkcie a jej vyznam).
Podstatne dolezitejSim poziadavkom je schopnaktivne manipuloua s vyssSie
uvedenymi znalagmi.

Matematické dbkazy v texte sU uvadzané hlavne padty ste ziskali aspatiastainu
predstavu o tom, ako sa v matematike naraba sipnigini nastrojmi. A taktiez aby ste
videli, Ze rézne pristupy k problému vedu k réz@deatnym postupom odvodzovania
vyslednych vFahov. Pre Vas — informatikov je podstatnejSie, at®y bolischopni
implementova matematické wahy, soladom na implementénl efektivitu
realizovanych vypétov. Na toto budete v texte upozorneni.

Je vhodné nezostden u tohto materialu, ale pozfisa i nad’alSie inform&né zdroje

uvedené v zozname literatdry.



Pre odskuSanie si danej problematiky mézZete potiZzfjwastriedky poth Vasho
uvazenia. Ja navrhujem programovaci nasbofave. Je to véne Siritény variant
vel'mi ispesSného éasto pouzivaneho nastrdyatLab . Pouzivany programovaci jazyk
intenzivne vyuziva maticové operéacie. Na strank@cliave je preffadny manudl,
v predkladanom texte najdete ukazkové zdrojovéyieteakze predpokladam, Ze by
nemal by problém pri pochopeni syntaxe pouZitého programieh® jazyka ako
i samotnych aplikcii.



2 Pociato ény komentéar k pojmu krivka

V tejto kapitole sa dozviete:

e preio pre pojem krivky nestéapodmienka spoijitosti,
e nieto o zakladnom koncepte matematického aparatu gesr@eokriviek,

e preto nie je vhodné “poZat’ si* napad, ako generowekrivky, z regresnej
analyzy.

Po jej preStudovaniu by ste mali by schopni:

* naprogramova si svoju prvu krivku spésobom, ako sa pouziva afigkych
systémoch.

Kracové slova tejto kapitoly:
krivka, spojitos, hladkos, vahova funkcia.

Naro¢nost’ kapitoly: tato kapitola patri medzi technicky jednoduchsSie.

Sprievodca Studiom
V tejto kapitole je ukazané, Ze pre zavedenie pojkmivka je okrem

spojitosti nutné uvazovai hladkog’ — ¢o je fundamentélna vec, ktord da
bude objavovd v celom tomto texte.Dalej je vysvetleny zakladny
formalizmus — krivka ako vaZzeny priemer svojich diacich bodov
Nakoniec je konfrontovany tento pristup s regresnymstupom.

Krivku intuitivne chapeme ako stopu, ktora vznikmel6sledku spojitého pohybu
bezrozmerného bodule to objekt, u ktorého mé zmysel uvaioaaibutdizkaa nema

zmysel uvazovaatribltplocha

Okrem dzky nés zaujimaju také vlastnosti, aktadkos, ¢o znamena, Ze krivka
v Ziadnom bode nemeni svoj smer ,skokom* ale ,pose&d. DalSou charakteristikou je
napr. krivo, tj. zjednoduSene povedané, mozhtwmkalne nahradi krivku kruZnicou

(krivost’” suvisi s polomerom nahradzujucej kruznice). Temiistup ku generovaniu

! Pri snahe o presnejsi forméalny popis vSak naraziaproblémy. Ukazuje sa, Ze podmienka spojitosti
nepostauje —je nutné predpokladahladkog vo vaSine bodovUZ pred viac ako 100 rokmi matematici
skonstruovali podivne sa chovajlce krivky. Nagochova krivka(1904) je prikladom krivky, ktora nie
je hladka v Ziadnom zo svojich bodov. Naviac, mkoment dzku, priom ohraniuje konéne ve’ku
plochu. Takéto Utvary ziskali ¥el popularitu pred zhruba 15-timi rokami — Utvaryraktalnou
dimenziou D, 1<D<2, tj. ni® medzi krivkami (D=1) a plochami (D=2). Existujlbkbnca krivky
(Peano), ktorych fraktalna dimenzia je 2, tj. Ughwkryvaju vymedzenu plochu.

Z hradiska matematického ide o Utvary, ktoré generujgrostupne — iterativne. Limitny stav, ku
ktorému dana itetmd schéma konverguje, ma ale vlastnosti principiainé, ako ¢leny danej
postupnosti. ZFadiska informatického je vtomto kontexte uZité si uvedonti Ze nie kazdy
vypoctovy proces, ktory skonverguje v kamemdéase, dava rozumny vysledok. Viac v kap. 6.6.



krivky, tj. nahradf ju (aspa priblizne) loké&lne napgag’ami kruznic, je vemi dolezity
z poiadu formalneho z4pisu, resp. popisu zloZitej krivky

2.1 PouZivany aparat

Kym v ,predpaitacovej” ére boli hlavnymkonsStruknyminastrojmi pre tvorbu kriviek
kruzidlo a pravitko, vypgiova technika toto \eni razantne zmenila. Dnes su SW
nastroje pre generovanie kriviek a pléch zaloZeméakej reprezentécii, v ktorej bod
krivky P reprezentujeme ako lineadrnu kombinaciu vopred rradta riadiacich bodov
P,P, P

n

P=w,Py + WP +---+wP,. (2.1)
Pritom vzahom (2.1) rozumieme tri vahy:

X = WoXy + WX+ +W X,

Y =WoYo TWiY; +o- WY,

Z=W,z, + W,z +--+ W, Z,
kde P =(x.,y,,z) su riadiace body, ktoré si plne v kompetencii [at#a.
Pomocou nich uzivakevytvarakonkrétny tvawvyslednej krivky.
Generovanie koeficientow, LI R nie je spojené s konkrétnymi hodnotami riadiacich
bodov. Tieto koeficienty definujuSeobecné vlastnoskitoré krivka musi sgbvat’.
Mechanizmus manipulécie s (2.1) je zvoleny takk Zmdiacim bodom ma& pouzivdte
priamy pristup tym, Ze ich sam cuje. Pritom vidime, Ze kazda suradnica sa
spracovava rovnakym spdsobom. Ku koeficientomy, w,,---w, je pristup len
nepriamy, tym, Ze pouzivdteoli typ krivky ktorl pouZiva.
VysSie uvedend konstrukcia je ilustrovana prikla@ri 2.2.

Je délezité si uvedomyize vzxah (2.1) je linearny, tj. vazba medzi riadiacimidba

a vyslednym bodom krivky je najjednoduchSia mozmNapriek tomu ma ta @[}

konStrukcia dostatmu vypovedaciu schopnas Natd’ko silna, Ze vSetky dnesné
grafické systémy su zalozené prave na takomtorimoea v2'ahu (2.1).

Linearita vz’ahu, tj. fakt, Ze plati

L(P) = I-(WOF’O + Wlpl teeet WnPn)= Wo L(PO) + WlL(Pl) Tt W, L(Pn)a (2-2)

je naviac délezitd tym, Ze takto generované krigky invariantné V& linearnyn

transformaciam (tj. takym, ktoré sa vyjadruju ma@gm nasobenim). Znamena to




transformovanu krivku dostaneme tak, Ze povodné aflikujeme na transformované
riadiace body. Napriklad He krivku, ktor4 je generovana tahom (2.1) chceme
rotova’, st&i rotova’ riadiace body a na ne aplikavpbvodny vZah (2.1).

Ked sa vratime k chapaniu krivky ako k stope pohybduyado vrahu (2.1) musime
dosta’ ¢asovu zavislas LCava strana je jasna — ma tR(t). Otazkou jego na pravej
strane budetasovo zavislé: riadiace body? Alebo vahy? AlebojebZ adiska
jednoduchosti komunikacie pouZzivide so systémom je rozumné riadiace body
ponechd ¢o najjednoduchsie, tj. konstantn€asovl zavislas preto viozime do

vahovych koeficientov:

P(t)=w, ()P, +w, ()P, +---+w, (t)P,. (2.3)

n

Znamena to, Ze zmena polohy bodu jgena zmenou vahovych koeficientov.
Priklad 2.1:
UvaZzujme (2.3) s dvomi riadiacimi bodi® , P; a dvoma vahovymi funkciami

w, = (1-t)w =t. (2.4)
Dostavame tak wah

P(t)=@2-t)P, +tP,
resp. prepisané do iného tvaru,

Pt)=P,+t(P, -P,).
Posledny v#ah nie je ni iné, ako parametricky tvar priamky. Pri obmedzsaina

t0(0,1) dostdvame Usku. To, Ze vysledkom je (&a, je dané vahami (2.4).

Konkrétny tvar Us&ky je dany krajnymi bodmP,, P, . [
Priklad 2.2:
Uvazujme (2.3) s tromi riadiacimi bodmi
Po=(1,0), P1=(1,1), P>=(0,1) (2.5)
a tromi vahovymi funkciami
2 2
W°:(i:)2 , W1:2:El+—tt2)t’ zzﬁj, Osts1l. 2.6)

Dostavame tak v¥ah

_@-t)? . 2@tk 2t?
P)= ez 2 e e
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resp. rozpisané do suradnic (s vyuzitim konkrétdenych riadiacich bodov),
1-t* 2t
x(t)=——, ylt)=——, O<t<1. 2.7
0= =1z (27)
Vysledkom je Ya-kruznica — Obr.1. Presny dokaz t@eoide skuténe oc¢ag’ kruznice,

bude uvedeny neskoér.

| i
Obr. 2.1. Stw kruznica ako krivka typu (2.3) s vyzrenymi riadiacimi bodmi.

2.2 Vazba medzi riadiacimi bodmi a krivkou

Interpolacia vs. aproximécia

V pripade, Ze krivka riadiacimi bodmi prechadzaydréme ointerpolacii. Typickym
prikladom je napr. linearne lometiara — vd’ priklad 2.1.

V priklade 2.2 vidime, Ze krivka prechadza bodrgiP,, ale neprechadza boddm.
V obecnom pripade krivka nemusi prech&dZsadnym svojim riadiacim bodom.
V tomto pripade hovorime aproximaciikrivky.

Lokalna vs. globalna véazba

UvaZzujme napr. linearne lomentiaru definovani bodmPg, P;, Py, P3, Pa,..., Pn.
V pripade, Ze budeme hybaiadiacim bodomP,, vysledna linearne lomendara sa
bude meni len medzi riadiacimi bodmP1, Ps. V ostatnych svojicltastiach zostane
krivka nezmenena. Vidime, zenena polohy riadiaceho bodu ma len lokalny, dleysi

vplyvna vyslednu krivku — obr.2.2.

S konstrukciou kriviek sa mézeme stratn mnohych disciplinach aplikovanej
matematiky. Napr. v regresnej analyzecaato pouziva metdéda najmensich Stvorcov,
kde aproximujeme mnoZinu bodov ,najlepSou“ priamkptitom mierou blizkosti sa
uvazuje kvadrat y-ovej odchylky bodov od preklagam@amky.

Obr.2.2 a) a b) zobrazuje linearne loméiagy a regresné krivky pre subory bodov
{(x,yl) }a{(x,y2) } z tab.2.1.
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X 1,00 3,00 5,00 7,00 8,00 9,00 11,00 12,00 15,00 18,00

yl 1,00 2,00 1,00 500 7,00 8,00 9,00 9,00 8,00 7,00

y2 1,00 2,000 6,00 500 7,00 800 9,00 9,00 8,00 7,00
Tab.2.1.

—e— data —e—data

—in. reg = |in. reg

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20,

a) b)

Obr.2.2. Citlivog zmeny vyslednej krivky na zmenu riadiacich bodov.

Oba subory sa liSia polohou jediného bodu (trééiva). Linearne lomenéiara sa
zmenila len lokalne (medzi 2. a 4. bodom) ale wyeazkym regresna priamka sa
zmenila globalne z

y=0.48% + 1.418
na

y = 0.40% + 2.61.

Pritom vidime, Ze smernica priamky sa zmenila lepaustatne.

Generovanie kriviek ako nastroj interaktivneho niodania réznych tvarov vyzadu;

lokalnu, ale silnu citlivos vyslednej krivky na riadiacich bodoch. Preto apastory sa é}

k tomu bude pouzi¥a bude viac podobny konstrukcii linearne lomesigry ako
aparatu regresnej analyzy. V najvSeobecnejSej fasmdento aparat formuluje ako
NURBS - NeUniformné Racionalne B-Splajny. Nasledujice kapitoly ozrejmuji

kazdé z tychto piatich pismen.



Kontrolne otazky a samostatné ulohy

1. Vyhradajte na internete informacie o Kochovej krivkekdéte, Zze ma
nekonénu dzku.

2. V priklade 2.2 zostrojte krivku pre obecnejSie zadmterval parametra

12
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3 Interpola €ny polynédm a splajn

V tejto kapitole sa dozviete:

» o je to interpolény polynom,

» dva spbsoby toho, ako sa intergola polyndm vytvara,

o aké problémy vznikaju pri generovani kriviek s ptuZ interpol&ného
polynému, s vysvetlenim, pfe sa tak deje,

» ¢oje to splajn, tj. spdsob, ako nedostatok intexp@ho polyndmu vyriesi

Po jej preStudovaniu by ste mali by schopni:

* naprogramovdinterpola&ny polynom dvojakym spdsobom,
* n4jg splajn s vopred stanovenymi poziadavkami na hladko

Kracové slova tejto kapitoly:
Interpola&ny polyndm, splajn.

Naro¢nost’ kapitoly: tato kapitola patri medzi stredne narotné.

Sprievodca Studiom
KPucéovéa vec, na ktora je treba sa v tejto kapitole sédir’, je pochopd’

doévod toho, préo sa interpol@ny polyndbm nechova pdth naSich
oc¢akavani. V&mi dbélezité su rieSené priklady 3.3—3.5. Pochopetako,
¢o sa v nich deje je podstatné pf&@lSie kapitoly.

Otéazkou, na ktori chceme najsdpovel’ v tejto kapitole jegi by nebolo postaujlce
pouziva pre generovanie kriviek v dvojrozmernom priesttr@ne znamy aparat

polynomickych funkcii v tvare

y(x)=a, +ax+a,x* +---a x" (3.1)

tj. krivku vyjadrova’ hfadanim priameho ¥ahu medzi sdradnicami.
V tejto kapitole ukazeme:

1. podmienky existencie interp@aého polynomu,

2. dva spbsoby, ako mozno efektivne dajgerpolany polyném,
3. nedostatky ktoré interpaiaé polynémy maju,
4

. spbsob, ako vysSie uvedeny nedostatok elimitiova
3.1 Existenciainterpola éného polyndmu
UvaZujme riadiace body?, B,---P,, kde P =(x,y,). Chceme néajsinterpolany

polyndm (3.1) ktory tymito bodmi prechadzaadame koeficienty,, a,---,a, .

Dosadenim suradnic do (3.1) dostavame sustavutipg@rovnic



Bt axtax, tetax = Y,
2 n —_
a0+alxl+a2xl +“'+anX1 - yl (32)

2 —
Bt aX, taX, tootax, =y,
ktora ma v maticovom zapise tvar

1% % - %"|[@) (Yo
S I E (3.3)

1 Xy X o Xg' @) (Y
Maticu sustavy (3.3) nazyvaméandermondova matic& linearnej algebry vieme, Ze
sustava (3.2) resp. (3.3) ma prave jedno rieSemeipade, Ze matica suUstavy je
Stvorcova, tj.n=m a zaroveé jej determinant je nenulovy. V kazdej rozumnéghnici

linearnej algebry najdete demonstraciu toho, Zerdehant Vandermondovej matice

ma& hodnotu

V=_:|:I (xi —x].).
j<i Y

Z toho plyne, Ze ké riadiace body su také, Ze Ziadne dva nemaju ravrairadnicu,
sustava (3.3) je jednoziree rieSiténd. In& povedané,

14

preTubovd’nu postupnasn+1 riadiacich bodov takych, Ze Ziadne dva nemayna&u

X-ovU suradnicu, existuje prave jeden interpojapolynom stupan.

3.2 Dve uzito €né formy interpola éného polyndmu

Z hradiska konStrukcie interpaiaého polynomu je délezité, Zze ho mbézeme zostioji
bez rieSenia vysSie opisanej sustavy rovnic. Ukazelwa r6zne spbsoby ako to
dosiahnd.

Lagrangeova forma interpolatného polynému

UvaZujme systém polynémov

/\i(X)=|'|&__—);"_)),i:o;L---,n, j#i. (3.4)

Ocividne plati, Ze (3.4) je polyndmtého stupa, pricom
1i=]

Preto




)=§yim(x) (3.5)

je taktiez polynémn-tého stupa. Naviaclahko sa mozno presv@d, Ze F(x)=yi,
z ¢oho plynie, Ze (3.5) jelladany interpolény polynom.
Priklad 3.1: Uvazujme Styri riadiace body
Po=(-2,-8),P1= (0,0),P>= (3,12),Ps= (4,40).
Najdeme Lagrangeovu formu interpéi@&ho polynému.

RieSeniefFunkcie (3.4) maju v tomto pripade tvar

() (x O)(x 3)(x 4) __ x(x—3)(x—4)
-0)(-2-3)-2-4) 60

(x 3)(x 4) _ (x + 2)(x - 3)(x - 4)

(x+2)
()()

F2
OB

2)0-3)0-4) 24 !
2)x-0)(x-4) __(x+2)x(x-4)
2)3-0)3-4) 15
As(x)= (x+2)(x-0)(x=3) _ (x+2)x(x~3)
T (a+2)(a-0)a-3) 24

Hradany tvar interpotaiho polynému je

F(x) = =8Mg(x)+0A,(x)+12A,(x)+40M4(x)
. (3.6)
5 x(x—3)(x—4)_4(x+2)x(x—4)+5(x+2)x(x—3)
15 5 3
|

Newtonova forma interpolatného polynému
Polyném lfadme v tvare

F) = A+ A x) ¢ A ()i x)+ e

A (X =0 )(x = X )X =, ) o+ AL (X =% )+ (x = X4)
pricom F(x, )=y, .
Koeficienty Al najdeme postupnym dosadzovanim suradnic riadidcidbv do (3.7):
yo = A,
= A+ AL =%),
= A+ AL, = %)+ A (% =% )(x, = %)

= Ay + AL =3 )AL (X =% )X, =)+ + A (X =% )(%, = %)+ (%, = %,4)

VSimnite si, Ze \i-tom riadku st hodnotgy, Ay, ...,Ai.1 UZ Zndme.



Priklad 3.2: Pre riadiace body z prikladu 3.1Tadame interpotay polyném
v Newtonovej forme.
RieSenie(3.7) ma pre naSe riadiace body tvar

F(x) = Ag + Ay (x+ 2)+ Ay (x+2)(x - 0)+ Ay (x-+ 2)(x - 0)(x - 3).

Postupnym dosadzovanim suradnic riadiacich bodetadame

-8 = A = A =-8
0 = A+A(0+2)=-8+2A - A=4
12 = A +A(B+2)+A(3+2)(3-0)=-8+45+15A, =12+15A, = A, =0
40 = A +A(@+2)+A(4+2)(4-0)+A,(4+2)(4-0)4-3)
= —8+46+ 641A, =16+ 24A, = A=1
Hradany tvar interpotaiho polynému je preto
R A R

Nechava séitate’ovi overt’, Ze (3.6) a (3.8) su totozné.

3.3 Geometricka reprezentacia interpola €éneho polynomu

Obr. 3.1 a) zndzawuje intuitivhu predstavu krivky, prechadzajucejdiacimi bodmi
z prikladov 3.1, 3.2. K&Ze body monotonne rastu, intuitivhe cez takto w@lbody
vedieme interpoknu krivku, ktora je monoténne rastica.
Prepis polynému (3.8) do tvaru

F(x)= x(x+1)(x-2)
vSak hovori, Ze uvedeny interp&hg polyndm ma tri nulové body, (-1,0), (0,0), (280)

preto nemdze hymonotdnnygo ilustruje obr. 3.1 b).

40 - 40 -
30 - 30
20 - 20
10 - 10 -
| T
10 - 10 -

a) b)

Obr. 3.1 Interpol&na krivka. a) intuitivna predstava o interpwolej krivke,
prechadzajlicej danymi bodmi, b) kubicky intergakapolyném.
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Je otdzkougi tento nedostatok je len kmi Specidlnym pripadom, aleb sa také

nie¢o stavatasto.

3.4 Pri€ina kmitania interpola €éného polynému

Pozrime sa, ako vyzeraju prvé derivacie, tj. snoerndoty¥nic v naSich bodoch
z prikladu 3.1. Derivacia funkcie (3.8) ma tvar

y'(x)=3x*-2x-2. (3.9)
Znamena to, Ze v kazdom bode interpo&ho polyndmu je smernica dokyce
jednoznéne ugena. Napr. Tab. 3.1 ukazuje hodnotu smernice widafich bodoch.
X 2 10 3 4
y(x |14 | -2 | 19| 38
Tab. 3.1. Hodnoty prvej derivacie v bodoch z pdid&.1. je v nasledujucej taltke.

Vzhradom na zapornéslerivacie (3.9) na intervale
h-v7)3<x<li++7)3

je na nom funkcia klesajuca. Pritom intuitivne predpoklaga (z monoténnosti

riadiacich bodov) i monotonny priebeh funkcie. idi tak, Ze polohy bodov nie smx

&

schopni intuitivne utz spravny priebeh prvych derivacii interpeteho polyndmu.

Pokusime sa objaghpric¢inu toho zvinenia. Z mechanickéhbadiska méZzeme funkcit

y

interpretovd ako priebeh dradhy (¢asex). Prva derivacia je priebeh rychlosti, drul =

I|\\

=

derivacia znamena priebeh zrychlenia atd.

Polynomicka funkcia stufan man netrivialnych derivacii,rii+1 derivacia je 0). Kazda
z nich je polynémom (stupiesa pri derivovani postupne zmensuje), tj. kazd&h je
spojita funkcia. Dolezité je, Zze kazda z derivgeiijednoznéne ufena pdvodnou
funkciou. Preto ké& aplikujeme na mnozinu bodov polynomickd interpalazarove
kladieme podmienku spojitosti na vSetky derivatiena pohybové charakteristiky ako
su draha, rychlas zrychlenie af’. Preto pohyb definovany polynomickym predpisom
sa chova podobne, ako pohyblkého, plne naloZzeného vozika, ktory fazko

manévrovatiny, ke’ pri prechode slalomovymi brankami nemézeme zranent’
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smer jeho pohybu, ani jeho rychfo$rave spojitadzmeny pohybovych charakteristik
nés nati roki velké obluky.

Snaha zrug$inechceny obluk tym, Ze predpiSedaSi riadiaci bod, tj. v naSom pripade
dodame napr. bod (1,5) znamena, Ze v &oom dosledku zvolime interpciay
polyndbm 4. stupa. Z mechanického l'adiska tym vlastne vyzadujeme silngjSie
podmienky na spojitasprisludnych pohybovych charakteristikize do slalomovej
drahy pridamedalSiu branku, no a zarokeeSte naloZzime do vozikdialSi naklad.

V dbésledku toho sa trajektoria spravidla eSte voe&mita.

3.5 Splajn

Vychodisko z vysSie ukézaného problému buderiaddi tak, Ze krivku budeme

konStruovd spéjanim polynomickych kriviek nizSieho stap Pritom v samotnon

napojeni budeme vyZadayaby prechod od jednej krivkyd@alSej bol hladky. Takuto
konStrukciu nazyvamsplajn

Prislusné polynomické krivky nebudeme defindbl@n bodmi, cez ktoré chceme aby
krivka prechadzala, ale budeme kombinbpaziadavky na body a smery v nich.

K d’alSiemu vykladu je nutné pripomehsi pojmyspojitog’ ahladkog — vid’ u¢ebnice
zakladov diferencialneho ptu. Intuitivhe vzatospojitos’ priebehu funkcie znamena,
Ze v Ziadnom zo svojich bodov sa fénk hodnota nezmeni skokom. To znamena, Ze
spojittciaru vieme nakredli,jednymtahom®.

Hladkogou rozumieme spojitasprvych derivacii. Znamena to, Zze prva derivagia, t
sklon krivky(tj. smernica dotynice), sa nemeni skokongjze na hladkej krivke

nemame ,ostré rohy“. Napr. funkcia
y(x) =[x (3.10)
je spojita, ale v bode (0,0) nie je hladka@’ke derivacia funkcie (3.10)

-1 X<0
y(x)=4 1 x>o0. (3.11)
nedef x=0

je nespojita v bode x=0; smer funkcie (3.10) saddd(0,0) meni skokom z -1 na +1.
Pojem hladkas mbéZeme zovSeobedhna hladkog k-teho stupa. Tym rozumieme
spojitog’ k-tych derivacii, pdomk +1-vé derivacie su uz nespoijité. Z tohto faatu ma
funkcia (3.10) hladkas0-teho stupa.



19

Presvedte sa, ze napr. funkcia
-x> x<0
y(x) =

C x>0 (3.12)
ma hladkog 1. stupia. (V porovnani s tym méa funkgjex? hladkos 2. stugia.)
Je nutné si uvedomize vizualne sme schopni rozpoZnekriviek prostu spojitasod
hladkosti, vi napr. funkcia (3.10), no nie sme schopni vizuabmpoznad hladkosti
vySSich stupov. (Tj. funkciu (3.12) vnimame ako hladkd, no sime schopni vizuélne
rozpoznd to, Zze druhé derivacie su uz nespojité.) O rozpaniznéznych stufov
hladkosti sa zmienime neskor.
Funkcia, ktora vznikne spojenim roéznych funkcii,taky v spojovacom bode bola
zachovana hladkék-teho stupia, nazyvame splajnom s hladkos k-tého stugia.
Pod pojmom splajm-tého stupia bez Specifikacie jeho stig hladkosti budeme
rozumie¢ po castiach polynomicku funkciu stip n, ktord v bodoch napojenia ma
hladkos' n-1. Pripomé&me si, Ze polynédm-tého stupia ma hladkas n-tého stupa
(vid predchadzajuca kapitola).
Nebudeme detailne odvodzaVieonstrukciu splajnu — to spravimefalSich kapitolach.
Tu sa obmedzime len na konkrétne priklady roznyatajrsov pre Stvoricu riadiacich
bodovPy=(-2,-8),P;= (0,0),P>= (3,12),Ps= (4,40) z prikaldu 3.1.
Priklad 3.3 Vytvorime splajn pozostavajuci z @&y Po,P,, a kvadratickej paraboly,
ktord obsahuje body,,Ps, tak, aby vysledna krivka bola hladka.
RieSenieVidime, Ze bodyP,,P1,P, leZia na priamke

y,(x) = 4x.
Hradame parabolu

V,(X) = 8+ ax+ax. (3.13)
Z poziadavku, aby (3.13) prechadzala bo@a¥Ps, dostavame rovnice

12=a,+3a +9a,

40=a, +4a, +16a,

Hladké napojenie znamend, Ze smernicakis®oP, musi by v bode napojenia, tj.

(3.14)

v bodeP, zhodn& so smernicou paraboly.
Ked’Ze smernica krivky je dand jej derivaciou, znamen&e v bode napojenia<3)

su zhodné derivacie oboch kriviey{(x)= 4, Y, (x): ap +2a,X, tj.

%.(8)=v:(3),
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z ¢oho dostavame poziadavku

4=23a +6a,. (3.15)
RieSenim sustavy (3.14)-(3.15) dostavame vysledngdbolu

y(x) = 216-140¢+24x2. -
Priklad 3.4 Vytvorime splajn pozostavajuci z dvoch, hladkojepgch parabol: jedna
je ukena bodmpP,,P,,P3, druha prechadza bodig,P;.
RieSenieDosadenim suradnic bod&y,P,,P; do (3.13) dostdvame sustavu rovnic

0 =a,+0a, +0a,

12=4a, +3a, +9a, _

40=a, +4a, +16a,
Jej rieSenim je trojicap=0, a;= —14, a,=6.
Pre druhu parabolu mame dve rovnice (dosadenimé@dmadnic bodoRo, P1)

-8="b, —2b, +4b,

0=Dh, +0b, +0b,"

Tretia rovnica vyplyva z poziadavku hladkého napige KelZze smernica prvej
paraboly y'(x) = a, - 2a,x v bodex=0 je jednoznéne ukena — y'(0)=-14, ta istd
hodnotu pozadujeme i pre smernicu druhej paraboly:

~14=b, +0b,.

RieSenim je trojicéo=0, b= — 14, b=-19. [ ]

N&rtnite si dané rieSenie — zistite, Ze vysledok ¢komca eSte horSi, ako dav

interpola&ny polyndm. Dévodom toho je fakt, Ze sme dopustddobny scénar akc

v pripade interpomého polyndmu: v bode napojenia sme len pasivnezilpou
derivéaciu, jednoznane determinovanu prvou parabolou.

Priklad 3.5 Susedné dvojice riadiacich bodov prepojime hladkstypne tromi
kvadratickymi parabolamy = a, + ax+ a,x%, y=by + bx+b,x?, y=cy +cx+c,x2.
RieSenie: KedZze susedné riadiace body su vzZzdy na jednej paralmstavame

nasledujuce rovnice.
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ag — 28, +4a, =-8

ag +0a +0a, =0

by +0b, +0b, =0

by +3b, +9b, =12 . (3.16)

Co +3c, +9c, =12

Co +4c, +16c, =40
Z podmienky hladkosti napojenia susednych parabdmendalSie dva vgahy,
vyjadrujace rovnodprvych derivacii

a, +2a,0=b; +2b,0
b11+ 2b223: :l ¥ 2c223 : (3.17)
Vzhladom na to, Ze mame osem rovnic a dexgznamych, jednu z nich zvolime ako
parameter sustayy (a;=p) a ostatné vyjadrime s jej pomocou. Z druhej tefm@vnice
v (3.16) dostavameay=by=0. Po tychto dosadeniach a elementarnych upravach
dostavame sustavu

a,=b, =0

a=b=p

p-2a,=4

p+3b, =4

C, +3c, +9¢c, =12

c, +4c, +16c, =40

p+6b, =c, +6c,
RieSenim dostaneme vysledok

(- 202.)=( 0.0 237

(bo,bl,bz):(o, p%j

(c,.c,.c,)=(168+12p,~112-7p 20+ p).

Priklady 3.3-3.5 ukazuju, Ze i pre rovnaké poziaglana vyslednu hladkdssplajny sa é}

moZu chové vel'mi rézne. Jednak nemusiatbyednoznéne ugkené (priklad 3.5),

jednak m6zu mai horSie vlastnosti ako interpalay polynom (priklad 3.4). Celyalsi
text je venovany prave konStrukcii splajnov s vaprélizSie Specifikovanymi

vlastnogami.



Kontrolne otazky a samostatné ulohy

1. Realizaciu Newtonovej formy kubického interpoiého polynédmu najdete
v splinel.m Sami zrealizujte interpatay polynbm v Lagrangeovej forme.
Porovnajte obe formy azamyslite sa nad tym, ktftmdma je vypd@tovo
efektivnejSia.

2. Realizujte interpokny polyném 3. stuga. Pokiste sa kmitanie polynomu
z prikladu 3.1 potkit dodanimd’alSieho riadiaceho bodu.

3. Zobrazte najdené splajny z prikladv 3.3-3.5 a poa@ie s interpoknym
polyndmom (3.8).
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4 Polynomické parametrizacia kriviek

V tejto kapitole sa dozviete:

e preto je vhodny parametricky pristup k modelovaniu ieky
» ako sa asociativita nasobenia matic da wWp@ jeho efektivnu implementéciu,

* o je to parametrickd a geometricka hladkesaky je medzi nimi vzajomny
vzt'ah.

Po jej preStudovaniu by ste mali by schopni:

» efektivnym spésobom naprograméweeobecnu parametricku krivku.
Kracoveé slova tejto kapitoly:
Geometricka a parametricka hladkosasobenie matic, asociativita operacie.

Naro¢nost’ kapitoly: tato kapitola patri medzi 'ahSie.

Sprievodca Studiom
V tejto kapitole su dve podstatné veci:

1. efektivita implementacie parametrickych kriviek etb je v&mi dolezité
pre profesionalnu implementaciu kriviek,

2. vz'ah parametrickej a geometrickej hladkosti — totoyj@’mi délezité pre
spravne aplik&né vyuZitie.

V tejto kapitole skonfrontujeme pristupy z dvocheqwsSlych kapitol. Uvidime, Ze
parametricky pristup je vhodnejSi. UkdZeme akotéfe& implementovaparametrické

vyjadrenie krivky. Zavedieme pojnparametrickad hladkasa geometricka hladkesa

vysvetlime vZah medzi nimi.

4.1 Implementa €éné problémy priamej polynomickej repezentacie

V predoSlej kapitole sme ukazali nevhodhogouzitia interpoléného polynému
a naznaili mozné vychodisko. No nezodpovedali sme na aiazk existuje vhodna
polynomicka splajnova konsStrukcia v suradniciagly na vyjadrenie kriviek pre

interaktivne modelovanie. Odpal/ge: Tento pristup nie je to vhodny!

D6vody st minimélne dva nasledujice.

1. Skdsme napr. rotovaparabolu $tvrtého stip y=x*. KedZe rotacia je dana @[}

rovnicami
X'=CX—8Yy, Yy'=sx+cy

kde c =cosp, s=sing, vysledné vyjadrenie paraboly je



c'x* —4sXy +6C°s°x%y? —4cs’xy? + s'y? = sx+ey,
ktoré nie sme schopni previedo explicitného tvaru(tj. vyjadrit’ y ako funkciu
premennex).
2. Prechod z 2D do 3D nie je priathary: funkcia v tvarez = f(x, y) nie je krivka,
ale plocha. Krivku by sme museli reprezentbsastavou dvoch rovnic

Z= fl(x’ y) ’
z=f,(xy)

¢o je dos nepohodiné

Napriek tomu predoSla kapitola nebola zlyi@ Obohateni o vedomosti o vlast-
nostiach polynomickej, resp. splajnovej reprezaataatime sa k ivaham z kap. 2.1.
Krivku budeme reprezentotdak ako bolo uvedené v kap.2, v tvare (2.3), kdbyv
wi(t) su polynomické funkcie. Tj. kazdu zo suradnicadyjme ako polyndm zavisiaci
od ,¢asového* parametrg’

X(t) = Wo (t)x + Wi (E)x +---+ wi (E)x,

y(t) = wo (t)yo +we (E)y, +---+ w, (
a v 3-rozmernom pripade este

2(t) = w, (t)z, +w, ()z, +--- +w, (t)z, .

Taka reprezentacia jednak robi vSetky priestorougadnice rovnocenneg, jednak

—
N—
<
>

nepredstavuje Ziaden problém pri prechode od 2ID.kNkaviac, ako sme sa zmienili
v kap. 2.1, takto generované krivky su invarianto@ linearnym transformaciam.

4.2 Vypo étova efektivita

UvaZzujme napm =2 a vahové funkcie

w,(t)=@-t)%, w(t)=2A1-tk, w,(t)=t>. (4.1)
x-0va suradnica wahu (2.1) ma v tomto pripade tvar
x(t) = (@—t)?x, +21-thx, +t2x,. (4.2)

Priama implementécia v syntaxi jazyka C vyzerdathguco:

for(t=0; t<=1, t+=d;)
{ w0 = (1-t)**2;

2 V patitacovej grafike sa pouziva StruktGokridlena hrana ked” hranu objektu reprezentujeme ako
prienik dvoch susednych povrchov. V kontexte CAGikacii vSak toto nie je vhodné.

% A7 do konca textu predpokladame ¢k nebude vyslovne uvedené dhdecasovy parametreje
vintervale O<t< 1.
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wil = 2*(1-t)*t;
w2 = t**2;
X =wO0*x0 + wl*x1 + w2*x2;

}

Ked roznasobime vahové funkcie a zdruzime dohromiaelyy s rovhakou mocninou

prit, z (4.1) dostdvame:
X(t) = (1_t)2 X 2(1_ t)txl + 7%, = X, + 2(X1 - Xo)t + (Xo —2x + Xz)tz- 4.2)

Teraz dostdvame efektivnejSi zdrojovy text:

XX=2*(x1-x0); Xxxx=(x0-2*x1+x2);
for(t=0; t<=1; t+=d;)
{ tt=tt;

X = X0 + xx*t + xXxx*tt;

}
Tvary (4.2) resp. (4.2) prepiseme do maticového tvaru.
X, 1 0 0)(x
x(t)=(w,(t) wi(t) wy(t)| x :(1 t tz) -2 2 0||x|=ETM X 4.3)
X, 1 -2 1)\x

Pre saradnicu/(t) resp.z(t) je tvar analogicky — v skratenej ,vektorovej" moe tak

mame
P, 1 0 0\(R
PO=(ml) wl) w)R|=0 t ) -2 2 of|R|=TMN (43
P, 1 -2 1)\PR,

Maticovy tvar zapisu (4.3) prirodzenym sp6sobomazréne oddéuje
» vektor polynomickej parametrizacie,
e maticu M , ktora charakterizuje pouzité vahové funkcie,

* mnozinu riadiacich bodoY], ktoré konkretizuju vysledny tvar krivky.

Kym prvému zdrojovému textu odpoveda v {3 8oradie nasobeni@M)X , druhému

25

odpoveda poradi@(MX). Je treba si uvedomize v cykle algoritmu sa meni 1&h

Aktualnu hodnotux(t) ziskame preto pre tvafTM)Xx, az po dvoch maticovych

nasobeniachA(t)= TM; x(t)=A(t)X.
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V pripade (4.3) vtvareT(MX), nasobenieB = MX spravime len jeden krat pred

cyklom a v cykle realizujeme vzdy uZ len jedno rdsoe x(t)=TB — koniec koncov,
druhy zdrojovy text toto potvrdzuje.
To, ¢o sme demonstrovali na konkrétnom priklade ide zaepme realizov@& pre

'ubovd’nu sadu polynomickych vahovych funkcii.

4.3 Vahové, ¢i bazové funkcie?

V tvare (2.3) sa o funkciaohi(t) ¢asto hovori nie ako wahovych ale ako dazovych
funkciach. Oboje je spravne. Hald na ne ako na vahové funkcie sme pouzivali
v predoSlych kapitolach. Druha interpretacidazovéfunkcie je vysvetliténa z tvaru
(4.3). Mocniny1=t°,t*,t?---,t" mbZzeme povazovaza nezavislé funkcie, pretoze
nemozno vyjadti mocninuk-tého stupia ako konénu linearnu kombinaciu mocnin
inych stugov. Tieto mocninové funkcie teda hraju taku istahid, ako bazové vektory
v Euklidovom priestore. V geometrii mézeme prejsd jednej bazy kinej tak, Ze
prendasobime bazové vektory regularnou maticou (tjaticou s nenulovym
determinantom). K& sa pozrieme na maticM v (4.3) vidime, Ze je regularna.
(Spaitajte sami jej determinant, a zamyslite sa nad goho to ,aividne* vyplyva.)

Z tohto uhlu pobadu mézeme \ah

1 00
(olt) wlt) wol)=f t t2) -2 2 o|=Tm
1-21
v (4.3) interpretovdako prechod k inej sade bazovych funkcii.
Tento pristup vSak v kontexte nasho vykladu nepojeme. Vystéime si s (mozno)
jednoduchSou pévodnou interpretaciou(t) ako vahovych funkcii a preto u nej

I nad’alej zostaneme.

4.4 Hladkos t' v parametrickom tvare

Prechod k parametrickému tvaru znamena vo svoj$tpte zvySenie dimenzie ulohy

o jeden rozmer. Namiesto geometrickych suradnicivazujeme eSté&alSiu suradnicu @[}

t, ktorej sme v kap. 2 dalicasovU” reprezentaciu. V tejto kapitole sa obmedzjmee
jednoduchos len na 2-rozmerny pripad geometrickych suradnietdPnas pracovny
priestor je vtomto pripade 3-rozmerny s osamy. Z vysSie uvedeneho vyplyva, ze

kazda z geometrickych sdradnic je polynomické fimke®(t)=(x(t), y(t)), kde jej



stupd je dany vahovymi funkciami. Krivky<(t) a y(t) su projekcie do rovitx, resp.
ty. Na ne sa plne ¥ahuju mechanizmy fungovania popisané v predoshagitddach.

O hladkosti tychto polynomickych funkcii hovorimdoao parametrickej hladkosti

vyslednej

P'(t)=(x(t), y(t) uruje smerovy vektor vbode krivi(t). Pripoméme si, Ze
v projekenych rovinachx resp.ty derivéciex'(t), y’(t) uréuju smernice do@nic funkcii
x(t) a y(t), cize projekcie smerového vektoru krivky v priestorg

Ked chceme vedit vysledny geometricky tvar krivky, ladame vlastne projekciu

trojrozmernej krivkyP(t) = (x(t), y(t)) (v suradniciaclixy) do rovinyxy. Hladkos' tejto

krivky. Derivacia,

projekcie nazyvamgeometricka hladka's

Parametrick& hladk@és/Sak nie je s geometrickou hladkoa spojena tak priand@ro a

jednoducho, ako by sa mohlo intuitivne zddapr. krivka

P(t)=

(x(t), y(t)) = (5,t2) -1<t<1

definovana ak deriv@cijednotlivych

zloziek
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je parametricky hladka vSade — obr. 4.1 a-b), hode (0,0) nie je geometricky hladka

—obr. 4.1c).
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/ |
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-0,5

0

0,5

1

15| [-1,

a)

b)

Obr. 4.1 Parametricka hladkbstradnicovych funkcii ax(t) =t* a b) y(t) =t2.

Tento rozpor je vysvetlitey tak, Ze trajektoria je sice geometricky nehladka pohyb

bodu po krivke hladky je: pri priblizeni sa k (Or§thlog’ pohybu postupne klesa az r

¢) Krivka P(t)= (x(t), y(t) = t*t?) ~1<t<1 v stradniciacixy.

=,

I|\\

=

nulu, tj. v samotnom bode (0,0) sa pohybujuci baainvl’ku zastavi aby sa vzapéti zas

zatal pomaly hybé.

Formalne vysvetlenie dava analyza derivacie. Vg parametrického vyjadrenia

uréujeme derivaciu geometrickej suradnigev zavislosti na suradnict na zaklade

derivovania zloZenej funkcie, s vyuZitimtahu pre derivaciu inverznej funkcie:




¥, = G = R 0 = ) = G e
dt

Vo vyjadreni (4.4) st dva sporné momery. ked’ existuje taka hodnota parametru

t=t" Ze:

1. x'(tD)=O, y'(tD)=O? V takom pripade vibec nemame problém s pararketric

hladkos'ou, no pre geometrickd hladkogj. pre derivaciuy'(x) dostavame vyraz
typu % ¢o mbze spbsobovda aj skuténe spbsobuje — i priklad z obr.4.1-4.2)

problém. Krivku u ktorej mame zafené, Ze toto nenastava (tj. Ze neexistuje také

Ze x( ) 0, y( ) 0), nazyvameregularna krivka

2. x'(tD), y’(tD) neexistuju, no ,nehladkdsa vzajomne vyrusi

v“

(4.4)
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takym spdsobom, ze

Y, (x) existuje? Jednoduchy priklad takejto krivky je ndpbr. 4.3—4.4)

Pl = (), ylt) = {( 0%,05t) -1st< 0

(2,2t) o<t<1

(4.5)

0,54 05

1,54

0,54

-0,5 -0,5

0,5

a) b)

Obr. 4.2 a) — b) Parametricky nehladké funk«gig y(t), (4.5).
c) Vyslednd, geometricky hladka krivigé).

Vidime (obr. 4.2), Ze pre zaporné hodnoty suragmipohyb pomalSi (body su viac

nahustené). V bode (0,0) sa rychlameni skokom, p&om geometricky trajektoria

zostava hladka.

V nasledujucich kapitolach Hebudeme hovofi o hladkosti, budeme rtiana mysili

spravidla parametrick hladkos

Kontrélne otdzky a samostatné ulohy

1. Upravte rovnicu priamky do maticového tvaru (4.3).

c)




. Generuijte krivkyP(t) = (x(t), y(t)) = t™,t"). Pre aka dvojicun, n dostaneme
v bode (0,0) geometricky hladku krivku?
. Ako vyzeréd parametricka krivka, &gre niektord hodnotu parametrge prave

jedna z derivaci'(t), y'(t) rovna nule?

29
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5 Fergusonov splajn

V tejto kapitole sa dozviete:

» ako zura@it' znalosti z predoSlych kapitol k tomu, aby snfadany splajn nasli
bez nutnosti konStruova riest’ ststavu linearnych rovnic,
» aké su zakladné vlastnosti Fergusonovej krivky.

Po jej preStudovaniu by ste mali by schopni:
* naprogramovaFerguonov splajn.

Kracoveé slova tejto kapitoly:

Fergusonova kubika, Fergusonov splajn.

Naro¢nost’ kapitoly: tato kapitola patri medzi 'ahSie.

Sprievodca Studiom
V tejto kapitole ukazeme alternativny pristup k pgsu vytvaranial

splajnov, ktory bol demonStrovany v kap. 3.5. Uwmdi Ze nebudeme
musie’ zostavovd a rieS¥’ prisluSnu sustavu rovnic — fadané vahove
funkcie dostaneme priamo, nezavisle na riadiaciobdoch

Ako sme uz zmienili skér (kap. 3.5), hlavny problémerpola&ného polynému je
v tom, Ze pri zadani bodov cez ktoré ma krivka lpagea, derivacie {ize smery) su
uréené jednoznme, ale tieto smery intuitivne nie sme schopni ddii@a Preto
rozumnejSi sposob zadania napr. kubickej interpolgc nezadawa4 body cez ktoré
ma krivka prechadzra ale zadé poziciu oboch krajnych bodov a hodnoty derivacii

v tychto bodoch (tj. predpisanych smerov v tychtmldch). Budeme llada krivku
v parametrickom tvare

P(t) = wo ()R +wi t) B + W (t)g + ws(t)u. (5.1)

Obr. 5.1 Vstupné parametre pre Fergusonovu krivku.

Vychadzame z toho, ze



x(0)=%, xU)=x, x0)=x, x(1)=x,
¥0)=Yo, Y=y, ¥(0)=y,, y@)=ys, (5.2)
20)=2z,, )=z, z(0)=z, z0)=z.

Analyzujme x-ovl zlozku Hadanych vgahov. Styri podmienky z (5.2) v pripade
polynomického vyjadrenia doVoju zostaw sustavu Styroch linearnych rovnic
pre Styri nezname. Budeme pret@adia’ rieSenie s vyuzitim kubickych polynémov:

x(t) =& + &+ &2+ &L

5.3
C(1)= &, + 260+ 36,7 &3

Dosadenim prislusnych podmienok z (5.2) (prvy fiddio (5.3) dostdvame vahy
XOZQZO’ X1:EO+51+§(2+{3’ X2:§(1’ X3:§(1+252+3£3'

Ich zapis v maticovom tvare dava sustavu

1 0 0 0Y¢, X,
1111 X
Mg = Gl % (5.4)
010 0|5¢ X,
0 1 2 3)¢ X3
K maticiM v (5.4) existuje inverzna, preto mézeme tigzeficientys
I8 Xo 1 0 0 0)x Xo
X 0O O 1 0O|x X
g‘;: El :|\/|_l L= 1 =H 1 . (55)
£, X, -3 3 -2 -1|x, X,
I Xg 2 -2 1 1)x Xg

x-stradnicu v (5.3) tak vyjadrime zo zadanych hodqd,, X,, X; nasledujiuco

QZ 0 XO

(W=t © )%=t ¢ R
2 X2
<(3 X3

To isté mb6Zeme zopakavaprey az-suradnice. Dostdvame tak vysledny tvar krivky

Pl)= t t* ) (5.6)

< &0 go

Prenasobenim vektora polynomickej parametrizacmatscouH (vid’ (4.3)) dostavame

hodnoty vahovych funkcii v (5.1)

31
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w,(t)=t-2t2 +1t3 (5.7)

Vahové funkcie (5.7) nazyvame Hermitovské polynoray krivka nesie nazov
Fergusonova krivka.

Siahneme si na Fergusonovu krivku z nidgeh stran. Pre detailnejSiu analyzu su
uzitotné derivacie vahovych funcii i vysledna derivacia.

w,'(t) = -6t + 6t

w,'(t) = 6t — 6t
w,'(t) =1- 4t +3t? (5.8)
wy'(t)= -2t + 32

P(t) = wo' ()P +wy'(t) Py + Wzl(t)% + W3'(t)71- (5.9)
Obr. 5.2 ukazuje priebeh vahovych funkcii aichidamii. KedZze wy'(t) = —w; (1),

funkciuwg’(t) nie je nutné zobrazova

— ]
1,00 - 1,60 -

— ) D'

—\\ 3'

0,80 - 1,20 |

0,60 -

0,80 -
0,40 -

0,40 ~
0,20 -

0,00

O 00 | T T T
0,00 0,25 0,5 0,75 1,00

0,
-0,20 - -0,40 -

a) b)
Obr. 5.2 Vahové funkcie Fergusonovej krivky a) lderivacie b).

Priklad 5.1 Generujme Fergusonovu krivku pre obidva nulovérsnevektory.
RieSeniePriamym dosadenim do (5.1) a ¥adom na to, Za(t) + wi(t) = 1 aw(t) je
monoténna, dostavame ZBaldana krivka je usga PP, .

Z poh’adu kinematiky dosadenim do (5.9) dostavame ry€hdokybu bodu
P'(t)=w ()P - Ry) =6t -t)(PL - Ry ).
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Znamena to, Ze rychldostupne rastie z nuly aZz po hodnefy, =32(P, - R,), ktora
sa dosahuje pre=0,5 a potom znovu klesa (symetricky) az k nuledivie, Ze smer
rychlosti je konsStantny, dany vektoror®, —F,. Ztoho je taktiez evidentné, ze
hradanou krivkou je us&a. [
Priklad 5.2 Generujme Fergusonovu krivku prg; =0 a V;, ktory je kolmy
k smerovému vektorl, — R, . Aky je maximalny odklon krivky od ugky PP, ?
RieSeniePriamym dosadenim vektorov do (5.9) dostavame ogtlohybu bodu

P'(t) =’ ()P, = Po) + wy (1), = 6e(1-t)(P, — Py )+ 32 - 21,
Z obr. 5.2 b) vidime, Zev3'(t) spaiatku monotonne odkfwuje krivku do opa&ného
smeru ako je smey; — to trva az do hodnotyt = 2/3, kel'ze w3'(2/3) = 0. Od tejto

hodnoty parametrd sa krivka stéa do smeruV;. Pre jednoduchdsumiestnime

koncové body na os y-suradnica bodLP(ZB), y(ﬂ3) =-4 27|\71| dava pozadovany
maximalny odklon. [
Priklad 5.3 Uvazujme riadiace body z prikladu 3Hs=(-2,-8), P,= (0,0), P= (3,12),
Ps= (4,40). Vo vnatornych bodod®;, aP, zvd’me smerové vektory, = A(P, -P)) a
Vv, =A(R,-R). V krajnych bodochP, a P; zvafme smerové vektoryi, =V, = (00).
Ako bude vyzeréspojenie Fergusonovych kriviek na susednych daaicbodov?
RieSeniePozrime sa na krivky

P(t) = o (t)Py +wa (t) Py +w, (65 +ws(thy
R(t) = wo (t)P; +w (t) P, +w, (£, +ws (6,
S{t) = wo (t)P; +wa (t) Py +ws (1, +ws(t)v,

Je jednoduché sa presvit ze P(1)=R(0)=PR, P'(1)=R'(0)=V,. Tieto vlastnosti

(5.10)

sme vlastne poZadovali pri odvodzovanfatzov pre Fergusonovu krivku. Znamena to,
Ze také spojenie bude hladké. Podobne dostanerdkéhtgpojenie kriviekR(t) a St)
v bodeP,. Vysledna trojica kriviek (5.10) pre=0,5 je zobrazena na Obr. 5.3.
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Obr. 5.3 Fergusonov splajn.

Pozrime sagi Fergusonov splajn nedosahuje vySSiu hladk@patovnym
zderivovanim vahovych funkcii mame

wy"(t)=-6+12t

w(t)=6-12t

w,"(t)=-4+6t , (5.11)
w(t)=-2+6t

z ¢oho dostavame

P (t) = 243(R - By) - (20 + vy )]+ 6t[2(Ry = ) + o + 4]
V krajnych bodoch Fergusonovej krivky tak dostavame

P(0)=6(P - Py ) - 22V + 1)

P'(1)=6(P, - B)+2(V, +2v;) - (5.12)
Majme tri riadiace bodyP,, P, P,a v nich odpovedajiuce smemy, V3, V,. Uvazujme
teraz prvé dve krivky z (5.10). Priamym dosadedn{5.12) dostavame

P(1)=6(Py = Py)+ 20V + 201

R*(0)=6(P, - B) - 220, +7,) .

Z proziadavku rovnosti druhych derivacP’(1) =R"(0) dostavame podmienku
hladkosti druhého stui@.:

3(P,-P)=V, +4V, +V, . (5.13)

Znamena to, Zze vySSia hladkoBergusonovho splajnu sa nedosahuje automaticlos

Preformulované trochu id& vo vSeobecnom pripad@rgusonov splajn dosahuje le Qi_g

hladkosg' prvého stupa. Toto zistenie nie je az tak prekvapujuce’lse uvedomime, ze

pri odvodzovani veahu sme ani viac nepredpokladali.



Kontrolne otazky a samostatné ulohy
1. Nariadiacich bodochR,,---,P,, n> ZIealizujte geometricky hladku uzavretu
krivku ako Fergusonov splajn.
2. V priklade 5.3 viite pre parameter rézne hodnoty. Ako vyzera vysledny

Fergusonov splajn?
3. Vytvorte Fergusonov splajn pozostavajuci z dvodtiék tak, aby dosiahli

hladkos’ druhého stuiga.

35
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6 Bézierove krivky

V tejto kapitole sa dozviete:

» z&kladné vlastnosti Bézierovej krivky,

e vzt'ah medzi Bézierovou a Fergusonovou kubikou kubikou,

» dva aproximané pristupy ku generovaniu Bézierovej krivky,

* nieto o Uskaliach, ktoré v sebe aproxitnéd metédy schovavaju.

Po jej preStudovaniu by ste mali by schopni:
* naprogramoviaBézierovu krivku troma réznymi spésobami.
Kracové slova tejto kapitoly:

Bézierova krivka, aproxintma schéma, schéma deCasteljau, zvySenie natup
polynémov.

Naro¢nost’ kapitoly: tato kapitola patri medzi naroéné.

Sprievodca Studiom
Cielom tejto kapitoly je ukézd véom sp@iva skut@na efektivita

aproximacnej schémy de Casteljau. Lemmy 3 a 4, ako i odvaglenkap.
6.5 sa mbdZzu zda pre matematicky menej zdatnychéitatel’ov
neprekonat&nou bariérou — su to vSak len pomocné tvrdenia; ma§g
hlavhym cid’om je dokaz4d to, ¢o je znazornené na obr. 6.3.

V predoslej kapitole sme ukazali postup, ako €lds krivke, ktora je definovana
riadiacimi bodmi a predpisanymismermi v nich. Pierre Bézier lladal vhodnu
funkcionalnu bazu tak, aby vysledny tvar krivky biokuitivhe pochopitény len
z mnoziny riadiacich bodov pr@bovadny stupé krivky. Dospel k formalizmu, ktory
mozeme vyjadti vahovymi funkciami (6.1).

Nezavisle naaiom Paul de Casteljau doSiel k tomu istému vyslgdkauba v tom istom
¢ase) snahou o skonstruovanie jednoduchejciteja numericky stabilnej vygtovej
schémy na generovanie kriviek.

Sformulujeme a dokazeme zakladné vlastnosti takfmaolvanej krivky, skonfrontuje-
me ju s Fergusonovou krivkou a ukadZzeme dve dte¥ametddy, ktoré konverguju

k Bézierovej krivke.
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6.1 Bernsteinove polynomy

Postup, ako doSiel P. Bézier k vahovym funkciare, jei tak priam&ary ako postup
uvedeny v predoSlej kapitole. Preto sa obmedzimenk sformulovanie vysledného

tvaru vahovych funkcii,

n i
w)=( ] - 6.
a demonstraciu niektorych ich délezZitych vlastnosti
Polynébmy (6.1) sa v literatire ozhgl ako Bernsteinove polyndmy a namiestt)
budeme pouZitavieobecne zauZivané ozeaieb; "(t).*

Je jednoduché vidigpriamym dosadenim hodn6t), Zze
N 1L i=0 N 0, i<n
w0)={g oo b= 62)

Pre derivacie Bernsteinovych polynémov dostavame

-n(L-t)"* i=0
blyn(t): n::]n_]j N i=n ) (63)
[Jt'—l(l-t)n U -nt) 0<i<n
Dosadenim za= 0, t = 1 dostavame
-n i=0 0 i<n-1
b"(0)=< n i=1 B"@)=1-n i=n-1 (6.4)
0 i>1 n i=n

Dalsie déleZité vlastnosti Bernsteinovych polynémsfermulujeme v nasledujlcich
tvrdeniach. Prvé dve lemmy pouZzijeme pre analyzlagfych vlastnosti Bézierovej
krivky, druhé dve potrebujeme pre dékaz korektnsstiémy de Casteljau.

Lemma 1 (o nezapornosti)

b,n(t):(_”J(l-t)n-iti 20

* V8adedalej predpokladam@ >0, i=0,1---,n, 0<t<l
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Dokazvyplyva z toho, Ze pr@ <t <1 st @ividne obatleny (1-t)"" 20, t' =0.

Lemma 2 (0 normovanosti)
>h"(t)=1
i=0
Dokazdostavame dosadenimst, =1 — t do binomického rozkladu
n X n j (n—i
(p+a)' =3 | . |pa. .
i=0

Lemma 3 (0 kompozicii kombin@mych koeficientov)

=) osestern -

Dokaz’®

m@ ) i!(nn!—i)!k!(i”—k)! - (n—i)E:(i—k)! -
_2 n! (h-ky s n (n-k) (nj (n—k)

T =K G-K -k K-k G-kin-i) K
R e e W

V jednotlivych krokoch postupujeme nasledujico:
1. vykratimei!,
2. rozSirime zlomkongn-k)!/ (n-k),
3. preskupimeleny,
4. pouzijeme identitur(-i) = (n-ki-k)). ]

(i-k)y(n-i)

Lemma 4 (o konvolucii Bernsteinovych polynémov)

n k

b (b (t)=bi(ut) > "l (t) = b (u+t -ut) (6.6)
Dﬁkaz:lE)kokéieme len prvy vah. IIzi?latnoté druhého vfahu sa da ukaZaym istym
postupom, vyuzijic symetriu Bernsteinovych polynémtp vztah b" (t) =b. (1—t).

®V nasleduijucich dékazoch pri Gprave aritmetickyghazov je prechod “komentovany aké-ty krok.
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dokaze sme

1. vyuzili vysledok Lemmy 2,

2. presli k novej indexacijFi-k,

3. vybrali multiplikator pred sumu,

4. pre preliadnos$ substituovali index=n-k,

5. aplikovali binomicku vetu,

6. presli spé od indexu k indexun-k. ]

6.2 Zakladné vlastnosti Bézierovej krivky

Z pouzivatéskeého Hiadiska nds zaujimaju takeé viastnosti krivky ako su:

« koncové body krivky,

« smer krivky v koncovych bodoch,

« oblag’ moznej alokéacie krivky.

Prave vySSie sformulované vlastnosti Bernsteinopallinomov zartuju, ze

(1)

(2)

®3)

krivka prechadza prvym a poslednym riadiacim bodgretoze
PO)=>"b"(0R =R, P)=>h"LR=P, (6.7)
i=0 i=0

druhy a predposledny bod duju smer krivky v koncovych bodoclpretoze

P0)=310"0R =n(R-R) PL=>b"WR=nF-F.) (6.8)
i=0 i=0
krivka nevychadza mimo konvexny obal svojich riadieh bodov.Toto je priamy

désledok nezépornosti a normovanosti vahovych filnko& povedané, bod



krivky je vdZzenym priemerom svojich riadiacich beddj. leZi v ich konvexnom
obale.

VSimnime si, Obr. 6.1, Ze v pripade kvadratickydtiviek je druhy bod zarove

predposledny, preto jeho pohybom meniméaste smer v oboch koncoch krivky.

V pripade kubickych kriviek (a pravdaze i krivieky3&ieho stujpa) mézeme smer
v koncovych bodoch krivky methivzdjomne nezvisle. A toto je dévodlme ¢astého

implementovania prave kubickych Bézierovych kriviegrafickych softvéroch.

P P
P ' 17
PO ’Pg Pﬂ P3

a) b)
Obr. 6.1 Editovanie a) kvadratickej a b) kubickézizrovej krivky.

6.3 Bézierova a Fergusonova krivka

Prvé dve vlastnosti Bézierove] krivky nazopl, Zze medzi kubickou Bézierovou
krivkou a Fergusonovou krivkou moznctakdva velmi tesny vzajomny wah.
Skutatne, uvazujme Fergusonovu krivku s koncovymi bodipia P; so smerovymi

vektoramiv, = 3(F; - F})), V, = 3(Fg - I:>2). Dosadenim do (5.1) dostavame

P(t)

1-32+28°)R + (32 - 26° )R+t - 2 + 2 B(R - )+ (-2 + B[R, - )
1-3t+32 - 20°)p, + 3t - 22 + ® )R + 32 - t°)p, + 'Ry '

¢o je kubicka Bézierova krivka. Kym z formélnehdadiska nie je medzi oboma
krivkami Ziaden rozdiel, zlladiska pouzivatského komfortu rozdiel je: na posun
cervenych bodov (Bézier) je tvar vyslednej krivkywicitlivy ako na posun zelenych
Sipiek (Ferguson) — Obr. 6.2. Naviac, bézierovskpssb dava lepSiu predstavu

o alokovani krivky.
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P

Obr. 6.2. Kubicka krivka ako Fergusonova, resp.i@&éxa krivka.

v

Dalej nas bude hlavne zaujitnefektivne generovanie Bézierovej krivky. UkaZzeme d
iteratné schémy, ktoré toto rieSia. Itén@s’ znamena, Ze krivka bude v kazdom kroku
vyjadrena len priblizne. Toto ndm nevadid’ke v konénom dosledku kazda vysledna

.pocitatova“ realizacia je diskrétna.

6.4 Schéma deCasteljau
Majme riadiace body?,, P, ---P,. Pre jednoduchSi popis schémy indexujme tieto body
dvojitym indexom®P,,, P,,,---P,,. Body prvej urovne dostavame ako linearnu

kombinaciu dvoch susednych bodov:

R, ={-t)R+tR, (6.9)
Podobne m6zeme generdu@ody druhej arovne. Vo vSeobecnom pripade

R, = (1-t) Roja+th (6.9)
KazdadalSia arové ma o jeden bod menej, az posledna-ta Uroveé obsahuje len
jeden bod

P.=(0-t)P . +tP, . (6.9)

Pritom v celej schéme berieme jednu fixovanu hodnotu paramdi@no dokazg Ze

plati nasledujuce tvrdenie.

Body P, generované schémou deCasteljau su body Bézierougjvky. T oto je

mozné ndjs v réznych zdrojoch, vratane internetovych. DOkaz¢smo v doslednom

realizovani uvedenej rekurencie. Spravidla sa robi indukciou. Mgntdustrujeme na
priklade pren=3.



42

Py = (1
(
(@

(

Z kontextu popisu schémy deCasteljau v mnohychjadnomozecitate’ nadobudnt]

t) Poo +1P3, = (1‘t)((1‘ t) Py + tP2,l)+ t((l' t) Pa1 +tP3‘1) =
t)? Py + 21— thP,, +t2Py, =
)
)

£)2((1-1) Poo +tPyo )+ 21—t ((1-1) P +tPyo )+ t2((1-1) Pog +tPyg )= (6.10)
t)*Pyg + AL t)2tPy + JL-t)t2P, 4 + 3Py,

dojem, Ze schéma sa implementuje takto:
for (t=0; t<=1; t+=d)
{ generuj celou schémou (6.9) bod Pn. n;

}

Toto je vSak vEmi neefektivne — dokonca menej efektivne ako gesagie priamym
vypoétom Bernsteinovych polynomov.

Délezitog’ a efektivnos schémy de Casteljau je dana konsStrukciou, ktoracsetru-
jeme na priklade Styroch riadiacich bodov a ilystne na obr. 6.3.

Ked budeme generovabézierovu krivku napr. na riadiacich bododR,, By, Py, Py,
dostanemetervenu krivku — obr. 6.3a). Kena tychto riadiacich bodoch aplikujeme

schému de Casteljau, okrem bdelg dostaneme estéalSie, prtom bodyPqg, P11, P22,

P33, pouZijeme pre generovanie Bézierovej krivky (méle obr. 6.3b)) a bod3ss, Py,

P31, P3o pre modru Bézierovu krivku. Pritom plati, a togohjlavny vysledok, Zeelen

a modra krivka davaju dohromady pres@ervenu krivku.

l?n g ‘3 0
%III" ‘?n
a) b)

Obr. 6.3 Schéma deCasteljau: a) Bézierova krivkea gaojimi riadiacimi bodmi. b) Body ktoré
ziskame schémou deCasteljau rdzigie krivku na dve Bézierove krivky.

V praxi postupujeme tak, Ze rekurzivne vytvaramiadiacich bodov dve mnoziny, pre
lavi (na obr. 6.3b) zelenl) apre pravd (modru) kkrivTakto vytvorena linearne
lomenaciara PooP11P22P33P32P31P30 aproximuje Bézierovu krivku. V pripade potreby
na kazdu z kriviek (resp. riadiace body) tp@likujeme ten isty postup. Dostavame tak

iteratni schému. V tomto kontexte je vhodné sa vrktprvej poznamke podiarou
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v Gvode tohto textu o itekaom spdsobe generovania kriviek. Obecne vzat@eigm
procesom mézeme dostael’'mi podivne sa chovajuce rieSenia (fraktély, tj. eddvy
s vlastnosami ,medzi krivkou a plochou). Jeden taky priklagde ukadzany v kapitole
6.6. Prave popisana schéma dava vSak rieSenié, Jag@rchova normalne”, tj. iteraciou
(i nekon€nou) konvergujeme k Bézierovej krivke. Prave tewitéah robi zo schémy
de Casteljau délezity nastroj generovania Bézigroneky.

Nacrtneme dokaz korektnosti schémy de Casteljau plenz” krivku z obr. 6.3 b).

1. Pre fixovanu hodnotu parametra Qi< 1 je mozné postup (6.10) vyjaditakto:

P (u) bo(u) © 0 - 0 )Py
. by(u) biu) o 0 | Py
Pllf(U) - bg(u) blz(u) bzz(u) 0 P20 (6.11)
O o) b b2 - b))

2. SkonStruujeme Bézierovu krivku na boddgitu), tj. zelenu krivku z obr. 6.3b).

B(t; Poo (U) P11(U)1 P2, (U) » Pon (U)) =

Poo (u)
=3 b0 (P, ()= b5 @) b ) - 76)] ™)<
" Pon 1)
bo(u) © 0 0 Poo
b3(u) bi(u) o0 0 | Pw
=1 (b5t) bY (1) - bI()] b2(1) b2 (u) bZ(u) 0 | P |=
6 (e) 67(0) B3E) - 7)) P
P00
n n n n PlO
=2 [ 300k 30 (i) 3500 00e) - 300k ) | s |
Pu
P00
PlO

=3 (bc?(tu) bl”(tu) bg(tu) br'?(tu) Py | = B(tU; P001P101P201"'1Pn0)
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V procese aritmetickych Uprav sme

1. vyuzili vztah (6.11),

2. prenasobillavy vektor maticou,

3. pouzili vysledok Lemmy 4.
Vidime, Ze v konénom dbésledku sme dostalag’ Bézierovej krivky, utenej bodmi
PooP1o ... Pno: ked’Zze hodnota parametmje fixovana a & t<1, vysledny parameter
s=tu prebieha v intervale €s<u. ,DOkaz" pre ,modru* krivku prebieha analogicky.

Zda sa, Ze uvedend konstrukcia vedie k paradoxdy Bg;, P33, P32 na obr. 6.3b) sice

su na jednej priamke, nBs3 nie je uprostred Usky P,, Ps,. Napojenie modrej !

a zelenej krivky nema preto dokonca ani paramaeirithadkos prvého stupa!
Z druhej strany, bodP33 je vnutorny bodervenej krivky (obr. 6.3a) ), a pretaiem je
parametrick& hladkds3. stugia. V tomto (parametrickom) zmysle krivky ,zeleno-
modra“ a gervena“ totozné nie su. Z&diska geometrickej hladkosti vSak obe krivky

totozné su.

6.5 Schéma zvysujaca stupe n krivky

Existuje aj ina iteréna schéma, ktora priblizuje Bézierovu krivku lingaromenou
ciarou.

Majme riadiace bodR,, B, --- P,, ktoré utuju Bézierovu krivkun-tého stugia B1.

Definujme bodyQ,, Q,, ---Q,,, nasledujacim sposobom:

n+1-i
+

[
=R, n+:Pn' i:_R—
Q=P Q=P Q S

P,i=1-n. (6.12)

Riadiace bodyQ,, Q,, ---Q,,, uréuju Bézierovu krivkuB2 n+1-vého stupa.

Obr. 6.4 ilustruje, ako schéma funguje.

NAYA




a) b)

<) d)

Obr. 6.4 Aproximacia kubickej Bézierovej krivky. Bpvodné riadiace body.
b) Riadiace body po aplikacii schémy (6.12). d)Palsie dve rekurentné
iteracie schémy (6.12)

Ukazeme ze krivk1 aB2 su totozné.

Doékaz:

B2=

=A

=(1-

=(1-

n+l

Z(nﬂJ(l t)"™tQ =(1- t)”+1QO t"'Q n+1+2( 1}(1—0”*“?@ =

nn+l +1-i L i -
( ]( )nl t'( I R—1+n+1 IR] _
n+1 n+1

M- il

N
o 3 e en . z(j(l FeR-) -

- R :‘zllf(?j(l—t)"ivet , g(i](l—o"-ive
SEOLIN Vi SUSTIERT

)R + t™P o+ (1-t)'Pt + an(r.]j(l—t)”‘itie ~t"Pt =
| H*—’

— i=1

t)'PA-t+t) + Zn:(n(l— ytR = Z( J(l t)"tP =Bl

i=1 i
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V tomto tvrdeni sa zda Byrozpor — ako je mozné, Ze krivky réznych sioy su

totozné? Je tomu tak preto, ze riadiace b@JyQ,,---Q,,, nie sulubovd’né, ale su

jednoznane ugené bodmiP,, P, ---P,. A tato Specificka poloha boday,, Q,,---Q

n+1

v kongnom désledku degeneruje stipghovych polynémov.

6.6 Schéma zachovavajuca Bézierovské vlastnosti

Schéma de Casteljau i schéma zvySujluca #tipiwky sa chovaju korektne, tj. obe
konverguju k Bézierovej krivke. Naviac, itéreé procesy maju spravidla td vyhodu, Ze
jednotlivé kroky byvaju jednoduché a preto rychiRreto méze vznikntidojem, Ze
aplikacia iterédnych schém j&ahka a ,bezbolestna"“.

Iteratné procesy vSak v sebe skryvaju nebeémpwho, Ze nemusia konvergovianami
ocakavanému stavu.

UvaZujme napr. schému z obr. 6.5, ktora v kazdookikkx nahradi schodPox P1x Pax

dVOjiCOU ,,jemnejéich SChOdOV|D0x|_ Pixt Pox, PoxrPixrPoxr Dostavame tak krivku, @

ktord v kazdej iteracii spuje tri zakladné vlastnosti Bézierovej krivk{. prechadza
krajnymi riadiacimi bodamPoy, P.x, 2.smer v koncovych bodoch je umerny vektorom
P1x —Pox, resp.P2x —P1x, 3. krivka nevychadza mimo konvexny obal riadiacich dgd
Pritom vyslednéa limitna krivka nie je hladka v Ziain bode a jej iitka nie je rovna
euklidovskej vzdialenosti bodd®, P-.

Spaitajte dzku krivky, ktora je vysledkom schémy z obr 6.5mitnom stave.

A;ID . jgx %‘xﬂ %szlgx
—_— _
i? T %x.[. %‘xﬂ
p=p
%x Ox 0xL

Obr. 6.5. Schéma zachovavajlca ,Bézierovské" viatin

Vidime, Ze tato schéma konverguje k ¢scdvanému vysledku.



6.7 Poznamky o hladkosti Bézierovej krivky

Na priklade Bézierovej krivky je mozné taktieZz thawa’ v kapitole 4 ukazanu

rozdielnos parametrickej a geometrickej hladkosti:

a) z parametrickej hladkosti nevyplyva automaticky metrickd hladko& Priklad
toho je na Obr. 6.6: uvazujme bézierovu kubickWKai (Ciernu) zadanu bodmi
PoP1P.P;. Posuvajme bodRcerveny) po pévodnej Uskee PP, smerom do prava
do nazn&enej pozicie ,Sltka“ bézierovej krivky sa degeneruje do bodu. Eviden
v tejto pozicii krivka nie je geometricky hladk§, ked’ parametricky hladka je
(pretoze vahové funkcie su kubické polynomy).

b) Z geometrickej hladkosti nevyplyva automaticky mpaesrickd hladko$ — napr.
vySSie opisana situacia schémy de Casteljau.

]

E

rall

B

wl

Obr. 6.6. Hladkasbézierovej krivky.

Obecne vzato, (geometricky) hladké spojenie dvoghidovych kriviek, definovanych
riadiacimi bodmiP;, Q zaig’'ujeme tak, Ze vyZzadujeme

1. Ph= Qo (spojitoy),

2. Pp1,Pn, Q1 leZia na jednej priamke (geometrickd hladBos
Tieto podmienky vSak nezamwju automaticky vysSiu parametricki hladkoako

hladkos prvého stupa (v pripade, Zé, je stred us&y P,1Q;).

Kontrolne otazky a samostatné ulohy

1. Modifikujte zdrojovy text Ferguson.mpre generovanie bézierovej kubickej
krivky. Porovnajte komfort ovladania.

2. ZapiSte Bézierovu krivku v maticovom tvare.

3. Aky minimalny stupé Bézierovej krivky doviuje generové geometricky

hladkd uzavretu krivku?
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. MéZe by Bézierova krivka 2. stufa geometricky nehladka?

5. Porovnajte kvadratickl Bézierovu krivku ¢enu trojicou riadiacich bodov

PoP1P.. s kubickou Bézierovou krivkougPy P;P, (tj. prostredné riadiace body
su totozné).
. Nahral'te Bézierovu krivku 3. stuia 13 bodovou lin. lomenatiarou:
a. priamym vypd@tom na zéklade Bernsteinovych polynédmov (s vyuZzitim
maticoveho tvaru — kap. 5), pre t=0, t=1/12=11/12, t=1,
b. schémou deCasteljau (2-nasobnou rekurziou), @ t=
c. Rekurentnou schémou (7.3).
Porovnajte vysledny tvar realizovanych aproximadiitaktiez zlozitos

vypoctov (pacet itani, nasobeni a deleni).
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7 Coonsov splajn

V tejto kapitole sa dozviete:

e preto nam v mnohych pripadoch nestare vysledny splajn hladkbgprvého
stupia,

« akym spdésobom mozno n#éjsvahové funkcie, ktoré nam z&ra
u konstruovaného splajnu hladkasapojenia druhého stii,

» ako z polohy riadiacich bodov odvdédivar Coonsovej krivky.

Po jej preStudovaniu by ste mali by schopni:
* implementovd Coonsov splajn.

Kracové slova tejto kapitoly:

hladkos’ druhého stuja, Coonsov splajn.

Naroénost’ kapitoly: tato kapitola patri medzi ahSie.

Sprievodca Studiom
Ciel’om tejto kapitoly je ukdz ako mozno u konstruovaného splajnu

dosiahnw’ vySSi (druhy) stupgé hladkosti. Dodlezité je osvali si
geometricku interpretaciu toho, ako z polohy riadiah bodov odvodi tvar
vyslednej Coonsovej krivky — ide o analdgiu kap2,6kde je toto ukazang
pre Bézierovu krivkL Venujte pozornog tloham 4. ¢ 5.

V zavere kapitoly 5 sme ukéazali, Ze Fergusonovjspla vSeobecnej podobe ma v bo-
doch napojenia len parametrickl hladkgsvého stupa. A podobny vysledok dosa-
hujeme i s Bézierovymi splajnami. Technicka prag @yZaduje vysSiu parametrickd

hladkos. Z fyziky vieme 2. Newtonov zakon Ze sila je umerna zrychleniu (a zrychle-

nie je druha derivacia drahy padtasu),

___dv_ _d’s
F=ma=m—=m——.
dt dt?

Keby sme napr. pohyb manipulatota priemyselného robota modelovali pomocou

y |

Fergusonovho splajnu (resp. Bézierovych krivield, spojoch trajektérie kde nie s =

f}\\

¥

spojité druhé derivacie, by sa poOsobiaca sila raesklokom. Toto spOsobuje d&e
namahanie siilastok,¢o v kon€nom désledku vedie k ich rychlejSiemu opotrebovaniu
Preto pre technicku prax, tj. CAD systémy, jémecasto nutné dosiahtiw kriviek
hladkos aspdi druhého stuja (tj. spojitog 2. derivacie). V tejto kapitole ukaZzeme
konStrukciu pocastiach kubickej krivky, ktora ma v bodoch napcgetaki hladkos

Vyslednu krivku nazyvam€oonsov splajn



Uvazujme postupndsriadiacich bodovPR,, R, ---P,. Hladame Styri kubické polyno-
mické funkciec, (t), ¢, (t), ¢, (t), c,(t),

Glt)=co +ept+eut® +ct?,  i=0123 7.0

ktoré vyhovuju nasledujucej konStrukcii.
Na postupnosti riadiacich bod®gP1P,Ps...P, berieme postupne Stvorice bodov
PoP1P2P3, P1P2P3P4, PoP3P4Ps, ... PnsPnoPnaPn (7.2
a na kazdej Stvorici generujeme krivku s vahovyumikiciami (7.1).
Co(t) = Co(t)Po + Cl( )P + Cz( )P + Cs( )
Cy(t)=co(t)R + c.(t)P, + ¢, (t)Ps + 5 (t)P,
C,(t) = (t)R, + Cl(t)PZ% +6,(t)P, + ¢ (H)R, (7.2)

Coslt)= (PW+QOP +,(t)R, + cs(t)P,
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CiZze k-ta krivka je dana priebeZndwtou Stvoricou riadiacich bodov. Chceme, aby tento

splajn sphoval poziadavky parametrickej hladkosti druhéhopisuna styku prvej
a druhej krivky. Vziiadom na uvedenu ,opakujucu sa“ konStrukciu, poZadév
hladkos' bude ina stykudalSich dvojic kriviek. Prevedené do formalneho kazy
dostavame podmienky
Col()=C,(0)
Co(t)=c1(0)
cs()=ci(0)

Namiesto detailného postupliddania koeficientov z (7.1) ukdZzeme len jeho zhkda

(7.3)

myslienky.
Pozrime sa na prva z uvedenych podmienok (7.3).
Co(1) = coQ)Ry + 1 ()P + o ()P, + c5(1)P; =
=y (0)R, + ¢, ()P, + ¢, (0)Ps + ¢5(0)P, = C4(0)
Prenesenim vyrazov a jednu stranu dostaneme
Colt)-Ci(0) =

= Co(1)Ry + (e (1) - ¢ (0))R, + (e, (1) - ¢, (0))P, + (c5 (1) ~ ¢, (0))Ps + c5(0)P, =
=0

KedZe chceme, aby tento tah platil nezavisle na Vbe riadiacich bodov, koeficient

u kazdého z nich musi tyulovy, tj.



Co(l)=0 = Cgo+Cyp+Cy+C3=0
01(1)_ Co (0) =0 = Cpp+Cy+Cy+C3 =Cyo
¢,(1)-¢(0)=0 = cptey+ey ey, =cy
Cs (1) —C (O) =0 = Cpz3+C3+Co3+C33=Cpp
c(0)=0 = Cp3=0
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(7.4)

Podobne postupujeme idialSich dvoch wahov v (7.3), v désledktoho dostavame

dohromady sustavu patnastich linearnych rovnic.ndewch je Sestnés- vid’ (7.1).

Ked zvolime jednu z nich ako parameter sustavy, nagr K, rieSenim je Stvorica

vahovych funkcii

colt) =KLt

cit)= (4 6t° +3t3)
c,(t)= @+a+32 aﬂ
cyft) = Kt?

(7.5)

Pre K=1/6 existuje ndzorna geometricka interpratdadncovych bodov a smerov

v nich, vychadzajuca zo vahov (7.6), W’ obr. 7.1.

clo)=R*4R*R_1R*R 2,
6 3 2 3
ch)="" TR 1RTR, 2,
6 3 2 3
P,-P
c'(0)=-—2-—-2
(0)=":
P,-P
c)=—=-+=
="
-5
=y
F+B
i) . 5
BB
2
E

Obr. 7.1 Koncové body Coonsovej krivky

(7.6)

Vidime, Ze vZahy (7.6) uuju vlastnosti Coonsovej krivky podobnym spésobakq

u Bézierovej, tj. utuju polohu krajnych bodov a smery v nich.



Dokazte sami, Zze Coonsova krivka lezi v konvexndral® svojich riadiacich bodov

(Podobne, ako v pripade Bézierovych kriviek je arekazé, Zze kazda vahova funkci

je pre O< t< 1 nezaporna & (t)+c,(t)+c,(t) + c;(t) =1.)

Kontrolne otazky a samostatné ulohy

1.
2.

ZapiSte Coonsovu krivku v maticovom tvare.

Overte, Ze v bodoch napojenia je zachovana hladRostuga. Zmodifikujte
zdrojovy textFerguson.npre generovanie Coonsovej krivky.

Generujte Coonsov otvoreny a uzavrety splajn psgypmos riadiacich bodov

P,P,P n>3.

n

. Generujte Coonsove krivky na Stvoriciach bod®&y,P,,P,,P,, P,,R,R,P,.

(Navod: vychadzajte z obecnej situacie a postupiidizujte prislusné dvojice
riadiacich bodov.)
Generujte Coonsov splajn na postupnosti bodp\?;, P, P, P, -- postupujte

podobne ako v predoSlom priklade.
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8 B-splajnové krivky

V tejto kapitole sa dozviete:

* ¢oje to b-splajn,
e Kk ¢omu je dobré uniformné a neuniformné delenie uziowéektoru,
» akym spbsobom riatlihladko$ napojenia jednotlivych segmentov vysledného
splajnu,
 aky je vzxah partikularnych rieSeni (Bézierova krivka, Coamsdkrivka)
v kontexte vSeobecného b-splajnu.
Po jej preStudovaniu by ste mali by schopni:
e implementové uniformnu i neuniformnu b-splajnova krivku,
Kracové slova tejto kapitoly:
b-splajn, uzlovy vektor, uniformny splajn, neunifory splajn.

Naroénost’ kapitoly: tato kapitola je najnaro ¢nejSia z celého textu.

Sprievodca Studiom
V prvom rade je treba nepodcehpochopenie ,lokalneho” a ,globalneho’

¢asu, ¢o je zakladna myslienka toho, ako spravhladkos’ napojenia

oblukov nezavisle na riadiacich bodoch.

NajpodstatnejSie z celej kapitoly je uvedahsi nasledujuce:

« uniformny b-splajn zar@uje hladkog’ napojenia o stup nizsi, ako je
stupei pouzitych polynémov,

« neuniformné delenie dovedené do extrému zniZuje diles’ spojenia
0 jeden stupa.

VSimnime si Ze hladké napojenie susednych oblukasadujeme vo vSetkych vysSie
popisanych spdsoboch tak, Ze medzi riadiacimi bosnsednych kriviek je dity
stupe zavislosti. V pripade Fegusonovych a Bézierovydkidk davame dodatmé
podmienky na polohu riadiacich bodov,dVipriklad 3.5 pre Fergusonov splajn,
poznamku b) v kap. 6.7 pre Bézierov splajn.

V pripade Coonsovych kriviek kazdy riadiaci bod lgvgiuje tri po sebe iduce obluky,
vid' (7.2-(7.2).

V tejto kapitole p6jdeme podobnou cestou ako u Goeho splajnu. Vzdjomnua vazbu
susednych kriviek budeme ridgdnierou prekryvania sa ich riadiacich bodov. Vahoveé
funkcie pre riadiace body budeme genetorekurentne. Samotna konsStrukcia sposo-
buje, Ze vahové funkcie nebudl prosté polynomickékdie, ale splajnové funkcie.

Uk&Zeme si, Ze dany mechanizmus zovSeakhe@ristupy z predoslych kapitol.



Tento spdsob generovania kriviek je zakladom dndsn@AD systémov a z nich
odvodenych softvérovych rieSeni.

8.1 Vahové funkcie v lokalnom a globalnom  ¢ase

V prvom rade si vSimnime, Ze doteraz sme uvazoiaMi Ze na kazdej z kriviek
vysledného splajnu bezas ,lokalne” v intervale &t<1. Preto k& chceme splajn
pozostavajuci k takych kriviek modelov& postupne v ,globalnomtase 0<t <Kk,
obecna parametricka forma prey ¢asovy interval—-1<t <i, tj. prisluSn&ag’ splajnu

bude md tvar

P(t) = wolt =i)R o +wi(t—i)R,+- +w,(t=i)R,, (8.1)

kde B o, B1,---, P, st riadiace bodistej krivky.
Uvazujme napr. splajn zloZzeny z dvoch kubickych iB&wych kriviek so spoknym

riadiacim bodonP. Jeho vahové funkcie vyjadrené v lokalnéase su: na prvej krivke

bs(t) =t , kym na druhej krivke je tby*(t) = (1 —t). V kontexte vy3Sie uvedeného, t.

v globalnom¢asovom vyjadreni, je vahova funkcia pr@a celom intervale 8t<2

BETR 0sts1
Wp(t)_{bg(:—l;:(l—(t—l))s 1sttS2' (8.2)

Vyslednu globalnu vahova funkciu uvazovaného rieelie bodu ilustruje obr. 8.1a).

Schéma pre Coonsov splajn (7.2) je v ,globaln@age vyjadrena takto:

Colt) = Co(t)Rs + i (t)R, + e, ()P, + c5(t)Ps
Cit-1)=colt~1)R + ¢ (t~1)P, + ¢, (t ~IP; + 5t - 1),
C,o(t=2) =colt = 2)P, + ,(t = 2)Py + c,t - 2)P, + c5(t - 2)Rs

Chslt-n+3)=cy(t-n+3)P 5 +c,(t-n+3)P_, +c,(t —n+3)P,_, + c5(t —n+3)P,

Globalna vahova funkcia pre b&d na intervale &t < 2 je v tomto pripade:

3
e,(t)=1 O<ts<1
Wp (t): 6 2 3 ,
3 Cz(t—l):1+3(t_1)+3(6_1) Ut PP

(8.3)

¢o ilustruje obr. 8.1b).
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1 1
—h0(t-1) c2(t-1)
— —_—c3(t)
0,75 4 b3(®) 0,75 4
0,5 0,5
0,25 4 0,25 4
0 ‘ ‘ ‘ 0 / ‘
0 0,5 1 1,5 2 0 0,5 1 1,5 2
a) b)

Obr. 8.1 Globélna vahova funkcia koncového riadiacbodu. a) Bézierova kubicka
krivka, b) Coonsova krivka.

Doteraz sme sa venovali vahovym funkciam hlavrekarieho pofadu,éo zabezpéu-
je parametricku hladkdsvyslednej krivky prislusného stii@ v ramci jednéh@aso-

vého kroku.
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Ako ukazuje Obr. 8.1, v globalnom priebetasu, tj. v celej oblasti vplyvu riadiaceh

bodu na vyslednu krivku, su vahovymi funkciami gpdeé funkcie. Mechanizmus

ktory dovd'uje riadt’ jednotnym spdsobom vahoveé funkcie riadiacich bodglobal-

nomecase, je predmetom tejto kapitoly.

8.2 Definicia b-splajnu

VySSie ukdzané skutnosti viedli k zavedeniu pojmu b-splajn, kde vahduékcie

riadiacich bodov definujeme rekurentne nasledujlgidsobom (de Boorova schéma):

1 tO( ) )

N"O(t)_{o tO(t,t,,) 8.4)
t-t t,., —t

Ni,k(t):t _It Ni,k—l(t)+tlk—l_tNi+lk—l(t) (8.4)
i+k i i+k+1 i+l

Namiestow, (t) sa z tradinych dévodov pouZiva ztenie Ni’k(t). V tejto definicii sa

objavuje novy fenomén — hodnoty,t,,---,t,.. Nazyvame icluzly (knot9 a celum-ticu

uzlovy vektarJe to vlastne nastroj pre zavedenie vySSie zméheglobalnehoasu.
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Definujme spéiatku pre jednoduchég; =i. Dostavame takniformny uzlovy vektor.

Rekurentny v#ah pre vahové funkcie (&¢nadobudne v tmto pripade tvar

_t-i ) k+1-(t-i)

Ni,k (t) k Ni,k—l(t + k Ni+l.k—l(t)'

(8.4)

Vyslednu krivku nazyvameniformny b-splajn

Pad’'me porozumig konstrukcii

P(t) = No,o(t)Po + Nl,o(t)P1 et Nn,o(t)P

n-

Vzhradom na (83, pre vSetky &t < 1 dostavameP(t)=P,. Podobne pre kaZdjalsi

intervali <t <i +1 dostavam®@(t)=P;. To vlastne znamena, ze b-splajn s postupujir=-==

¢asomt v uzlovych hodnotach ,preskiy z jedného riadiaceho bodu na susedny, t| o

b-splajn nultého stufa je mnoZina izolovanych riadiacich bodov.

Pozrime sa teraz na b-splajny prvého séup
P(t) = NO,l(t)PO + Nl,l(t)Pl +--+ N n,n (t)Pn .

Po prvom kroku rekurencie pre uniformny uzlovy wekindme vahoveé funkcie:

t  t0(0y) t-1 t0(12) t-2 t0(23)
Nos =12-t t0(12), Ny =13-t t0(23), Ny, =14-t t0(34), - (8.5)
0 t0{(02) 0 tO(13) 0 t0(24)

-1 o 1 2 3 4

Obr. 8.2 Linearne vahové funkchd i(t) — cierna, Ny 4(t) — cervend,N, ((t) — modra.
Kazda z nich je zlozenAdvoch linearnyckinenulovych) segmentov.

Dosadenim vahovych funkcii (8.5) do rovnice kriRy3) vidime, Ze na intervale
iI+1<t<i+2 plati

Pi)=(i+2-t)p +{t-i-JRy =R +(t-i-2fP. - R).
Pre v&Siu preffadnos zavedieme substiticitmt —i — 1

P(+1+7)=(1-7)R +7R, =R +7(R4-R), 0<r<1,
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z ¢oho vidime, Ze vysledna krivka je poskladana ziégektoré spajaju dvojice

susednych riadiacich bodov. Z uvedeného vyplyva, Ze

b-splajn prvého stufa je linearne lomendiara definovana riadiacimi bodmi.

Z Obr. 8.2 vidime, a plati to prsmiformné b-splajny vSeobecris
vahové funkcie rovnakého stigpsa liSia len vzajomnym posunom

¢o formalne mozno zapita

) jst<j1 _ (8.6)
Ni,k(t)_ = Ni”“k(t)_ f(t—l) jtHlst<j+2

Uniformné vahové funkcie mozZno preto generoymstupne tak, Ze jednu funkciu
poZadovaného stiip vygenerujeme rekurentne s pomocou’j&dostatné funkcie toho

istého stupa ziskame posunom (8.6). Demonstrujeme to na pekieéhovej funkcie

Noo(t).

Noz(t) = —Ngg + —N, = £N0,1 + —Ny, =
2-0 -1 2 2
L t0(01) 0 to{o) 2 t0(01)
= t2(2—t) t0(12) + %(t_l) 02 1)-2tre-3 t0(12) &0
-2 3ty - 2](3-ty t0(23)
0 0(23) (3-t) tO(23)
0 :Déo,s) o2 t0(03) 0 t0{03)
t? t0(01)
_1|-2t-1+20-1)+1 t0(12)
2|(-@-2) t0(23)
0 t0(03)

Na zé&klade posunu (8.6) mozemalz,(t) generova d'alsie funkcieN, , (t),

) i,i+1)

(t-i t0(
N = % (— 2t - (i +1)) +2(t - (i +1))+1 tD§|+1i+2). (8.8)
t0o(

(—(|+2))) O( +2,i+3)

||+3)
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1 —N_02
—N_12
—N_22
0,75 1 —N_32

0,5 1

0,25 A

0

0 1 2 3 4 5 6|

Obr. 8.3 Vahové funkcieN, o(t) — cierna (s rozliSenim jednotlivych kvadratickych
polynémov),N; (t) —ervenaN, At) — zelenaNs 5(t) — modra.

Podobne z dvoch susednych funkcii druhého istup pouzitim (8.3 konstruujeme

kubické vahové funkcieN, 5(t). Odvodzové to nebudeme, obmedzime sa len na

vysledné vyjadrenie funkci&los(t).

t? t0(01)
—3t -1 +3(t -1 +3(t-1)+1 t0(12)
No,s(t):% 3t -2 -6t -2 +4 t0(23) - (8.9)
-(t-3)-2p t0(34)
0 t0(04)
1
0,75
05
0,25 4
0 ‘ ‘ ‘M ““““““““““
0 1 2 3 4

Obr. 8.4 Kubicka véhova funkcidl(t). R6znym vzorom su odliSené jednotlivé
kubické polynémy z (8.9).

Teraz na zaklade vzajomného posunutia (8.6) mdézmdebne ako v pripade kvadra-
tickych uniformnych splajnov vyjadti’'ubovd’nu z kubickych vahovych funkcii:



(t-i)’ t0(,i+1)

. =3t - (i +2) +3(t - (i +1))° +3(t-(i +1))+1 tO(i+1i+2)
Ni’3(t)zg At-(+2)°-6(t-(i+2) +4 t0(i+2i+3)  (8.10)
~((t-(+3)-2° t0(i+3i+4)

0 t0(i,i +4)

8.3 Kvadraticky Bézierov splajn ako uniformny b-spl ajn
Generujme b-splajn vychadzajuc z vahovych funi&ir ¥—(8.8),
P(t) = N2 ()R + Ny, (R + N, (1),
pre 2<t< 3, tj. na intervale, kde su nenulové vSetky triftie No A(t), N1 o(t), N2 At):

p(t) = (3-2t)2 P - (11-1(: + ZtZ)pl L -22)2 P (8.11)

Presvedte sa sami, ze

PR)="20, PE="0 PR)=R-R, PE=R-R (8.12)
Ked ozn&ime nové body
RO:¥, R.I.:Pl’ RZ:PJ--IZ-P2 (813)

vzt'ahy (8.12) nadobudnu tvar
RO)=R, R)=R. R(0)=2(R-R) P{=2R-R)
Dostali sme tak krivku, ktora spije podmienky kvadratickej Bézierovej krivky.
A skutane, kel’ v kvadratickej Bézierovej krivke
Rr)=(1-7)R, +21-1)iR +1°R,
pouZijeme substitlcia =t -2 a (8.13), tak po elementarnych aritmetickych Uacév
dostaneme (8.11) na intervalec2< 3.
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Obr. 8.5 Kvadraticky splajn ako Bézierov (dany @aiimi bodmiR) a ako b-splajn
(dany riadiacimi bodm;).

Obr. 8.5 demonstruje t@p sme zmigovali v ivode kapitoly ako zasadny rozdiel me-
dzi pristupom ,bézierovskym* a ,b-splajnovym®: Kekrivku zadavame ako kvadra-
ticky Bézierov splajn (tj. ervenymi riadiacimi bodmR), tak poZiadavka hladkosti
znamena, ze sami musime zaberpeaby bodyR;, R,, Rs, leZali na jednej priamke.
Ked tato krivku zadavame ako kvadraticky b-splajn (Giernymi“ riadiacimi bodmi

P)), hladkos dostavame automaticky.

8.4 Coonsova krivka ako uniformny kubicky b-splajn

Pozrime sa teraz na vahové funkdg s(t), N2 (t), N.33(t). Pod'a vySSie uvedenej
vlastnosti vzajomného posunu vSetky z nich sU txanwvnaké akd\o 5(t), akurat su
posunuté smerom dava — Obr. 8.6.

Uvazujme krivkuP(t) = >'N,_,,(t)P len na intervaldd<t<1.

3
i=0

R
3 2 a9 0 1 2 3 a4 NP
/ N (t
3 -2 -1 0 1 2 3 '1-3()
N N (1)
3 -2 -1 0 1 2 3 4 23
P N (1)
3 -2 A 0 1 2 3 4 -33

Obr. 8.6 Kubické vahové funkcie so zvyraznenimmerivaleO<t<1.

Pozrime sa na druhy segment vahovej funktie(t). Z (8.10) dostavame:
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) N_lS(t):%(—3(t —(-21+2))® +3(t - (~1+12))* + 3 —(—1+1))+1):%(—3t3 +3t2+3t +1): c,(t).

Podobne pre treti segment funkdie s(t) a Stvrty segment funkcil.; 5(t) (realizujte

sami), dostaneme
sN_ps(t) =ci(t). JN_s5(t)=colt).
Vidime tak, Ze zvyraznené segmenty vahovych furikgiit), N.1 a(t), N2 s(t), N.zs(t)

z Obr. 8.6 su totozné s vahovymi funkciami Coongérigky. Znamena to, Zze
uniformny kubicky b-splajn je Coonsova krivka

a ma tak hladkasdruhého stuiga.

Dalo by sa takto pokitava’ dalej a vo v&eobecnom tvare ukézde schéma (8%

zvySuje stupe hladkosti vysledného splajnu, tak, ¥auzlovych bodoch splajnu j

hladkog o jeden stupenizSia nez hladk@snedzi uzlovymi bodmi

8.5 Neuniformné vahové funkcie

8.5.1 Linearny pripad

Vratme sa k prikladu (4.5) — Obr. 4.2d@, = (-0.5,-0.5),P; = (0,0), P, = (2,2) ktory
demonstruje vami jednoduchd situaciu parametrickej nehladkosé{’ lsa rychlog
pohybu po usi&e PyP, v bodeP; meni skokom. Toto je sposobené tym, Ze nerovnako
dihé useky PoP, a P1P, pri uniformnej parametrizacii musime ptega rovnakycas.
Ked zvolime ¢asovl parametrizaciu Gmernizklam Gséiek, tj. uzlovy vektor napr.

t, =0,t, =1t, =5, tak dostavame vahové funkcie:

" t<0
t-t t, -t 0
No,l(t)—t —too Nooft) t22—t Nyo(t)= :
! ! 1-t O0st<1
¢ o t 0<t<1
Nu(t)—t _tl 1oft) t3—t Nooft) = :
2 ? 5t jct<s



Pre Uplné definovanie vahovych funkcii by sme gadrali eSte vediehodnotyty ata.

;Nz,o(t)+4—

t, 1

Nyo(t) =

Nas ale nezaujimao sa dialo Waset < t; = 0 a¢o sa bude diav ¢aset > t3=5.

V pre nas zaujimavyctasovych intervaloch 8t<1 a 1<t<5 je vysledkom krivka

P'(t)=(1-t)p +tR =R +t(R-P),

Qlt)=

PH)=""R+

Nechava s&itated’ovi prevert’, Zze pre bodyP, = (-0.5,-0.5),P; = (0,0), P, =(2,2) je
vysledny pohyb po krivk&(t) rovhomerny (tj. v celom priebehu je rychiogohybu

konStantna).

VySSie uvedeny priklad demonStruje zmysel zavedeaimiformity. \Waka definicii
(8.4) toto bude fungovai pre b-splajny vySSich stiipv. Obmedzime sa na ukazku

4

v kvadratickom pripade.

8.5.2 Kvadraticky pripad

Uvaiujme UZ|OV)7 VektOIT&A = (to,t]_,tz,tg,t4,t5,t6) = (0, 1, 2, 2A, 3+A, 4+A, 5+A) In&
povedané, uvazujeme uniformné delenie s vynimkalingho intervalut, <t <ts.

Vzhradom na to, Ze @auc uzlomts je uzlovy vektor uniformny, vSetky vahové

funkcie N;1(t),

uniformného delenia. Nechava s&mate’ovi odvodi’ vdhové funkcieNp At), NiAt),

TPZ:P1+

t-1

O<t<1

(R,-R), 1<t<5

N, At) a overt’ Ze vysledkom su funkcie z Tab. 8.1.

kde i>3 dostaneme prislusSnym posunutim vahovej

(01) (12) (22+1) (2+0,3+2) (3+0,4+4)
No,z(t) t2 @4. (2—t+A)2
— 2
2 | G-teafi-y 1+a)a
1+A
N (t) (t-17 ﬁ%§559+ (3-t+a)
1+4 L B-tra)i-2) 1+4
1+a)n
Nz.z(t) (t—2)2 (t_ )(3_I+A)+ (4—t+A)2
+ 1+A 5
L) La-t+a)t-2-4) 2
2

Tab. 8.1 Vahoveé funkcie kvadratickych b-splajnog pelovy vektor
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T3'A = (to,tl,tz,tg,t4,t5,t6) = (0, 1, 2, Zﬂ, 3+A, 4+A, 5+A)

Obr. 8.7 ukazuje vahové funkcie pre uniformny ugleektor a pre uzlovy vektors,,
pre A=0.3. Pre neuniformny uzlovy vektor — obr. 8.7b) réanym vzorom odliSené

jednotlivé segmenty vahovych funkcii.

1 o—N_02 1 — N 02
—n12 R —N_12
—N_22 I\ —N_22
0,75 e N|_32 i e N_32

0,5

0,25

Obr. 8.7 Kvadratické vahové funkcie a) uniformngpte uzlovy vektoils,, kdeA=0.3.

Obr. 8.8 Uniformny (modry) a neuniformn§efveny) kvadraticky b-splajn pre vahové
funkcie z Obr. 8.7, s vyziianim diskretizéného krokud=0.1.

Na obr. 8.8 vidime désledok zmeny vahovych funkciineuniformnom deleni. Vaha
druhého riadiaceho bodu sa zvysi oproti uniformnénipadu, tj. neuniformny splajn
(v porovnani s uniformnym) viac k tomuto bodu prkéy Naviac vidime, Ze rychlts
pohybu bodu po neuniformnej krivke je rovhomerreegko po uniformnej: najkratsSi —
tmavaterveny Usek (neuniformnd krivka) prejdeme za dasové kroky, kym
tmavomodry usek (uniformnd krivka) za dégaokov, tj. za taky istgasovy interval,

ako svetlderveny resp. svetlomodry useky prislusnych kriviek.

Znamena to, zge vhodné voli mieru neuniformity parametrizacie v zavislosti r

pomere vzajomnychizbk spojovanych kriviek




8.5.3 Nasobné uzly

Vychadzajuic z (83 vidime, Ze prirodzenym obmedzenim na hodnotywjgopoZia-

davka monotonnosti, fj.< j = t; <t;. Pozrime sao sa bude dig ked susedne uzlove
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hodnoty budeme k sebe priblizevaz do vzajomného splynutia. Situaciu ilustruje

Obr. 8.9.

-0

/

-1 0 1 2 3

a)

1 2 3

b)

Obr. 8.9 a) Susedné linearne vahové funkcietyre, t,=2, t;=2.1,t,=3. b) Kel’ budeme

Aby vztah (8.4) zostal korektny ivtomto limithom stave, je teelngit hodnotu

zlomku s nulovym menovdtem. Korektnou analyzou limitného prechodu vaata

t3 posuvd eSte viac Yavo, v limitnom pripade, tj. prg=t; dostaneme nespojité
vahové funkcie.

(8.49) by sme dospeli k vysledku, Ze v naom konteximjgslupiné definoua
t—t,

_t -t

0

-0

N, =0.
0-0 "

Pozrime sa, ako budu vyzénaahové funkcie pre uzlovy vektor

T3,o=(to,t]_,tz,t3,t4,t5,t6) :(0,1,2,2,3,4,5). Linearne Funkcibll,l(t) a Nzyl(t) su na
Obr.8.9b). FunkcieNp1(t), Nsi(t), Nsi(t) maji Standardny tvar ako na Obr. 8.2,
s vrcholmi v hodnotach=1, 3, 4.

Kvadratické a kubické vahové funkcie su v Tab. &8, grafick& reprezentacia je na

(8.14)

Obr. 8.10-8.11.
(01) (12) (23) (3.4) (45)
Ng,(t) | ¢ (2-t)3-2)
2 2
Ny (t) (t-1)? (3-t)
N, (t) (t- 2(0-3) (4-1)?
2 2
N3, (t) (t-2) 2t2 -14t +23 (5—t)2
2 2 2
No,s(t) | st®-18°+18-6 (3—t)3
4 2 2




Nl,s(t) (t—l)3 5t° -42t2 +114 -98 (4-1)
2 4 4
N t) (t-2P(a0-11) | 7°-78%+282-326 | (5-t)°
| 2 12 5

Tab. 8.2 Vahové funkcie kvadratickych a kubickycispbajnov pre uzlovy vektor
T = (t01t11t21t31t41t51t6) = (0111212:3:4:5)-

L —N_02 1 —N_02
—N_12 —N 12
—N_22 —N 22

, A - —N_32 ]
0,75 \ uuuuu F \ 0,75 Fat —N 32
0s f 5\ 05 | \

a) b)
Obr. 8.10. Prechod od neuniformného uzlového vek#&r k ndsobnému uzlu b) pre

kvadratické vahoveé funkcie.

Na Obr. 8.10 su odliSené r6znym vzorom jednothkesti kvadratickych vahovych
funkcii. Kym pre uniformny pripadii; o(t) (modra vahova funkcia) mame tasti, pre
vahové funkcieNp o(t) — ¢ierna, Np ot) — ¢ervena,N, At) — zelend, v limitnom pripade
A=0 postupne zdegeneruju tretia, druha a pta& vahovej funkcie. Vidime, Ze
kvadratické vahoveé funkci®lp At), Ni(t), N2 (t) z obr. 8.10b), tj. tie, ktoré sivisia
s nasobnym uzlon=2 su sice spojité, no nie su hladké. Funke¢ia(t) (obr. 8.10a) —

modra) je Standardné vahova funkcia uniformnéhplapsu.

Podobne na Obr. 8.11, modra — uniformna kubickdwvalunkciaN; (t) je zlozena zo
Styroch segmentov. Vahové funkaik s(t) — No 5(t) (¢ierna,céervena a zelend), ktoré su
ovplyvnené nasobnym uzlom majua vzdy jeden zdegemespsegment — postupne treti,
druhy a prvy.
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Obr. 8.11. Kubické vahové funkcie pre nasobny uz@ z Tab. 8.2 a vahova funkcia

uniformného delenia (modra).
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Kubické vahové funkciéNo a(t), Ny s(t), No(t) z Obr. 8.11 st hladké, no na rozdiel od

uniformného b-splajnu ich hladkbge len prvého stuga — preverte sami, vychadzajuc

z Tab. 8.2.

Z uvedeného vyplyva, Ze nasobtiaglu spdsobi zniZzenie hladkosti odpovedajuci—

vahovych funkcii v tomto uzle o jeden stiipe

Kombinaciou nasobnosti uzlovych hodnét &tporekurencii (8.4b), tak dostavan

mechanizmus, ako generavkrivky rozneho stugga s roznym stujpm parametrickej

hladkosti vo vybranych bodoch.

8.6 Bézierova krivka ako b-splajn

UvaZzujme uzlovy vektoT = (to,t1,t2,t3,t4,t5) = (0,0,0,1,1,1).

1 0<t<l1
Znamena to, 2, (t) = Nyo(t) = Nuo(t) = N,o(t) =0, N, (t)= {O Ost<l
Vychéadzajuc z (8.14) dostaneme linearne vahovédenk
NO,l(t) = N3,1(t) =0,
t-0 1-t t-0 1-t
Nl,l(t) = 0-0 NLo(t) + 1-0 Nz,o(t) =1-t, N2,1(t) = 1-0 Nz,o(t) + 1-1

pricom obidve funkcieN; 1(t) i, No 1(t) su definované na intervale < 1.

Pre kvadratické vahové funkcie mame

N3,o(t) =t
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t-0 1-t

No, (t) = 0-0 NO,l(t) + 1-0 Nll(t) = (1_t)2
t-0 1-t

le(t) = 1-0 Nn(t) + 1-0 N2,l(t) = t(l_t) + (1_t)t = 2(1_t)t
t-0 1-t

Nz,z(t) = m N2,1(t) +m NS,l(t) =t’

Vo vSeobecnom pripade pre uzlovy vektor
(0,0,... ,O’l'l,]_J
k+1 k+1

by sme podobnym postupom dospeli k vahovym funkciarBernsteinovym poly-

némom

Ny (t):(l_(J(l—t)k_iti

¢o su vahové funkcie Bézierovej krivky.

8.7 Lemma o normovanosti vdhovych funkcii

V kap. 6 sme dokazali Lemmu o normovanosti vahowyatkcii bézierovej krivky, tj.

fakt, ze Zb,”(t):l pre l'ubovd’ny stup& n. Podobne v zavere kap. 7 sme nechali
i=0

Gitatea overf, Ze toto plati i pre Coonsovu krivku, tj. zgt)+c(t)+c,(t) + ¢ (t) =1.
Ked sa pozrieme na adekvatne vyrazy pre vahové funkesplajnov vidime, Ze

ogividne plati > N, o(t)=1 Y N,,(t)=1 Pouzijic Tab. 8.1 overte sami, Ze na intervale
(2,2+A) toto plati i pre kvadratické vahové funkcie, }i; N; ,(t) =1

Dala by sa dokdrgpodobne ako niektoré iné tvrdenia vSak toto dokaznebudeme)

Lemma 2b (o normovanosti vahovych funkcii b-splajnov)

Prelubovd’ny stupé k vahovych funkcii pIatE N; (t) =1 [
Pritom pre kazdu hodnotu parametdo tejto sumy musime zahhuSetkyindexy

I také, Ze funkcid; «(t) je nenulova. Znamena to, Ze napr. na inter((a}e&,4+A)
z obr. 8.10 do tejto sumy musime zahroérem zobrazenych funkcﬁlzvz(t), Ngvz(t)

i nezobrazent funkciiN,, (t).
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Kontrolne otazky a samostatné ulohy

1. Realizujte deBoorov algoritmus (8.4) pre generogaméhovych funkcii b-
splajnov.

2. 'V uniformnom uzlovom vektore me hodnotu jedného uzlu a sledujte zmenu
vahovych funkcii.

3. Co sa stane s krivkou z Obr. 8.8 pri splynuti uzlovt; = 2?

Vhodnym dophujicim internetovym zdrojom je
http://cs.wikibooks.org/wiki/Geometrie/B%E2%80%9Bse k% C5%99ivka




9 Racionalne krivky

V tejto kapitole sa dozviete:

e pre&io su polynomické (splajnové) vahové funkcie nedagtee,

e ako sa zavadza Standardizovanym sp6sobom raciokriika,

» ako si mozno nazorne predstagrechod od prostych polynomickych kriviek
k racionalne polynomickym krivkam.

Po jej preStudovaniu by ste mali by schopni:

* implementové racionalne krivky v zjednodusSenej podobe.
Kracoveé slova tejto kapitoly:
homogénne saradnice, racionalny polyném.

Naro¢nost’ kapitoly: tato kapitola je nenaroéna.
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Sprievodca Studiom
Hlavnou motivaciou konstrukcie, analyzovanej v ®jkapitole je fakt, z

kruznicu, ktord je zakladnou krivkou technickej px&, nemozno presn
generova spbsobami, uvedenymi v predoSlych kapitolach. ¥&aané, z

k vyjadreniu kruznice nutne potrebujeme racionélrlynomické vahov
funkcie. Je taktiez ukadzané, ako zavitgcionalitu takym spésobom, ahy
sa to dalo nazorne geometricky interpretava

Pokusime sa vyjadtikruznicu

x> +y?=r? (9.1)
ako polynomicky parametricku kvadraticku krivku

x(t)=ay +at+a,t?, y(t)=hy +byt +b,t2. (9.2)
Znamena to, Ze aspgeden z koeficientoay, b, je nenulovy.
Dosadenim (9.2) do (9.1) dostavame
a,” +hy® +2(aga, + byby )t +(2a0a2 + 2byh, +ay” +blz)2 +2(a,a, + b, 3 + (a22 +b22}4 =r2,
Vidime, Ze nalavej strane je polyndm Stvrtého stapzavisiaci od, kym na pravej
strane je konStanta. Rovnoeda moze nagtden v pripade, Ze vSetky koeficienty pri
t* (k>0) st nulové. Z toho ale vyplyva, e musi plaji=b, =0, in& povedané,
vztahy (9.2) su linearn€p je spor s predpokladom, Ze krivka je kvadrati¢kéakému
sporu by sme dospeli i pri kazdom inom predpokladanstupni polynomickej
parametrizacie. Vidime tak, Zekruznicu nie je mozné vyjadriako polynomicky

parametrickd krivku
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To je dos zavazny nedostatok, pretoze mame sice mechanizkiy, dovduje
uzivaté&sky komfortne generovardzne tvary, no tento nastroj nie je kompatibilny

s klasickym pristupom pravitka a kruzidla.

Priklad 9.1 Skisme napr. nahrad¥s-kruznicu kvadratickou Bézierovou krivkou.
NechPy=(1,0), P;=(1,1), P,=(0,1).

C&(2), g . X)) =@-t)P 1+ 2A1-thit?0=1-t7
P(t)_z{ij(l IR y(t)=(1-t)? 0+ 20 -thi+t>1=2t -t

i=0
Pre t=0.5 dostavame bod so suUradnicami (%4,%), kym naZnkci lezi bod

(\/5/2,\/5/2). Max. odchylka je preto

J[s_qz(s_ﬁf:@[s_q RES R

4 2 4 2 4 2 4

¢o je viac ako 6% — obr. 10.1.

Obr. 9.1 Rozdiel kruznice ¢ierna) a kvadratickej Bézierovej krivky (modrd).
Maximélna odchylka je ozdanéacervene.

LepSie priblizenie dosiahneme pouzitim kriviek vgBé stupa, alebo aproximéciou

.....

k poZzadovanej presnosti. Napriek tompresné vyjadrenie kruznice za pomoci

polynémoye uritou vyzvou k tomu, ako zovSeobetmarametricky pristup.

9.1 Kruznica ako kvadraticka racionalna krivka

UvaZzujme priamky prechadzajuce bodonr,3). Obecne sa daju vyjadwztahom
y=t(x+r). (9.3)

Prienik takejto priamky pre zvoleny skldna kruznicex? + y> =r? (obr. 10.2) je bod

so suradnicami

1-t? 2t
X(t):rw, y(t)zrm, O<t<l. (94)
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Odvodenie je jednoduché — dosadenim hodnofy vyjadrenia priamky (9.3) ) do
rovnice kruznice dostavame kvadratickdi rovnici+ (t(x +r))° =r2. Po Standardnych
aritmetickych Upravach mame rovnicu v tvare

(L+62) + 2rt2x+r?(t2 1) =0
ktora méa korene:

2

1+12

X =1, X,=r a prislusné dopaitame dosadenim do (9.3),

2
=0, Y, e vid’ obr. 9.2.)

Vidime, Ze sme dostali parametrické vyjadrenie kit& za pomoci kvadratickych
polyndmov, préom polyndémy su v racionalnom tvare (tj. zlomky padynov) — odtié

nazov racionalna parametrizacia — konfrontujteilslguiom 2.2.

Y ¥ = tx+)

A
A

Obr. 9.2. Geometricka interpretacia racionalneppwatrizacie kruznice.

9.2 Standardizovany tvar racionalnej krivky

Ked budeme vychadraz polynomického tvaru krivky vo forme (2.3) s vakmi

funkciamiw;(t), prislusnu triedu racionalnych kriviek vyjadrinadkto:

G W, (t)P|

n

Pt)== ¢ >0 0st<l (9.5)
qw (t)

i=0
Hodnotyq nazyvame racionalne vahy. Napr. pre kruznicu (rpsp StvtkruZnicu) tak
dostdvame mozn6wyjadrit’ ju ako racionalnu Bézierovu krivku 2. stig s riadiacimi
bodmi
Po=(r,0), P:=(r, 1), P2=(0,r),

vahovymi funkciami
Wo = (1_t)2' W = 2(1—'[)’[, w, =t

a racionalnymi vahami




qo=1,q1=1,q2=2.
Overte sami, Ze dosadenim tychto hodn6t do (9.8jadete (9.4) — di priklad 2.2.

Racionalny tvar (9.5) sa méze na prvy fexhjavi’ ako prilis zlozity. UkdZeme si vSak,
Ze tato forma zapisu dolkgie ndzorne geometricky demonstrowaeajomnu savislas
prisludnej racionélnej a prostej polynomialnej kyi\{tj. kriviek s tymi istymi vahovymi
funkciami).
Je vhodné si predtym pripomehidiasledujice iahy.
i. Pre fixovany bod”=(x,y,2 a kladné realné&islo g>0, bod gP lezi na
polpriamke, ktora zdna v z&iatku suradnic a prechadza bodBm

i. Ked je dany bodP naviac taky ze # 0, tak na tejto polpriamke lezi

i bod S:(Z,X ,1). Bod Sje vlastne stredovou projekciou bo8uy
z z

kde stred projekcie je v &iatku suradnic a projékou rovinou je

rovinaz= 1.

UvaZujme nasledujucu konsStrukciu pre dvojrozmennivkkl (9.5) s riadiacimi bodmi
pO' pll Pn' R :(xi'yi), (9-6)
Body (9.6) ,vnorime*" do trojrozmerného priestoruno@inuz= 1. Formalne vyjadrené

to znamena, Ze dostadvame ,nové“ body

R. R, R, R=(xv.1) (9.7)

Najprv interpretujemeitate’a z (9.5) pre riadiace bodRy.

Q)= aw ()R =X w ()R =D w()Q ©.8)

i=0 i=0 i=0

Znamena to, Zze viadom k racionalnym vaharg, z kazdého riadiaceho bodw
dostaneme pda vlastnostii. riadiaci bodQ;,=qiR;.. Na sade tychto riadiacich bodov
vytvorime parametricki krivku (9'8 ktora rozpisana v suradniciach méa ketom na
(9.7) tvar:

)= aulh, wl)=Yawly. z)=Yaw) 08

n
i=0 i=0 i=0

12



Teraz prejdeme k interpretécii celého zlomku (9K&)zdy bod krivky (9.8) stredovo
projektujme do rovinyg = 1 so stredom (0,0,0). VEddom nai. tak dostavame krivku,

suradnice ktorej su

o) B g Say g
o(t)= ZQ(t)_ Zn:qu(t) SAUE ZQ(t)_ Zn:qu(t) , P(t)_ZQt)_l' (9.9

Ked'Ze z-suiradnica tejto krivky je trividlna, obmedzime Isa nax ay suradnice.
Skrateny — vektorovy zapis (9.9) ma preto tvar)9.5

VySSieuvedenu konstrukciu pre karuznicu ilustruje obr. 9.3.

c) d)

Obr. 9.3 KonStrukcia racionalnej krivky:
a) bodyR - prazdne krazky, bézierova krivka na nich (modra)
a bodyQ; = R —cervené, prejp=oh=1,0= 2,
b) bézierova krivkadervend) na bodod®,,
c) stredova projekcia krivky z b),
d) rozdiel bézierovej krivky (tenk&ara) a racionalnej bézierovej
krivky (hrubéciara).
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Kontrélne otdzky a samostatné ulohy

1.

Z geometrickej interpretacie — obr.10.3 odi®, ako sa prenasaju vlastnosti

(Bézierovej krivky, Coonsovej krivky) na ich racé@ne modifikacie.

. Pre riadiace bod®y=(r,0), P1=(r, r), P=(0, r), realizujte racionalnu Bézierovu

krivku s raciondlnymi vdhamiq,=2, q:=1, g,=1. RieSenie konfrontujte
s kruznicou v kap. 10.2.

Ako vyzera racionalna b-splajnova krivka v pripade, vSetkyq su totozné?
(Vyuzijte Lemmu o normovanosti vahovych funkcii.)

Modifikaciou uz hotovych nastrojov generovania lek/realizujte generovanie

racionalnych kriviek.
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9 Zavereé€né dve poznamky k NURBSom

V tejto kapitole sa dozviete:

» ako mozno rozSitiinterpretaciu pouzitého aparatu ptelly prechodu do vyssej
dimenzie pri geometrickom modelovani, resp. prezgiuv ramci animanych
technik, pripadne pre ulohy spracovania obrazu,

» aké su hranice mozZnosti racionélnej polynomickejipetrizacie konfrontované
s technickou.

Po jej preStudovaniu by ste mali by schopni:
* implementové jednoduché animécie,
* implementové jednoduchy digitalny ZOOM pre rastrovy obraz.
Kracoveé slova tejto kapitoly:
bilinearna, bikvadraticka, bikubicka forma, ofseidirivka, Pytagorejsky hodograf.

Naro¢nost’ kapitoly: tato kapitola je mierne naroéna.

Sprievodca Studiom
Ciel’om tejto kapitoly je dd uréity presah pouZzitého aparatu a ukaZaako

moZu suvisi€ i zdanlivo nesuvisiace oblasti. Druhym ¢&em je ukaz@
hranice pouzitého aparatu v kontexte reéalnych ultdchnickej praxe.

Dostali sme sa ku koncu naSej exkurzie do zaklayeta neuniformnych racionalnych
b-splajnov. Ukazali sme, pfe je splajn vhodnejSi ako interpotgy polynom. Dospeli
sme kformalizacii zvanej b-splajn. DemonsStrovalmes vplyv neuniformnej
parametrizacie na geometriu vyslednej krivky it#® neuniformita dovedena do
singularity zniZuje parametrick( hladkosplajnu. Uk&zali sme taktiez, akym sp6sobom
mozno partikularne rieSenia (fergusonova krivkaidr@va krivka, coonsova krivka)
vyjadrit’ ako b-splajny. Vyznamnym je racionélne rozSirerdibovych funkcii, pretoze
zabezpéuje kompatibilitu takto budovaného spésobu model@vériviek s klasickym,
zaloZzenym na pouZiti pravitka a kruzidla.

V tejto kapitole zuréime vySSie uvedené mechanizmy generovania kriviegk n
generovanie ploch. Nakoniec si ukazende, bohuzidi tento koncept nedokaze —

generovanie ofsetovej krivky.

10.1 VSeobecnejSi poh Fad na schému (2.3)

V kap. 2 sme z@li naSe Uvahy pdladom na krivku ako na vazeny priemer mnoziny
riadiacich bodov, p&iom tieto vahy zavisia néase. Celytas sme preto vnimali krivku
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ako trajektdoriu pohybujuceho sa bodu. ZovSeobecriamto koncept tak, Ze riadiace
bodyP; nahradime ni#gm zlozitejSim.
Majme napr. dve usky

P(s)=(1-s)P, +sk, Rs)=(1-s)R,+sR, 0<s<l. (10.1)
Konstrukcie (10.1) z pdladu geometrie nazyvame (dka, z poliiadu linearnej algebry
ide o linearnu interpolaciu bodov.
Uvazujme teraz lineérnu interpolaciu, tj. konstiukc

dt,s)=(1-t)P(s)+tR(s), 0<st<1, (10.2)
kde sme riadiace body nahradili dkami (10.1). Znamena to, Ze pre kazdu fixovanu
hodnotus dostdvame dvojicu bodd¥(s), R(s) a tato dvojicu spajame tdeu. Vidime,
Ze (10.2) plne odpoveda konceptu (2.3).
Podobne, ako sme (2.3) previedli do maticovéhaut{43) spravime to i pre (106)2

Qts) = (- )P(s)+R(s)= 1-)P(s) + tR(s) =

(1-t t)

(1-t t)

|
a-t 1) P F})(l—sj (10.2)

R w
|

TR

Priklad 10.1 Uvazujme riadiace body
Po=(0,-1,1)P:=(1,0,-1)Ry=(-1,0,-1)R = (0, 1, 2).
Dosadenim do (10.2) dostavame pre suradnice njstedv’ahy:

ts) = s—t
fts) = s+t-1 (10.3)
Ats) = 1-2s-2t+4st

Pokusime sa vyjadti vztah medzi suradnicami v (10.3) explicitne bez paazit

parametrou,s. Z prvych dvoch rovnic v (10.3) dostaneme:
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2 2

Dosadenim do tretej rovnice mame

_y+x+1 (= y—x+1

z=y*-Xx. (10.4)
Dostali sme plochu, pre ktoru plati:
« rez s rovinow=c dava parabola = y* —a,
. rez s rovinow=c dava parabolz = a—x’,
- rez s rovinow=c dava hyperbolg = y* -,
kdec=a?,
odtia’ ndzovhyperbolicy paraboloidVzhradom na konStrukciu tejto plochy sa pouZiva

i alternativny nazov bilinearna plochavid’ obr. 10.1.

Obr. 10.1 Bilinearna plocha (10.3).

Vidime, Ze konStrukciu (10.2) mézeme chapg@nym spbsobom:

a) ako plochu v geometrickom zmysle slova,

b) ako animéciu, pri ktorej sa @ PoP; transformuje do Usky RoRy,
a vzitadom k symetrii (10.2) k parametra i

c) ako animaciu pri ktorej sa t$& PoR, transformuje do Usky P1R;.

Podobne ako v predoSlej konstrukcii, linearne pa&rjme dve kubické bézierove
krivky urc¢ené riadiacimi bodmiPy, Py, P2, P; a Ry, Ry, Ry, Rs.
Opakovanim postupu (1d)2Hostaneme



09 = -0 19019 -
Bl b
= (1t 1) bg(s)PO+bf’(s)Pl+b23(s)Pz+b§(s)PsJ
bg(SRo+b13(S)R1+b23(S)Rz+Q3(S)R3 (10.5)
R fa CCR O CIEC)
1 0 0 o)
i e
-1 3 -3 1

Priklad 10.2 Pre riadiace body

Po = (15, 30, 40)P; = (0, 50, 40), P, = (0, 0, 40), Ps;= (15, 20, 40),

Ry = (10, 35, 10)R; = (10, 40, 10)R, = (20, 10, 10)Rs = (10, 15, 10),
dostavame linearnu interpolaciu — priamkovu ploadwoch kubickych bézierovych
kriviek — obr. 10.2.

Obr. 10.2 Priamkova plocha kubickych bézierovyaki&k.

|
Podobne iteraz méZzeme tuto konstrukciu chidplko plochu, alebo ako animaciu
pismenka ,C" na pismenko ,S" (modré krivky), aledko animaciu usdky, kde sa jej
krajné body pohybuju po bézierovych krivkach (zéléseky).
Na zaklade vySSie uvedeného, vSeobecna maticonefparametrickej plochy, ktora je

analégom maticového zapisu krivky (4.3) ma tvar:
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qts)=TMIIN'S"=TM I (SN) (10.6)

kde T=[ t t# - t")as=[L s & ... §)su vektory parametrizaci®) aN s
matice vahovych funkcii adekvatnejikesti, tj. M je maticamxmaN je maticanxn a
IT je matica riadiacich bodov, Meostinxm.
Uvedené jednoduché priklady ukazuju, Ze tvar (18d&8)a uéitl nazornu predstavu,
ako dana plocha vyzera, no z druhej strany demga3th geometricka zlozZito's

» prienik takej plochy s rovinou mézetblrivka az stupan+m, (priklad 10.1)

e aj kel su krivky, ktoré definuju plochu pomerne jednodéich samy seba

nepretinaju, vysledna plocha samu seba pretin&|g@rl0.2).

10.2 Ofsetova krivka

Predstavme si nasledujucu praktickd alohu: vrtgdolemeromr NC frézy (tj. jeho
stred) sa pohybuje po NURBS krivke. Nas zaujimdedys vyfrézovana krivka. Pre
kazdy bod NURBS krivky Fadame preto taky bod, ktorého kolma vzdialéra tejto
krivky je r — obr. 10.3.

JanmE Ry,
R

S

Obr. 10.3. Body s konsStantnou kolmou vzdialeloosod krivky.

Kedze smerovy vektor krivkyP(t) = (x(t), y(t)) vyjadrime ako(x(t), y'(t)), normalové
vektory st + (y'(t),- X(t)) a preto normované normalové vektory st
. Y0-xE)

VxE(t)+ y2()

Hradana ofsetova krivka, vzdialena®@d) o hodnotu ma preto tvar

afr, p) = () r -V E-XW) 10.7)

VXE(R)+y2 ()

ﬁlz():
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V pripade, Zex'z(t)+ y’z(t) vieme zapisaako kvadrat polynému (10.7), hovorime, Ze
P(t) = (x(t), y(t)) je krivka s pytagorovskym hodografonV tomto pripade je jej
ofsetova krivka je racionalnou polynomickou krivk&iobecnom pripade vSak vidime,
Ze ofsetova krivka vychadza za ramec NURBS kriviek.

Nebolo Uumyslom vytvoti ,negativisticky zaver” celej exkurzie do NURBS \Kek.

Naopak, snahou bolo motivavéitate’a k dalSiemu Studiu v tejto oblasti.
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