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Numerické řešenı́ počátečnı́ch úloh pro ODR
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Cauchyova úloha
Hledáme funkci y = y(x), která na 〈a,b〉 vyhovuje rovnici:

y ′(x) = f (x , y(x)), y(a) = c

geometrická interpretace: graf řešenı́ sleduje vektorové pole
numerická metoda: sleduje vektorové pole v bodech sı́tě

Přı́klad

y ′ = x2 + y , x ∈ 〈0,3〉, y(0) = 2

analytické řešenı́: separace proměnných + variace konstant

y(x) = −x2 − 2x − 2 + Cex , C = 4
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Tři jednoduché metody

Pro uzly a = x0 < x1 < · · · < xn = b, h = xi+1 − xi , yi ≈ y(xi).
Eulerova metoda explicitnı́ (jednokroková, 1.řádu):

y ′(xi) ≈
yi+1 − yi

h
= f (xi , yi) ⇒ yi+1 = yi + hf (xi , yi)

Eulerova metoda implicitnı́ (jednokroková, 1.řádu):

y ′(xi) ≈
yi − yi−1

h
= f (xi , yi) ⇒ yi+1 = yi + hf (xi+1, yi+1)

metoda skákajı́cı́ žáby (explicitnı́, dvoukroková, 2.řádu):

y ′(xi) ≈
yi+1 − yi−1

2h
= f (xi , yi) ⇒ yi+1 = yi−1 + 2hf (xi , yi)
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Heunova metoda (2. řádu)

y0 = c

k1 = hf (xi , yi)

k2 = hf (xi + h, yi + k1)

yi+1 = yi +
1
2(k1 + k2)

 i = 0,1, . . . ,n − 1

obrázek
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Runge-Kuttova metoda (RK4, 4. řádu)

y0 = c

k1 = hf (xi , yi)

k2 = hf (xi +
1
2h, yi +

1
2k1)

k3 = hf (xi +
1
2h, yi +

1
2k2)

k4 = hf (xi + h, yi + k3)

yi+1 = yi +
1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)


i = 0,1, . . . ,n − 1
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Definice
Metoda se nazývá k -kroková, vyskytujı́-li se ve vzorci pro výpočet
yi+1 hodnoty yi , . . . yi−k+1.
Metoda se nazývá l-bodová, vyskytujı́-li se ve vzorci pro výpočet
yi+1 hodnoty funkce f v l různých bodech a ty je potřeba vypočı́tat.

U jednokrokových metod platı́, že jejich řád odpovı́dá bodovosti.
(čı́m vyššı́ řád, tı́m je pracnějšı́ výpočet)
Vı́cekrokové metody dosahujı́ vyššı́ho řádu pomocı́ hodnot funkce
f v bodech přibližného řešenı́ z předchozı́ch kroků. Tyto hodnoty f
však nenı́ potřeba počı́tat až na jednu. Vı́cekrokové metody jsou
proto jednobodové.
(libovolně vysoký řád při zachovánı́ stejné pracnosti výpočtu)
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Explicitnı́ vı́cekrokové metody (Adams-Bashforth)

Přehled vzorců řádu 1 až 4
yi+1 = yi + hfi

yi+1 = yi +
h
2(3fi − fi−1)

yi+1 = yi +
h
12(23fi − 16fi−1 + 5fi−2)

yi+1 = yi +
h
24(55fi − 59fi−1 + 37fi−2 − 9fi−3)

kde značı́me fi = f (xi , yi)

k -kroková metoda potřebuje startovacı́ úsek délky k , tj.

y0, y1, . . . , yk−1

ten se vypočı́tá jednokrokovou metodou (stejného řádu)
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Implicitnı́ vı́cekrokové metody (Adams-Moulton)

Přehled vzorců řádu 1 až 4
yi+1 = yi + hfi+1

yi+1 = yi +
h
2(fi+1 + fi)

yi+1 = yi +
h
12(5fi+1 + 8fi − fi−1)

yi+1 = yi +
h
24(9fi+1 + 19fi − 5fi−1 + fi−2)

kde značı́me fi = f (xi , yi)

implicitı́ metody jsou ”stabilnějšı́” než explicitnı́ metody
pro výpočet yi+1 je potřeba vyřešit rovnici, kterou představuje
daný vzorec
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Vyřešenı́ rovnice 1:
převodem implicitnı́ho vzorce na explicitnı́

y ′ = x2 + y , x ∈ 〈0,3〉, y(0) = 2

yi+1 = yi +
h
12(5fi+1 + 8fi − fi−1)

yi+1 = yi +
h
12(5(x

2
i+1 + yi+1) + 8fi − fi−1)

yi+1 = 12
12−5h (yi +

h
12(5x2

i+1 + 8fi − fi−1))

použı́vá se pravá strana diferenciálnı́ rovnice,
která musı́ být ”dostatečně jednoduchá” (např. lineárnı́ v y )
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Vyřešenı́ rovnice 2:
numericky metodou prostých iteracı́

(a) počátečnı́ odhad: y0
i+1

(b) zpřesňovánı́ pomocı́ iteracı́ pro i pevné:

yk+1
i+1 = yk

i + h
12(5f (xi , yk

i ) + 8fi − fi−1), k = 0,1,2, . . .

lze použı́t pro libovolnou pravou stranu diferenciálnı́ rovnice
při dostatečně malém h bude iteračnı́ funkce kontrakcı́
provádı́ se často jen jedno iteračnı́ zpřesněnı́
dostaváme algorimus prediktor-korektor
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Algoritmus prediktor-korektor (PECE, 3. řádu)

y0 = c

y1, y2 vypočti jednokrokovou metodou

(P) yi+1 := yi +
h
12(23fi − 16fi−1 + 5fi−2)

(E) fi+1 := f (xi+1, yi+1)

(C) yi+1 := yi +
h
12(5fi+1 + 8fi − fi−1)

(E) fi+1 := f (xi+1, yi+1)


i = 2,3, . . . ,n − 1

kolika kroková a kolika bodová metoda je algoritmus PECE?
navrhněte algoritmy PECEC, PECECE (jsou stabilnějšı́)
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