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Geometricky vyznam integralu — definice

@ urcity integral predstavuje velikost plochy:

I = f(x)dx = lim f(&)AxX;
o iR ,Z e
@ klasicka definice: limita ¢astecnych souctl
@ Castecny soucet Ize pouzit jako numerickou metodu
@ predpoklad: funkce f je dostate¢né hladka
@ pripomenuti: neurcity integral (primitivni funkce) je metoda
vypoctu urcitého integralu

F(x) = /f(x) ax F'(x) = f(x)

@ Newton-Leibnitzova formule: /= F(b) — F(a)
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Jednoduché vzorce

@ Newton-Cotesovy: vzniknou integraci interpolacniho polynomu
@ odvozeni pomoci Lagrangeova tvaru IP:

n
pn(x) = Z f(x)li(x), 1li(x) polynomy Lagr. baze
i=1

prouzlya<xg<x3<---<xp<b
@ integraci dostaneme:

b n b
| ~ / Pn(x) dx = Z f(x;))w;, kde w; = / li(x) dx
a i1 a

jsou integracni vahy
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1) Obdélnikové pravidlo )

loba = (b — a)f (a;b)

@ obrazek
@ odvozeni:

b
po(x):f(azb>, b(x) =1, WO:/ 1dx=b-a
a
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2) Lichobéznikové pravidlo ]

hon = 252 (@) + (b))

@ obrazek
@ odvozeni:
X—b X—a
pi(x) = (@) () + F(D)A(X), lo(x) = S5, h(x) = z—
" _/bx—bdx_b—a_w
" Joa-b 2 ™M
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3) Simpsonovo pravidlo |

lsim — bg 4 <f(a) 1 4f (a;b> + f(b))

@ obrazek
@ odvozeni:

palo) = fl@)b() + 1 (252 ) h00) + b))

[P x=x)x—%) , _b-a
%_A(m—mWwWQw_ 6

Wy = 4wp, W2 = Wo
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SloZené vzorce J

Newton-Cotesovy vzorce odvozené z polynomu vyssiho stupné
nedavaji dobré vysledky

z jednoduchych vzorcl se proto sestavuji vzorce slozené
analogie ¢asteCnych souctu

b moor
/:/a f(x)dx:g/xj1f(x)dx

a=Xp< x4 <--<Xm=Db, h=Xx — xj_1 je krok
integraly za sumou aproximujeme jednoduchymi vzorci
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@ slozené obdélnikové pravidlo
m
Iso=h) 21—

@ slozené lichobéznikové pravidlo

m—1
Isu = (f(xo) 1237 ) + f(Xm))

=

@ slozené Simpsonovo pravidlo, pro m = 2k (sudé)

k
h
Iss = & (f(xo) +4> f(xp1) + ZZf Xo7) + f(Xm) )

=
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Analyza chyby )

@ /(h) oznacuje pribliznou hodnotu integralu pocitanou pro krok h
@ plati: /(h) —» 1, proh—0
@ jak rychle (jaky je rad diskretizace)?

v

Necht mé funkce f na (a, b) spojitou 2. resp. 4. derivaci. Plati:

| —lobg = f//(g)(b —a)°®

24
f//

I —lich = — 1(25)(b—a)3
£(4)

I=lsim = - g(gg)(b—a)5

v
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Dikaz: Pouzijeme vzorec pro interpolaéni chybu:

10— pr0) = ) (x — a)(x - )

= o= "9 [ a)x by = "D ap !

v

Necht ma funkce f na (a, b) spojitou 2. resp. 4. derivaci. Plati:

|/—Iso| < C1h2, C1>0

I—lg| < Coh?, Co>0
I—lss| < Csh*, C3>0
I— g i ,,,& SO Zf” Mm—b_a

v
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Vypocet integralu pro zadanou presnost )

@ pro dané ¢ pozadujeme: |I—I(h)| <e

@ dvojny prepocet: pfipomina iteracni metodu

@ vypocitame /(2h) a I(h)

plati, vysledek je I(h)=1+¢
neplati, zmensime krok h:=h/2

I(h) — I(2h)| < & {

@ vylepSenim je Richardsonova extrapolace: pomoci informace o
fadu formule se odvodi pfesnéjsi vzorce (viz skriptum)
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Geometricky vyznam derivace — definice

@ derivace predstavuje smeérnici tecny:

. f(x+ h)—f(x)
10y —
A=
@ zlomek za limitou predstavuje smérnici secny
@ Ize ho pouzit pro numericky vypocet derivace
@ predpoklad: funkce f je dostate¢né hladka
@ alternativa k vypocetu derivace pomoci algebraickych postupu
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Vzorce a jejich odvozeni J

@ prehled vzorcu
) ~ O =100 -
h
_ f(x)—f(x—h)
-~ h
_ f(x+h)—f(x—h)
~ T (2)
f(x+ h) —2f(x)+f(x—h
M)~ TR 2000+ 1= ) @)
@ vzorce Ize odvodit derivaci interpolaéniho polynomu
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Odvozeni (1)
@ pouzijeme Newtonav tvar IP prouzly ty = x, { = x+ h

pi(t) = f(x) + flx + hyx](t — x) = pi(t) = f[x + h, x]

@ dosadime t = x

phio) = "I ZT0D iy
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Odvozeni (3) a (2)
@ Newtonav tvar IPprouzly fp=x—h, ty =x, b =x+h

p2(t) = f(x—h)+f[x—h, x](t—x+h)+f[x—h, x, x+h](t—x+h)(t—x)

@ prvni a druha derivace
po(t) = f[x — h,x]+ f[x — h,x,x + h](2t — 2x + h)
pa(t) = 2f[x —h,x,x+ h

@ dosadime t = x

f(x+h)—f(x) _ f(x)—f(x=h)
h h

2h

pa(x) = 2

f(x + h) — 2f(x) + f(x — h)
h2

v
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/ ()= flx— hy RN TO-Hxh) ,
pa(X) = " + .

fx) = f(x—h) | f(x+h) —20(x) +f(x )
212

f(x+ h) — f(x — h)
2h
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Véta (o diskretizacni chybé)

Necht ma funkce f v okoli bodu x spojitou spojitou 2. resp. 3. derivaci.
Plati:

phx) -~ 7)) = nTS) @
B0~ () — e )

(4)
o0~ 1) = e )

Dukaz (5): Z Taylorova polynomu
/!
f(x + h) = f(x) + hf'(x) + h2fé£)

vyjadfime prvni derivaci.

v
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Priklad (s prekvapivym vysledkem)
@ vypocteme pribliznou hodnotu 1. derivace podle vzorce (1) pro

f(x)=sinx, x=1

@ presna hodnota na 4 destinna mista

@ pro h=

@ pro h=

f/(1) = cos 1 = 0.5403

0.01
/4y . SiN1.01 —sin1  0.8468 —0.8415
)= 0.01 - 0.01 = U
0.001

/4 SiN1.001 —sin1  0.8420 — 0.8415
Al = 0.001 - 0.001 S s
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Celkova chyba pri numerickém derivovani ]

@ soucet diskretizacni a zaokrouhlovaci chyby
E(h) = e(h)+z(h)

2K
= Ch—i-?

@ graf E(h) = pfimka + hyperbola
@ dusledek: velmi maly krok h dava Spatné vysledky
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