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Jsou predepsany body (x;, f;) proi = 0,1,..., n (uzly, fukncni
hodnoty). J

Interpolacni tloha
Hledame funkci ¢ vhodného typu tak, aby platilo:

<,0(X,'):f,' i:0,1,...,n

Aproximacni tloha
Hledame funkci ¢ vhodného typu tak, aby platilo:

o(xj))~f, i=0,1,....n

@ polynom
@ splajn (spline-funkce) — pocastech polynom
@ kombinace obecnych funkci

v
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Interpolacni polynom )

Pn(X) = a + arx + ax® + - + anx”

Dosazenim ¢(x) = pn(x) do interpolacnich rovnosti dostaneme
soustavu lineérnich rovnic:

a0+a1x,-+a2x,2+~--+anx,-”:f,-, i=0,1,...,n
nebo-li
2
1 X x5 ... X§ aop fo
1 X1 X12 X1n ai . fi
2 ox) \ a f
n n n n n

Piiklad: x;: —2,—1,1,2; f: 10,4.6,3
p3(x) =4.5+1.917x +0.5x2 — 0.917x3
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Pro vzajemneé rlizné uzly x; a funkéni hodnoty f;, i = 0,1, ..., n existuje
jediny interpolacni polynom stupné nejvyse n.

Dlkaz: Determinant matice soustavy (Vandermonde) je nenulovy. )

Vyhody a nevyhody postupu
@ snadna analyza
@ potiebujem fesit soustavu, matice je Spatné podminéna
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Lagrangeuv tvar interpola¢niho polynomu

J

Polynom sestavujeme v nasledujicim tvaru:
pn(X) = fo/o(X) + fily (X) S ooo e fn/n(X),

kde /i(x), i =0,1,...,nje Lagrangeova baze interpolacni ulohy.

@ /i(x) je polynom stupné nejvyse n
o /,'(X,') =1
@ li(x))=0,i#j

Vzorec:

(X —x0)(X = Xx1) ... (X = X;_1)(X — Xjz1) - .. (X — Xn)
(Xi = X0)(Xi — X1) -+ . (Xi = Xi—1)(Xi — Xiy1) - - - (Xi — Xn)

li(x) =

v
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Priklad

Pro nase data dostaneme:

p3(x) = —g(x+1)(x— 1)(x—2)+§(x~|—2)(x—1)(x—2)—

—(X—|-2)(X+1)(X—2)+%(X+2)(X+1)(X—1)

Vyhody a nevyhody
@ pri sestaveni neni tfeba resit soustavu

@ pomeérneé slozity zapis vysledku
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Newtonuyv tvar interpola¢niho polynomu )

Polynom hledame v nasledujicim tvaru:
pn(Xx) = ap+a1(x—Xo)+az(x—xo)(x—x1)+- - -+an(x—xo)(X—x1) . . . (X—X;

Dosazenim do interpolacnich rovnosti dostaneme soustavu linearnich
rovnic:

1 0 0 20 ap fo
1 X1 — Xo 0 500 a . f1
1 Xo — Xo (X2 = XO)(X2 = X1) 50 c ao fg
a odtud
f1 _ f M — M
a = f07 a; = 0 , = O T atd.
X1 — Xo Xo — Xo
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Necht x; jsou vzajemné riizné uzly a f; odpovidajici funkéni hodnoty,
i=0,1,...,n Pomérnou diferenci k-tého fadu definujeme rekurentné
takto:

k=0: flxqj = f

. o i
k=1: fxi, Xip1] = Xit1 — X;
K<n: fX,.. Xl = Xt 1y - oo Xike) — X - -+ Xipk—1]
Xitk — Xi

Finalni podoba Newtonova interpolacniho polynomu:

pn(x) = fo+ f[xo, Xx1](X — Xo) + f[X0, X1, X2] (X — X0)(X — X1) + ...

"'+f[X0>X1,-~~aXn](X*XO)~"(X*an‘I)

v
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Vypocitame pomeérné diference a dostaneme:

pa(x) = 10— 6(x+2)+ L(x+2)(x+1) = (X +2)(x +1)(x 1)

Vyhody a nevyhody
@ relativné snadné sestaveni

@ relativné jednoduchy vysledny tvar
@ postup je adaptivni, stavebnice
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Interpolacni chyba )

@ necht f; = f(x;), kde f je funkce na (a, b) a x; € (a, b)
@ interpolacni chyba pro interpolaéni polynom p, je rozdil:

F(x) — pn(x)

@ f(x;) — pn(x;)) =0

Véta (o interpolacni chybé)

Necht uzly x; jsou vzajemné riizné a necht funkce f mé n + 1 spojitych
derivaci na (a, b). Pro kazdé x € (a, b) existuje ¢ € (a, b) tak, ze plati:
f(n+1)(§)

f(x) — pn(x) = m

Tn41 (X)a

kde mpi1(X) = (X — X0)(X — X1) ... (X — Xn).

v
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Dlkaz: pro x # x; definujme funkci

mnzﬂo—mm—ﬁgmgauwwmn>

Pozorovani:
@ g(t) ma aspon n+ 2 korenu
@ g'(t) ma aspon n+ 1 kofenu
@ atd.
e g("")(t) méa aspori jeden kofen, ¢ € (a, b):

(n+1)!

0=gm0(e) =m0 -0

(f(x) = Pn(x))

Odtud plyne tvrzeni.
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@ tvar polynomu 7p41(X) = (X — Xp)(X — X1) ... (X — Xp) urCuje jak
vypada rozlozeni interpolacni chyby
@ Rungeho priklad:

1

=13

x € (-5,5), xj:—-5,-4,...,4,5
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Interpolaéni splajn |

@ pocastech polynom nizkého stupné (tretiho) — odstrarnuje oscilace

@ polynomické Casti jsou navazany “hladce” (spojité derivace)

@ Hermitovsky kubicky splajn (prvni derivace je spojita, interpoluje
funkéni hodnoty a hodnoty derivaci)

@ kubicky splajn (i druha derivace je spoijita, interpoluje funkéni
hodnoty)

@ splajny s napétim — umoznuje fidit tvar interpolacni funkce
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Aproximace metodou nejmensich ctvercl )

@ hledame ¢: (X))~ fi, i=0,1,...,n
@ minimalizujeme celkovou kvadratickou odchylku:

n

> (#(x) = f))? — Min!

i=0

Ptiklad (linearni regrese)
n

p(x) =1+ Cx = Y _(c1 + coX; — )2 = V(cy, ¢2) — Min!

i=0
oV L
% :22(01 +coxi—fi)=0

SLR pro ¢q, ¢
8702_22(01—’_02)(’ f) —O
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Obecny postup

o(X) = C11(X) + Cop2(X) + -+ - + Cmpm(X) = Z C/(P/

@ ¢, j=1,...,mje dany systém funkci, m < n
@ funkce ¢; musi byt linearné nezavislé
@ dosadime:

2

n m
ST gwix) 1] =W(er,.... cm) — Min

i=0 \ j=1

@ derivujeme a hledame stacionarni bod:

870;(_22 ZCJ‘P/ X;)—fi | ex(x;) =0

i=0 \ j=1

v
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Obecny postup
@ dostavame soustavu normalnich rovnic:

Z (Z @j(xi)sok(xi)> C = Z fiok(Xi), k=1,....m
i—0

j=1 \i=0

Necht x;, f;, i = 0,1, ..., n, jsou vzajemné rGizné uzly a funkéni
hodnoty. Necht wj, j=1,2,...,mje systém linearneé nezavislych

funkci. Pak existuje jedina funkce ¢, ktera aproximuje dana data podle
metody nejmensich Ctvercu a jeji koeficienty ¢; jsou feSenim linearni
soustavy normalnich rovnic.

Dlkaz: Zbyvéa dokazat, Zze feSeni soustavy normalnich rovnic urcuje
minimum. K tomu staci ukazat, ze matice druhych derivaci je pozitivné
definitni (d" Ad > 0 pro d # 0).

v
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A=(ag), ag= 8ck60 Z@/ Xi) ok (Xi)

d'Ad =2 Z Z Z A dioj (%) pk (%) = ¢(x,-)2 >0,
k=1 j=1 i=0 =0
kde @(x) = ZI’L dipj(x). Rovnost nule mize nastat jen v pripadé
v8ech nulovych s&itanct @(x;)?, coz je ale vylouteno, protoze
uvazujeme linearne nazavislé funkce ;.
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Urcete soustavu normalnich rovnic v nasleduijicich pripadech:
@ konstantni funkce
@ linearni funkce (regresni pfimka)
@ kvadraticka funkce (regresni parabola)
@ funkce tvaru: ¢(x) = cie* + cpsinx
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@ uloha na interpolaci a aproximaci
@ tvary interpolac¢niho polynomu

@ interpolacni splajn (vlastnosti)

@ metoda nejmensich ¢tvercu

@ skripta Numerické metody
@ str. 92—112
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