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lteracni metody feseni soustav linearnich rovnic |
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Formulace ulohy

Ax=D>b

@ Predpoklad: existuje jediné feSeni x
@ lteraéni postup fedeni: poéita se posloupnost vektord x()

lim x®) = x
k—o0

.

Priklad

4 1 2\ [ x P

2 5 1 Xo | = 5

() (%)
N (1) X y
X0 = 4D [ = | £ — ( X2 )
X0 (0 X X5
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Primé metody
o

@ plné matice (témér vSechny prvky jsou nenuloveé)

malé soustavy (n = 100, 1000)

dobfe podminéné matice

IteraCni metody

velké soustavy (n > 100, 1000)

fidké matice (obsahuji hodné nulovych prvkd, ty se neukladaji)

Spatné podminéné matice (kazdou iteraci Ize chapat jako

pocatecni)

iteraCni zpfesnéeni resSeni vypocitaného pfimou metodou

iteraCni vypocty Ize zobecnit pro slozitéjsi ulohy (s omezenim)
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Obecna linearni iteracni metoda

@ soustavu rovnic Ax = b prevedeme do iteracniho tvaru:

X=Cx+d

@ zvolime podateéni aproximaci: x(©)
@ postupné poéitame jednotlivé aproximace x(<+1):

xt) —ex® 1 d, k=0,1,2,...
@ sledujeme pritom ukonCovaci kritérium:
I — x| <,

kde ¢ je predepsana tolerance
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Priklad 1 (konvergentni vypocet)

4x; — X +2x3 = —12 x1 = X
2x1 +5x2+Xx3 = 5 = x = 55-2x —x3)
X1 +x2—3x3 = —4 X3 = J5(—4-x1—x)
Zde je:
0 1/4 —2/4
c= -25 0 -15|, d=
13 1/3 0
lteracni vzorce:
A = i 12+x(k) 2x{)
K41 NORNC
Xék;) ~ 56- )k )i
x5 %3(—4 X —x9)

V.
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Priklad 1 (konvergentni vypocet)

|

& |

4 |

x§ | [x®) — xtk=1)||

— —

— O wVWoo~NOCOPR~rWN—=O X

0
—3.000
—3.4167
—2.8500
—2.8611
—3.0708
—3.0388
—2.9694
—2.9906
-3.0121
—3.0016
—Zielsls

-3

0
1.0000
1.9333
2.2333
1.9722
1.9189
2.0209
2.0256
1.9890
1.9925
2.0050
2.0019

2

0
1.3333
0.6667
0.8389
1.1278
1.0370
0.9494
0.9940
1.0187
0.9995
0.9935
1.0011

1

1.3333
0.9333
0.5667
0.2889
0.2097
0.1020
0.0694
0.0367
0.0215
0.0125
0.0077 < e =102
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Priklad 2 (divergentni vypocet)

4x — Xp +2x3 = —12 X1 = —12—-3x1 + X2 — 2x3
2xX1+5%% +x3 = 5 < X = 5-2x1 —4x — X3
X1+Xx—3x3 = —4 X3 = —4—X|—Xo+4x3
Zde je:

-3 1 -2 —12
c=| -2 -4 1|, d= 5
1 -1 4 —4

Iteracni vzorce:

N = 12 - 3x{0 () 2y
(k+1) — 5 2x(0) _4x _
(k+1) _ 4o x_ xgk) +4x(k)
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Priklad 2

—

divergentni vypocet)

Kl X217 xg? | x® —x* D)l
0 0 0 0| —

1 —-12 5 —4 15

2 37 13 —13 | 49

3 —84 —108 —106 | 93

4 344 711 —236 | 819

5 139 | —3291 —2003 | 205

6 286 14894 | —4864 | 18185

7 | 23752 | —55279 | —34640 | 23466

-3 2 1
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Jacobiova iteraCni metoda )

@ prevod na itera¢ni tvar podle Pfikladu 1: z prvni rovnice vyjadfime
X1, ze druhé x», atd.

@ obecny zapis po rovnicich: A = (ag;), a; # 0, b = (b))

n
XU — (b Zay Zafij(k))7 i=1,....n

j=i+1
@ obecny zapis maticové: Ax=b, A=L+D+ U

(L+D+U)x = b
x = -D'(L+U)x+D'b
xk+D — _p YL+ U)x*K) - Db

e iteraéni matice C; = —-D"'(L+ U), d;=D""b
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Gauss-Seidelova iteracni metoda )

Priklad 1 (pokracovani)
lteraCni vzorce Jacobiovy metody:

) = 112 4 X0 — 2y

(k+1) ~ i5- 21k)_X3k))
1 k k

A PR TR )

lteraCni vzorce Gauss-Seidelovy metody:

XD = 1124 60 - 2x(R)
(k+1) = 15— 2x*) _ x{hy

k+1 k+1 k+1
(+) B WEPRRY GO BV )

Snahou je urychlit konvergenci iteracniho vypoctu.

v
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Priklad 1 (pokracovani)

|

]

4 |

XS | (x®) — Xtk

A WODN—=O X

0
—3.0000
—2.9833
—3.0044
—2.9991

-3

0
2.2000
1.9800
2.0020
1.9998

2

0
1.0667
0.9989
0.9992
1.0002

1

3.0000
0.2200
0.0220

0.0054 < ¢ = 1072
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@ obecny zapis po rovnicich: A = (ag;), a; # 0, b = (b))

n
XD = (b, Zau o Zao-x,-(”>, i=1,...n

j=i+1
@ obecny zapis maticové: Ax=b, A=L+ D+ U

(L+D+U)x = b

(L+D)x = —-Ux+b
(L+D)x ) = _ux(®) +p
xk+0 — L+ D) 'Ux®) 4 (L+ D) 'b

e iterani matice Cgs = —(L+ D)~'U, dgs=(L+D)"'b
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Definice

<
<
<
N
< |
N
<
N
<

Rekneme, Ze Ctvercova matice A = (a;) fadu n je ostre diagonalne
dominantni, jestlize plati:

ya,,|>Zya,,|+ Z laj, i=1,...,n

J=i+1

Véta (o konvergenci)

Jacobiova (a také Gauss-Seidelova) iteraCni metoda konverguje pro
libovolnou po&ateéni aproximaci x(?), jestlize matice soustavy Ax = b
je ostre diagonalné dominantni.

Poznamka

Pokud neni matice soustavy ostfe diagonalné dominantni, pak
muUzeme celou soustavu vhodné upravit.
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Priklad

Dana soustava:

—8x1 +2x+x3 = —1
—2X1+ X —3x3 = -9
Xy +Xo+3x3 = 12

Upravena soustava, ktera ma stejné reSeni a ostfe diagonalni matici:

—8x1+2x+x3 = —1
—Xi+2x = 3
Xy +Xo+3x3 = 12
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Konvergence iteracnich metod
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Definice
Necht A je &tvercova matice fadu n. Cislo A (obecné komplexni), pro
které ma soustava rovnic

Av = )\v
nenulové feseni, se nazyva vlastni ¢islo matice A. Odpovidajici
nenulové feseni v € R" se nazyva vlastni vektor matice A.

Priklad
2 00
A=| 2 2 1
11 2

@ ffi vlastni Gisla: \y =1, Ao =2, A3 =3
@ tfi linearné nezavislé vlastni vektory:

0 1/v6 0
Vi = 1/\/§ , Vo = —1/\/6 , V3 = 1/\@
—1/v2 —2/\/6 1/V2
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Zaver

@ vlastni Cisla jsou kofeny charakteristického polynomu:
pa(\) = det(A— )
@ odpovidajici vlastni vektory Ize urcit feSenim singularnich soustav:
(A—X)v=0

@ kazda matice fadu n ma pravé n vlastnich Cisel
(mohou byt komplexni a nasobna)
@ pocet linearné nezavislych vlastnich vektort je nejvyse n

Priklad pro matice A, B, C, D

2 00 210 2 00 210
020 020 0 2 1 0 2 1
0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 2
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Vlastni Cisla trojuhelnikové matice jsou jeji diagonalni prvky.

Necht ), v jsou vlastni ¢islo a odpovidajici vlastni vektor matice A,

c € R, k € N. Pak c)\¥ je vlastni &islo matice cA* odpovidajici
vlastnimu vektoru v.

cA'v = cAAK Ty = ... = o)y |

Véta
Necht A je realna a symetricka Gtvercova matice. Plati:

s v

@ vsechna vlastni ¢isla jsou realna
© vsechny vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢islim jsou
ortogonalni

© k-nasobnému vlastnimu &islu odpovida k linearné nezavislych
vlastnich vektoru, které Ize zvolit tak, aby byly ortogonalni

() Numerické metody a statistika 2016-2017 19/26




Pouzivame komplexné sdruzena Cisla a vektory: \, v

1.
Av=)\v — V' Ar=\V'v 5
o _ odecCteme
Av=)\Vv — VvV Av=)\v'V

0=A=-A)-VVv — X=X = X\p=0
Av=)\v = wlAv=)w'v 5

odecCteme
Aw =puw — Vv Aw=pv'w

O=M\—p)-wv = wv=0

Dusledek

Vlastni vektory u realné symetrické matice Ize zvolit tak, ze tvori v R”
bazi (ktera je dokonce ortogonalni).

| \
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Vypocet vlastnich Cisel metodou LU-rozkladu |

Ctvercové matice A, B jsou podobné jestlize existuje regularni matice
C takova, Ze plati:

B-C'AC

Podobné matice maji stejna vlastni Cisla.

Av=)v — C 'AcC'v=)C'v = Bw=)w, w:C“vJ
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Princip metody

LU-rozklad nasobeni
A=A A 1=LU, Ac=Uil,, k=1,2,...

@ predokladejme konvergenci posloupnosti matic:

{A} = A, {Ly— L {U}—-U
@ vSechny matice posloupnosti { Ak} jsou podobné
A= ULy = L ' LxUiLy = L A1 L

@ vSechny matice posloupnosti { Uk} jsou trojuhelnikové, a proto
také U je trojuhelnikova

@ za urditych predpokladii je A= U

@ vlastni &isla matice A jsou diagonalni prvky U
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Véta o konvergenci obecné iteraéni metody )
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Zjistime jak se chova iteracni chyba: e(*) = x(k) — x

b's = Cx+d odedteme:  elk+1) = celk)
xt+) = cox®) 1+ d } odtud: elk) = cke®
Predpoklad: € ma vlastni Cisla A1, ..., A\, a vlastni vektory vq, ..., vp,

které tvofi bazi v R".

e® = civi+--+cpvn

e = ¢ Cfvi+ - +cCfvy = i Mvy+- ey,
Dostavame:

im e =0 «— lim Xf=0 vi
k—00 k—oc0

coz nastane, jestlize

’)\,‘| <1 Vi
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Véta
Obecna linearni iteracni metoda konverguje pro kazdou pocatecni

aproximaci x() pravé, kdyz vechna vlastni &isla iteraéni matice C
jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1.

Véta
Obecna linearni iteracni metoda konverguje pro kazdou pocatecni
aproximaci x(9), jestlize |C|| < 1.

| \

v

Al [lvil = lIAvif = fICv]f < [[C]| - flv = [l <|C] <1

D

Dusledek: konvergence Jakobiovy metody

Pouzijeme fadkovou normu. Podminka ||Cy||r < 1, kde

C, = —D (L + U), je ekvivalentni tomu, Ze matice A je ostie
diagonalné dominantni.
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@ obecna linearni iteracni metoda
@ Jacobiova a Gauss-Seidelova iteracni metoda
@ dukaz konvergence

7 w7

@ vlastni Cisla a vlastni vektory matic

@ vypocet vlastnich Cisel metoda LU-rozkladu

@ skripta Numerické metody
@ str. 6691
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