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Iteračnı́ metody řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic
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Formulace úlohy

Ax = b

Předpoklad: existuje jediné řešenı́ x
Iteračnı́ postup řešenı́: počı́tá se posloupnost vektorů x (k)

lim
k→∞

x (k) = x

Přı́klad  4 −1 2
2 5 1
1 1 −3

 x1
x2
x3

 =

 −12
5
−4


 x (0)

1
x (0)

2
x (0)

3

 =⇒

 x (1)
1

x (1)
2

x (1)
3

 =⇒

 x (2)
1

x (2)
2

x (2)
3

 . . . =⇒

 x1
x2
x3


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Přı́mé metody
malé soustavy (n = 100, 1000)
plné matice (téměř všechny prvky jsou nenulové)
dobře podmı́něné matice

Iteračnı́ metody
velké soustavy (n > 100, 1000)
řı́dké matice (obsahujı́ hodně nulových prvků, ty se neukládajı́)
špatně podmı́něné matice (každou iteraci lze chápat jako
počátečnı́)
iteračnı́ zpřesněnı́ řešenı́ vypočı́taného přı́mou metodou
iteračnı́ výpočty lze zobecnit pro složitějšı́ úlohy (s omezenı́m)
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Obecná lineárnı́ iteračnı́ metoda

soustavu rovnic Ax = b převedeme do iteračnı́ho tvaru:

x = Cx + d

zvolı́me počátečnı́ aproximaci: x (0)

postupně počı́táme jednotlivé aproximace x (k+1):

x (k+1) = Cx (k) + d , k = 0,1,2, . . .

sledujeme přitom ukončovacı́ kritérium:

‖x (k+1) − x (k)‖ ≤ ε,

kde ε je předepsaná tolerance
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Přı́klad 1 (konvergentnı́ výpočet)

4x1 − x2 + 2x3 = −12
2x1 + 5x2 + x3 = 5

x1 + x2 − 3x3 = −4

⇐⇒


x1 = 1
4(−12 + x2 − 2x3)

x2 = 1
5(5− 2x1 − x3)

x3 = 1
−3(−4− x1 − x2)

Zde je:

C =

 0 1/4 −2/4
−2/5 0 −1/5

1/3 1/3 0

 , d =

 −12/4
1

4/3


Iteračnı́ vzorce:

x (k+1)
1 = 1

4(−12 + x (k)
2 − 2x (k)

3 )

x (k+1)
2 = 1

5(5− 2x (k)
1 − x (k)

3 )

x (k+1)
3 = 1

−3(−4− x (k)
1 − x (k)

2 )
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Přı́klad 1 (konvergentnı́ výpočet)

k x (k)
1 x (k)

2 x (k)
3 ‖x (k) − x (k−1)‖R

0 0 0 0 —
1 −3.000 1.0000 1.3333 1.3333
2 −3.4167 1.9333 0.6667 0.9333
3 −2.8500 2.2333 0.8389 0.5667
4 −2.8611 1.9722 1.1278 0.2889
5 −3.0708 1.9189 1.0370 0.2097
6 −3.0388 2.0209 0.9494 0.1020
7 −2.9694 2.0256 0.9940 0.0694
8 −2.9906 1.9890 1.0187 0.0367
9 −3.0121 1.9925 0.9995 0.0215

10 −3.0016 2.0050 0.9935 0.0125
11 −2.9955 2.0019 1.0011 0.0077 < ε = 10−2

-3 2 1
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Přı́klad 2 (divergentnı́ výpočet)

4x1 − x2 + 2x3 = −12
2x1 + 5x2 + x3 = 5
x1 + x2 − 3x3 = −4

⇐⇒


x1 = −12− 3x1 + x2 − 2x3
x2 = 5− 2x1 − 4x2 − x3
x3 = −4− x1 − x2 + 4x3

Zde je:

C =

 −3 1 −2
−2 −4 −1
−1 −1 4

 , d =

 −12
5
−4


Iteračnı́ vzorce:

x (k+1)
1 = −12− 3x (k)

1 + x (k)
2 − 2x (k)

3
x (k+1)

2 = 5− 2x (k)
1 − 4x (k)

2 − x (k)
3

x (k+1)
3 = −4− x (k)

1 − x (k)
2 + 4x (k)

3
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Přı́klad 2 (divergentnı́ výpočet)

k x (k)
1 x (k)

2 x (k)
3 ‖x (k) − x (k−1)‖R

0 0 0 0 —
1 −12 5 −4 5
2 37 13 −13 49
3 −84 −108 −106 93
4 344 711 −236 819
5 139 −3291 −2003 205
6 286 14894 −4864 18185
7 23752 −55279 −34640 23466

-3 2 1
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Jacobiova iteračnı́ metoda

převod na iteračnı́ tvar podle Přı́kladu 1: z prvnı́ rovnice vyjádřı́me
x1, ze druhé x2, atd.
obecný zápis po rovnicı́ch: A = (aij), aii 6= 0, b = (bi)

x (k+1)
i =

1
aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , i = 1, . . . ,n

obecný zápis maticově: Ax = b, A = L + D + U

(L + D + U)x = b
x = −D−1(L + U)x + D−1b

x (k+1) = −D−1(L + U)x (k) + D−1b

iteračnı́ matice CJ = −D−1(L + U), dJ = D−1b
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Gauss-Seidelova iteračnı́ metoda

Přı́klad 1 (pokračovánı́)
Iteračnı́ vzorce Jacobiovy metody:

x (k+1)
1 = 1

4(−12 + x (k)
2 − 2x (k)

3 )

x (k+1)
2 = 1

5(5− 2x (k)
1 − x (k)

3 )

x (k+1)
3 = 1

−3(−4− x (k)
1 − x (k)

2 )

Iteračnı́ vzorce Gauss-Seidelovy metody:

x (k+1)
1 = 1

4(−12 + x (k)
2 − 2x (k)

3 )

x (k+1)
2 = 1

5(5− 2x (k+1)
1 − x (k)

3 )

x (k+1)
3 = 1

−3(−4− x (k+1)
1 − x (k+1)

2 )

Snahou je urychlit konvergenci iteračnı́ho výpočtu.
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Přı́klad 1 (pokračovánı́)

k x (k)
1 x (k)

2 x (k)
3 ‖x (k) − x (k−1)‖R

0 0 0 0 —
1 −3.0000 2.2000 1.0667 3.0000
2 −2.9833 1.9800 0.9989 0.2200
3 −3.0044 2.0020 0.9992 0.0220
4 −2.9991 1.9998 1.0002 0.0054 < ε = 10−2

-3 2 1
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obecný zápis po rovnicı́ch: A = (aij), aii 6= 0, b = (bi)

x (k+1)
i =

1
aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , i = 1, . . . ,n

obecný zápis maticově: Ax = b, A = L + D + U

(L + D + U)x = b
(L + D)x = −Ux + b

(L + D)x (k+1) = −Ux (k) + b
x (k+1) = −(L + D)−1Ux (k) + (L + D)−1b

iteračnı́ matice CGS = −(L + D)−1U, dGS = (L + D)−1b
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Definice
Řekneme, že čtvercová matice A = (aij) řádu n je ostře diagonálně
dominantnı́, jestliže platı́:

|aii | >
i−1∑
j=1

|aij |+
n∑

j=i+1

|aij |, i = 1, . . . ,n

Věta (o konvergenci)
Jacobiova (a také Gauss-Seidelova) iteračnı́ metoda konverguje pro
libovolnou počátečnı́ aproximaci x (0), jestliže matice soustavy Ax = b
je ostře diagonálně dominantnı́.

Poznámka
Pokud nenı́ matice soustavy ostře diagonálně dominantnı́, pak
můžeme celou soustavu vhodně upravit.
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Přı́klad
Daná soustava:

−8x1 + 2x2 + x3 = −1
−2x1 + x2 − 3x3 = −9

x1 + x2 + 3x3 = 12

Upravená soustava, která má stejné řešenı́ a ostře diagonálnı́ matici:

−8x1 + 2x2 + x3 = −1
−x1 + 2x2 = 3

x1 + x2 + 3x3 = 12
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Konvergence iteračnı́ch metod
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Definice
Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Čı́slo λ (obecně komplexnı́), pro
které má soustava rovnic

Av = λv

nenulové řešenı́, se nazývá vlastnı́ čı́slo matice A. Odpovı́dajı́cı́
nenulové řešenı́ v ∈ Rn se nazývá vlastnı́ vektor matice A.

Přı́klad

A =

 2 0 0
2 2 1
1 1 2


tři vlastnı́ čı́sla: λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3
tři lineárně nezávislé vlastnı́ vektory:

v1 =

 0
1/
√

2
−1/
√

2

 , v2 =

 1/
√

6
−1/
√

6
−2/
√

6

 , v3 =

 0
1/
√

2
1/
√

2


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Závěr
vlastnı́ čı́sla jsou kořeny charakteristického polynomu:

pA(λ) = det(A− λI)

odpovı́dajı́cı́ vlastnı́ vektory lze určit řešenı́m singulárnı́ch soustav:

(A− λI)v = 0

každá matice řádu n má právě n vlastnı́ch čı́sel
(mohou být komplexnı́ a násobná)
počet lineárně nezávislých vlastnı́ch vektorů je nejvýše n

Přı́klad pro matice A, B, C, D 2 0 0
0 2 0
0 0 2

  2 1 0
0 2 0
0 0 2

  2 0 0
0 2 1
0 0 2

  2 1 0
0 2 1
0 0 2


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Věta
Vlastnı́ čı́sla trojúhelnı́kové matice jsou jejı́ diagonálnı́ prvky.

Věta
Necht’ λ, v jsou vlastnı́ čı́slo a odpovı́dajı́cı́ vlastnı́ vektor matice A,
c ∈ R, k ∈ N. Pak cλk je vlastnı́ čı́slo matice cAk odpovı́dajı́cı́
vlastnı́mu vektoru v .

cAkv = cλAk−1v = · · · = cλkv

Věta
Necht’ A je reálná a symetrická čtvercová matice. Platı́:

1 všechna vlastnı́ čı́sla jsou reálná
2 všechny vlastnı́ vektory odpovı́dajı́cı́ různým vlastnı́m čı́slům jsou

ortogonálnı́
3 k -násobnému vlastnı́mu čı́slu odpovı́dá k lineárně nezávislých

vlastnı́ch vektorů, které lze zvolit tak, aby byly ortogonálnı́
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Použı́váme komplexně sdružená čı́sla a vektory: λ, v

1.
Av = λv =⇒ v>Av = λv>v

Av = λv =⇒ v>Av = λv>v

}
odečteme

0 = (λ− λ) · v>v =⇒ λ = λ =⇒ λIm = 0

2.
Av = λv =⇒ w>Av = λw>v

Aw = µw =⇒ v>Aw = µv>w

}
odečteme

0 = (λ− µ) ·w>v =⇒ w>v = 0

Důsledek
Vlastnı́ vektory u reálné symetrické matice lze zvolit tak, že tvořı́ v Rn

bázi (která je dokonce ortogonálnı́).
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Výpočet vlastnı́ch čı́sel metodou LU-rozkladu

Definice
Čtvercové matice A, B jsou podobné jestliže existuje regulárnı́ matice
C taková, že platı́:

B = C−1AC

Věta
Podobné matice majı́ stejná vlastnı́ čı́sla.

Av = λv =⇒ C−1ACC−1v = λC−1v =⇒ Bw = λw , w = C−1v
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Princip metody

LU-rozklad násobenı́

A0 = A : Ak−1 = LkUk , Ak = UkLk , k = 1,2, . . .

předokládejme konvergenci posloupnostı́ matic:

{Ak} → A, {Lk} → L, {Uk} → U

všechny matice posloupnosti {Ak} jsou podobné

Ak = UkLk = L−1
k LkUkLk = L−1

k Ak−1Lk

všechny matice posloupnosti {Uk} jsou trojúhelnı́kové, a proto
také U je trojúhelnı́ková
za určitých předpokladů je A = U
vlastnı́ čı́sla matice A jsou diagonálnı́ prvky U
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Věta o konvergenci obecné iteračnı́ metody
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Zjistı́me jak se chová iteračnı́ chyba: e(k) = x (k) − x

x = Cx + d

x (k+1) = Cx (k) + d

}
odečteme: e(k+1) = Ce(k)

odtud: e(k) = Cke(0)

Předpoklad: C má vlastnı́ čı́sla λ1, . . . , λn a vlastnı́ vektory v1, . . . ,vn,
které tvořı́ bázi v Rn.

e(0) = c1v1 + · · ·+ cnvn

e(k) = c1Ckv1 + · · ·+ cnCkvn = c1λ
k
1v1 + · · ·+ cnλ

k
nvn

Dostáváme:

lim
k→∞

e(k) = 0 ⇐⇒ lim
k→∞

λk
i = 0 ∀i

což nastane, jestliže
|λi | < 1 ∀i
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Věta
Obecná lineárnı́ iteračnı́ metoda konverguje pro každou počátečnı́
aproximaci x (0) právě, když všechna vlastnı́ čı́sla iteračnı́ matice C
jsou v absolutnı́ hodnotě menšı́ než 1.

Věta
Obecná lineárnı́ iteračnı́ metoda konverguje pro každou počátečnı́
aproximaci x (0), jestliže ‖C‖ < 1.

|λ| · ‖v‖ = ‖λv‖ = ‖Cv‖ ≤ ‖C‖ · ‖v‖ =⇒ |λ| ≤ ‖C‖ < 1

Důsledek: konvergence Jakobiovy metody
Použijeme řádkovou normu. Podmı́nka ‖CJ‖R < 1, kde
CJ = −D−1(L + U), je ekvivalentnı́ tomu, že matice A je ostře
diagonálně dominantnı́.

( ) Numerické metody a statistika 2016-2017 25 / 26



Souhrn
obecná lineárnı́ iteračnı́ metoda
Jacobiova a Gauss-Seidelova iteračnı́ metoda
důkaz konvergence
vlastnı́ čı́sla a vlastnı́ vektory matic
výpočet vlastnı́ch čı́sel metoda LU-rozkladu
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