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Primé metody reseni soustav linearnich rovnic |
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Formulace ulohy
Ax=Db
@ A = (aj) je Ctvercova matice fadu n
@ b = (b)) je sloupcovy vektor o n slozkach

@ x = (X)) je sloupcovy vektor neznamych o n slozkach
@ Predpoklad: existuje jediné fesSeni x

4

Priklad

X{+Xo+ Xz = 6
2X1 =+ 4X2 + 2X3 = 16
—X1 + 5X2 = 4X3 ——3
1 1 1 X1 6
24 2 % | = 16
15 -4 X3 -3

V.
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Nékteré nevhodné metody: vzorce

@ Cramerovo pravidlo:

o — det A,'
' detA
i-ty slopec matice A je nahrazen v matici A; vektorem

@ extrémné casove narocné

@ Vyjadreni feSeni pomoci inverzni matice:

x=A"b

@ vypodet A~ vyzaduje fesit nékolik linearnich soustav

| A\

Akce A"
@ naopak A~ se ve vyrazu pfevadi na feSeni soustavy

yszA*1B1c <— b=Bic, Ax=D>b, y:Bzx
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Gaussova eliminacni metoda (GEM)

S

Eliminace (zaklad pfimych metod)
@ prictenim nenulového nasobku jedné rovnice k jiné rovnici se
nezmeni feseni
@ pomoci prvni rovnice vyeliminujeme x; ve 2. az posledni rovnici
@ pomoci druhé rovnice vyeliminujeme x, ve 3. az posledni rovnici
o ...

@ dopredny chod: pomoci eliminaci upravujeme vychozi soustavu
Ax = b na ekvivalentni soustavu Ux = y s horni trojuhelnikovou
matici U

@ zpétny chod: vypocet feSeni x ze soustavy Ux = y od konce, .
nejdrive vypocitame x, pak x,_1 az nakonec xq
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Dopredny chod GEM

o man—1fazi, A, = (a)"), Ay = Aaz A, = U
@ hlavni prvek (pivot) k-té faze: a( ) (# 0)

@ multiplikatory k-té faze: my = —a /akk Ji=k+1,....n
(k+1) _

oel|m|nacevktefa2|a (k)+m af(j‘),j_k+1,...,n+1

v

Pracnost dopredného chodu

@ tfi do sebe vnorené cykly (faze, radky, sloupce)
@ podet operaci je asi O(5n°)

n—1 n—1 n—1 5
142(n—k+1)(n-—Kk)~2 n—k2=2 K~
k;( ( ))( ) k;( ) k; 3
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Zpétny chod GEM

@ dva do sebe vnorené cykly
@ podet operaci je asi O(n?)

n

> (1 +2(k—1))z22n:kzn2
k=1

k=1

v

Vybeér hlavniho prvku

@ hlavni prvek musi byt nenulovy
@ velky hlavni prvek stabilizuje vypocet

najdiindex p: |ap,| = max |a;
1=

prehod k-ty a p-ty fadek

A\
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LU-rozklad

Princip
@ GEM na maticové urovni

@ k matici A hledame dolni trojuhelnikovou matici L a horni
trojuhelnikovou matici U tak, Ze plati

A=LU

v

Priklad

w =+ O
—- O O
o O =
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Jak na to? Pomoci GEM (pro n = 3).

A=A A =MA, U=A;=MA,

U=MMA = A=M;'M;'U = L=M;'M; ]

Necht A je ¢tvercova matice fadu n takova, Ze ji Ize dopfednym
chodem GEM upravit na horni trojuhelnikovou matici U. Polozime-li v
L= (/,'k), lik = —Mi, i> Kk, /kk =1a lik =0,i<Kk, pak platl':

A=LU
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Véta (obecny pripad)

Pro obecnou ¢tvercovou matici A plati, Ze existuje dolni trojuhelnikova
matice L, horni trojuhelnikova matice U a permutacni matice P takové,
Ze plati:

PA=LU

PA vyjadiuje zménu poradi fadku vzniklou pfi vybéru hlavniho prvku )

Postup vypoctu
@ vytvofime U= A, P- 1, L=1
@ v U provadime GEM s vybérem hlavniho prvku
@ v P piehazujeme fadky stejné jako v U
edolL postupné zapisujeme multiplikatory a prehazujeme radky i
sloupce stejné jako v U
@ nakonecU=U,P=P,L=1L

v
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Priklad
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Reseni soustav pomoci LU-rozkladu J

Princip
Ax=0>b & PAx = Pb & LUx = Pb

Soucin na levé strané posledni rovnosti rozlozime:

Ly = Pb Ux=y

Algoritmus

@ Vypocti LU-lozklad PA = LU.
@ Vyres linearni soustavu Ly = Pb.

| \

© Vyres linearni soustavu Ux = y.

v

Pracnost: O(3m) +20(n?) = O(3n°) |
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Priklad
o Ly=PFPb
1 00 Y1 16 16
-1/2 10 Yo |=| -8 | = y= 5
1/2 —1/7 1 Y3 6 —9/7
e Ux=y
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Vypocet inverzni matice pomoci LU-rozkladu )

AA =1 < Al .. aM=1e), ... e & Aal) = el vi

Dostavame n linearnich soustav pro jednotlivé sloupce inverzni matice.

@ Vypodti LU-lozklad PA = LU.

Proi=1,..., nopakuj:
@ Vyres linearni soustavu Ly = Pe().
© Vyres linearni soustavu Ux = y a poloz al) = x.

Pracnost: 0(3n) +2n0(n?) = O(§n®) |
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Priklad

Prvni sloupec:

1 00 Vi 1 1
—-1/2 10 Yo |=( 0 |=y= 1/2
1/2 —1/7 A1 ¥ 0 -3/7
2 4 2 Xy 1 -3/2
07 -3 x2 | = 1/2 | = x= 1/2 | =a®
0 0 -3/7 X3 -3/7 1
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Treti sloupec:

Xq 0 1/3
HEEREE
X3 1/7 ~1/3

13/3 -3/2 1/3
Al = ( -1 1/2 0 )
~7/3 1 -1/3
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Vypocet determinantu pomoci LU-rozkladu )

Princip
A=P LU = detA=det(P 'LU) =detP ' detLdetU

@ det P = +1, protoZe podle PP" = I je (det P)? = 1
@ determinanty L a U vypocitame soucinem diagonalnich ¢lenu

Pracnost: O(2n) +2n=0(3n®) )

detP =1 detL =1 detU=2-7-(-3/7) = -6

detA= -6
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Maticové normy, podminénost matic )

Definice

Necht A,B jsou matice typu m x n. Zobrazeni, které matici A pfifazuje
Cislo || A|| se nazyva maticova norma, jestlize plati:

@ ||A|| > 0a|A| =0 jen pro nulovou matici,
Q |aA| = |al - ||A]| pro kazdé realné Cislo a,
Q |[A+B|| <Al +1B].

| \

Pfiklady norem
@ fadkova, sloupcova, Frobeniova:

Al =max > [a. [|Alls =max>_ [l |Alr= [>° 2
i i ij

v
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|Allr = 10, [Alls =10, ||A[lr = 8.3064

Necht A je typu m x na B je typu n x p. Pro kazdou z uvednych norem
plati:

|ABJ| < [|A]| - [|B]-

Cislo podminénosti regularni &tvercové matice A je:

r(A) = Al - [A7|
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Necht A je regularni &tvercova matice a plati Ax = b, Ax = b. Pak:

lb— b

v

Dlkaz:
bl = |Ax|| < |A]l - [|x] = x|~ <|A[l-|b]"

Ix —X| = A" (b~ b)|| < |A"]| - |b— b]|

Vynasobime levé a pravé strany nerovnosti:

I — X|| - x| " < [IA]l - [|A”"(| - [[b] " - b~ B] = (1)
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Poznamka

Hodnota x(A) urCuje, jak jsou citlivé vypocty s matici A na poruchy
(napf. na zaokrouhlovani).
@ x(A) ~ 1 ... mala citlivost (dobfe podminéna matice)

@ x(A) > 1 ... velka citlivost (Spatné podminéna matice)

Priklad (pro Hilbertovu matici)

n | k(A | |JAA" — 1|
5 |48x10° |14 x10""
10 | 1.6 x 10" | 3.3 x 102
15| 1.1 x 108 | 2.8 x 103

20 | 25x 1028 | 2.6 x 10!
25 1.0x10% | 1.3 x 10'°

Poznamka

Kritickou hodnotou «(A) je prevracena hodnota pocitacového epsilon,

tj. asi 10'6.
0
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@ Gaussova eliminacni metoda, jeji pracnost
@ LU-rozklad a jeho vypocet

@ pouziti LU-rozkladu ve vypoctech

@ Cislo podminénosti matice

@ skripta Numerické metody
@ str. 40-65
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