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Newtonova metoda

xk+1 určı́me jako kořen tečny ke grafu funkce f v bodě xk :

xk+1 = xk − f (xk )

f ′(xk )

ukončovacı́ kritérium:

|xk+1 − xk | ≤ ε
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Přı́klad

10 cos(x − 1)− x2 + 2x − 1 = 0

separacı́ zjistı́me x̄ ∈ 〈2.3,2.4〉, zvolı́me x0 = 2.4
potřebujeme funkci a jejı́ derivaci:

f (x) = 10 cos(x − 1)− x2 + 2x − 1
f ′(x) = −10 sin(x − 1)− 2x + 2

iteračnı́ vzorec:

xk+1 = xk − 10 cos(xk − 1)− (xk )2 + 2xk − 1
−10 sin(xk − 1)− 2xk + 2
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tabulka iteracı́ pro ε = 10−6

k xk |xk − xk−1|
0 2.4 —
1 2.37942798004 0.0205
2 2.37936459485 0.0000633
3 2.37936459422 0.00000000062 < ε

Definice
Iteračnı́ metoda, která počı́tá posloupnost {xk} konvergujı́cı́ k x̄ , je
řádu p, jestliže existuje čı́slo C > 0 nezávislé na k takové, že platı́:

|xk+1 − x̄ | ≤ C|xk − x̄ |p
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Věta
Newtonova metoda je druhého řádu.

Taylorův rozvoj funkce f

0 = f (x̄) = f (xk ) + f ′(xk )(x̄ − xk ) +
f ′′(ξ)

2
(x̄ − xk )2

po úpravě

xk − f (xk )

f ′(xk )
− x̄ =

f ′′(ξ)

2f ′(xk )
(x̄ − xk )2

a po zjednodušenı́

|xk+1 − x̄ | ≤ C|x̄ − xk |2

kde C = max |f ′′(ξ)/(2f ′(x)|, ξ, x ∈ 〈a,b〉
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Věta (o globálnı́ konvergenci)
Necht’ funkce f splňuje na 〈a,b〉 tyto předpoklady:

prvnı́ derivace f ′ je nenulová na 〈a,b〉
druhá derivace f ′′ neměnı́ znaménko v (a,b)

platı́ f (a)f (b) < 0
platı́ |f (a)/f ′(a)| < b − a, |f (b)/f ′(b)| < b − a

Pak má funkce f intervalu (a,b) jediný kořen a Newtonova metoda k
němu konverguje pro každou počátečnı́ aproximnaci x0 ∈ 〈a,b〉.

Poznámka
Uvedené předpoklady lze ověřit před zahájenı́m výpočtu. Jsou-li
splněny, pak výpočet bude konvergovat. Nejsou-li spněny pak výpočet
konvergovat nemusı́ (ale může).
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Metoda prosté iterace

rovnici f (x) = 0 převedeme do iteračnı́ho tvaru x = g(x)

řešenı́ x̄ se pak nazývá pevný bod funkce g

x̄ = g(x̄)

iteračnı́ tvar nenı́ jedinný

Přı́klad

ex − x2 + 1 = 0

iteračnı́ tvar ga(x): x = −
√

ex + 1
iteračnı́ tvar gb(x): x = x + ex − x2 + 1

iteračnı́ tvar gc(x): x = x − ex−x2+1
ex−2x
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Definice
Řı́káme, že funkce g zobrazuje interval 〈a,b〉 do sebe, jestliže

g(x) ∈ 〈a,b〉 ∀x ∈ 〈a,b〉.

Věta (Browerova)
Necht’ g je spojitá a zobrazuje interval 〈a,b〉 do sebe. Pak existuje
pevný bod.

položı́me f (x) = x − g(x)

předokládáme f (a) 6= 0 6= f (b) (jinak je důkaz triviálnı́)
pak platı́ f (a) = a− g(a) < 0 a f (b) = b − g(b) > 0, a proto

f (a)f (b) < 0 ⇒ f má kořen x̄ ⇒ kořen je pevný bod g
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Algoritmus MPI

xk+1 = g(xk ), k = 0,1,2, . . .

Definice
Řı́káme, že funkce g je kontrakce na intervalu 〈a,b〉, jestliže existuje
konstanta L ∈ (0,1) taková, že platı́

|g(x)− g(y)| ≤ L|x − y | ∀x , y ∈ 〈a,b〉.

Věta (o konvergenci)
Necht’ g je spojitá, kontrakce a zobrazuje 〈a,b〉 do sebe. Pak existuje
jediný pevný bod x̄ a MPI k němu konverguje pro každou počátečnı́
aproximnaci x0 ∈ 〈a,b〉.
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Důkaz: analýza metody
existence plyne z Browerovy věty
jednoznačnost sporem: x̄ = g(x̄), x̃ = g(x̃)

|x̄ − x̃ | = |g(x̄)− g(x̃)| ≤ L|x̄ − x̃ | ⇒ x̄ = x̃

konvergence: x̄ = g(x̄), xk = g(xk−1)

|xk − x̄ | = |g(xk−1)− g(x̄)| ≤ L|xk−1 − x̄ |

≤ L2|xk−2 − x̄ | ≤ . . .

|xk − x̄ | ≤ Lk |x0 − x̄ | (odhad chyby)

Limitnı́m přechodem dostáváme:

0 ≤ lim
k→∞

|xk − x̄ | ≤ |x0 − x̄ | lim
k→∞

Lk = 0 ⇒ lim
k→∞

xk = x̄
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Závěr o rychlosti konvergence
L je blı́zko jedné⇒ konvergence je pomalá
L je blı́zko nuly⇒ konvergence je rychlá

Odhad L pomocı́ derivace

Mg = max
ξ∈〈a,b〉

|g′(ξ)|

1 ≤ Mg ⇒ nemusı́ konvergovat
1 > Mg ⇒ konverguje, Mg = L
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Přı́klad (pokračovánı́)

k xk = ga(xk−1) xk = gb(xk−1) xk = gc(xk−1)

0 −1.1 −1.1 −1.1

1
... −0.9771289

...

2
...

...

3
...

...

4
... −1.147757

5
...

6
...

7
...

8 −1.147757
Mga = 0.14 = L Mgb = 3.7 Mgc = 0.03 = L
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Shrnutı́
Newtonova metoda, potřebuje derivaci
je druhého řádu, tj. velmi rychlá
metoda prosté iterace, výpočet pevného bodu (Browerova věta)
je to obecný iteračnı́ postup
analyzuje se pomocı́ kontraktivnosti iteračnı́ funkce
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