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Řešenı́ nelineárnı́ch rovnic
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Formulace úlohy

f (x) = 0

f : R 7→ R je nelineárnı́ funkce, řešenı́m x̄ ∈ R je kořen

Princip iteračnı́ metody
Pro jiný zápis úlohy:

x = F (x)

Počı́táme posloupnost aproximacı́ {xk}:

xk+1 = F (xk ), k = 0,1,2, . . .

Jesliže limk→∞ xk = x̄ a funkce F je spojitá, pak x̄ splňuje rovnici:

x̄ = F (x̄).
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Přı́klad
Vypočı́tejte x =

√
2.

Řešenı́: Hledané x vyhovuje rovnici:

x2 − 2 = 0 ⇔


x = x2 + x − 2

x = x − x2 − 2
2x

Máme dva rekurentnı́ vzorce pro iteračnı́ výpočet:

(1) xk+1 = (xk )2 + xk − 2 (2) xk+1 = xk − (xk )2 − 2
2xk

x0 = 1 x0 = 1
x1 = 0 x1 = 1.5000
x2 = −2 x2 = 1.4167
x3 = 0 x3 = 1.4142
. . . x4 = 1.4142
nekonverguje

√
2 = 1.4142± 10−4
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U každé iterařnı́ metody potřebujeme:

počátečnı́ iteraci x0 (pokud možno blı́zko hledaného řešenı́)
ukončovacı́ kritérium pro zadanou přesnost ε > 0

|xk − x̄ | ≤ ε

|xk − xk−1| ≤ ε

Separace kořenů (určenı́ x0)
1 nakreslenı́ grafu
2 rozloženı́ rovnice f (x) = 0 do tvaru h(x) = g(x) a nakreslenı́ grafů
3 výpočet tabulky funkčnı́ch hodnot

Věta
Necht’ je f spojitá funkce na intervalu 〈a,b〉 a platı́ f (a)f (b) < 0. Pak
uvnitř intervalu (a,b) ležı́ aspoň jeden kořen rovnice f (x) = 0.
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Přı́klad 1
Z grafu odhadněte kořeny funkce: f (x) = (x − 1)2 − 1.

Řešenı́: Grafem je parabola (nakreslete), x̄1 ∈ 〈−1
2 ,

1
2〉, x̄2 ∈ 〈1,3〉

Přı́klad 2
Rozložte a z grafů odhadněte kořeny funkce: f (x) = ex − 2x − 1.

Řešenı́: ex = 2x + 1, grafem jsou exponenciála a přı́mka (nakreslete),
x̄1 ∈ 〈−0.5,0.5〉, x̄2 ∈ 〈1,2〉
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Přı́klad 3
Z tabulky funkčnı́ch hodnot odhadněte polohu kořenů funkce:

f (x) = ex − 2x − 1

Řešenı́:
xi f (xi) sgn f (xi)

−1 1.3679 +
−0.5 0.6065 +

0 0
0.5 −0.3513 −

1 −0.4817 −
1.5 0.4817 +

2 2.3891 +

x̄1 = 0, x̄2 ∈ 〈1,1.5〉
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Nejjednoduššı́ metody

postupně zkracujeme interval, v němž ležı́ kořen x̄
předpoklady: f je spojitá funkce na 〈a0,b0〉 a f (a0)f (b0) < 0

Jak postupujeme (prvnı́ iterace)

na začátku platı́ x̄ ∈ 〈a0,b0〉
vybereme x1 ∈ (a0,b0)

zjišt’ujeme, v které části intervalu ležı́ kořen
je-li f (x1) = 0, pak x1 = x̄ , konec
je-li f (a0)f (x1) < 0, pak 〈a1,b1〉 = 〈a0, x1〉
je-li f (x1)f (b0) < 0, pak 〈a1,b1〉 = 〈x1,b0〉

pro nový interval platı́ x̄ ∈ 〈a1,b1〉 a f (a1)f (b1) < 0
postup opakujeme a dostáváme x̄ ∈ 〈ak ,bk 〉, k = 0,1, . . .
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Metoda půlenı́ intervalu

xk+1 určı́me jako střed intervalu 〈ak ,bk 〉:

xk+1 =
ak + bk

2

ukončovacı́ kritérium:

|xk+1 − x̄ | ≤ ε ???

|xk+1 − x̄ | ≤ 1
2

(bk − ak ) ≤ ε

Poznámky
ukončovacı́ kritérium je ”přesné”
rychlost konvergence nezávisı́ na tvaru funkce f
kolik iteracı́ je potřeba na jednu platnou cifru?
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Přı́klad
Metodou půlenı́ intervalu vypočı́tejte kořen x̄ rovnice

10 cos(x − 1)− x2 + 2x − 1 = 0,

který ležı́ v intervalu 〈2.3,2.4〉, s přesnostı́ ε = 10−3.

k ak bk xk+1 (bk − ak )/2
0 2.3+ 2.4− 2.35+ 0.05
1 2.35+ 2.4− 2.375+ 0.025
2 2.375+ 2.4− 2.3875− 0.0125
3 2.375+ 2.3875− 2.38125− 0.00625
4 2.375+ 2.38125− 2.378125+ 0.003125
5 2.378125+ 2.38125− 2.3796875− 0.0015625
6 2.378125+ 2.3796875− 2.37890625+ 0.00078125 < 10−3

Výsledek: x̄ = 2.378± 10−3
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Metoda regula falsi

xk+1 určı́me jako kořen přı́mky, která spojuje krajnı́ body grafu
funkce f na daném intervalu:

xk+1 = ak − bk − ak

f (bk )− f (ak )
f (ak )

ukončovacı́ kritérium:

|xk+1 − xk | ≤ ε

Poznámky
ukončovacı́ kritérium je nepřesné (oprava viz skriptum)
rychlost konvergence závisı́ na tvaru funkce f
kdy konverguje metoda regula falsi rychle a kdy pomalu?
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Přı́klad
Metodou regula falsi vypočı́tejte kořen x̄ rovnice

10 cos(x − 1)− x2 + 2x − 1 = 0,

který ležı́ v intervalu 〈2.3,2.4〉, s přesnostı́ ε = 10−3.

k ak bk xk+1 |xk+1 − xk |
0 2.3+ 2.4− 1 2.379095+ 2.4−

Výsledek: x̄ = 2.379± 10−3
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Shrnutı́
ukázali jsme princip iterace
vysvětlili jsme postupy pro separaci kořenů
ukázali jsme metodu půlenı́ intervalu
ukázali jsme metodu regula falsi

Zdroj
skripta Numerické metody
str. 21–28
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Newtonova metoda
xk+1 určı́me jako kořen tečny ke grafu funkce f v bodě xk :

xk+1 = xk − f (xk )

f ′(xk )

ukončovacı́ kritérium:

|xk+1 − xk | ≤ ε

Metoda prosté iterace
f (x) = 0 převedeme do iteračnı́ho tvaru x = g(x):

xk+1 = g(xk )

ukončovacı́ kritérium:

|xk+1 − xk | ≤ ε
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