4. SLR - ITERACNI METODY Numerické metody

4. SLR — itera¢ni metody

Privodce studiem

[teraéni metody umoznuji fesit soustavy linearnich rovnic pomoci postupného
piiblizovani k pfesnému feseni. Pocita se posloupnost vektorii aproximaci {x*)}

takova, ze

lim x® kde x je fesenim Ax = b.

k—o0

:X’

Presné feseni tedy dostaneme v limité, tj. formalné po nekoneéném poctu kroku. Vy-

hody iteracnich metod jsou tyto:

o V kazdé iteraci zndme aprozimaci feseni ). Pokud je tato aproximace

dostatecné presna, pak vypocet ukoncime.

o V kaZdé ileraci je mejpracnéjsi operaci ndsobeni matice a vektoru. Jednd
se o operaci, kterd je algoritmicky podstatné jednodussi nez GEM a lze ji
snadno provést i pro rozsahlé ridké matice, tj. pro matice s velkym poctem

(neulozenych) nulovych prvku.

e [teracni metody jsou méné citlivé na zaokrouhlovaci chyby nez metody primé.
Na kazdou iteraci muzeme nahlizet jako na pocatecni. Zaokrouhlovaci chyby
z predchozich iteraci proto vymizi, pokud v dalsim vypoctu dojde ke kon-
vergenci. Nékteré specidlni iteracni metody byly navrzeny pro zpiesnéni

vysledku vypocitanych pomoci primych metod.

Zhruba plati nésledujici déleni: pfimé metody se pouzivaji, je-li matice sou-
stavy mald (1 < n < 10000), plnd a dobfe podminénd; iteraéni metody se

pouzivaji pro velké soustavy (n > 10000) s fidkou matici.
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Numerické metody 4. SLR - ITERACNI METODY

4.1. Priklad iteracniho vypoctu

Cile

Uvedeme ptiklady iterac¢niho feSeni soustav linearnich rovnic a ukazeme na

nich, ze vypocet muze konvergovat, ale i divergovat.

Ptfedpokladané znalosti

Reseni soustav linearnich rovnic. Provadéni rekurentnich vypoctu.

Vyklad

Uvazujme soustavu linearnich rovnic

11z + 229 + 23 = 15, 11 2 1 Ty 15
T+ 10.%'2 + 2.1'3 = 16, resp. 1 10 2 ) - 16
2x1 4+ 3x9 — 8xz = 1, 2 3 -8 T3 1
(4.1.1)

Soustavu nejdiive prevedeme na tvar vhodny pro vypocet iteraci, tzv. iteracni

tvar. Provadi se to tak, ze z kazdé rovnice vyjadiime jednu neznamou. Napiiklad:

vy = (15— 2z9 — x3),
zy = 15(16 —zy — 2a3), (4.1.2)
zy = (=14 2z + 3a),
tj.
n 0 & &\ (=) [ %
o | =1 —% 0 —: Ty |+ 8
3 i s 0 T3 -3
) C, ’ d,
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4. SLR - ITERACNI METODY Numerické metody

Jind moznost:

ry = 15 — ].01‘1 - 21’2 — XT3,
Ty = 16 — 1 — 91’2 - 21’3, (413)
Tr3 = -1+ 2[L‘1 + 31’2 — 71’3,
t.

1 —-10 -2 -1 T 15

To = -1 -9 -2 Ty + 16

T3 2 3 =7 xI3 —1
N ~~ o ——

CB dB

Takovych prevodu existuje zfejmé nekoneéné mnoho, ale jenom nékteré povedou
ke konvergentnimu vypoctu.
Z rovnic (4.1.2) a (4.1.3) dostaneme rekurentni vzorce pfipsanim iteracniho

indexu £ + 1 k neznamym na levé strané a k k neznamym na pravé strané.

Dostavame
xékﬂ) = (16— xgk) — 296;(3k)), tj. x* 1 =Cx® +d;, (4.14)
:cékﬂ) = %(—1 + 2x§k> + 3x§k)),
a
xgk“) = 15— 103:@ — 2x§k) — xgk),
xgkﬂ) = 16— :Cgk) — 9x§k) — Qx;(gk), tj. x ) = CBX(k)+dB~ (4.1.5)
2 = 1422 432 — 7P

Nynf zvolime pocétecni aproximaci x(?) = (x(lo), xgo), xgo))T, napt. x(® = (0,0,0)".

Tyto hodnoty dosadime do pravé strany rekurentnich vzorcu (4.1.4) a dostaneme

1 T
R
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Numerické metody 4. SLR - ITERACNI METODY

Jestlize takto pokracujeme dale, dostavame

x@ = (1.0841,1.4886,0.81591) ",

x® = (1.0188,1.3284,0.70426) ",

Provedeme-li nékolik dalsich iteraci, zjistime, Ze se ¢islice na prvnich desetinnych

mistech za¢nou po chvili opakovat. Dostaneme ptitom vektor
x = (1.0564, 1.3642,0.65069) ",

o némz se muzeme domnivat, ze je aproximaci presného Feseni soustavy (4.1.1).
Jestlize analogicky poé¢itame podle rekurentnich vzorcu (4.1.5), dostaneme
xM = (15,16, —-1)7,
x? = (=166, —141,84) ",

x®) = (1873,1283, —1344) T,

Zde zadnou tendenci ke konvergenci nevidime a je proto pravdépodobné, ze po-

sloupnost iteraci diverguje.

Kontrolni otazky

Otazka 1. V cem spociva zakladni rozdil mezi pfimymi a itera¢nimi metodami?

Otéazka 2. Jaké jsou vyhody a nevyhody pfimych a iteracnich metod?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Pro soustavu linearnich rovnic
—T] — 3IL‘2 + 2[L‘3 = —9,
—61'1 — ].91‘2 + ].01'3 = —59,

3x1 4+ 919 —brs = 28
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4. SLR - ITERACNI METODY Numerické metody

navrhnéte dva iteracni tvary pomoci postupu z odstavce 4.1.

2. U kterého z navrzenych iteracnich tvaru vypocet konverguje?

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Rekurentni vzorce pro prvni iteracni tvar:

2 = 930 + 22,
2 = 159 — 628 4 102,

of = 128 4 321" + 923Y);

rekurentni vzorce pro druhy iteracni tvar:
2 = 9 - 30 4 22,
25 = 59 — 62 — 1820 + 1020,

25— o8 432 492 — 4.
2. Jestlize zkusime vypocet provést, zjistime, ze dochazi k divergenci v obou

pripadech. Rozpoznanim konvergentniho vypoctu z vlastnosti matice soustavy se

budeme zabyvat v dalsich odstavcich.
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Numerické metody 4. SLR - ITERACNI METODY

4.2. Obecné iteracni metody

Cile

Ukazeme obecny postup pro iteracni feseni soustav linearnich rovnic a uve-

deme jeho dvé zdkladni varianty.

Ptfedpokladané znalosti

Priklady itera¢niho feseni soustav linearnich rovnic.

Vyklad

Uvazujme soustavu linearnich rovnic
Ax=b (4.2.1)

s regularni ¢tvercovou matici A = (a;;) fadu n, vektorem pravé strany b =
(b;) a vektorem neznamych x = (x;). Soustavu (4.2.1) prepisme na ekvivalentni

soustavu v iteracnim tvaru

x = Cx +d, (4.2.2)

kde C je iteracni matice Tadu n a d je sloupcovy vektor. Musi pritom platit, ze
rovnice (4.2.1) a (4.2.2) maji stejné fesend.
Necht x© je dand pocateéni aproximace. Iteracni vypocet provadime podle

rekurentniho vzorce
x*) = cx® +d, k=0,1,2,.... (4.2.3)

Jestlize posloupnost vektort {x*} konverguje k vektoru x, pak limitnim prechodem
v (4.2.3) dostaneme, Ze x je FeSenim rovnice (4.2.2) a také (4.2.1).
Jak uvidime pozdéji, volba pocatecni aproximace neovlivni konvergenci, takze

vektor x(® muzeme zvolit libovolné. Vypocet ukonéime, jestlize dvé posledni
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4. SLR - ITERACNI METODY Numerické metody

aproximace se od sebe lisi ne vice, nez kolik je pozadovanda presnost, tj. jestlize

je splnéno ukoncovaci kritérium
[x*F) — x®)|| < ¢, (4.2.4)

kde € > 0 je dané malé ¢islo a ||-|| je vhodnd norma. V nasich piikladech pouzijeme

ukoncovaci kritérium s radkovou normou.

Algoritmus (Itera¢ni feseni SLR)
Vstup: C, d, x(©
Opakuj
x(F+D) .= Cx® 4 d;
dokud [|x*+D) — x®)|| > ¢

Vystup: x*).

4.2.1. Jacobiova metoda

Jacobiovu metodu jsme si jiz ukazali pii feSeni soustavy (4.1.1) v odstavci 4.1.
Jsou to rekurentni vzorce (4.1.4). Nyni si ji probereme obecné.
Budeme predpokladat, ze diagonalni prvky matice soustavy (4.2.1) jsou ne-

nulové, tj. a; # 0. Z i-té rovnice
ai1x1+ai2x2+...+amxn:bl-, izl,...,n,

vyjadiime ¢-tou neznamou

1 i—1 n

xT; = a— bz — E aij:cj — E aij:cj s L= 1, .

" j=1 j=i+1

Jacobiova metoda je urc¢ena rekurentnimi vzorci
n
k+1) (k) ;
b; — g i’ — g aijry |, i=1,...,n, (4.2.5)
j=i+1

prok=0,1,2,....
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Numerické metody 4. SLR - ITERACNI METODY

Vsimnéme si jesté, ze vzorce (4.2.5) muzeme zapsat v obecném maticovém

tvaru (4.2.3), jestlize polozime C = C; a d = d, kde

0 _ a2 __ais _ Qin b1
ail air ail ail
_ a2 0 __ag3 _a2n by
a2 azy 7 a2z a2z
C;= _a3  _as 0 o _asn , d; = b3 . (4,2,6)
ass ass ass ass
_4n1 __ Gn2 _ On3 0 bn
QAnn, Ann, QAnn QAnn,

Pomoci aditivnitho rozkladu matice A = (a;;),

A=L+D+1, (4.2.7)
kde L = (L), lij = aij, © > j, li; = 0, i < j, je dolni trojihelnikova cast,
D= (dij)> du = Uj;, dij = O, 1 7& j, je diagonélm’ cast a U = (uij)> Uz = O, 1 Z j,
u;; = ag5, ¢ < j, je horni trojihelnikova ¢ast, muzeme strucné psét

C;=-D'L+U), d;=D"b.

Piiklad 4.2.1. Soustavu linedrnich rovnic (4.1.1) feste pomoci Jacobiovy me-

tody s presnosti € = 1074

Reseni: Vypocet se provadi podle rekurentnich vzorci (4.1.4). Zacatek vipoctu
jsme naznacili v odstavci 4.1. Nyni vSe shrneme v tabulce 4.2.1, kde kromé apro-
ximaci x*®) uvddime fadkové normy |[|[x*) — x*=1| . Naznacme jesté vypocet

prvnich dvou norem:
X = x5 = max{|} ~ 0], |} - 0L, = § 0]} = 1.6,
[x@ — x|z = max{|1.0841 — 13[,]1.4886 — 13|, ]0.8159 + £[} = 0.9409,

atd.

Vypocet jsme ukonéili po desaté iteraci, protoze ||x1? —x® |z = 0.00005 < 1074,
a vysledek je o1 = 1.0564 £ 1074, 2o = 1.3642 + 107, 25 = 0.6507 £ 10~
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4. SLR - ITERACNI METODY Numerické metody

Tabulka 4.2.1: Iterace Jacobiovy metody.

ke 2 2l | x® - x|,
0] 0 0 0 —
1 | 1.3636 1.6000 —0.1250 1.60000
2 | 1.0841 1.4886 0.8159 0.94091
3| 1.0188 1.3284  0.7043 0.16023
4 {10581 1.3573  0.6279 0.07641
5 | 1.0598 1.3686  0.6485 0.02064
6 | 1.0558 1.3643 0.6532 0.00468
7 [ 1.0562 1.3638 0.6506 0.00260
8 | 1.0565 1.3643  0.6505 0.00048
9 | 1.0565 1.3643 0.6507 0.00027
10 | 1.0564 1.3642  0.6507 0.00005

4.2.2. Gauss-Seidelova metoda

Zacéneme piikladem. Pro feseni soustavy linearnich rovnic (4.1.1) jsme pouzili Ja-
cobiovu metodu, kterd je urcena rekurentnimi vzorci (4.1.4). Podle téchto vzorcu

se pocitaji v k-té iteraci slozky nové aproximace x**+Y postupné, tj. nejdifve

k+1) k+1) (k+1)
3

pak xé a nakonec z

aproximace, tj. xgk), xék) a :E(gk). Tento postup muzeme snadno vylepsit. Staci

xg . Pritom se stale pouzivaji slozky z predchozi

si uvédomit, ze pfi vypoctu xékﬂ) muzeme pouzit presnéjsi aproximaci xgkﬂ)
namisto méné presné xik). Podobné muzme pii vypoctu xékﬂ) pouzit presnéjsi
aproximace ZL‘(lk+1) a xékﬂ) namisto méné presnych ZL‘(lk) a :E(zk). Puvodni rekurentni
vzorce (4.1.1) se tak zméni na tvar
IL‘(lk+1) = 1—11(15 — 2x(2k) — xgk)),
k k k
R (16 — 2D 9y, (4.2.8)

coz je Gauss-Seidelova metoda.

****t
o n - 74 -
*t*t



Numerické metody 4. SLR - ITERACNI METODY

Piiklad 4.2.2. Soustavu linearnich rovnic (4.1.1) feste pomoci Gauss-Seidelovy

metody s presnosti e = 1072,

Reseni: Vypocet podle vzorci (4.2.8) je zaznamenan v tabulce 4.2.2.

Tabulka 4.2.2: Tterace Gauss-Seidelovy metody.

A A S e
0 0 0 0 —
111.3636 1.4636 0.7648 1.46364

2| 1.0280 1.3442 0.6361 0.33564

31 1.0614 1.3666 0.6528 0.03341

41 1.0558 1.3639 0.6504 0.00559

5| 1.0565 1.3643 0.6507 0.00073

6 | 1.0564 1.3642 0.6507 0.00011

71 1.0564 1.3642 0.6507 0.00001

Vypocet jsme ukoncili uz po sedmé iteraci, protoze [|x(™ — x|z = 0.00001 <

104, a vysledek je 2, = 1.0564 & 1074, 2y = 1.3642 & 104, 23 = 0.6507 & 102

Poznamka
Z prikladu 4.2.1. a 4.2.2. je vidét, Ze Gauss-Seidelova metoda je rychlejsi nez me-
toda Jacobiova. Eristuji ale priklady, kdy Jacobiova metoda konverguje, zatimco

Gauss-Seidelova metoda diverguje.

Pro obecnou soustavu (4.2.1), kde a;; # 0, je Gauss-Seidelova metoda uréena

rekurentnimi vzorci
1 i—1 n
i j=1 j=i+1
prok=0,1,2,....
Nyni neni na prvni pohled jasné, jak tyto vzorce zapsat v maticovém tvaru

(4.2.3). Podivejme se proto jesté na nas priklad. Jestlize v (4.2.8) prevedeme na
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4. SLR - ITERACNI METODY Numerické metody

levou stranu vSechny ¢leny obsahujici slozky nové aproximace, dostaneme

1z = 15— 228 —al,
25 4102 = 16— 22",
—ngkﬂ) — 3x§k+1) + 8x§f+1) = —1.

k+1)

Odtud je vidét, ze vypocet nové aproximace x( z aproximace piedchoz{ x*)

muzeme interpretovat také jako teseni soustavy linedrnich rovnic s dolni troj-
thelnikovou matici. Pomoci aditivniho rozkladu (4.2.7) matice A to zapiSeme
jako
(L +D)x* D) = —Ux® + b
a po uprave
x"D = (L+ D) 'Ux® + (L + D) 'b.
Obecné rekurentni vzorce (4.2.3) proto popisuji Gauss-Seidelovu metodu,

kdyz v nich polozime C = Cgg a d = dgg, kde

Cgs = —(L+D)'U, dgsg=(L+D)'b.

Kontrolni otazky

Otéazka 1. Jak vypada obecné schéma iteracniho feseni soustav linearnich rovnic?
Otéazka 2. Jak se provadi vypocet u Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody? Ktera

z nich je rychlejsi?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Soustavu linedarnich rovnic
4[L‘1 — To + 2[L‘3 = —12,
2[L‘1 + 5?[72 + r3 = 5,

T+ 29 —3x3 = —4
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Numerické metody 4. SLR - ITERACNI METODY

feste pomoci Jacobiovy metody s piesnosti e = 1072,
2. V predchozi tloze pouzijte pii feSeni Gauss-Seidelovu metodu.
3. Upravte obecny algoritmus pro iteracni feseni soustav linedrnich rovnic tak,

aby vyjadtoval Jacobiovu resp. Gauss-Seidelovu metodu.

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

1. Rekurentni vzorce pro Jacobiovu metodu maji tvar

IL‘(lk+1) = i(—l? + xék) — ngk)),
A 5ol - af),
:zcgkﬂ) = 4+ xgk) + :E(zk))

Pti nulové pocatecni aproximaci dojdeme na pozadovanou presnost v jedendcté
iteraci; r; = —2.9955 £ 1072, 25 = 2.0019 £ 1072, 23 = 1.0011 &+ 102

2. Rekurentni vzorce pro Gauss-Seidelovu metodu maji tvar

IL‘(lk+1) = i(—l? + xék) — ngk)),
A 2 52l af)
x§k+1) — %(4 + x§k+1) _'_ xék“i’l)).

Pti nulové pocatecni aproximaci dojdeme na pozadovanou presnost ve ctvrté
iteraci; 1 = —2.9991 £ 1072, 25 = 1.9998 £ 1072, 23 = 1.0002 £ 1072
3. Vstupn{ parametry C a d u puvodniho algoritmu nahradime za A = (a;;)

(k+1)

a b = (b;). Maticovy vypocet nové iterace x zapiseme rekurentnimi vzorci

(4.2.5) resp. (4.2.9).
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4.3. Vldastni ¢isla a vlastni vektory matic

Cile

Ptipomeneme, jak se definuji a pocitaji vlastni ¢isla a vlastni vektory matic.
Poznatky z tohoto odstavce jsou zakladem pii posuzovani konvergence iteracnich

metod.

Ptedpokladané znalosti

Vypocty determinantu, feseni algebraickych rovnic, feseni soustav linearnich
rovnic se singularni matici, linearni zavislost a nezavislost vektoru, ortogonalita

vektoru, baze.

Vyklad

Ulohu na vlastnf ¢fsla pripomeneme na piikladu.

Piiklad 4.3.1. Uvazujme matici

2 00
A=|2 21 |. (4.3.1)
11 2

Urcete takova cisla A\, pro kterd ma soustava linearnich rovnic Av = Av nenulové

feSeni a toto feseni vypoctéte.

Reseni: Soustavu prepiseme do tvaru:

2-X 0 0 v 0
A-A)v=| 2 2- 1 v | =10
1 1 2-A vs 0

Odtud je vidét, ze jednim feSenim je vzdy nulovy vektor. Nas vsak zajimaji
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situace, kdy existuje jesté dalsi feSeni nenulové. V takovém pripadé ale musi byt

nulovy determinant matice soustavy, takze pro ¢islo A plati
det(A — AI) = =X\ + 6% — 11\ + 6 = 0.

Dostali jsme algebraickou rovnici tfetiho stupné a pouze pro jeji tii koreny A\ = 3,
Ay = 2 a A3 = 1 bude mit uvazovana soustava nenulova feseni. Najdeme je ze tii

soustav linearnich rovnic

(A-3)v=0, (A-2I)v=0, (A-1I)v=0,

t.
-1 0 0 o 0 000 0 0
2 -1 1 wl=]lo0of|, | 201 w | =10,
1 1 -1 Vs 0 110 Vs 0
100 1 0
2 1 1 v | =10
111 vs 0

Vyftesenim téchto soustav dostaneme
vi=(0,r,7)", vy=(s,—s,-25)", v3=(0,t,—t)",

kde 7, s a t jsou libovolna nenulova ¢isla. Vidime, ze kazda soustava ma nekonecné

mnoho feseni. Konkrétni volbou 7, s a t dostaneme naptiklad

vi=(0,1,1)", vo=(1,-1,-2)", wv3=(0,1,-1)".

a v3 jsou linearné nezavislé.
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Definice 4.3.1.
Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Cislo A (obecné komplexni), pro které ma
soustava

Av=2Xv, resp. (A—-A)v=0

nenulové teseni, se nazyva vlastni ¢islo matice A a jemu odpovidajici nenulové

T

feseni v = (vy,vs,...,v,)  se nazyva vlastni vektor matice A.

Je ztejmé, ze ¢islo A je vlastnim ¢islem matice A praveé tehdy, kdyz je kofenem

charakteristického polynomu
pa(N) =det(A —AI) = (=1)" N+ N+ e+

Odtud plyne, ze kazda c¢tvercova matice fadu n ma prave n vlastnich ¢isel, pokud

kazdé vlastni ¢islo pocitame tolikrat, kolik je nasobnost kotene.

Poznamka

Viastni ¢isla muzeme hledat jako eseni rovnice pa(\) = 0 metodami z kapitoly 2.
Tento postup je vsak obtizny pro vetsi hodnoty n, protoZe je pracné vypocitat

koeficienty charakteristického polynomu c;.

Snadno lze urcit vlastni ¢isla u hornf trojihelnikové matice U = (u;;), u;; =0
pro ¢ > 7. Jsou to vSechny diagondlni prvky u;;, protoze z definice determinantu

plyne, ze charakteristicky polynom mé tvar
pU(/\) = (ull — /\)(Ugg — /\) e (unn — /\)

Stejné tvrzeni plati samoziejmé i pro dolni trojuhelnikovou matici.

Pii vysetfovani konvergence itera¢nich metod budeme vyuzivat nasledujici

vetu.
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Véta 4.3.1.
Necht ) je vlastni ¢islo matice A, které odpovidé vlastnimu vektoru v, ¢ je dané

redlné &slo a k je ¢islo prirozené. Potom cA* je vlastni éfslo matice cA¥, které

odpovida vlastnimu vektoru v.

Diikaz: Jestlize Av = \v, potom cA*v = cAA¥ v = ... = e\bv. O

Nyni si vSimneme vlastnich vektoru. V tvodnim piikladu jsme vidéli, ze
vlastni vektory odpovidajici ruznym vlastnim cisluim jsou linedarné nezavislé.
Toto tvrzeni plati obecné, takze matice fadu n, muze mit (nejvyse) n linedrné
nezavislych vektoru. Tyto vektory pak tvori bazi v prostoru n-slozkovych arit-
metickych vektoru. Nasledujici piiklad ukazuje, ze matice nemusi mit vzdy plny

pocet linearné nezavislych vlastnich vektoru.

Piiklad 4.3.2. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matice

200 210
A=]10201|, B=|102o0|,

00 2 0 0 2

2 00 210
C=10211], D=0 21

0 0 2 00 2

Reseni: Vsechny matice jsou trojihelnikové a majf stejny charakteristicky po-

lynom
pa(N) =ps(\) =pc(N) = pp(N) = (2= N)°.

Cislo A = 2 je tedy (trojndsobnym) vlastnim ¢islem vSech ¢tyf matic. Postupem

z prikladu 4.3.1. zjistime, ze matice A ma tii linedrné nezavislé vlastni vektory

vi =(1,0,0)", vy, =1(0,1,0)", wv3=(0,0,1)"
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(kazdd nenulova linedrni kombinace téchto vektoru je také vlastnim vektorem
matice A). Pro matici B se podafi najit pouze dva linedrné nezavislé vlastni
vektory vi a vi. Matice C ma opét dva vlastni vektory, nyni to jsou vektory v,

a vo. Konetné matice D ma jediny vlastni vektor vy. a

V aplikacich se ¢asto vyskytuji symetrické matice, pro néz plati nésledujici

tvrzeni.

Véta 4.3.2.

Necht A je symetrickd ¢tvercovd matice, tj. A = AT. Potom plati:

(i) vSechna vlastni ¢isla jsou redlna;

(ii) vlastni vektory odpovidajici ruznym vlastnim ¢éislim jsou ortogondlni;
(iii) k-nasobnému vlastnimu ¢islu odpovidd & linedrné nezavislych vlastnich

vektoru, které 1ze zvolit tak, aby byly ortogonalni.

Poznamka
Z wvety plyne, Ze pro symetrickou matict radu n muZeme vidy najit n orto-
gondlnich vlastnich vektori. ProtoZe ortogondlni vektory jsou linedrné nezavislé,

budou tvorit bazi v prostoru n-slozkovych aritmetickyjch vektri.

4.3.1. Vypocet vlastnich ¢éisel metodou LU-rozkladu

Ukazeme iteracni metodu vypoctu vlastnich ¢isel, kterd se v literature nazyva

LR-algoritmus. Jejim zdkladem jsou vlastnosti podobnych matic.

Definice 4.3.2.
Dvé ¢tvercové matice A a B tadu n se nazyvaji podobné, jestlize existuje re-

gularni ¢tvercova matice C takovd, ze plati A = C™'BC.

Véta 4.3.3.

Podobné matice maji stejnd vlastni ¢isla.
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Diitkaz: Necht \ je vlastn{ ¢fslo matice A odpovidajici vlastnimu vektoru v, tj.

plati Av = \v. Potom

Odtud plyne, ze A je vlastni ¢islo matice B odpovidajici vlastnimu vektoru v. O

Metoda LU-rozkladu je zaloZena na nésledujicim pozorovani. Necht L a U
tvori LU-rozklad matice A podle véty 3.3.1., tj. plati A = LU. Definujme matici
A, = UL. Protoze

A, =UL=L"'LUL =L 'AL,

vidime, ze matice A a A; jsou podobné a maji proto stejna vlastni ¢isla. Ana-
logicky muzeme k matici Ay vytvorit podobnou matici Ay atd. Dostaneme po-
sloupnost podobnych matic a budeme se zajimat o vlastni ¢isla limitni matice.
Algoritmus (Metoda LU-rozkladu)
Polozime Ay = A a pro k=1,2,... provedeme:

1) LU-rozklad matice Aj_1, tj. ur¢ime Ly a Uy tak, ze Ay = L;Uy;

2) vypocitame soucin Ay := UpLy.

Vsimnéme si posloupnosti {Ax} a {Uy}. Lze dokazat, ze za jistych ptedpo-
kladu konverguji obé tyto posloupnosti ke stejné limitni matici M; viz [1]. Tato
matice je nutné horni trojuhelnikova a mé stejna vlastni c¢isla jako A. Hledana

vlastni ¢isla proto uréime jako diagonalni prvky matice M.

Piiklad 4.3.3. Pomoci metody LU-rozkladu vypoctété vlastni ¢isla matice

2 -1 0
A= -1 2 -1 (4.3.2)
0 —1 2
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Reseni: Pro Ay = A uréime LU-rozklad

1 00 2.00 —1.00 0
Lo=| —0.50 1 0|, Up= 0 150 —1.00
0 —0.67 1 0 0 1.33

a vynasobenim dostaneme
2.50 —1.00 0
Ay =UoLko=| -0.75 217 —1.00
0 —0.89 1.33

Podobné pro A; vypocitame LU-rozklad

1 0 0 2.50 —1.00 0
Li=1] -0.30 1 0], U= 0 187 —-1.00
0 —048 1 0 0 0.86

a opét vynasobenim dostaneme
2.80 —1.00 0
A, =UL;i=| —056 234 —1.00
0 —041 0.86

Cisla pod diagonélou u matic A, se zacinaji piiblizovat k nule, coz ukazuje na ten-

denci ke konvergenci. Jestlize takto pokracujeme déle, dostaneme
3.41 —1.00 0
Aiz=1 000 200 —-1.00 | =M

0 0.00 0.58

-----

mistech) neméni. Ptiblizné hodnoty vlastnich ¢isel jsou Ay = 3.41, Ay = 2.00

a )\1 = 0.58.
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Kontrolni otazky
Otézka 1. Jak se definuji vlastni ¢isla a vlastni vektory matic?
Otéazka 2. Kolik vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru ma matice tadu n?

Otézka 3. Na jaké vlastnosti je zalozena metoda LU-rozkladu?

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Pomoci charakteristického polynomu vypoctéte vlastni ¢isla matice (4.3.2).
Vypoctéte také vlastni vektory.

2. Metodou LU-rozkladu vypoctété vlastni ¢isla matice

1 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 3

s presnosti na ¢tyTi desetinnd mista.

Vysledky dloh k samostatnému feSeni
1.pa(N) = A3 =062 +10\—4, \; = 3.414214, Ay = 2, A3 = 0.585786. Vlastni vek-
tory jsou napifklad v; = (—=1,v2,-1)T, vy = (=v/2,0,v2)7, v = (1,v/2,1) .
2. Vlastni ¢isla s pozadovanou presnosti jsou na diagondle matice Agy; A =

3.7320, Ay = 2.0000, A3 = 0.2679.
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4.4. Konvergence iteracnich metod

Cile

Odvodime podminky, které zaruc¢uji konvergenci iteracnich metod.

Ptfedpokladané znalosti

[tera¢ni teseni soustav linearnich rovnic. Vlastni ¢isla a vlastni vektory.

Vyklad
Ptipomenme, ze pii iteracnim feSeni prevadime soustavu linedrnich rovnic

Ax = b na (ekvivalentni) soustavu v itera¢nim tvaru
x =Cx+d. (4.4.1)

K feseni se potom piiblizujeme pomoci posloupnosti {x*)}, kterou pocitdme

podle rekurentniho vzorce
x+D) = ox® 4+ d. (4.4.2)
Jestlize odecteme (4.4.1) a (4.4.2) a oznacime piitom e®) = x*) — x dostaneme

et = Ce®.

Timto vzorcem se ¥idi iteracni chyba e®). Jeho opakovanym pouzitim dostaneme

et = Celt) = C%el—D) = ... = CF1e®. Proto

e = Cre®, (4.4.3)

kde € je pocdtecni chyba, kterd je uréena volbou pocéatecni aproximace x(©.

Je ziejmé, ze iteracni vypocet bude konvergovat, jestlize limy_ .., e®*) = 0, tj.
kdyz se iterac¢ni chyba blizi k nulovému vektoru. Tuto limitu budeme vysetiovat

pomoci vzorce (4.4.3). Budeme pritom predpokladat, ze itera¢ni matice C ma
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vlastni ¢isla Ay, ..., A,, kterym odpovidaji vlastni vektory vy, ..., v,, které
tvori bazi. Pripomenme, ze takova situace nastane podle véty 4.3.2. a nasledné
poznamky napifklad v pifpadé, kdy je C symetrickd matice. Vektor e(® pak
muzeme zapsat jako linearni kombinaci vlastnich vektort, tj. existuji konstanty

Cl, ..., Cp, Pro néz plati
e =civi+ .. 4 v (4.4.4)

Jestlize dosadime (4.4.4) do (4.4.3) dostaneme s pomoci véty 4.3.1. vztah

e = c1Cfvy + ... +¢,Chv,,
= caMvi+ . ey, (4.4.5)
Odtud je vidét, ze
I}Lr{)loe(k) =0 <= l}i_)nélo)\f:O pro t=1,...,n.
Uvedené limity budou nulové, prave kdyz |A\;| < 1 proi =1,...,n. Dokazali jsme

nasledujici tvrzeni:

Véta 4.4.1.

Necht C je itera¢ni matice, kterd ma n linedrné nezdvislych vlastnich vektori.
[teraéni metoda dand vzorcem (4.4.2) konverguje pro kazdou pocatecni aproxi-
maci x(©, pravé kdyz viechna vlastni ¢fsla matice C jsou v absolutni hodnoté

mensi nez jedna.

Priklad 4.4.1. Urcete vlastni ¢isla itera¢nich matic C; a Cp z odstavce 4.1.

a porovnejte prubéhy iteracnich vypoctu s tvrzenim posledni véty.

Reseni: 7 charakteristického polynomu pg,(\) = A* + 8—78)\ — % urcime vlastni
¢isla matice Cy: A\ = 0.1297, Ay = —0.0649 + i0.3036, A3 = —0.0649 — ¢0.3036.
Z absolutnich hodnot |[A\1| = A1, [Aa| = [A3] = 0.3104 vidime, ze itera¢ni vypocet

musi byt konvergentni, coz je v souladu s nasim pozorovanim z odstavce 4.1.
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Podobné z charakteristického polynomu pc,, (A) = A% + 26 4+ 229\ + 683 urcime
vlastni ¢isla matice Cp. Staci si povsimnout, zZe jedno z vlastnich ¢isel je A\ =
—8.7373. Protoze |\| > 1, nemuze iteracni vypocet (obecné) konvergovat, coz je

rovnéz v souladu s pozorovanim z odstavce 4.1.

Vidéli jsme, ze o konvergenci iteracni metody lze rozhodnout na zakladé

VVVVVV

stavy linearnich rovnic. V dalsi vété proto ukdzeme jednodussi, i kdyz slabsi

konvergenéni podminku.

Véta 4.4.2.
Necht C je iteraéni matice, kterd ma n linedrné nezdvislych vlastnich vektori.
[tera¢ni metoda dand vzorcem (4.4.2) konverguje pro kazdou pocétecni aproxi-

maci x| jestlize pro nékterou normu plat{ ||C|| < 1.

Dukaz: Necht ||C|| < 1 anecht A je libovolné vlastni ¢islo matice C odpovidajici
vlastnimu vektrou v, tj. Cv = Av. Protoze |A|||v] = [|Av| = ||Cv] < ||C]|||v],
plati |A| < ||C|| < 1, takze vSechna vlastni ¢isla matice C jsou v absolutni hodnoté

mensi nez jedna. Itera¢ni metoda proto konverguje podle véty 4.4.1. O

U Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody 1ze konvergencni podminku z posledni
vety formulovat pomoci matice soustavy A. Pouziva se pritom terminologie z né-

sledujici definice.

Definice 4.4.1.
Rekneme, ze ¢tvercovd matice A = (a;;) fadu n je ostie diagondlné dominants,

jestlize plati

\aﬂH—...—i—|aii,1\+\aii+1|+...+\am| < ‘OJ“| pro @ = 1,...,77,. (446)
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Piiklad 4.4.2. Rozhodnéte, kterd z néasledujicich matic je ostie diagonalné do-

minantni:
11 2 1 -8 2 1
A= 1 10 21, B= -2 1 =3
2 3 -8 1 1 3

Reseni: Matice A je ostfe diagonalné dominantni, protoze plati 2 + 1 < 11,
1+2 <10 a2+ 3 < 8 Matice B neni ostie diagonalné dominantni, protoze ve

druhém tadku je 2+ 3 > 1.

Véta 4.4.3.
Necht Ax = b je dand soustava linedrnich rovnic. Jacobiova iteracni metoda

konverguje pro kazdou pocateéni aproximaci x(©, jestlize matice A je ostie dia-

gondalné dominanti.

Diuikaz: Necht A je ostie diagondlné dominantn{. Podmimku (4.4.6) muze prepsat

do tvaru
i + ...+ |a“_1| |aii+1| + .+ |am| <1, pro i=1,...,n.
|aiz‘| |aiz‘| |az‘z‘| |az‘z‘|

Pro itera¢ni matici Jacobiovy metody C; (viz (4.2.6)) to znamend, ze soucet
absolutnich hodnot prvku v kazdém tadku je mensi nez jedna. V tadkové normé

proto plati ||Cy||r < 1 a konvergence Jacobiovy metody plyne z véty 4.4.2. O

Poznamka

Také Gauss-Seidelova metoda konverguje, je-li matice soustavy ostre diagondlné

vvvvvv
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Poznamka

Konvergenci Jacobiovy i Gauss-Seidelovy metody zajistime tak, Ze Tesenou sou-
stavu predem upravime na ekvivalentni soustavu s ostre diagondlné dominantni

matici.
Priklad 4.4.3. Soustavu linearnich rovnic
—8x1 + 2z + 13 = -1,
—2z1+x9— 323 = -9,
T+ 29 +3x3 = 12
upravte na tvar s ostie diagonalné dominantni matici.

Reseni: Upravy, které nemeéni feseni, jsou tti: zaména poradi rovnic, vynasobeni
rovnice nenulovym c¢islem a pticteni nenulového nasobku rovnice k jiné rovnici.
V nasem piipadé staci pricist tieti rovnici k rovnici druhé:
—8r1 +2xy+ 23 = —1,
—x + 2.1'2 = —3,

T+ To +3[L‘3 = 12.

Provedeme-li vypocet Jacobiovy nebo Gauss-Seidelovy metody pro tuto soustavu,

budeme mit zarucenu konvergenci.

Kontrolni otazky

Otézka 1. Jaké podminky zarucuji konvergenci obecné itera¢ni metody?

Otéazka 2. Jak lze zajistit konvergenci u Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody?
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Ulohy k samostatnému feSeni

1. Soustavu linedarnich rovnic

4.%'14‘1'2"‘.%’3 = 6,
33'1-'-433'2-'-.%’3 = 6,

61’1 + 6IL‘2 + 6IL‘3 = 18

upravte na tvar s ostie diagonalné dominantni matici.

2. Napiste itera¢ni matici pro Jacobiovu metodu a vypoctéte jeji vlastni cisla.

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni
1. Od tfreti rovnice odec¢teme rovnici prvni i druhou. Dostaneme:
4{L‘1 +To+x3 = 6,
xr, + 433'2 +x3 = 6,
xr1 + o + 4.1'3 = 6.
2. [teracni matice ma tvar:
0 —1/4 —1/4
C,=| -1/4 0 —1/4
—-1/4 —1/4 0

Z charakteristického polynomu pc,(\) = A% — 1%)\ + 3% uréime kofeny \; = —1

27
1

Shrnuti lekce

Ukézali jsme iteracni zpusob feSeni soustav linedrnich rovnic a odvodili jsem

podminky, které zarucuji konvergenci.
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