
4. SLR – ITERAČNÍ METODY Numerické metody

4. SLR – iteračńı metody

Pr̊uvodce studiem

Iteračńı metody umožňuj́ı řešit soustavy lineárńıch rovnic pomoćı postupného

přibližováńı k přesnému řešeńı. Poč́ıtá se posloupnost vektor̊u aproximaćı {x(k)}
taková, že

lim
k→∞

x(k) = x, kde x je řešeńım Ax = b.

Přesné řešeńı tedy dostaneme v limitě, tj. formálně po nekonečném počtu krok̊u.Vý-

hody iteračńıch metod jsou tyto:

• V každé iteraci známe aproximaci řešeńı x(k). Pokud je tato aproximace

dostatečně přesná, pak výpočet ukonč́ıme.

• V každé iteraci je nejpracněǰśı operaćı násobeńı matice a vektoru. Jedná

se o operaci, která je algoritmicky podstatně jednodušš́ı než GEM a lze ji

snadno provést i pro rozsáhlé ř́ıdké matice, tj. pro matice s velkým počtem

(neuložených) nulových prvk̊u.

• Iteračńı metody jsou méně citlivé na zaokrouhlovaćı chyby než metody př́ımé.

Na každou iteraci můžeme nahĺıžet jako na počátečńı. Zaokrouhlovaćı chyby

z předchoźıch iteraćı proto vymiźı, pokud v daľśım výpočtu dojde ke kon-

vergenci. Některé speciálńı iteračńı metody byly navrženy pro zpřesněńı

výsledk̊u vypoč́ıtaných pomoćı př́ımých metod.

Zhruba plat́ı následuj́ıćı děleńı: př́ımé metody se použ́ıvaj́ı, je-li matice sou-

stavy malá (1 ≤ n ≤ 10000), plná a dobře podmı́něná; iteračńı metody se

použ́ıvaj́ı pro velké soustavy (n > 10000) s ř́ıdkou matićı.
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4.1. Př́ıklad iteračńıho výpočtu

Ćıle

Uvedeme př́ıklady iteračńıho řešeńı soustav lineárńıch rovnic a ukážeme na

nich, že výpočet může konvergovat, ale i divergovat.

Předpokládané znalosti

Řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Prováděńı rekurentńıch výpočt̊u.

Výklad

Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic

11x1 + 2x2 + x3 = 15,

x1 + 10x2 + 2x3 = 16,

2x1 + 3x2 − 8x3 = 1,

resp.

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

11 2 1

1 10 2

2 3 −8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

15

16

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

(4.1.1)

Soustavu nejdř́ıve převedeme na tvar vhodný pro výpočet iteraćı, tzv. iteračńı

tvar. Provád́ı se to tak, že z každé rovnice vyjádř́ıme jednu neznámou. Např́ıklad:

x1 = 1
11

(15 − 2x2 − x3),

x2 = 1
10

(16 − x1 − 2x3),

x3 = 1
8
(−1 + 2x1 + 3x2),

(4.1.2)

tj. ⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
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.

- 67 -
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Jiná možnost:

x1 = 15 − 10x1 − 2x2 − x3,

x2 = 16 − x1 − 9x2 − 2x3,

x3 = −1 + 2x1 + 3x2 − 7x3,

(4.1.3)

tj. ⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
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⎛
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︸ ︷︷ ︸
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.

Takových převod̊u existuje zřejmě nekonečně mnoho, ale jenom některé povedou

ke konvergentńımu výpočtu.

Z rovnic (4.1.2) a (4.1.3) dostaneme rekurentńı vzorce připsáńım iteračńıho

indexu k + 1 k neznámým na levé straně a k k neznámým na pravé straně.

Dostáváme

x
(k+1)
1 = 1

11
(15 − 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 = 1

10
(16 − x

(k)
1 − 2x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

8
(−1 + 2x

(k)
1 + 3x

(k)
2 ),

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

tj. x(k+1) = CJx
(k) + dJ , (4.1.4)

a

x
(k+1)
1 = 15 − 10x

(k)
1 − 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ,

x
(k+1)
2 = 16 − x

(k)
1 − 9x

(k)
2 − 2x

(k)
3 ,

x
(k+1)
3 = −1 + 2x

(k)
1 + 3x

(k)
2 − 7x

(k)
3 ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

tj. x(k+1) = CBx(k)+dB. (4.1.5)

Nyńı zvoĺıme počátečńı aproximaci x(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 )�, např. x(0) = (0, 0, 0)�.

Tyto hodnoty dosad́ıme do pravé strany rekurentńıch vzorc̊u (4.1.4) a dostaneme

x(1) = ( 15
11

, 16
10

, −1
8

)�.
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Jestliže takto pokračujeme dále, dostáváme

x(2) = (1.0841, 1.4886, 0.81591)�,

x(3) = (1.0188, 1.3284, 0.70426)�,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Provedeme-li několik daľśıch iteraćı, zjist́ıme, že se č́ıslice na prvńıch desetinných

mı́stech začnou po chv́ıli opakovat. Dostaneme přitom vektor

x = (1.0564, 1.3642, 0.65069)�,

o němž se můžeme domńıvat, že je aproximaćı přesného řešeńı soustavy (4.1.1).

Jestliže analogicky poč́ıtáme podle rekurentńıch vzorc̊u (4.1.5), dostaneme

x(1) = (15, 16,−1)�,

x(2) = (−166,−141, 84)�,

x(3) = (1873, 1283,−1344)�,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Zde žádnou tendenci ke konvergenci nevid́ıme a je proto pravděpodobné, že po-

sloupnost iteraćı diverguje.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. V čem spoč́ıvá základńı rozd́ıl mezi př́ımými a iteračńımi metodami?

Otázka 2. Jaké jsou výhody a nevýhody př́ımých a iteračńıch metod?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pro soustavu lineárńıch rovnic

−x1 − 3x2 + 2x3 = −9,

−6x1 − 19x2 + 10x3 = −59,

3x1 + 9x2 − 5x3 = 28
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navrhněte dva iteračńı tvary pomoćı postup̊u z odstavce 4.1.

2. U kterého z navržených iteračńıch tvar̊u výpočet konverguje?

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Rekurentńı vzorce pro prvńı iteračńı tvar:

x
(k+1)
1 = 9 − 3x

(k)
2 + 2x

(k)
3 ,

x
(k+1)
2 = 1

19
(59 − 6x

(k)
1 + 10x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

5
(−28 + 3x

(k)
1 + 9x

(k)
2 );

rekurentńı vzorce pro druhý iteračńı tvar:

x
(k+1)
1 = 9 − 3x

(k)
2 + 2x

(k)
3 ,

x
(k+1)
2 = 59 − 6x

(k)
1 − 18x

(k)
2 + 10x

(k)
3 ,

x
(k+1)
3 = −28 + 3x

(k)
1 + 9x

(k)
2 − 4x

(k)
3 .

2. Jestliže zkuśıme výpočet provést, zjist́ıme, že docháźı k divergenci v obou

př́ıpadech. Rozpoznáńım konvergentńıho výpočtu z vlastnost́ı matice soustavy se

budeme zabývat v daľśıch odstavćıch.
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4.2. Obecné iteračńı metody

Ćıle

Ukážeme obecný postup pro iteračńı řešeńı soustav lineárńıch rovnic a uve-

deme jeho dvě základńı varianty.

Předpokládané znalosti

Př́ıklady iteračńıho řešeńı soustav lineárńıch rovnic.

Výklad

Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic

Ax = b (4.2.1)

s regulárńı čtvercovou matićı A = (aij) řádu n, vektorem pravé strany b =

(bi) a vektorem neznámých x = (xi). Soustavu (4.2.1) přepǐsme na ekvivalentńı

soustavu v iteračńım tvaru

x = Cx + d, (4.2.2)

kde C je iteračńı matice řádu n a d je sloupcový vektor. Muśı přitom platit, že

rovnice (4.2.1) a (4.2.2) maj́ı stejné řešeńı.

Necht’ x(0) je daná počátečńı aproximace. Iteračńı výpočet provád́ıme podle

rekurentńıho vzorce

x(k+1) = Cx(k) + d, k = 0, 1, 2, . . . . (4.2.3)

Jestliže posloupnost vektor̊u {xk} konverguje k vektoru x, pak limitńım přechodem

v (4.2.3) dostaneme, že x je řešeńım rovnice (4.2.2) a také (4.2.1).

Jak uvid́ıme později, volba počátečńı aproximace neovlivńı konvergenci, takže

vektor x(0) můžeme zvolit libovolně. Výpočet ukonč́ıme, jestliže dvě posledńı
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aproximace se od sebe lǐśı ne v́ıce, než kolik je požadovaná přesnost, tj. jestliže

je splněno ukončovaćı kritérium

‖x(k+1) − x(k)‖ ≤ ε, (4.2.4)

kde ε > 0 je dané malé č́ıslo a ‖·‖ je vhodná norma. V našich př́ıkladech použijeme

ukončovaćı kritérium s řádkovou normou.

Algoritmus (Iteračńı řešeńı SLR)

Vstup: C, d, x(0), ε.

Opakuj

x(k+1) := Cx(k) + d;

dokud ‖x(k+1) − x(k)‖ > ε.

Výstup: x(k).

4.2.1. Jacobiova metoda

Jacobiovu metodu jsme si již ukázali při řešeńı soustavy (4.1.1) v odstavci 4.1.

Jsou to rekurentńı vzorce (4.1.4). Nyńı si ji probereme obecně.

Budeme předpokládat, že diagonálńı prvky matice soustavy (4.2.1) jsou ne-

nulové, tj. aii �= 0. Z i-té rovnice

ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn = bi, i = 1, . . . , n,

vyjádř́ıme i-tou neznámou

xi =
1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijxj −
n∑

j=i+1

aijxj

)
, i = 1, . . . , n.

Jacobiova metoda je určena rekurentńımi vzorci

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, . . . , n, (4.2.5)

pro k = 0, 1, 2, . . ..
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Všimněme si ještě, že vzorce (4.2.5) můžeme zapsat v obecném maticovém

tvaru (4.2.3), jestliže polož́ıme C = CJ a d = dJ , kde

CJ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −a12

a11
−a13

a11
. . . −a1n

a11

−a21

a22
0 −a23

a22
. . . −a2n

a22

−a31

a33
−a32

a33
0 . . . −a3n

a33

...
...

...
. . .

...

− an1

ann
− an2

ann
− an3

ann
. . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, dJ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1
a11

b2
a22

b3
a33

...

bn

ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (4.2.6)

Pomoćı aditivńıho rozkladu matice A = (aij),

A = L + D + U, (4.2.7)

kde L = (lij), lij = aij , i > j, lij = 0, i ≤ j, je dolńı trojúhelńıková část,

D = (dij), dii = aii, dij = 0, i �= j, je diagonálńı část a U = (uij), uij = 0, i ≥ j,

uij = aij , i < j, je horńı trojúhelńıková část, můžeme stručně psát

CJ = −D−1(L + U), dJ = D−1b.

Př́ıklad 4.2.1. Soustavu lineárńıch rovnic (4.1.1) řešte pomoćı Jacobiovy me-

tody s přesnost́ı ε = 10−4.

Řešeńı: Výpočet se provád́ı podle rekurentńıch vzorc̊u (4.1.4). Začátek výpočtu

jsme naznačili v odstavci 4.1. Nyńı vše shrneme v tabulce 4.2.1, kde kromě apro-

ximaćı x(k) uvád́ıme řádkové normy ‖x(k) − x(k−1)‖R. Naznačme ještě výpočet

prvńıch dvou norem:

‖x(1) − x(0)‖R = max{|15
11

− 0|, |16
10

− 0|, | − 1
8
− 0|} = 1.6,

‖x(2) − x(1)‖R = max{|1.0841− 15
11
|, |1.4886− 16

10
|, |0.8159 + 1

8
|} = 0.9409,

atd.

Výpočet jsme ukončili po desáté iteraci, protože ‖x(10)−x(9)‖R = 0.00005 ≤ 10−4,

a výsledek je x1 = 1.0564 ± 10−4, x2 = 1.3642 ± 10−4, x3 = 0.6507 ± 10−4.
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Tabulka 4.2.1: Iterace Jacobiovy metody.

k x
(k)
1 x

(k)
2 x

(k)
3 ‖x(k) − x(k−1)‖R

0 0 0 0 —

1 1.3636 1.6000 −0.1250 1.60000

2 1.0841 1.4886 0.8159 0.94091

3 1.0188 1.3284 0.7043 0.16023

4 1.0581 1.3573 0.6279 0.07641

5 1.0598 1.3686 0.6485 0.02064

6 1.0558 1.3643 0.6532 0.00468

7 1.0562 1.3638 0.6506 0.00260

8 1.0565 1.3643 0.6505 0.00048

9 1.0565 1.3643 0.6507 0.00027

10 1.0564 1.3642 0.6507 0.00005

4.2.2. Gauss-Seidelova metoda

Začneme př́ıkladem. Pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic (4.1.1) jsme použili Ja-

cobiovu metodu, která je určena rekurentńımi vzorci (4.1.4). Podle těchto vzorc̊u

se poč́ıtaj́ı v k-té iteraci složky nové aproximace x(k+1) postupně, tj. nejdř́ıve

x
(k+1)
1 pak x

(k+1)
2 a nakonec x

(k+1)
3 . Přitom se stále použ́ıvaj́ı složky z předchoźı

aproximace, tj. x
(k)
1 , x

(k)
2 a x

(k)
3 . Tento postup můžeme snadno vylepšit. Stač́ı

si uvědomit, že při výpočtu x
(k+1)
2 můžeme použ́ıt přesněǰśı aproximaci x

(k+1)
1

namı́sto méně přesné x
(k)
1 . Podobně můžme při výpočtu x

(k+1)
3 použ́ıt přesněǰśı

aproximace x
(k+1)
1 a x

(k+1)
2 namı́sto méně přesných x

(k)
1 a x

(k)
2 . Původńı rekurentńı

vzorce (4.1.1) se tak změńı na tvar

x
(k+1)
1 = 1

11
(15 − 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 = 1

10
(16 − x

(k+1)
1 − 2x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

8
(−1 + 2x

(k+1)
1 + 3x

(k+1)
2 ),

(4.2.8)

což je Gauss-Seidelova metoda.
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Př́ıklad 4.2.2. Soustavu lineárńıch rovnic (4.1.1) řešte pomoćı Gauss-Seidelovy

metody s přesnost́ı ε = 10−4.

Řešeńı: Výpočet podle vzorc̊u (4.2.8) je zaznamenán v tabulce 4.2.2.

Tabulka 4.2.2: Iterace Gauss-Seidelovy metody.

k x
(k)
1 x

(k)
2 x

(k)
3 ‖x(k) − x(k−1)‖R

0 0 0 0 —

1 1.3636 1.4636 0.7648 1.46364

2 1.0280 1.3442 0.6361 0.33564

3 1.0614 1.3666 0.6528 0.03341

4 1.0558 1.3639 0.6504 0.00559

5 1.0565 1.3643 0.6507 0.00073

6 1.0564 1.3642 0.6507 0.00011

7 1.0564 1.3642 0.6507 0.00001

Výpočet jsme ukončili už po sedmé iteraci, protože ‖x(7) − x(6)‖R = 0.00001 ≤
10−4, a výsledek je x1 = 1.0564± 10−4, x2 = 1.3642± 10−4, x3 = 0.6507± 10−4.

Poznámka

Z př́ıklad̊u 4.2.1. a 4.2.2. je vidět, že Gauss-Seidelova metoda je rychleǰśı než me-

toda Jacobiova. Existuj́ı ale př́ıklady, kdy Jacobiova metoda konverguje, zat́ımco

Gauss-Seidelova metoda diverguje.

Pro obecnou soustavu (4.2.1), kde aii �= 0, je Gauss-Seidelova metoda určena

rekurentńımi vzorci

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, . . . , n (4.2.9)

pro k = 0, 1, 2, . . ..

Nyńı neńı na prvńı pohled jasné, jak tyto vzorce zapsat v maticovém tvaru

(4.2.3). Pod́ıvejme se proto ještě na náš př́ıklad. Jestliže v (4.2.8) převedeme na
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levou stranu všechny členy obsahuj́ıćı složky nové aproximace, dostaneme

11x
(k+1)
1 = 15 − 2x

(k)
2 − x

(k)
3 ,

x
(k+1)
1 + 10x

(k+1)
2 = 16 − 2x

(k)
3 ,

−2x
(k+1)
1 − 3x

(k+1)
2 + 8x

(k+1)
3 = −1.

Odtud je vidět, že výpočet nové aproximace x(k+1) z aproximace předchoźı x(k)

můžeme interpretovat také jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s dolńı troj-

úhelńıkovou matićı. Pomoćı aditivńıho rozkladu (4.2.7) matice A to zaṕı̌seme

jako

(L + D)x(k+1) = −Ux(k) + b

a po úpravě

x(k+1) = −(L + D)−1Ux(k) + (L + D)−1b.

Obecné rekurentńı vzorce (4.2.3) proto popisuj́ı Gauss-Seidelovu metodu,

když v nich polož́ıme C = CGS a d = dGS, kde

CGS = −(L + D)−1U, dGS = (L + D)−1b.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak vypadá obecné schéma iteračńıho řešeńı soustav lineárńıch rovnic?

Otázka 2. Jak se provád́ı výpočet u Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody? Která

z nich je rychleǰśı?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Soustavu lineárńıch rovnic

4x1 − x2 + 2x3 = −12,

2x1 + 5x2 + x3 = 5,

x1 + x2 − 3x3 = −4
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řešte pomoćı Jacobiovy metody s přesnost́ı ε = 10−2.

2. V předchoźı úloze použijte při řešeńı Gauss-Seidelovu metodu.

3. Upravte obecný algoritmus pro iteračńı řešeńı soustav lineárńıch rovnic tak,

aby vyjadřoval Jacobiovu resp. Gauss-Seidelovu metodu.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Rekurentńı vzorce pro Jacobiovu metodu maj́ı tvar

x
(k+1)
1 = 1

4
(−12 + x

(k)
2 − 2x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 = 1

5
(5 − 2x

(k)
1 − x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

3
(4 + x

(k)
1 + x

(k)
2 ).

Při nulové počátečńı aproximaci dojdeme na požadovanou přesnost v jedenácté

iteraci; x1 = −2.9955 ± 10−2, x2 = 2.0019 ± 10−2, x3 = 1.0011 ± 10−2.

2. Rekurentńı vzorce pro Gauss-Seidelovu metodu maj́ı tvar

x
(k+1)
1 = 1

4
(−12 + x

(k)
2 − 2x

(k)
3 ),

x
(k+1)
2 = 1

5
(5 − 2x

(k+1)
1 − x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = 1

3
(4 + x

(k+1)
1 + x

(k+1)
2 ).

Při nulové počátečńı aproximaci dojdeme na požadovanou přesnost ve čtvrté

iteraci; x1 = −2.9991 ± 10−2, x2 = 1.9998 ± 10−2, x3 = 1.0002 ± 10−2.

3. Vstupńı parametry C a d u p̊uvodńıho algoritmu nahrad́ıme za A = (aij)

a b = (bi). Maticový výpočet nové iterace x(k+1) zaṕı̌seme rekurentńımi vzorci

(4.2.5) resp. (4.2.9).
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4.3. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic

Ćıle

Připomeneme, jak se definuj́ı a poč́ıtaj́ı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic.

Poznatky z tohoto odstavce jsou základem při posuzováńı konvergence iteračńıch

metod.

Předpokládané znalosti

Výpočty determinant̊u, řešeńı algebraických rovnic, řešeńı soustav lineárńıch

rovnic se singulárńı matićı, lineárńı závislost a nezávislost vektor̊u, ortogonalita

vektor̊u, báze.

Výklad

Úlohu na vlastńı č́ısla připomeneme na př́ıkladu.

Př́ıklad 4.3.1. Uvažujme matici

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0

2 2 1

1 1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.3.1)

Určete taková č́ısla λ, pro která má soustava lineárńıch rovnic Av = λv nenulové

řešeńı a toto řešeńı vypočtěte.

Řešeńı: Soustavu přeṕı̌seme do tvaru:

(A− λI)v =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 − λ 0 0

2 2 − λ 1

1 1 2 − λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1

v2

v3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Odtud je vidět, že jedńım řešeńım je vždy nulový vektor. Nás však zaj́ımaj́ı

- 78 -
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situace, kdy existuje ještě daľśı řešeńı nenulové. V takovém př́ıpadě ale muśı být

nulový determinant matice soustavy, takže pro č́ıslo λ plat́ı

det(A − λI) = −λ3 + 6λ2 − 11λ + 6 = 0.

Dostali jsme algebraickou rovnici třet́ıho stupně a pouze pro jej́ı tři kořeny λ1 = 3,

λ2 = 2 a λ3 = 1 bude mı́t uvažovaná soustava nenulová řešeńı. Najdeme je ze tř́ı

soustav lineárńıch rovnic

(A − 3I)v = 0, (A − 2I)v = 0, (A − 1I)v = 0,

tj.

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0

2 −1 1

1 1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1

v2

v3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0

2 0 1

1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1

v2

v3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

2 1 1

1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

v1

v2

v3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Vyřešeńım těchto soustav dostaneme

v1 = (0, r, r)�, v2 = (s,−s,−2s)�, v3 = (0, t,−t)�,

kde r, s a t jsou libovolná nenulová č́ısla. Vid́ıme, že každá soustava má nekonečně

mnoho řešeńı. Konkrétńı volbou r, s a t dostaneme např́ıklad

v1 = (0, 1, 1)�, v2 = (1,−1,−2)�, v3 = (0, 1,−1)�.

Všimněme si ještě, že č́ısla λ1, λ2 a λ3 jsou vzájemně r̊uzná a že vektory v1, v2

a v3 jsou lineárně nezávislé.
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Definice 4.3.1.

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Č́ıslo λ (obecně komplexńı), pro které má

soustava

Av = λv, resp. (A − λI)v = 0

nenulové řešeńı, se nazývá vlastńı č́ıslo matice A a jemu odpov́ıdaj́ıćı nenulové

řešeńı v = (v1, v2, . . . , vn)� se nazývá vlastńı vektor matice A.

Je zřejmé, že č́ıslo λ je vlastńım č́ıslem matice A právě tehdy, když je kořenem

charakteristického polynomu

pA(λ) = det(A − λI) = (−1)nλn + c1λ
n−1 + . . . + cn−1λ + cn.

Odtud plyne, že každá čtvercová matice řádu n má právě n vlastńıch č́ısel, pokud

každé vlastńı č́ıslo poč́ıtáme tolikrát, kolik je násobnost kořene.

Poznámka

Vlastńı č́ısla m̊užeme hledat jako řešeńı rovnice pA(λ) = 0 metodami z kapitoly 2.

Tento postup je však obt́ı̌zný pro věťśı hodnoty n, protože je pracné vypoč́ıtat

koeficienty charakteristického polynomu ci.

Snadno lze určit vlastńı č́ısla u horńı trojúhelńıkové matice U = (uij), uij = 0

pro i > j. Jsou to všechny diagonálńı prvky uii, protože z definice determinantu

plyne, že charakteristický polynom má tvar

pU(λ) = (u11 − λ)(u22 − λ) . . . (unn − λ).

Stejné tvrzeńı plat́ı samozřejmě i pro dolńı trojúhelńıkovou matici.

Při vyšetřováńı konvergence iteračńıch metod budeme využ́ıvat následuj́ıćı

větu.
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Věta 4.3.1.

Necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice A, které odpov́ıdá vlastńımu vektoru v, c je dané

reálné č́ıslo a k je č́ıslo přirozené. Potom cλk je vlastńı č́ıslo matice cAk, které

odpov́ıdá vlastńımu vektoru v.

Důkaz: Jestliže Av = λv, potom cAkv = cλAk−1v = . . . = cλkv. �

Nyńı si všimneme vlastńıch vektor̊u. V úvodńım př́ıkladu jsme viděli, že

vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou lineárně nezávislé.

Toto tvrzeńı plat́ı obecně, takže matice řádu n, může mı́t (nejvýše) n lineárně

nezávislých vektor̊u. Tyto vektory pak tvoř́ı bázi v prostoru n-složkových arit-

metických vektor̊u. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že matice nemuśı mı́t vždy plný

počet lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u.

Př́ıklad 4.3.2. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory pro matice

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0

0 2 0

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0

0 2 1

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0

0 2 1

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Řešeńı: Všechny matice jsou trojúhelńıkové a maj́ı stejný charakteristický po-

lynom

pA(λ) = pB(λ) = pC(λ) = pD(λ) = (2 − λ)3.

Č́ıslo λ = 2 je tedy (trojnásobným) vlastńım č́ıslem všech čtyř matic. Postupem

z př́ıkladu 4.3.1. zjist́ıme, že matice A má tři lineárně nezávislé vlastńı vektory

v1 = (1, 0, 0)�, v2 = (0, 1, 0)�, v3 = (0, 0, 1)�

- 81 -



4. SLR – ITERAČNÍ METODY Numerické metody

(každá nenulová lineárńı kombinace těchto vektor̊u je také vlastńım vektorem

matice A). Pro matici B se podař́ı naj́ıt pouze dva lineárně nezávislé vlastńı

vektory v1 a v3. Matice C má opět dva vlastńı vektory, nyńı to jsou vektory v1

a v2. Konečně matice D má jediný vlastńı vektor v1. �

V aplikaćıch se často vyskytuj́ı symetrické matice, pro něž plat́ı následuj́ıćı

tvrzeńı.

Věta 4.3.2.

Necht’ A je symetrická čtvercová matice, tj. A = A�. Potom plat́ı:

(i) všechna vlastńı č́ısla jsou reálná;

(ii) vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı;

(iii) k-násobnému vlastńımu č́ıslu odpov́ıdá k lineárně nezávislých vlastńıch

vektor̊u, které lze zvolit tak, aby byly ortogonálńı.

Poznámka

Z věty plyne, že pro symetrickou matici řádu n m̊užeme vždy naj́ıt n orto-

gonálńıch vlastńıch vektor̊u. Protože ortogonálńı vektory jsou lineárně nezávislé,

budou tvořit bázi v prostoru n-složkových aritmetických vektr̊u.

4.3.1. Výpočet vlastńıch č́ısel metodou LU-rozkladu

Ukážeme iteračńı metodu výpočtu vlastńıch č́ısel, která se v literatuře nazývá

LR-algoritmus. Jej́ım základem jsou vlastnosti podobných matic.

Definice 4.3.2.

Dvě čtvercové matice A a B řádu n se nazývaj́ı podobné, jestliže existuje re-

gulárńı čtvercová matice C taková, že plat́ı A = C−1BC.

Věta 4.3.3.

Podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla.
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Důkaz: Necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice A odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu vektoru v, tj.

plat́ı Av = λv. Potom

C−1AC︸ ︷︷ ︸
B

C−1v︸ ︷︷ ︸
ṽ

= C−1Av = λC−1v︸ ︷︷ ︸
ṽ

.

Odtud plyne, že λ je vlastńı č́ıslo matice B odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu vektoru ṽ. �

Metoda LU-rozkladu je založena na následuj́ıćım pozorováńı. Necht’ L a U

tvoř́ı LU-rozklad matice A podle věty 3.3.1., tj. plat́ı A = LU. Definujme matici

A1 = UL. Protože

A1 = UL = L−1LUL = L−1AL,

vid́ıme, že matice A a A1 jsou podobné a maj́ı proto stejná vlastńı č́ısla. Ana-

logicky můžeme k matici A1 vytvořit podobnou matici A2 atd. Dostaneme po-

sloupnost podobných matic a budeme se zaj́ımat o vlastńı č́ısla limitńı matice.

Algoritmus (Metoda LU-rozkladu)

Polož́ıme A0 = A a pro k = 1, 2, . . . provedeme:

1) LU-rozklad matice Ak−1, tj. urč́ıme Lk a Uk tak, že Ak−1 = LkUk;

2) vypoč́ıtáme součin Ak := UkLk.

Všimněme si posloupnost́ı {Ak} a {Uk}. Lze dokázat, že za jistých předpo-

klad̊u konverguj́ı obě tyto posloupnosti ke stejné limitńı matici M; viz [1]. Tato

matice je nutně horńı trojúhelńıková a má stejná vlastńı č́ısla jako A. Hledaná

vlastńı č́ısla proto urč́ıme jako diagonálńı prvky matice M.

Př́ıklad 4.3.3. Pomoćı metody LU-rozkladu vypočtětě vlastńı č́ısla matice

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0

−1 2 −1

0 −1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (4.3.2)

s přesnost́ı na dvě desetinná mı́sta.
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Řešeńı: Pro A0 = A urč́ıme LU-rozklad

L0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−0.50 1 0

0 −0.67 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , U0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2.00 −1.00 0

0 1.50 −1.00

0 0 1.33

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

a vynásobeńım dostaneme

A1 = U0L0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2.50 −1.00 0

−0.75 2.17 −1.00

0 −0.89 1.33

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Podobně pro A1 vypoč́ıtáme LU-rozklad

L1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

−0.30 1 0

0 −0.48 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , U1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2.50 −1.00 0

0 1.87 −1.00

0 0 0.86

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

a opět vynásobeńım dostaneme

A2 = U1L1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2.80 −1.00 0

−0.56 2.34 −1.00

0 −0.41 0.86

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Č́ısla pod diagonálou u matic Ak se zač́ınaj́ı přibližovat k nule, což ukazuje na ten-

denci ke konvergenci. Jestliže takto pokračujeme dále, dostaneme

A13 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

3.41 −1.00 0

0.00 2.00 −1.00

0 0.00 0.58

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ≈ M

a v daľśıch iteraćıch se již č́ısla na diagonále (na prvńıch dvou desetinných

mı́stech) neměńı. Přibližné hodnoty vlastńıch č́ısel jsou λ1
.
= 3.41, λ2

.
= 2.00

a λ1
.
= 0.58.
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Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jak se definuj́ı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic?

Otázka 2. Kolik vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u má matice řádu n?

Otázka 3. Na jaké vlastnosti je založena metoda LU-rozkladu?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Pomoćı charakteristického polynomu vypočtěte vlastńı č́ısla matice (4.3.2).

Vypočtěte také vlastńı vektory.

2. Metodou LU-rozkladu vypočtětě vlastńı č́ısla matice

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

s přesnost́ı na čtyři desetinná mı́sta.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. pA(λ) = λ3−6λ2 +10λ−4, λ1 = 3.414214, λ2 = 2, λ3 = 0.585786. Vlastńı vek-

tory jsou např́ıklad v1 = (−1,
√

2,−1)�, v2 = (−√
2, 0,

√
2)�, v3 = (1,

√
2, 1)�.

2. Vlastńı č́ısla s požadovanou přesnost́ı jsou na diagonále matice A20; λ1
.
=

3.7320, λ2
.
= 2.0000, λ3

.
= 0.2679.
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4.4. Konvergence iteračńıch metod

Ćıle

Odvod́ıme podmı́nky, které zaručuj́ı konvergenci iteračńıch metod.

Předpokládané znalosti

Iteračńı řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory.

Výklad

Připomeňme, že při iteračńım řešeńı převád́ıme soustavu lineárńıch rovnic

Ax = b na (ekvivalentńı) soustavu v iteračńım tvaru

x = Cx + d. (4.4.1)

K řešeńı se potom přibližujeme pomoćı posloupnosti {x(k)}, kterou poč́ıtáme

podle rekurentńıho vzorce

x(k+1) = Cx(k) + d. (4.4.2)

Jestliže odečteme (4.4.1) a (4.4.2) a označ́ıme přitom e(k) = x(k) − x, dostaneme

e(k+1) = Ce(k).

T́ımto vzorcem se ř́ıd́ı iteračńı chyba e(k). Jeho opakovaným použit́ım dostaneme

e(k+1) = Ce(k) = C2e(k−1) = . . . = Ck+1e(0). Proto

e(k) = Cke(0), (4.4.3)

kde e(0) je počátečńı chyba, která je určena volbou počátečńı aproximace x(0).

Je zřejmé, že iteračńı výpočet bude konvergovat, jestliže limk→∞ e(k) = 0, tj.

když se iteračńı chyba bĺıž́ı k nulovému vektoru. Tuto limitu budeme vyšetřovat

pomoćı vzorce (4.4.3). Budeme přitom předpokládat, že iteračńı matice C má
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vlastńı č́ısla λ1, . . ., λn, kterým odpov́ıdaj́ı vlastńı vektory v1, . . ., vn, které

tvoř́ı bázi. Připomeňme, že taková situace nastane podle věty 4.3.2. a následné

poznámky např́ıklad v př́ıpadě, kdy je C symetrická matice. Vektor e(0) pak

můžeme zapsat jako lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u, tj. existuj́ı konstanty

c1, . . ., cn, pro něž plat́ı

e(0) = c1v1 + . . . + cnvn. (4.4.4)

Jestliže dosad́ıme (4.4.4) do (4.4.3) dostaneme s pomoćı věty 4.3.1. vztah

e(k) = c1C
kv1 + . . . + cnC

kvn

= c1λ
k
1v1 + . . . + cnλk

nvn. (4.4.5)

Odtud je vidět, že

lim
k→∞

e(k) = 0 ⇐⇒ lim
k→∞

λk
i = 0 pro i = 1, . . . , n.

Uvedené limity budou nulové, právě když |λi| < 1 pro i = 1, . . . , n. Dokázali jsme

následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 4.4.1.

Necht’ C je iteračńı matice, která má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u.

Iteračńı metoda daná vzorcem (4.4.2) konverguje pro každou počátečńı aproxi-

maci x(0), právě když všechna vlastńı č́ısla matice C jsou v absolutńı hodnotě

menš́ı než jedna.

Př́ıklad 4.4.1. Určete vlastńı č́ısla iteračńıch matic CJ a CB z odstavce 4.1.

a porovnejte pr̊uběhy iteračńıch výpočt̊u s tvrzeńım posledńı věty.

Řešeńı: Z charakteristického polynomu pCJ
(λ) = λ3 + 7

88
λ − 1

80
urč́ıme vlastńı

č́ısla matice CJ : λ1
.
= 0.1297, λ2

.
= −0.0649 + i0.3036, λ3

.
= −0.0649 − i0.3036.

Z absolutńıch hodnot |λ1| = λ1, |λ2| = |λ3| .
= 0.3104 vid́ıme, že iteračńı výpočet

muśı být konvergentńı, což je v souladu s naš́ım pozorováńım z odstavce 4.1.
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Podobně z charakteristického polynomu pCB
(λ) = λ3 +26λ2 +229λ+683 urč́ıme

vlastńı č́ısla matice CB. Stač́ı si povšimnout, že jedno z vlastńıch č́ısel je λ1
.
=

−8.7373. Protože |λ1| > 1, nemůže iteračńı výpočet (obecně) konvergovat, což je

rovněž v souladu s pozorováńım z odstavce 4.1.

Viděli jsme, že o konvergenci iteračńı metody lze rozhodnout na základě

vlastńıch č́ısel. Výpočet vlastńıch č́ısel je však zpravidla složitěǰśı než řešeńı sou-

stavy lineárńıch rovnic. V daľśı větě proto ukážeme jednodušš́ı, i když slabš́ı

konvergenčńı podmı́nku.

Věta 4.4.2.

Necht’ C je iteračńı matice, která má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u.

Iteračńı metoda daná vzorcem (4.4.2) konverguje pro každou počátečńı aproxi-

maci x(0), jestliže pro některou normu plat́ı ‖C‖ < 1.

Důkaz: Necht’ ‖C‖ < 1 a necht’ λ je libovolné vlastńı č́ıslo matice C odpov́ıdaj́ıćı

vlastńımu vektrou v, tj. Cv = λv. Protože |λ|‖v‖ = ‖λv‖ = ‖Cv‖ ≤ ‖C‖‖v‖,
plat́ı |λ| ≤ ‖C‖ < 1, takže všechna vlastńı č́ısla matice C jsou v absolutńı hodnotě

menš́ı než jedna. Iteračńı metoda proto konverguje podle věty 4.4.1. �

U Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody lze konvergenčńı podmı́nku z posledńı

věty formulovat pomoćı matice soustavy A. Použ́ıvá se přitom terminologie z ná-

sleduj́ıćı definice.

Definice 4.4.1.

Řekneme, že čtvercová matice A = (aij) řádu n je ostře diagonálně dominant́ı,

jestliže plat́ı

|ai1| + . . . + |aii−1| + |aii+1| + . . . + |ain| < |aii| pro i = 1, . . . , n. (4.4.6)
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Př́ıklad 4.4.2. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch matic je ostře diagonálně do-

minantńı:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

11 2 1

1 10 2

2 3 −8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

−8 2 1

−2 1 −3

1 1 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Řešeńı: Matice A je ostře diagonálně dominantńı, protože plat́ı 2 + 1 < 11,

1 + 2 < 10 a 2 + 3 < 8. Matice B neńı ostře diagonálně dominantńı, protože ve

druhém řádku je 2 + 3 > 1.

Věta 4.4.3.

Necht’ Ax = b je daná soustava lineárńıch rovnic. Jacobiova iteračńı metoda

konverguje pro každou počátečńı aproximaci x(0), jestliže matice A je ostře dia-

gonálně dominant́ı.

Důkaz: Necht’ A je ostře diagonálně dominantńı. Podmı́mku (4.4.6) může přepsat

do tvaru

|ai1|
|aii| + . . . +

|aii−1|
|aii| +

|aii+1|
|aii| + . . . +

|ain|
|aii| < 1, pro i = 1, . . . , n.

Pro iteračńı matici Jacobiovy metody CJ (viz (4.2.6)) to znamená, že součet

absolutńıch hodnot prvk̊u v každém řádku je menš́ı než jedna. V řádkové normě

proto plat́ı ‖CJ‖R < 1 a konvergence Jacobiovy metody plyne z věty 4.4.2. �

Poznámka

Také Gauss-Seidelova metoda konverguje, je-li matice soustavy ostře diagonálně

dominant́ı. D̊ukaz je však o něco složitěǰśı; viz [1].
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Poznámka

Konvergenci Jacobiovy i Gauss-Seidelovy metody zajist́ıme tak, že řešenou sou-

stavu předem uprav́ıme na ekvivalentńı soustavu s ostře diagonálně dominantńı

matićı.

Př́ıklad 4.4.3. Soustavu lineárńıch rovnic

−8x1 + 2x2 + x3 = −1,

−2x1 + x2 − 3x3 = −9,

x1 + x2 + 3x3 = 12

upravte na tvar s ostře diagonálně dominantńı matićı.

Řešeńı: Úpravy, které neměńı řešeńı, jsou tři: záměna pořad́ı rovnic, vynásobeńı

rovnice nenulovým č́ıslem a přičteńı nenulového násobku rovnice k jiné rovnici.

V našem př́ıpadě stač́ı přič́ıst třet́ı rovnici k rovnici druhé:

−8x1 + 2x2 + x3 = −1,

−x1 + 2x2 = −3,

x1 + x2 + 3x3 = 12.

Provedeme-li výpočet Jacobiovy nebo Gauss-Seidelovy metody pro tuto soustavu,

budeme mı́t zaručenu konvergenci.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Jaké podmı́nky zaručuj́ı konvergenci obecné iteračńı metody?

Otázka 2. Jak lze zajistit konvergenci u Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody?
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Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Soustavu lineárńıch rovnic

4x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + 4x2 + x3 = 6,

6x1 + 6x2 + 6x3 = 18

upravte na tvar s ostře diagonálně dominantńı matićı.

2. Napǐste iteračńı matici pro Jacobiovu metodu a vypočtěte jej́ı vlastńı č́ısla.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. Od třet́ı rovnice odečteme rovnici prvńı i druhou. Dostaneme:

4x1 + x2 + x3 = 6,

x1 + 4x2 + x3 = 6,

x1 + x2 + 4x3 = 6.

2. Iteračńı matice má tvar:

CJ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1/4 −1/4

−1/4 0 −1/4

−1/4 −1/4 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Z charakteristického polynomu pCJ
(λ) = λ3 − 3

16
λ + 1

32
urč́ıme kořeny λ1 = −1

2
,

λ2 = λ3 = 1
4
.

Shrnut́ı lekce

Ukázali jsme iteračńı zp̊usob řešeńı soustav lineárńıch rovnic a odvodili jsem

podmı́nky, které zaručuj́ı konvergenci.
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