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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

1.6. Integrace goniometrickych funkci

Pravodce studiem

V této kapitole se budeme podrobnéji zabyvat integraci funkci, které jsou sloZené
z goniometrickych funkci. Takové integraly se casto vyskytuji v praktickych aplikacich.

Budeme se s nimi setkavat hlavné pii vypoétu vicenasobnych integrali v Matematice 11I.

PF¥i vypoctu integrala tohoto typu je obvykle pouZivdna substitu¢ni metoda. Nékteré
integréaly se také daji vypocitat metodou per partes. Vhodnou substituci Ize dané integraly
casto prevést na integraly zracionalnich funkci, které jsme se naucili integrovat
v piedchéazejici kapitole. Pro jednotlivé typy integralt piehledné uvedeme vhodnou metodu

Vypoctu.
Cile

Seznadmite se spostupy, které jsou vhodné pii integraci funkci sloZzenych
z goniometrickych funkci. Uvedeme zékladni typy téchto integrala a nejvhodnéjsi metody

integrace téchto funkci.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate zakladni integraly uvedene v tabulce 1.2.1 a umite vypocitat
integraly substitu¢ni metodou, metodou per partes a umite integrovat racionalni funkce.
Predpokladame, Ze znate zakladni vlastnosti goniometrickych funkci a dalezZité vztahy,
které pro n¢ plati.

Integraly typu jsinmx cos" x dx

Vyklad

Nejprve se budeme zabyvat integraly typu jsinmx cos" xdx, kde m, n jsou cela &isla.

Jeden takovy integrél jsme jiz pocitali, viz piiklad 1.4.2. Integraly tohoto typu budeme velmi
casto dostavat pti vypoctu dvojnych a trojnych integrala v piredmétu Matematika I11. Postup
vypoctu zavisi na tom, zda jsou c¢isla m, n sudd nebo licha. Nejprve uvedeme piehledné
postup pro jednotlivé moZnosti a pak pro kazdou moznost vypocitame piiklad, na kterém
postup objasnime.
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

Vypocet integrala typu J'sinmx cos" xdx, kde m, ne Z:

a) mjeliché substituce cosx=t,
b) njeliché substituce sinx=t,

C) minsudé, alespon jedno zaporné  substituce tgx =t,

d) minsudé nezaporné pouZijeme vzorce pro dvojnasobny uhel
.9 1-cos2x 2 1+ cos2x
sin“ x=————, ¢0S X=T :

s/
Pan

Resené ulohy

Priklad 1.5.1. Vypoctéte integral J'sin5 X cos® xdx .

Regeni:

V tomto piipadé je m=5, n=2, takZze budeme volit substituci cosx =t. Pro diferenciél
dostavame —sinxdx =dt. Z integrované funkce si tedy ,,vypujcime” jeden sinus pro
diferencial a zbyvajici siny snadno prevedeme na funkci kosinus pomoci zndmého vztahu

sin2 X+ COS2 x =1. Dostaneme:

2
IsinS X OS2 X dx = jsin"’ X c0s2 xsin x dx = j(sin2 x) cos? xsin xdx =

) substituce: )
:I(l—cos2 x) cos? xsinxdx=| cosx=t :—j(l—tz) t2dt =
—sin xdx = dt
7 5 .3
:—I(tz—2t4+t6)dt=—t7+2%—%+c:—%0037x+zcos5x—lc053x+c.

Poznamky

1. Jsou-li licha m i n, maZeme si vybrat, jakou substituci pouZijeme, zda a) nebo b). Takovou
ulohu jsme jiZ 7eSili v prikladu 1.4.2.

2. Obecneé si staci pamatovat, Ze v pripade liché mocniny pouZzijeme jednu funkci sinus (resp.
kosinus) pro diferencial a zbyvajici mocninu (bude sudad) prevedeme na druhou funkci

(kosinus, resp. sinus) a tu také poloZime rovnu nové proménné.
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

2

X
. dx
cos® X

sin

Priklad 1.5.2. Vypoctéte integral |

Resent:

V tomto piipadé je m=2, n=-8. JelikoZ je n<0, budeme volit substituci tgx=t pro

XG(—%,%). Pro hodnoty z uvedeného intervalu je x=arctgt, a tedy diferenciél

dx =

5 Pro vypocet integralu jeSté potiebujeme vyjadrit funkce sinx a cosx
1+t

pomoci funkce tg x. Potiebné vztahy snadno odvodime z pravouhlého trojahelnika, jehoZ
jeden thel ma velikost x. JestliZze prilehlou odvésnu zvolime rovnu 1, bude mit protilehla

odveésna velikost tgx=t. Z Pythagorovy véty

vypocteme velikost prepony 1+t2 . Z definic
funkci sinus a kosinus (pomér velikosti

protilehlé, resp. prilehlé odvésny ku pieponé)

tgx =t
dostaneme:
sinx = ¢ a CoOSX = !
\/1+t2 \/1+t2
2
bstit ! t? 4
substituce 2 2
jsmzxdx— tgx=t |=[ ict?) _dt = 1 d ! (1+t) dt =
cosBx C 81412 1 1462 22
i — dt 1 , Z (1+t )
1+t2 V1+t2 (1+t )

2(r .2\ 2 2 .4 2 o4 .6 2 2t
= [t (1+t )dt:jt (1+2t +t )dt:j(t +2t4 4t )dt=—+—+—+cz
3 5
1. 3 2. 5 1,7
=—tg° x+—=tg° x+—=tg' x+C .
3 g 5 g 7 g
Priklad 1.5.3. Vypoctéte integrél jsin4xdx .
Reseni:

Mame m=4 a n=0. JelikoZ je m>0 a je sudé, snizime mocninu pouZzitim vzorce pro

polovi¢ni Ghel.
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2
jsin"’ xdx = I(sinz x)2 dx = I[#) dx =%I(1—2COS 2X +C0s? 2X)dx =

:l'|‘(1—2cos,2x+m)dx:1 X
4 2

4

2sin2x 1 1sin4x
- +—X+= +C =
2 2 4

:l Ex—sin2x+3m4X +C .
4| 2 8

Poznamka
Integral z funkci cos2x a cos4x jsme vypocetli podle vzorce [16] z tabulky 1.2.1. Prakticky

pouZivame substituci 2x=t, resp. 4x=t.
Integraly typu IR(sinx,cos X)dx

Vyklad

V dalSi ¢asti se budeme zabyvat integraly racionalnich funkci, které dostaneme z funkci
sinx, cosx a redlnych c¢isel pomoci konecného poctu aritmetickych operaci (s¢itani,
od¢itani, nasobeni a déleni). Casto jsou tyto integraly znaceny jako integraly typu
IR(sinx,cos x)dx, kde R(u,v) ptedstavuje racionalni funkci dvou proménnych u=sinx a
V=COSX.

Jedna se naptiklad o integraly funkci:

sin2 X
cosS x

R(sin x,cos X) =
. 1
R(sin x,cos x) = ——,

sin x

1+sin X+ cos X
1-sinx—cosx

R(sin x,cos x) =
Poznamka
Pokud bychom mezi vychozi funkce pridali jeSte funkce tgx a cotgx, nedostaneme nic
noveho, nebor tgx:ﬂ a cotgx:%. Po Uprave dostaneme opét racionalni funkci

COS X sin X

vytvorenou ze sinu a kosini.
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

Univerzalni substituce

Ukazeme, Ze integral typu I R(sinx, cos X)dx muzeme substituci
X
tg—=t, xe(-7,7x)
2
pievést na integrél racionalni lomené funkce. K tomu musime nejprve funkce sinxa
I c X
COS X vyjadiit pomoci tg >

Analogicky jako v ptikladu 1.5.2. snadno odvodime potiebné vztahy pro polovicni thel

X - o v y ] ]
> z pravouhlého trojahelnika. Jestlize ptilehlou odvésnu zvolime rovnu 1, bude mit

I y . X
protilehla  odvésna  velikost tg§=t.

1412 Z Pythagorovy véty vypocteme  velikost

piepony V1+t%. Zdefinic funkci sinus a

kosinus (pomér velikosti protilehlé resp.

N | X

prilehlé odvésny ku pieponé) dostaneme:

X
a CoS—=

t 1
\/1+t2 2 \/1+t2 .

. X
Sin—=
2

S pouzitim vzorcu pro dvojnasobny uhel

2

(sin2a =2sinacosa, cos2a =cos a—sinza) ziskdme

. . X X t 1 2t
SinX=2sin—cos—=2 = 5
2 \/1+t2 \/1+t2 1+t

2 2 )
cosx—coszisinzl—{ ! J [ t J _1-t
2 2 \J1+t? V1t ) 14t?

Podstatné je, Ze po substituci dostdvame misto funkci sinus a kosinus racionalni funkce.

Ze vztahu tggzt pro xe(-z,z) dostdvame %zarctgt, x =2arctgt, a tedy

2
1+t

dx =

5 dt. Po dosazeni dostavame integral racionalni funkce
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2
jR(sinx,cosx)dx:IR[ 2 ,1_t ] 2t .

1+t% 1+t% J1+t2

Shrnuti:

Integrély typu j R(sinx,cos x)dx muaZeme tesit substituci

tggzt, Xe(-z,x).

Pak vyjadiime
42
sinx:iz, cosx:l—tz, dx = 22dt.
1+t 1+t 1+t

s/
Pan

Resené ulohy

Priklad 1.5.4. Vypogtste integral I%dx xe(0,7).
sin x

Reseni:
Uvedeny integral jsme jiz jednou fteSili substituci (ptiklad 1.4.6). Z vySe odvozenych
vztaht snadno dostaneme:

1
de—jTﬁdt—j dt=Int[+C =In

+t2

tg

1
COSX—2sinXx+3

Priklad 1.5.5. Vypoctéte integrél I

Reseni:

Pouzijeme substituci th =t . Z vySe odvozenych vztahti snadno dostaneme:

j 1_ dx:_[ 1 dt_j 5 2 2dt:
cosx—2sinx+3 1-t2 2t 1+t2 1-t“—4t+3+3t

-2 +3
1+t 14t2
:j%dtzj%dtzj%dtzj%dt:
2t -4t +4 t°-2t+2 t°-2t+1+1 1+(t-1)

=arctg(t —1) + C = arctg(tg g -)+C.
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

Priklad 1.5.6. Vypoctste integral [~ X+ COX g

1-sin X —cos X

Reseni:
Pouzijeme substituci tgg =t . Z vySe odvozenych vztaht dostaneme:

2t 1-t2
. 1+ +
1+sin X+ CoS X 1412 1+t2 2+2t 2
i dx= | 2 2dt‘j 7 T 2u=
1-sin x—cos x 3 2t _1—'[ 1+t 2t° -2t 1+t
1412 1412
:J- 22(t+1) . dt:J- 2(t+1) —dt
t2 —t)L+t?) t(t-1)(1+1t?)

Dostali jsme integrél z racionalni funkce ryze lomené. Pro rozklad racionalni funkce na
parcialni zlomky pouZijeme postup uvedeny v kapitole 1.5. Polynom ve jmenovateli ma
realné koreny t; =0, tp =1 a komplexn¢ sdruzené koreny t 4 = +i. Rozklad na soucet
parcialnich zlomka bude mit tvar:

2(t+1) A B C2 D
1 1 2t 2
tt-D@A+t9) t -1 14t° 1+t

Nalezneme neznamé koeficienty A, B, C, D rozkladu z rovnice
2(t+1) = At —1)(1+t?) + Bt(L+t%) + C2t?(t—1) + Dt(t—1).
Dostaneme: A=-2, B=2, C=0, D=-2.

Integrujeme parcialni zlomky:

20+D
J-t(t ~1)(1+t?) I

=-2In|t|+2In|t-1]- 2arctgt + C =

X X X tgi—l
=-2In{tg—|+ 2In|tg——-1 - 2arctgtg—+C = 2In 2_|_x+C.
2 2 2 i X
gi
2
Poznamka

Substituci tg§=t pro xe (-z,7) miZeme reSit kazdy integrél typu _[R(sinx,cosx)dx.

Vzniklé racionalni funkce vSak mohou byt komplikované a integrace pracna. V nekterych
specialnich pripadech muZe kcili rychleji vést substituce sinx=t, cosx=t, pripadné

tgx=t.
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Kontrolni otazky

1. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu typu jsinmxcos” xdx, m,neZ, je-li m
liché?

2. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu typu Isinmxcos” xdx, mneZ, je-li n
liché?

3. Jakou substituci zvolite pti vypoétu integrélu typu Isinmxcos” xdx, m,neZ, jsou-li
m i n sudé?

4. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu j sin®xcos? x dx ?

3

5. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integréalu I 0952 dx?
sin” x

6. Jakou substituci zvolite pti vypoctu mtegraluj' — dx ?
sin” x

7. Jaky postup zvolite pii vypoctu integralu I sin*xcos? x dx ?

COS2 X

8. Jakou substituci zvolite pii vypoctu integralu j dx ?

sin® x
9. Jakou funkci predstavuje zapis R(sin x,cos x) ?

10. Kdy je vhodna univerzalni substituce tgg =t?
11. Je vhodna univerzalni substituce pii vypoctu integrélu _[2; dx?

—COS X

12. Pfi vypoctu integralu _[ZS’IL dx je vhodngjsi jina nez univerzalni substituce. Jaka?
—COS X

Ulohy k samostatnému feseni

1. a) jcos3xdx b) jsin5xdx c) jsin3xcoszxdx
d) jsin3xcos3xdx e) jsin"’xdx f) jcos"’xdx
.3 5 .3
sin” x cos” X : sin” x
g) dx h) dx i) dx
jcos2 X '[sin4x '[cos3x
2 .2
)i J‘CO_S X dx k) J-sm X dx ) J.sinzxcoszxdx
sin x COS X
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci
. 3 .
COS X sin® X sin X
2. a) —————dx b) dx C) ———dx
J-sin‘2x+4sinx '[COSX+2 '[2+coszx
COS X sin® x 3= 5
d) ————dx e) f) ¥sin x cos” x dx
J-3+sin2 X J.\/cosx I
.2 . 3
3.8 [0 Xox D 0 [——dx
COS“ X cos° X Sin X cos X
2
d) J- - dx . &) ,[ - 2dx . ) J-tg X—2tg x 1dx
3sin“ x+5c0s“ x sin‘ xcos” x tgx+1
4. a) de b) _idx c) _[ 1 dx
CoS X sin X 1-sinx
d) j _ dx e Jsmx—ldx f) j dx
4sinx—7cosx—7 cosx—1 2+ CO0S X
Vysledky uloh k samostatnému FeSeni
1. a) sin x—%sin3x+c; b) —cosx+%cos3x—%c055x+c; C) —%cos3x+é0035x+c;

d) 1sin4 x—lsin6 X+C;
4 6

e) Ex—isin 2x+isin 4x+C;
8 4 32

h) smx+i— !

f) §x+£sin2x+isin4x+c;
8 4 32

0) cosx+i+c; +C; i) Injcos x|+ >—+C;
COS X sinx  3sin3 x 2C0s° X
J) cosx+lln cosx+1 +C; K) —sin x+ —In sinx+1 +C; ) X_sin4x
2 |cosx-1 2 |sinx-1 8 32
1 sin x 1 - coS x
2. a) =In +C; b) =cos“x—3cosx+6Injcosx+2/+C; c¢) ——=arct
) 4 |sinx+4 ) 2 | | )= \/_ VR \/_
sin X 5 [ 5
d arct +C: e) —Vcos® x —2+/cosx +C;
o 2

f) %%/sin4 X —%3’/Sin8 X+

c) Intgx|+C; d) —

J15

k%

igsinl“ x+C.
14

2

—+C; C)

3. a) tgx—x+C;

X
1-tg -
gZ

1 4
b) —tg” x+C;
)49

1arctg[\/§thJ+C; e)tgx—%+c; f) Inftgx+1-2x+C.
X

+C; d)%ln +C;

X
4tg=—7
93
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e) In

tg +C f)\/_arctg(\/l§ g§j+c.

2 X
tg°—+1-
9 2

Kontrolni test

2
n
1. Jakou substituci zvolite pti vypoétu integréalu j sin” x dx?
cos® x
a) cosx=t, b) sinx=t,
c) univerzalni, d) tgx=t.

2. Jakou substituci zvolite pti vypoctu integralu Isin7 x dx?

a) cosx=t, b) sinx=t,
C) univerzalni, d) tgx=t.
dx
3. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu '[ 5 ?
4sin? x +9cos? X
a) univerzalni, b) sinx=t,
) tgx=t, d) cosx=t.

4. Vypoctete neurcity integral J.cos5 X dx.

a) sin x+gsin3x—lsin5x+c, b) sin x—gsin3x+lsin5x+C,
3 5 3 5
C) cosx—gcos3x+1cos5x+c, d) cosx+gcos3x—lcos5x+c.
3 5 3 5
sin® x
5. Vypoctéte neurcltylntegral_[ dx.
cos? x
a) — ! +L+C b) t 1 +C,
3sindx sinx 3cosSx  COSX
c) — L + L +C, d) 3 +L+C.
3cos® x  COSX cosdx  COSX
6. Vypoctéte neurcity integral .[sinz xcos” x dx.
a) L (x—Lsinax+Lsind2x)+ C, o) (X Lsinax+ Lsind 20+,
8 2 6 62 2 3
0 1 Lsinax+ Lsindx+c, d) L (x—Lsinax—Lsin32x).
82 8 6 6 8 6
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7. Vypoctéte neurcity integral j dx (Ize i bez substituce).

sin® xcos” x
1l 3 1 1l 3
a) —cotg x+2tgx+—=tg” x+C, b) —+2cotgx+=tg” x+C,
3 tg X 3
1 3 1.3
C) —cotgx+5tg x+C, d) —tgx+2cotgx+§tg x+C.
e cosSX
8. Vypoctete neuréltylntegralj' —dx.
2—-sin X
) . . 1. o . .
a) —5sin x—2sinx—3In|sinx-2|+C, b) Ssin X+2sinx—3In[2—sin x|+ C,
c) %sin2 x—2sinx+3In[2—sin x|+ C, d) %sin2 X+ 2sin x+3In|sin x—2|+C.
dx

9. Vypoctste neurgity integral Il : .
+5iN X+ COS X

a) 2In +C, d) 2In[l+tgx/+C.

1+tg§‘, b) Infl+tgx|+C, ¢) In

X
1+tg—
g2

10. Bez pouziti univerzalni substituce vypoctéte neurcity integral J' dx.

1-sinx

a) —IQX—L+C, b) th—L+C, C) cotgx—LJrC, d) tgx+L+C_
COS X COS X COS X COS X

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.¢); 4.b); 5.b); 6.c); 7.a); 8.d); 9.c); 10.4d).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 8 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.
V opacném pripadé je tieba prostudovat kapitolu 1.6 znovu a propocitat dalSi Glohy

k samostatnému ieseni.

Shrnuti lekce

V praktickych aplikacich se velmi ¢asto vyskytuji integrély, které obsahuji goniometrickée
funkce. Pfi vypoétu integrdla tohoto typu je obvykle uZivana substitu¢ni metoda. V této
kapitole jsou ptrehledné uvedeny substituce pouzivané pro zakladni typy integrald, se kterymi
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Matematika Il 1.6. Integrace goniometrickych funkci

se ¢asto setkavame. Casto se vyskytuji integraly, které je mozno fesit nékolika zptisoby. Je

dobré zvolit takovou metodu, kterd povede nejrychleji k cili. Obvykle postupujeme takto:
- Nejprve uvazime, zda nelze pouZit substituci sinx =t nebo cosx =t

- pak zkousime, zda neni vhodna substituce tgx=t,

- nakonec se pokusime problém vyieSit univerzalni substituci tg§=t.
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