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1.4. Integrace substituci

Pravodce studiem

Integraly, které nelze teSit pomoci zékladnich vzorcu, lze velmi ¢asto teSit substitucni
metodou. Vzorce pro derivace elementarnich funkci a véty o derivaci souctu a soucinu funkci
nam v kapitolach 1.2 a 1.3 umoZznily nalézt vzorce, resp. metody pro vypocet nékterych

neurcitych integralt. V této kapitole pro vypocet vyuzijeme vétu o derivaci slozene funkce.
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metod integrovani — substitu¢ni metodu. Pfipominame, Ze neexistuje univerzalni navod, kdy
substitu¢ni metodu pouZzit, ani jakou substituci zvolit. Doporucujeme pec¢livé prostudovat tuto
kapitolu a propocitat si reSené ulohy. Dulezité je ziskat zkuSenosti se substitu¢ni metodou

samostatnym feSenim vétSiho mnoZzstvi piikladi.

Cile

Seznamite se s principem integrace substitu¢ni metodou a se zakladnimi typy integréalu,

které lze touto metodou vypocitat.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce k dané funkci, znate zakladni integraly
uvedené v tabulce 1.2.1 a umite vypocitat jednoduché integraly Gpravou integrované
funkce (integrandu). Bude uzivano pravidlo pro vypocet derivace sloZzené funkce,

diferencialu funkce jedné proménné a inverzni funkce.

vyklad

Velmi ¢asto se vyskytuji integraly typu

[ f(p00)¢'(x)dx

nebo integraly, které se daji na tento tvar upravit. Tento tvar ma naptiklad integral

J-szin(x2 +1)dx.

V tomto pripadé je f(u)=sinu, u=¢(x)= x> +1,a tedy u' = ¢'(x) = 2x.
Vsimnéte si, Ze integrovana funkce ma tyto vlastnosti:

- Je souginem dvou funkci f (¢(x)) a ¢'(x).
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- Prvni z nich je sloZena funkce s vn¢jsi funkci f a vnitini funkci @. Druha je derivaci
vnitini funkce.

Predpokladejme, Ze funkce f(u) je spojitd naintervalu («, ) a funkce u=¢@(x) ma
derivaci ¢'(x) na intervalu (a,b), a necht pro kazdé xe(a,b) plati ¢(x)e(a,p)

(funkce @(x) zobrazuje interval (a,b) do intervalu («, A) ).

Protoze funkce f(u) je spojita na intervalu («, £), ma na ném spojitou primitivni funkci
F(u), takZe plati f(u)=F'(u). Funkce F(u) je na uvedeném intervalu sloZzenou funkci

F (¢), tedy pro derivaci slozené funkce plati:

[Fe00)] = F'(u)e'(x) = f ()e'(x) = f (@(x)e'(X).

To znamena (podle definice 1.1.1), Ze funkce F(¢(x)) je primitivni funkci k funkci

f (p(x))e'(x) naintervalu (a,b) atedy
[ (p0))¢'()dx = F(p(x)) = F(u) = [ f (u)du.

Ziskany vysledek zformulujeme ve vété:

Véta 1.4.1. (Integrovani substitu¢ni metodou ¢(x) =u)
Necht F(u) je primitivni funkce ke spojite funkci f (u) naintervalu («, £) . Necht’ ma
funkce u = ¢(x) derivaci ¢'(x) naintervalu (a,b) a necht’ pro kazdé x e (a,b) plati
o(X) € (a, p) . Potom je funkce F(@(x)) primitivni funkce k funkci f (¢(x))@'(x) na
intervalu (a,b). Tedy plati

[ fet) @ (x)dx=] f(u)du.

Poznamka

Vzorec ve vete 1.4 si zapamatujeme velmi snadno. V integralu J f (p(x))e'(x)dx polozime

u=¢@(x) (provedeme substituci). Diferencovanim dostaneme du = ¢'(x)dx. TakZe za vyraz

¢'(x)dx v daném integralu muizeme forméalne dosadit du .
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Tvrzeni véty 1.4.1 mtzeme pirehledné shrnout:

Substituce typu ¢(x) =u
Mame vypogitat integral typu I f (X))@' (x)dx.

Jsou-li splnény predpoklady véty 1.4.1, poloZime (provedeme substituci)

o(X)=u. Diferencovanim této rovnice dostaneme

@' (X)dx =du . Dany integral tedy pievedeme na tvar
[ flotn @ (dx=[fudu.

Postup bude Gsp&dny, pokud umime vypocitat integrél _[ f(u)du.

ReSené tlohy

Priklad 1.4.1. Vypocététe integral Iszin(xz +1)dx.

Reseni:
Je ziejmé, Ze pro vSechna x e (—w,) je 2xdx diferencial funkce x2 +1. Proto poloZime
u=x>+1= o(X), a tedy du=2xdx=¢'(x)dx. Funkce f(u)=sinu je spojitd pro

véechna ue(—wo,0) a ma na tomto intervalu primitivni funkci F(u)=cosu. Jsou

spinény predpoklady véty 1.4.1, proto plati:

J'szin(x2 +1)dx = jsin udu=—cosu+C =-cos(x* +1)+C .

Priklad 1.4.2. Vypoctéte integral jsin3xcosxdx.

Reseni:
Je ziejmé, Ze pro vSechna xe(—oo,0) je cosxdx diferencial funkce sinx. Proto
poloZzime

u=sinx, potom du=cosxdx.

substituce: 4 4
] ) u sin™ x
j3|n3xcosxdx=u:5|nx :Iu3du:T+C: 1 +C.
du = cos x dx

Priklad 1.4.3. Vypoctéte integral j f(ax+b)dx pro a=0, (vzorec [16] v tabulce 1.2.1.)
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Reseni:

O platnosti vzorce [16] v tabulce 1.2.1 jsme se mohli snadno presveédcit derivovanim. Ke
stejnému vysledku muZzeme dospét substituci. Je-li funkce f(u) spojita na intervalu
(a, B) , ma na ném spojitou primitivni funkci F(u). Vnitini funkce u = ¢@(x) =ax+b ma
na intervalu (—oo,00) nenulovou derivaci ¢'(x) =a pro a=0, a proto

substituce: . . .
If(ax+b)dx_—jf(ax+b)adx_u_ax+b :—If(u)du:—F(u)+C:—F(ax+b)+C.
a a a
du = adx

Podle tohoto vztahu dostavame:

—dx=—|n|3x+5|+C (ax+b=3x+7=u a f(u)——)
3X+5

i(a—zx)f’+C

| (3-2x)%dx = e

——%(3—2x)5+c (ax+b=-2x+3=u a f(u)=u4),
jezxdx=%ezx+c (ax+b=2x=u a f(u)=e").

Priklad 1.4.4. Vypoctéte integral J 3xV/5+ x2dx.

Reseni:
substituce: 3 3
3 3 3u? Py
J'3x 5+ x2dx =|u =5+ x2 :EJ'ZX 5+ xzdx:gjxﬂdu :§?+C =u2+C=
du = 2xdx 2
3
(5+ x2) +C.
Priklad 1.4.5. Vypoctéte integrél J%x
X
Reseni:
substituce: substituce:
I%x: u=+x ZJ cozt?/_«/_ dx = chotgudu Zj‘wdu_ t=sinu =
sinu
X dt = cosudu
du ——dx
2%

:ZI%dt:2ln|t|+C=2In|sinu|+C:2In‘sin\/§‘+c.
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Misto druhé substituce bylo mozno ptimo pouZit vzorec [13] v tabulce 1.2.1.

Priklad 1.4.6. Vypoctéte integrél j si%dx'
Reseni:
Pti vypoctu integralu jﬂ%dx se musime omezit na n&jaky interval, v némz se sinx
nikdy nerovnd nule (pro jednoduchost napt. na xe(0,7)). Pro Upravu integrandu

pouZzijeme vztah sin2a = 2sina cos« .

substituce:
_idx:'[;dx:u:5 :J-_;duﬂ'.;du:
sin x 2sin X cos X 2 sinucosu SINU 062
2 2 1 cosu
du ==dx
2
=J';2du pro u e(O,z).
tgucos“u 2
Jelikoz 5 je derivace funkce tgu, provedeme substituci t=tgu (tedy t>0).
cos“u
Dostaneme
. . substituce: .
_—dx:j42du:t:tgu :I—dtzln|t|+C:Int+C:Intgu+C:
sin x tgu cos“ u q t
u
dt = >
cos“u
X
=Intg—+C.
J 2
Vyklad

Podle véty 1.4.1 jsme integral

J' f (p(x))@'(x)dx substituci ¢(x)=u prevedli na integral J' f (u)du.

V n¢kterych pripadech je vhodné zvolit opa¢ny postup.

Méame vypogcitat integral J' f(x)dx. Substituci x=¢(t) (tedy dx =¢'(t)dt) se snazime

tento integral pievést na integral I f(p(1)) @'(t)dt, ktery mize byt jednodussi. Otazkou
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je, zda po nalezeni primitivni funkce k funkci f(¢(t))¢'(t) dovedeme najit primitivni

funkci k funkci f(x) . Je to moZné, pokud vedle piedpoklada véty 1.4.1 jesSté plati:

- funkce o(t) je naintervalu («, ) ryze monotonni,

- pro kazdé te(a,pB) je ¢'(t)=0.

Za uvedenych predpoklada k funkci x=¢(t), te(a,B) existuje inverzni funkce

t= (o_l(x) =w(x) pro x e (a,b) atato inverzni funkce ma derivaci
1
o'(t)
Je-li G(t) primitivni funkce k funkci f (p(t)) ¢'(t) naintervalu («, ), pak plati
G'(t) = f(p(1) ¢'(t) -

Slozena funkce F(x)=G(w(x)) definovana na intervalu (a,b) je na tomto intervalu

v (x)=

primitivni funkci k funkci f (x), protoZe podle véty o derivaci sloZzené funkce plati:

F/(x) = G/ () =  (p() ¢/ () — = f (p(t)) =  (¥).
o'(t)

Ziskany vysledek zformulujeme ve véte:

Véta 1.4.2 (Integrovani substitu¢ni metodou x = ¢(t))
Necht funkce x = ¢(t) zobrazujici interval («, #) nainterval (a,b) je rostouci, popt.
Klesajici, na intervalu («, #) a ma tam spojitou derivaci ¢'(t) =0 a necht’ funkce
t =w(X) je inverzni funkce k funkci x = ¢(t) naintervalu (a,b). Je-li f(x) spojita
funkce na intervalu (a,b) aje-li G(t) primitivni funkce k funkci f (p(t)) ¢'(t) na

intervalu («, B) , potom pro viechna x € (a,b) plati

[ £00dx=[ (o)) ¢'(®) dt = G(t) + C = Gy (X)) +C..

Tvrzeni véty 1.4.2 mtzeme pirehledné shrnout:

Substituce typu x = ¢(t)
Mame vypocitat integral typu [ f (x)dx.

Jsou-li splnény piedpoklady véty 1.4.2, poloZime (provedeme substituci)

x=o(t). Diferencovanim této rovnice dostaneme

dx =¢'(t)dt. Dany integrél tedy pievedeme na tvar
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[ £(dx=[ (@) o' Ot

Postup bude Usp&dny, pokud umime vypocitat integrél J f(pt)) @'(t)dt.

Poznamka

P7i vypoctu integrali substitucni metodou obvykle pocitame podle vzorce z vety 1.4.1 nebo

1.4.2, dokud nenalezneme primitivni funkci. Obvykle teprve potom zkontrolujeme, zda jsou
splneny predpoklady pouzité vety. O spravnosti vysledku se mizeme snadno presvedcit

derivovanim nalezené primitivni funkce.

NV

an

Resené tlohy

Priklad 1.4.7. Vypoctéte integral I Va—x2dx.

Reseni:
Funkce f(x):\/4—x2 je spojitd pro xe(-2,2). Zavedeme substituci x=2sint,

dx =2costdt. Je vSak nutno omezit proménnou x tak, aby bylo mozno nalézt funkci
inverzni t=arcsin§. Pro te(O,%) bude xe(0,2) a funkce ¢(t)=2sint bude mit

rostouci nenulovou derivaci ¢'(t) = 2cost . Dostaneme

substituce:
j 4—x2%dx =|x = 2sint :.[\/4—4sin2t 2costdt=4I\/1—sin2t costdt =
dx = 2costdt

=4[ cos tdt :4_[%'[ = 2[ (L+cos2t)dt =

:2£t+s'r]22tj+c =2t +2sintcost+C = 2t+23int\/1—sin2t+C =

2 2
—2arcsin >+ x,[1-| X +C=2arcsin§+X4—_x+C.
2 2 2 2

Pti vypoctu jsme pouZili vzorce

o 1+cosa . ]
cosE: > a sin2a=2sinacosa .

Analogicky vysledek bychom dostali pro t e (—%,O) , kdy xe(-2,0).
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Priklad 1.4.8. Vypoctéte integral I sin~/xdx .

Redeni:
Integrovana funkce je definovana pro x e<0,). Provedeme substituci x =2, abychom
odstranili odmocninu v integrandu. Ze substituce vyplyva, 7e t=+/x nebo t=—vx.

Zvolimet =+/x , takZe t je z intervalu (0,0) . Dostaneme

substituce:

jsinﬁdx:x:tz :2_[tsintdt.
dx = 2tdt

Ziskany integral reSime metodu per partes podobné jako piiklad 1.3.1:

. u'=sint v=
zjtsmtdtz
Uu=-cost Vv'=

:2(sin\/§—\/§cos\/§)+c .

Sami vyzkousejte, Ze pro volbu t = —/X tj. t e (—»,0) dostaneme stejny vysledek.

dx
Vi+ X2

t
JJ =2(-t cost+J'costdt) =2(-tcost+sint)+C =

Priklad 1.4.9. Vypoctéte integral j

Reseni:

Funkce

je spojita pro x e (—w,0). PoloZime x=cotgt. Funkce cotgt je pro
1+x

t € (0, 7) klesajici a zobrazuje tento interval na interval (—oo, ).

’ substituce: . . . .
X —
| =[x=cotgt |= dt = dt =
-2 _ )
V14 x? 1 y1+cotg?t sin“t /sm2t+c032t sin“t

sint
= I|I |dt— I—dt nebot pro te (0,7) je sint>0.
sin’t sint

Dostali jsme integrél, ktery jsme teSili v piikladu 1.4.6.

- idt_—lntg +C_—Intg( arccotng+C
sint

Poznamka

Pokud zadéme integral nejakému matematickému programu (naps~. Derive, Maple,
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Mathematica), ziskame vysledek In(x+\/x2 +1). Na prvni pohled se zd4, Ze se jedna o Uplné

jinou funkci. Derivovanim se viak snadno presvedcime, Ze vysledek je spravny. Znamena to,

Ze programy pouZzily jinou metodu vypoctu, nez jsme uvedli my.

V literatuie [9] lze nalézt postup, jak pievést jeden vysledek na druhy. Druhé teSeni

muzeme dostat nasledujicim postupem:

Provedeme substituci 1+ x2 =t—x.

) o t?-1 2% 42
Po umocnéni uvedené rovnice snadno vypocteme x:2—t atedy dx=

dt.
4t2

Dosazenim do integralu dostaneme:

j j z(t +1)dt—_|.—dt Injt[+C = In

Z

x+\/x2+1

C.

Jelikoz je x+Vx2+1>0, dostaneme In X+VX2 +1 In(x+\/x +1), coZ je hledany

vysledek.

Poznamka

vvvvvv

z racionalni funkce, ktera navic obsahuje vyraz typu ax? +bx+c. Podrobnejsi informace

naleznete v literature [6], [9], [14], [17].

P¥iklad 1.4.10. Vypoctéte integral J' \/—
1+\/—
Redeni:
Jx 11
Funkce X je definovana pro x e<0,). Ve funkci se vyskytuji mocniny x2, x3.

1+§/§
Zavedeme substituci x =t* tak, abychom odstranili vSechny odmocniny ve vyrazu.
V naSem piipadé bude k nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel 2 a 3. Pro x =8 bude Vx =t3

a Ix =t2. Analogicky jako v ptikladu 1.4.8 budeme volit t = §/x pro t e<0,0).
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%
FALN

substituce: a
IL;(dx= x =18 J' 6t5dt—6j dt:6j(t8:(t2+1))dt=
1+3x 5 1+t2 1+t2
dx = 6t dt
7 5 .3
GI +t2 -1+ L dt=6 t——t—+t——t+arctgt +C=
1+t2 75 3

+C.

67 6/5 6.3
_6{\/3_\/;7+\/;T—§/§+arctg§/§J

Kontrolni otazky

1. Uvedte princip substitu¢ni metody.
2. Kdy a za jakych podminek pouZijeme substituci typu ¢(x) =u ?
3. Kdy a za jakych podminek pouzijeme substituci typu x = ¢(t)?

4. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu mtegraluj X dx 2

COS X

5. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu J' cos xsin xdx ?
6. Jakou substituci zvolite pii vypoctu integralu '[ xy1—x2dx ?

7. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu f x2\1-x?dx?

Ulohy k samostatnému Feseni

1. a) .|'x23 3 b) j;edx c) j 3 dx
(x2+4) Ux*+1
d) '[x 1-x%dx e) I255de f) [V7-3xdx
4
2. a) JInTde b) '[cos3xsinxdx C) jc:)i;xdx
cos? X sin x Inx-2
d) je sin2xdx  €) jm f) jx Inxdx

k%
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2
tg«& sin 2x
3. a) dx b) —dx C) ——dx
I Jx I Isin2x+3
d) Jx—arctgxdx ) \/arctge dx f '[ sin X —Cos X
1+x° 1+e%X Isin x + cos x
3% In/x In (tg x)
4. d b d ——=d
2) .[4+9x X ) I Jx X © -[sinxcosx §
arctg 2
dx arccos X — X 3
d) |—— e) |————dx f) 4dx
JX\/Z—Inzx '[ N 9-+4x°
2’& 1 \/— X
5. a ——=dx b c ————x
) J.x+(\3/x75 ) J‘1+\/_ ) '[(x—l)\/x—B
d)  [Vo-xPdx e) [cos¥xdx N & i
V9+x2
Vysledky uloh k samostatnému FeSeni
Lo 2, . -1 : 9/ i s 1 2\s L~
1. a) —(x +3)3+C, b) ———=+C; C) —(x +1)3+C, d) ——(1—x )2+C,
4 10(x* +4) 8 3
3 2 3 1 1
e) —gln|2—5x|+c; f) —5(7—3x)2 +C. 2. a)gln5x+C ; b) —Zcos4x+c;

Obwxici  -eics @2k a1,

2
3. a) —2In‘cos\/§‘+c; b) —%euc; ¢) In(sin’ x+3)+C;
d) l(In(1+ xz)—arctg2 x)+C ; e) Earctg% e*+C; f) —ﬂ(cosx+sin x)% +C.
2 3 3

X

1 3 1 In x
4, a) ——arctg—+C: b) Vx(Inx=2)+C: ¢)=In*(tgx)+C:; d) arcsin +C;
) pmgaeedeCi B VK(nx-2)+Ci 9 (x)ecs 0 arsin ]
e) V1-x? —%arccos2 X+C; f) %arctgz%JrC. 5. a) BW—6W+In(W+1)+C;

b) 4\/§—x—4ln(\/§+1)+c; c) 2\/x—3+\/§arctg,/XT_3+C;
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d) Earcsm)3(+x—'92X+C; e) 3(§/x75in3/§+2€/§cos%&—25in€&)+c;
f)—In(tg( arccotg D +C.

Kontrolni test

1. Jakou substituci pouzijete pti vypoctu integralu %dx?
—In“x

a)lzt, b) Inx=t,
X

C) Inx=t, d) V1-1In?x =t.

2. Jakou substituci pouZijete pti vypoctu integralu Isin3 Xcos2xdx ?

a) cosx=t, b) sinx=t,

C) cos2x =t, d) sindx =t.
3. Jakou substituci pouZijete pii vypoctu integralu

j Jx +x/_
2 1
a) x=t-, b) —=
) ) 7
1 4
c) —=-=t, d) x=t".
Yx
3x
4. Jakou substituci pouzijete pti vypoctu integralu J' 5 ?
e 41
a) e?X =t, b) e* =t,
c) eX =t, d) e?X +1=t.
vy N . X2 +4X+5
5. Vypoctéte neurcity integral _[ (x+2)e dx.
2 2 2
a) eX +4X+5+C, b) (X+2)ex +4x+5_ex +4X+5+C,
2 2
0) 2eX +4X+5+C, d) lex +4X+5+C.

2
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s i 3
6. Vypoctéte neurcity integral _[ @dx.
a) arcsin3* +C, b) In3.arcsin3* +C,
c) %arcsin 3*+C, d) 2@.
dx

7. Vypoctete neurcity integral I

cos? Xy/tgx—1 '
a) 2Jtgx-1+C, b) tgx+./tgx—-1+C,
c) Intgx-1+C, d) Jtgx-1+C.

3

8. Cemu se rovna neurgity integral j dx ?

1+ x2

a) %\/(1+ X2)3 -x+C, b) %\/(1+ x2)3 —\/1+ x2 +C,

C) %(1+ x2)—ln\/1+ X2 +C, d) %\/(1+ x2)3 +\/1+ x2 +C.

9. Cemu se rovna neurgity integral Icos3 X dx?

a) sinx—%sin3x+c, b) —sinx+%sin3x+c,
C) x—lsin3x+C, d) x+lsin3x+C.
3 3
10. Cemu se rovna neurcity integral j dx?
e +4
eX
a) Ine* +4)+C, b) arctg7+C,
X X
C) 2\/e7—arctg\/e7+c , d) arctg \/:+C.

2 2

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.d); 4.b); 5.d); 6.c); 7.a): 8.b); 9.a); 10. d).
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Pravodce studiem
Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 8 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.
V opa¢ném priipadé je tieba prostudovat kapitolu 1.4 znovu a propocitat dalsi dlohy

k samostatnému feseni.

Shrnuti lekce

PFi vypoctu integralu je ¢asto pouzivana substitu¢ni metoda. Substitu¢ni metodou Ize feSit
dva typy uloh. V prvnim typu integrala se snazime integrand upravit na dva cinitele, z nichz

jeden je slozenou funkci proménné x s vnitini funkci ¢(x) a druhy je derivaci této funkce

¢'(x). Tedy se snazime integral upravit na tvar _[f((p(x)) @'(x)dx . Jestlize nyni polozime
o(X)=u, je ¢'(X)dx=du a dany integral pifevedeme na integrél If(u)du. Méné casto
pouzivame druhy typ substituce. Integral J'f(x)dx Ize nekdy substitucix = o(t), a tedy
dx = ¢'(t)dt, prevést na jednodussi integral I f(p(t))@'(t)dt. Uvedené metody budou

uspedné, pokud umime vypocitat nové integraly. Tento postup lze realizovat, pokud jsou
spinény podminky uvedené ve vétach v této kapitole. Pfi vypoctu integralt substitucni
metodou obvykle poc¢itdme formalné podle uvedenych vztahd, dokud nenalezneme primitivni
funkci. Obvykle teprve potom zkontrolujeme, zda jsou splnény piedpoklady pouZité véty.
O spravnosti vysledku se mazeme snadno piesveédcit derivovanim nalezené primitivni funkce.
Uspéch pti integrovani substitu¢ni metodou zavisi na obratnosti a zku3enosti, abychom
doptedu vidéli, na jaky integral urc¢itou substituci upravime pavodni integrél, pripadné jak
integral upravit, abychom v integrované funkci vidéli tvar f(p(t))'(t). V nékterych

piipadech muzeme integral ¥eSit pomoci raznych substituci.
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