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1.3. Integrace metodou per partes

Pravodce studiem

V piedchazejici kapitole jsme poznali, Ze integrovani souc¢tu funkci lze proveést jednoduse,
zndme-li integrély jednotlivych s¢itanct (véta 1.2.1). Sougin funkci uZ obvykle nelze
integrovat jednoduse. Problém je v tom, Ze neexistuje univerzalni algoritmus pro integrovani
souc¢inu funkci (to je podstatny rozdil proti derivovani soucinu funkci!). V nékterych
piipadech Ize integrovat soucin funkci metodou per partes (Cili po ¢astech).

Cile

Sezndmite se s principem integrace metodou per partes a se zakladnimi typy integralu,

které Ize touto metodou vypocitat.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce k dané funkci, znate zakladni integraly
uvedené v tabulce 1.2.1 a umite vypocitat jednoduché integraly Upravou integrované
funkce (integrandu).

Vyklad
Pro integrovani soucinu dvou funkci f (x)-g(x)
[ 109-90dx = [ f (x)dlx- j g(x)dx obecné neplati!!!

Avsak ze vztahu pro derivovani souc¢inu dvou funkci
(u-v)'=u"-v+u-v' dostaneme u’'-v=(u-v)'—u-v’
a odtud integrovanim

J'u’-v dx:J'[(u'v)’—u-v’] dx=u'v—ju-v'dx.

o=

Véta 1.3.1. (Integrovani per partes, Cili po ¢astech)

Maji-li funkce u(x) a v(x) v intervalu (a,b) spojitou derivaci, pak v (a,b) plati

Iu’(x) V(X) dx =u(x)-v(x) —ju(x) V'(X)dx .

Poznamka
Integracni metoda se nazyva per partes (po céastech), nebos se integral zfunkce

f(x)=u'(x)-v(x) vypocte jen zcéasti. Zbyva totiz vypocist dalSi integrél zfunkce
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Matematika Il 1.3. Integrace metodou per partes

g(x) =u(x)-Vv'(x) . Integrovani metodou per partes vyZaduje urcitou ,,proziravost*, abychom
volili funkce u’(x) a v(x) tak, aby byl integral j g(x)dx = j u(x)-v'(x)dx, pokud mozno,

jednodussi.
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Resené ulohy
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Priklad 1.3.1. Vypodététe integral J'(x2 + X) COS X dx

Resent:

PouZijeme metodu per partes, pricemz poloZime

u'=cosx, v=x2+X,
takZe u=sinx, v =2x+1.
. 2 1,2 . .
Proto je '[(x + X) CoS X dx = (X +x)smx—j(2x+1)smxdx.

K vypoctu posledniho integralu opét pouzijeme metody per partes, pricemz polozZime
u'=sinx, V=2x+1,
takze U=-COoSX, V=2,

Dostaneme j(Zx +1)sin x dx =—(2x+1)cosx+2J'cosx dx =—(2x+1)cos x+2sin x+C; .

Je tedy I(x2 +X)cosx dx = (x2 +X)sin X+ (2x+1)cosx—2sinx+C .

Kdybychom v daném integralu zvolili u’'= G

3 2
bylo by u =X?+X7 V' =—sin x a dany integral bychom dostali ve tvaru

+X , V=COSX,

2 X x x> x?
j(x +X)Ccosx dx = ?+? cosx+j ?+? sinx dx, coZ je integral sloZit&jSi nez
pavodni.

Priklad 1.3.2. Vypodététe integral J'x2 In x dx

Pokud bychom stejné jako v tloze a) volili
u=Inx, v =x?, dostaneme u :jln xdx . Tento integral je vSak pro
nas v tomto okamzZiku obtiZny. Proto volime

=X, v=Inx,

Ef & o
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3
. X ,
takze u=—, vi==,
3 X
3 3 3

2
szlnxdx=x—ln x—IX—dx:X—In x—X—+C.
3 3 3 9

Pro jednoduché typy integrala postupujeme podle nasledujiciho schématu:

Jednoduché typy integrala resSitelnych metodou per partes.

Je-li P(x) polynom stupné n>1, pak u integrala typu:
J.P(x)sin X dx,
IP(x) cos x dx ,
jP(x)exdx,
J'P(x)aX dx
polozime v=P(x), takze v'=P'(x),

kdezto u integralu typu:

[PO)Inx dx,
_[ P(x)arctg x dx ,
j P(x)arccotg x dx,
J'P(x) arcsin x dx,
I P(x)arccos x dx
polozime u’'=P(x), takze u :IP(x)dx,

kde P(x) je polynom stupné n>0 (tedy i konstanta).

NV

l|\\

Resené ulohy
Priklad 1.3.3. Vypoctete integral [arctg x dx
Reseni:
Integrovanou funkci mtiZzeme vyhodné zapsat ve tvaru arctg x =1-arctg x .

u'=1 v=arctgx
[arctgx dx= . 1 |=xarctgx—|

= 1+ X
1+ x2

k%
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= Xxarctg x—%ln(1+ x2) +C.
Pti vypoctu druhého integralu jsme pouZzili vztah [13] z tabulky 1.2.1.

2
P¥iklad 1.3.4. Vypodtéte integral I X e *dx.

Reseni:

—X 2
2 _ u'=e V=X _ B
jx e Xdx = — _x% X+I2xe Xdx =
u=-e* Vv =2x

—x%e X _2xe X+ 2_[ e Xdx=—x%e ¥ —2xe ¥ —2e X +C.

Priklad 1.3.5. Vypoctéte integral j x" In x dx

Reseni:
n
u'=x v=Inxl .4
n X 1 n
J'x Inx dx = n+1 117 Inx———| x"'dx =
=X 2 n+1 n+
n+1 X
n+1 n+1 n+1
X X X 1
= Inx— C= Inx— [+C
n+1 (n+1)? n+1 n+1

Specialné pro n=0 dostavame

J.In x dx=x(Inx-1)+C.
Priklad 1.3.6. Vypoctéte integrél j e % cos(2x)dx.

Redeni:
V tomto pipadé Ize volit u’ =e™. K cili viak povede i volba u’ = cos(2X).

u'=e* v=cos(2x)

—X

je_x cos(2x)dx =
u=-e V' =-2sin(2x)

=—e % cos(2x) - Zj e *sin(2x)dx =

’: e_x :Sﬂ 2
u v =sin(2x) =g cos(2x)—2[—e_X sin(2x)+2j'e‘X cos(2x)dx}:

V' =2c0s(2x)
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Matematika Il 1.3. Integrace metodou per partes

—e % cos(2x) + 26 X sin(2x) — 4J' e cos(2x)dx .

JestliZze hledany integral ozna¢ime symbolem | = _[ e~ * cos(2x)dx , dostavame rovnici
| =—e % cos(2x) +2e* sin(2x) -4l .

Z této rovnice vypocéteme neznamou |

51 =—e X cos(2x) + 2e X sin(2x)

| = %[—e_x cos(2x) +2e~* sin(2x)} = %[Zsin(ZX) —cos(2x)]+C .

Poznamka

Stejne jako v prikladu 1.3.6 se nekdy stavd, Ze pri pouZiti metody per partes dostaneme
nésobek hledaného integralu: | f(x)dx=F(x)+k [ f(x)dx (k je konstanta). Je-li k =1, Ize

hledany integral vypocitat prevedenim integrali na stejnou stranu rovnice. Tedy

(1—k)j f (x)dx = F(x), odkud
jf(x)dx:iF(x)w.
1-k

Kontrolni otazky
1. Proc¢ se integra¢ni metoda nazyvana per partes?
: 4 2X 33Xy _ [ A2X 3X v N o 9
2. Lze integral |e“"-e”"dx=|e“"dx-|e”"dx pocitat naznacenym zpasobem? Cemu se
rovna tento integral?

3. Jak by se podle véty 1.3. vypocital integral typu ju(x) V'(x) dx ?
4. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pfi vypoctu integralu ng’ sinx dx?
5. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pii vypoctu integralu Ixs Inxdx?
6. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pti vypoctu integralu jlnz x dx ?

7. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pfi vypoctu integréalu Iezx sin xdx?

2 2
x“Inx X
-—+C.

4

8. Doplnte funkci v(x), je-li u’(x) = x avysledny integrél je | =

Ef 4 o
* *
i’ ,i
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9. Doplnte funkci v(x), je-li u’(x) =sin3x a vysledny integral je
I :—lxc033x+lsin3x+c.
3 9

10. Doplnte funkci v(x), je-li u’(x) =1 a vysledny integrél je | = xIn? x—2xIn x+2x+C .

Ulohy k samostatnému Feseni

1. a) sz sin x dx b) _[(2x+3)0052xdx c) _[3xcos§dx
X
c) jxezxdx d) j(xz +2x)e3dx e) Ixzz_xdx
2. a) '[xz In xdx b) '[2xarctg Xdx C) J.ﬁln 2xdx
C) Iln X d) jxln2 xdx e) _[4x3 arctg xdx
3. a) I In xdx b) .[Inz xdx C) Iarctg xdx
C) J' arccotg xdx d) J' arcsin xdx e) J' arccos xdx
4. a) _[ex cos xdx b) _[e‘zx sin 3xdx c) IZX cos 2xdx
<) _[cos(ln X ) dx d) _[sin(ln 2x)dx e) je*Xsinzxdx
2X In(cos x)
5. a) dx b) |———=dx C) arctg(2x+3)dx
.[sz X '[ cos? x J ( )
X
g [FTEX xarcsinx &) [In®xdx [
\1- x2 (X+1)
Vysledky tloh k samostatnému reSeni
2 . _ 3) . 1 _
1. a) (2—x )cosx+2xsm X+C; b) (X+Ej5m 2x+§c052x+C,
1 1 z
c) 6(xsin1+2cosij+c; d) —ezx(x——j+c; e) 3e3(x2—4x+12)+C;
2 2 2 2
—X 3
f) 2 X2 + 2X + 2 . 2. a) X—(Inx—1]+c; b) (x2+1)arctgx—x+c;
In2 N2 In?2 3 3

2
c) %@[Ian—%]+C; d) g?/xiz(lnx+gj+C; €) %('nzx |nx+2j+C
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3
f) (x4 —1)arctgx—X?+x+C. 3. a) xInx—x+C; b) x(lnzx—ZIn x+2)+C;

C) xarctgx—%ln(l+x2)+c; d) xarccotgx+%ln(l+x2)+c; e) xarcsin X+V1-x% +C;

f) xarccosx—v1-x? +C. 4, a)%ex(sinx+cosx)+c ;
X+2

b) —ie_zx(3c053x+25in3x)+c; 2—|2n2(COSZX—|n 2sin2x)+C;
13 4+1n°2
X : X/ .

d) — I I C; = Inx)— I C;

) 2(cos(nx)+5|n(nx))+ e) 2(s.ln(nx) cos(Inx))+
(1 1. 1 . _

f) e [———sm2x+—c052xj+c. 5. a)2Insin x| - 2xcotg X +C ;

2 5 10
b) tgx(In(cosx)+1)—-x+C; c)(x+%}arctg(2x+3)—%ln(4x2 +12x+10)+C .

X
d) x—v1-x? arcsin x+C ; e)x(ln3x—3ln2x—6lnx+6)+C ; ) %+C :
+

Kontrolni test

1. Doplnte funkci v(x), je-li u’(x)=x a vysledny integrél je I :—gcos 2x+%sin 2x+C.
a) v(x) =sin 2x, b) v(x)=sinxcos X,
c) v(x) = xsin2x, d) v(x) :sing.

2. Doplite funkci v(x), je-li u’'(x)=1 a vysledny integral je | = xIn% x—2xIn X+ 2x+C .
a) v(x) = In 2x, b) v(x)=2Inx,  ¢) v(x)=Inx?, d) v(x) =In? x.
3. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pri vypoctu integralu Ixarctgxdx?

a) u'=x, v=arctgx, b) u'=arctgx, v=x,

c) u'=1 v=xarctgx. d) u'=xarctgx, v=1

3
4. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pfi vypoctu integralu J'X—de?
e

a u'=x3, v=eX, by u'=x3, v=eX,
1 _

o) u'=—, v=x, du=1 v=xkX.
e
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X

5. Vypoctéte neurcity integral I 5 dx.
COS“ X
a) xcotgx—Insinx|+C, b) xtgx+In|cosx|+C,
c) xtgx—Injcosx|+C, d) xcotgx+Insinx|+C.
- . (Incosx
6. Vypoctete neurcity integrél J' — dx.
sin“ x
a) —cotgxlIncosx—x+C, b) —cotgxIncosx+x+C,
c) cotgxIncosx—x+C, d) cotgxIncosx+x+C.

7. Vypoctste neurcity integral | (x2 = X)sin 2xdx .

X2 1 . 1
a) (—7+ X) COS 2X—E(X—l)SIn 2x+Zcos 2x+C,

b) (x2 —2X)c0s2x—(x—1)sin 2x+%c052x+c :

2
c) (—X?+ X)cos2x + (x—1)sin 2X—%COS 2x+C,

X2 1 . 1
d) (—7+ x)c052x+5(x—1)sm 2x+zc052x+C.

8. Cemu se rovna neurgity integral Ix3X dx ?

X
a) x3“In3-3*In23+C, b) > (x——)+C
n3 In3
X X
¢) x3*-3*In3+C, d)&+ S ¢
In3 |n32

9. Cemu se rovna neurgity integral J'x In(1—x)dx ?

2 2 2 2
) X gL+ Xre, b)) X ng-n+ L+ X4,
2 2 2 2
2 3 2
X 1 x° X —X
¢) —Inl-x)+=(—-—)+C, d) —+Inl-x)+C.
)2 (1-x) 2(3 2) )1_X (1-x)
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10. Cemu se rovna neuréity integral J'ezx sin xdx ?

a) %eZX(ZSin X+C0sX)+C, b) %eZX(ZSin X—cosX)+C,

c) %ezx(sin X—C0sX)+C, d) %ezx(cosx+25in x)+C.

Vysledky testu g‘

1.b); 2.d); 3.a); 4.¢); 5.b); 6.a); 7.d); 8.b); 9.a); 10.h).

Pravodce studiem

&

Pokud jste spravné odpovedéli nejmeéng v 8 piipadech, pokracujte dalSi kapitolou.
V opa¢ném pripadé je tieba prostudovat kapitolu 1.3 znovu a propocitat dalsi Glohy

k samostatnému ieseni.

Shrnuti lekce Z

Pro integraci souc¢inu dvou funkci f(x)-g(x) nelze nalézt obecnou formuli (ha rozdil od
derivovani soucinu funkci). Pii integraci souc¢inu funkce a derivace jiné funkce lze ¢asto uzit
metodu per partes (po ¢astech). Nejcéastéji je tato metoda vyuZivana pii vypoctu integrali typu
jP(x)- f(x)dx, kde P(x) je polynomicka funkce (muze byt i P(x)=1) a f(x) je
trigonometricka, exponencialni, logaritmicka nebo cyklometricka funkce. Metoda bude

Uspésna, pokud zbyvajici integrél bude jednodussi nez integral ptivodni.
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