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Matematika Il 1. NEURCITY INTEGRAL

INTEGRALNI POCET FUNKCIi JEDNE PROMENNE

1. NEURCITY INTEGRAL

Pravodce studiem

V kapitole Diferencialni pocet funkci jedné proménné jste se seznamili s derivovanim
funkci. Jestlize znate derivace elementarnich funkci a pravidla pro derivovani, jste schopni
derivovat libovolnou funkci. Mozné Vas napadne, zda je mozno z derivované funkce néjakym
zpuisobem ziskat pavodni funkci. Opacnou operaci k derivovani je integrace (anglické texty
pouZivaji termin antiderivace). V této kapitole se sezndmite s pojmem primitivni funkce.
Mnozinu vSech primitivnich funkci k dané funkci nazveme neurcitym integralem. Seznamite
se zakladnimi metodami integrace (substitu¢ni metoda a metoda per partes). V zavéru se

budeme vénovat zptisobum integrace nékterych vybranych druht funkci.

1.1. Primitivni funkce a neurgity integral

Cile
Seznamite se s pojmem primitivni funkce a neur¢ity integral funkce jedné proménné.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze umite dobie derivovat funkce jedné proménné, Ze znate tabulku
derivaci elementarnich funkci. Predpoklada se i zakladni znalost pojmu diferencial

funkce.

Vyklad

V kapitole Diferencialni pocet funkci jedné proménné jste se seznamili s derivovanim
funkci. Pro danou funkci f(x) dovedeme nalézt jeji derivaci f'(x)=g(x). Vénujme se nyni
opacné Uloze. Hledame takovou funkci F(x), aby dana funkce f(x) byla jeji derivaci, tj. aby
platilo F'(x)= f(x). Tato funkce, pokud ovSem existuje, se nejen v matematice hleda velmi

¢asto a jmenuje se primitivni funkce. Postup hledani primitivni funkce se nazyva integrovani

(opacna operace k derivovani).
Priklad 1.1.1. Pro funkci  f(x) = 3x2 _derivovani_ ¢ "(x) =6x =g(x)

integrovani

Opacnd uloha F(x) = X3 f(x)= 3x?, protoZe plati

F'(x)= [xﬂ' =3x% = f (x).
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Matematika Il 1.1. Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 1.1.1.
Rikéame, Ze funkce F(x) je v intervalu (a,b) primitivni funkci k funkci f (x), plati-li pro

vdechna x e (a,b) vztah F'(x)= f(x).

s/
Pan

Resené tlohy
Priklad 1.1.2. Najdéte primitivni funkci k funkci f(x) = x vintervalu (-1,1).
Reseni:
Hledame funkci F(x), jejiZ derivace se na intervalu (—1,1) rovna x. Je ziejmé, Ze to bude

néjaky nasobek funkce x2. Po kratkém experimentovani zjistime, Ze je to funkce
x? X2 , 2X .
F(x) =5 nebot’ F'(x) = | =5 = x = f(x). Podle véty 1.1.1 budou i funkce, které

se lisi konstantou, primitivni k dane funkci.

Priklad 1.1.3. Najdéte primitivni funkci k funkci f (x) = x v intervalu (—o, ).

Regeni:
JelikoZ vSechny Uvahy v feSeni piikladu 1.1.2 plati pro libovolné realné x e (—oo,x), je

2
. ., X
feSenim stejna funkce F(x) =5

Priklad 1.1.4. Najd&te primitivni funkci k funkci f(x)=x", ne N v intervalu (—oo,).

Resent:
n+1

Podobnymi Gvahami dojdeme k tomu, Ze primitivni funkce méa tvar F(x) = X I n=-1
n+

=x"=f(x).

X" (X"
n+1 n+1

pro vsechna X e (-, ), protoze F'(x) :[

Priklad 1.1.5. Najdéte primitivni funkci k funkci f (x) _1 v intervalu (0, ).
X

Reseni:
Vidime, Ze vztah uvedeny v ptikladu 1.1.4 nelze pouZit pro n=-1. Snazime se najit

funkci, jejiz derivaci je f(x)= x 1 :l. Z piehledu derivaci elementarnich funkci vime,
X
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Matematika Il 1.1. Primitivni funkce a neurcity integral

Ze touto funkei je funkce F(x) =Inx, nebot F'(x)=[Inx] = 1 f(x) pro x e (0,).
X

Priklad 1.1.6. Najdéte primitivni funkci k funkci f (x) :l v intervalu (—,0).
X

Reseni:

Podobnymi Gvahami jako v predchazejici c¢asti zjistime, Ze primitivni funkci k funkci

f(x):i pro x e (-,0) je funkce F(x)=In|x|=In(-x).

Funkce F(x)=In|x| je primitivni funkci k funkci f(x):% pro x e (—o,0) U (0,).
Avsak také funkce F(x):ln|x|+5 bude primitivni funkci k dané funkci, nebot’ plati
F'(x):[ln|x|+5]':%: f(x), protoze derivace konstanty je rovna nule. Je ziejmé, Ze

tvrzeni plati nejen pro konstantu 5, ale i pro libovolnou jinou konstantu C.

Véta 1.1.1.
Je-li F(x) primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu (a,b), pak také funkce F(x)+C,

kde C je libovolna realna konstanta, je primitivni funkci k funkci f (x) v intervalu (a,b).

Dikaz: JelikoZ naintervalu (a,b) plati [F(x)+C]' =F’'(x) = f (x) dostaneme podle
definice 1.1.1 uvedené tvrzeni.

Poznamka

K dané funkci existuje nekoneche mnoho primitivnich funkci, které se li8i konstantou.

Definice 1.1.2.

Mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f (x) naintervalu (a,b) se nazyva neurgity
integral této funkce. PiSeme:

[ fdx=F()+C .

Poznamka

- j se nazyva integracni znak,

- f(x) je integrovana funkce (integrand),
- dx je diferencial integracni promenné,

- Cje integracni konstanta.
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Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

Priklady 1.1.5 a 1.1.6 bychom mohli v souladu s definici 1.1.2 formulovat: Integrujte

funkci f(x):1 na daném intervalu. Zapis: Iidx. Vysledek, ktery jsme ziskali (mnoZina
X X
vSech primitivnich funkci F(x):ln|x|+C), zapiSeme: jidx:ln|x|+c. Tento vztah plati
X

y oy el % 1 . : y
pro vSechna x, pro néz jsou prislusné funkce (= a In|x|) definovany, tj. pro vSechna x=0.
X

V takovych ptipadech ¢asto vynechavame interval, ve kterém pracujeme.
1.2. Zakladni neurg¢ité integraly

Operace integrovani (tj. operace uréovani primitivni funkce) a derivovani jsou navzajem
inverzni. Ztabulky derivaci elementarnich funkci hned dostaneme tabulku neurcitych

integrala (tab. 1.2.1). O sprévnosti uvedenych vztahu se podle definice 1.1.1 snadno

piesvédéime derivovanim.

Tabulka 1.2.1. Tabulka zékladnich integrald

[1] j 0dx =C

[2.] Ildx=x+C

n+1

[3] Ix”dx:x +C pro x>0, nz-1
n+1
[4.] jldx:ln|x|+c pro x =0
X

[5.] Isin X dx =—cosX+C

[6.] jcosx dx=sinx+C

71 | 12 dx=tgx+C pro x¢(2k+1)%, keZ
COS” X
[8.] .[-2 dx=-cotgx+C pro x=kz, keZ
sin“ x
[9.] f ! dx =arcsinx+C pro x € (-11)
1-x°
1
[10.] Il+x2 dx=arctgx+C

X

a
11.] |a*dx =
[11] I Ina

k%
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Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

[12.] jexdx =e*+C

[13] jf(x)dx In| f (x)|+C

[14.] j :larctgiJrC pro a>0
a’+x* a a

[15.] j\/i

[16.] jf(ax+b)dx:§F(ax+b)+C pro a=0

=arcsin— +C pro x € (—a,a), a>0

Poznamka

Existuji rozsahlé tabulky, ve kterych lze nalézt mnozstvi dalSich neurcitych integralii.
K vysledkim mizeme dospét pouZitim pravidel a metod integrace, které budou uvedeny
v nasledujici casti. Dnes vSak tyto tabulky ztraceji vyznam, nebor’ jsou dostupné matematické
programy, které zvladnou integraci sloZitych funkci (naps. Derive, Maple, Mathematica). Na
Internetu lze nalézt /adu online kalkulatori (naps. http://integrals.wolfram.com/index.jsp,
http://www.webmath.com/integrate.html a dal$i). Po zadani integrované funkce je nalezena

primitivni funkce.

Neurcité integraly z dalSich funkci Ize ziskat riznymi integraénimi metodami.
Z pravidel pro derivovani funkci (f +g)'=f'tg’, (cf) =cf’, c=konst. a z vlastnosti

primitivni funkce okamzité plyne:

Véta1l.2.1.
Maji-li funkce f(x) a g(x) naintervalu(a,b) primitivni funkce, pak plati:

j(f (X) £ g(x))dx = j f (x)dxij g(x)dx
[ of (dx = cf f (x)dx , c=konst.

[ f'00dx=f(x)+C

s/

Pan

ReSené Glohy (Gpravou integrandu)

Priklad 1.2.1. Vypodététe integral j w dx.

3X
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Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

Reseni:

I3X2+4X+2

2
dx='|.xdx+ﬂjx0dx+g'[£dx:X—+ﬂx+gln|x|+C.
3X 3 37X 3 3

2
Priklad 1.2.2. Vypoctéte integral j (1—\/§)de.

Reseni:

1

j(l Jx)%dx = I(l 2% + X)dx = Idx ZIxzdx+Jde X—2

2

3
X2 X
?+7+C:
2

2
X—i\/X?+X—+C .
3 2
Priklad 1.2.3. Vypoctéte integral I tgzx dx.
Regeni:

J-tg X dx _Ismzxd J-l COS Xd J'[

COS™ X COS X

—1jdx:tgx—x+C.
cos? x

Priklad 1.2.4. Vypoctete integral [ cotg x dx.

Reseni:

COS X J' Sln

J-COth dx = J-SII']X sin X

dx:ln|sinx|+C.

(Pouzili jsme vztah [13] z tabulky 1.2.1)

Priklad 1.2.5. Vypoctéte integral j

eX +1
Reseni:
3x 2X X
J. L ix —j(e +h(e” —e +1)dx:j(ezx—eX+1)dx:1e2X—eX+x+C.
eX+1 eX +1 2

Pti Uprave citatele zlomku jsme pouzili vztah a®+b%= (a+b)(a2 — ab+b2) :

dx

I\/8—6x—9x2 |

Priklad 1.2.6. Vypoctéte integral

k%
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Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

Reseni:
J- 3 dx 3 dx 3 dx 3
VB-6x—0x% 8- (6x+0x%) B-(L+3x)2+1 9 (3x+1)>2

T Locsin®*Lic pousili jsme vztah [16] 2 tabulky 1.2.1.
3
(3x +lj
1
3
Poznamka

| kdyZ vSechny primitivni funkce k funkci f (x) maji aZ na konstantu stejny tvar, miZe se stat,

Ze pri poufiti riznych integracnich metod dostaneme pokazde ,,trochu jiny** vysledek. V tomto

pripade je vidy moZno prevést jeden tvar vysledku na druhy. Napriklad prvni metodou

dostaneme
21tg X 1 2 .
I 5 dx = 7 +C . Jinou metodou nam vyjdej dx=1+tg Xx+C . Oba vysledky
COS“ X COS“ X cos? x
2 2 2
Jsou spravng, nebot’1+tg‘2x:1+ smzx:cos x+25|n X 12 ,
COS“ X COS“ X COS“ X

Kontrolni otazky
1. Kolik primitivnich funkci existuje k funkci X2 Uved'te nékteré z nich,
2. Ke které funkci je funkce F(x) = x(Inx-1) primitivni?

3

3. Je funkce sin x—%sin3 x primitivni funkce k funkci cos” x?

4. Je funkce

> primitivni funkce k funkci 1arctgi?
4+ X 2 2

5. Lze pti vypoctu nasledujiciho integralu pouZit naznac¢eny postup?

[@? +3—1X)dx=4jzxdx+%j%dx

6. Plati IBeX sin 2xdx = BJedeIsin 2xdx ?

Ulohy k samostatnému Feseni
ey (5 e
1. a) j(\/x?—ﬁde b) Jde 0 [PxVxdx
x —1 x* +8x x +2
j e | - [ .

gl o
* *
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1.2. Zakladni neurcité integraly

2
(2X—3X) i
2. a) J.4dx b) J(1+coszx—sin2x C) J.ﬁ
6% sin? xcos® x
2
d) J'sin X cos X dx e) Jcotg X dx f} ICOSZZX dx
COS“ X
dx dx
3. a) b) C)
'[x2+9 J-x2+3 I X2 —4x+7
dx dx
d) &) |7— ) | ———
‘[ 2+3x+3 J.\/4X_X2 I 11,2
4
dx dx 3x dx
4. a) b) c)
J.xln X '[\/1— x2 arccos x j x> +3
X e
d) sin2x+e2 dx tg 2x dx f) dx
- 5 1+2x2
5. a) IlO +5Cc0s X —V3x~ + 5 dx b) '[4dx
X~ +4 xz(x2 +1)
1.2 2 B 2
0 J- 1+x ix d) _[X2+3dx &) _[3 ch;tg X4
1_x4 X< +2 COS“ X
Vysledky Gloh k samostatnému reSeni
5 1 1 1 23

1. a)§x2—2x2+c; b) —3x 3—6Xx3 +x+C; c);—ixﬂ+c; d)%x3+%x2+x+c;

5.6
2. a) 3—+2——2x+C ;

2 3
In= In—=
3 2

14

—§x3+2x2+c f) x+arctgx+C.

b) x+%sin2x+c; C) tgx—cotgx+C; d) —%cost+C; e) —cotgx—x+C;

1 X -2
f) 2x—tgx+C. 3. a) —arctg=+C; arctg—+C; C) arctg +C;
3773 f f f NE
2X+3 . X=2 . 2X+1
d arct +C; e) arcsin——+C; arcsin +C. 4. a) In|inx|+C;
)J§ B ) 2 " ) In[in|

X
b) —Infarccos x|+ C ; c)%ln(x2+3)+c; d) —%c052x+2e2+c; e) —%In|cost|+C;

k%




Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

—X

f) In(ex+2)+C. 5. a) _10

+55inx—£xE +§arctgi+c; b) —1+arctgx+C;
In10 7 2 2 X

c) arcsinx+C; d) x+iarctgi+c; e) 3tgx-5x+C.

NN

Kontrolni test

3 2
1. Ke které funkci je funkce F(x)= X?arctg x—%+%ln(l+ x2) primitivni?

3

a) X 5 e arctgx+1;xz, b) G arctg x ,
3+3x 3(1+x9)
2 X X X3—X
C) X arctgx——+—2, d) 5T
3(1+x9) 3(1+x9)

2. Ke které funkci je funkce F(x) =arcsineX —v1—e?* primitivni?

2X X 2X
) b) s
162 2y1-e?X 162X 21—
X X 2X
c e"(1+e") d) l+e

) , .
\/1—e2X \ll_ezx

3. Ke ktereé funkci je funkce F(x) = G —%\/(4— xz)3 primitivni?
2) 2x-%\/4-x2 , b) x(2+V4-x2),
c) x(2—\/4—x2), d) 2x(1+\/4—x2).

L e3X2 42
4. Vypoctéte neurcity integral I ﬁdx.
X

o

a) %\3/x7+6§/§+c, b) x3+2x+3§/§+C,
2 93/ 7 3

c) 9¥x———+cC, d) =Vx" +2¥x+C.
3¥x 7

k%




Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

" (262392
5. Vypodtete neurdity integral j == dx.

6
2. x 3. x 2.x, 2 3.x, 3
a) ()" -2x+(=)"+C, b) (=) " In==-2x+(=)"In=+C,
)(3) (2) )(3) 3 (2) 5
X=X _naXnH—=X Xna—X XH—X
025 =32 oc, g 23 +32 7 e,
In2-1In3 In2-1In3
6. Vypoctéte neurgity integral I —d‘x+2+X
a) In|x|—i4+c b) —l—is+c,
4x X 5x
c) In|x|—%+C, d) In|x|—£22—i4+c.
X 2X°  4x
o . 1+cos® x
7. Vypoctete neurcity integral mdx.
+
1 5 1 x 1
a) ——cotg” x+=x+C, b) —+=tgx+C,
) 2 J 2 ) 2 2 J
1
C) + cotgx+C d)Etgx+x+C.
8. Vypoctéte neurcity integrél J' cotg2 X dx .
a) cotgx—x+C, b) tgx—x+C,
c) —cotgx—x+C, d) —_L—X+C.
sin x
o o 8-xC
9. Vypoctéte neurcity integral I dx.
X_
X X 2
a) ?er +4x+C, b) —?+x +4x+C,
4 3
c) 8In|x—2|—XT+C, d) —%—x2—4x+C.

k%



Matematika Il 1.2. Zakladni neurcité integraly

10. Vypoctéte neurcity integral j

dx
\/5—4x—x2 |

a) arccosXLZ+C, b) arcsin%z+c,

c) arcsinigzjtc, d) arccos%z+c.

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.b); 4.a); 5.¢); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.d); 10.c).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejmeéng v 8 piipadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitoly 1.1 a 1.2 znovu.

Shrnuti lekce

V prvych dvou kapitolach jste se seznamili s pojmy primitivni funkce a neurcity integral.
Operace integrovani (tj. operace uréovani primitivni funkce) a derivovani jsou navzajem
inverzni. Tabulka 1.2.1 obsahuje piehled zakladnich integrala. Doporu¢ujeme vytisknout si
tuto tabulku, nebot’ bude vyuZivana v dalSich kapitolach pti integraci slozit¢jSich funkci.
VSechny priklady a cviceni v kapitole 1.1.2 vyieSime tak, Ze integrovanou funkci upravujeme,

az dostaneme zakladni integraly uvedeneé v tabulce 1.2.1.
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