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Predmluva

Ucebni materialy predmétu ,,Specidlni numerické metody* jsou urc¢eny pro studenty
ucebniho oboru ,,Konstrukce staveb® (3607R037) studijniho programu ,Stavebni in-
zenyrstvi“ (B3607). Cilem je sezndmit studenty s pokro¢ilymi numerickymi postupy,
programatorskymi technikami a tvorbou algoritmu pro feseni inzenyrskych tloh za-
meérenych na projekéni ¢innost ve stavebnictvi.

Pro aplikaci algoritmickych postupti bylo zvoleno prostredi interaktivniho vypo-
¢etniho systému MATLAB, které umoznuje tvorit jednoduché vypocetni nastroje bez
slozitého programovani uzivatelského prostredi. MATLAB je uzivatelsky prijemny na-
stroj pro implementaci matematickych a numerickych postupt, ve kterém lze kromé
standardnich programatorskych néastroji vyuzit knihovnu, obsahujici sirokou skéalu
funkci. Problémem neni ani snadné zobrazeni dosazenych vysledki formou grafu.

P1i volbé aplika¢niho prostiredi bylo rovnéz prihlédnuto k névaznosti na dalsi
predméty, vyucované na Katedrie stavebni mechaniky, které jsou rovnéz zaméreny
na programovani a tvorbu pokrocilych vypocetnich algoritma.

V Ostravé, brezen 2022 prof. Ing. Martin Krejsa, Ph.D.
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Kapitola 1

Prenosové matice

Cile
Kapitola je zamérena na:

e seznameni s prenosovymi maticemi,

e teoretického pozadi prenosovych matic a jejich odvozeni,

e jejich vyuziti pro vypocet pribéha vnitinich sil a deformaci na prutech
konstrukce, fesené napt. obecnou deformacni metodou.

Prenosové matice se pouzivaji nejcastéji pro vypocet prubéhu slozek vnitinich
sil a slozek pretvoreni na jednotlivych prutech stavebnich nosnych konstrukei. Jedna
se o relativné moderni vypocetni metodu, kterda se v praxi uplatnila az s moznosti
vyuziti pocitaci k technickym vypoctim.

Pouziti prenosovych matic je Siroké. Lze je pouzit s dostatecnou presnosti i pro
feSeni pruti zakiivenych nebo pro pruty s proménlivym prirezem. Uplatnéni nachazi
i pri odvozeni tuhostnich matic.

1.1 Odvozeni

Pro odvozeni prenosovych matic je nutné nejprve definovat prizmaticky dilek o ne-
nulové délce d a stalého prirezu, ktery byl vyjmuty z obecné namahaného obecného
prutu. Pro tento dilek je nutné také definovat lokdlni kartézsky a pravotocivy sou-
fadnicovy systém os y;, kde osa y; bude osou tézistni a osy 9, y3 hlavnimi osami
setrvacnosti (vizte obr. 1.1).

Na zacatku tohoto dilku d nechf lezi bod m a na konci bod n, pricemz plati
Yi.m < Y1, La predpokladu nejobecnéjsiho pripadu, t.j. prutu prostorového ramu,
lze definovat v bodé m subvektor vsech Sesti slozek vnitinich sil:

{S}m - {Ml,m7 MQ,m; M3,ma Pl,m7 P2,m7 P3,m}T ) (11)

kde M jsou slozky momentové a P slozky silové. Z moznych rovnovaznych dvojic
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Obr. 1.1 Schéma prizmatického dilku délky d v lokdlnim kartézském a pravotocivém
soutradnicovém systému os y;

téchto slozek vnitinich sil lze vybrat na zacatek i na konec dilku pouze ty, jimiz
pusobi odnaté ¢asti prutu na vysetrovany dilek. Na konci dilku d necht maji vektory
kladnych slozek vnitinich sil shodny smysl s kladnymi poloosami y; a na zac¢atku
dilku smysl opacny.

Obdobné Ize definovat v bodé m subvektor vsech Sesti slozek pretvoreni:

{6}m = {Qol,ma Y2,m5 P3,m> UV1,m> UV2,m, U3,m}T ) (1'2)

kde ¢ jsou slozky rotaci a v slozky translaci sty¢niku. Kladné slozky rotaci a translaci
maji na zacatku i na konci dilku d smysl shodny s kladnymi poloosami ;.
chazi stfedem smyku, coz je bod, k némuz musi byt definovano zatizeni krouticim
momentem. Zaroven se jedna o bod pritezu, ktery se pri krouceni prutu v roviné
prifezu neposune.

Budou-li zndmy vsechny prvky obou subvektoru (1.1) a (1.2), lze presné popsat
stav analyzovaného prifezu. Proto lze definovat tzv. stavovy vektor prurezu p:

{St}, = {5} 16} } - (13)

Pocatecni bod strednice dilku d je stale bod m a bod koncovy n. Lze predpokla-

dat, Ze na prutu, z néhoz byl vybran dilek d, existuje néjaké silové nebo deformacni

zatizeni. V pripadé, Ze mezi body m a n neptsobi zadné zatiZeni, nelze predpokla-

dat rovnost obou vektoru {St},, a {St},. Je proto nutné uvazovat zavislost obou
vektorii ve tvaru maticového soucinu:

{St}n, = [Prlmmn - {St}m , (1.4)

kde [Pr]m.x je tzv. pfenosovou matici stavového vektoru bodu m do bodu n. Pro prut
prostorového ramu se jedna o ¢tvercovou matici typu 12x12. Pro jiné typy prutovych
konstrukei (rovinny ram, rost, atd.) se pocet prvki subvektori (1.1) a (1.2) i typ
prenosové matice prislusnym zpusobem zredukuje.



1.1 Odvozeni

Prenosova matice [Pr] se skldda ze ¢tyf submatic [pr]; ;:

_ [prlia [prlie
[Pr] = { [prlan [pr]ae } ’ (1.5)

kde submatice [pr]; 2 je nulovd, nebot ze statickych podminek vyplyva, Ze na pre-
tvoreni bodu m nemohou mit obecné vliv vnitini sily bodu n.
Rozepsanim vztahu (1.5) lze ziskat:

1St =[prlia - {S}tm

{5}71 = [pT]g,l . {S}m + [pr]m . {5}m ) (16)

Z uvedeného rozepsani (1.6) je zfejmé, ze prvky submatice [pr]y; lze ziskat ze
statickych podminek rovnovahy ve tvaru:

1000 0 0
0100 0 d
0010 —d o0

Prhu=149001 0 o (1.7)
0000 1 0
(0000 0 1|

Prvky submatice [pr]ss jsou ddny geometrii pohybu nepfetvoreného dilku jako
tuhého télesa ve tvaru:

1 0 0000
0O 1 00O0O0
0 0 1000
[pr]22 = 00 0100 (1.8)
0 0 4010
(0 —d 000 1|

Prvky submatice [pr]s; jsou dany podminkami fyzikalnimi, resp. geometrickymi.
Lze ji odvodit ve tvaru:

d
& 0 0 0 0 0
0 g 0 0 0 =
0 0 & 0 2 0
— L.
prii=dg 0 0 4 g 0 - (19)
d? —d3 d
0 0 g 0 @htds 0
i 0 3BT, 0 0 0 SEL + TA;

kde E, G jsou moduly pruznosti v tahu a prostém tlaku, resp. ve smyku pouzitého
materialu, d je délka prenosu, I; je moment tuhosti v krouceni, A je plocha prufrezu,
I5 je centralni moment setrvacnosti k ose yo, I3 je centralni moment setrvacnosti
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k ose y3, As je redukovana plocha prufrezu pro uplatnéni prace posouvajici sily P,
a As je redukovana plocha prufezu pro uplatnéni prace posouvajici sily Ps.

Timto je zédkladni prenosova matice zcela definovana.

7 vlastniho odvozeni vyplyva, ze pti zdméné poloh bodu m a n by v prenosové
matice byla pouzita hodnota —d misto d, jinak se ostatni prvky matice neméni.
Z tohoto duvodu je matice [Pr],,, shodna s matici [Pr],,, pouze prvky s lichou
mocninou d maji opa¢né znaménko.

Pokud by za uvazovanym dilkem mn nésledoval dilek nk se stejnym tvarem
prufezu a s rovnobéznymi osami y; (jak je schématicky zobrazeno na obr. 1.2), pak
lze pokracovat v dalsim prenosu, pricemz lze ziskat stavovy vektor:

{St}r = [Pr]nx - {St}n = [Prlnk - [PT]mm - {St}m - (1.10)

Obr. 1.2 Schéma dvou po sobé jdoucich prizmatickych dilkit délky d v lokalnim
kartézském a pravotocivém souradnicovém systému os y;

Pri primém prenosu z bodu m do bodu k vsak plati:

{St}r = [Pr]mxi - {St}m (1.11)

a z porovnani obou vyrazi (1.10) a (1.11) vyplyva:

[Pr)mg = [Prlng - [Pr]mn - (1.12)

Lze tedy tvrdit, ze soucin dvou prenosovych matic, sestrojenych pro dva u sebe
lezici prvky se shodnym (konstantnim) prufezem a shodnym smérem pruvodniho
trojhranu setrvacnosti, neni nutno provadét. Misto néj lze sestrojit vyslednou ptre-
nosovou matici pro délku, jez délkove i znaménkové odpovida prenosu z bodu, jenz je
totozny s prvnim indexem druhé matice do bodu, jenz je totozny s druhym indexem
prvni matice.



1.2 Zatizeni

1.2 Zatizeni

Pozornost je nutné vénovat i zatizeni. Pro dalsi odvozeni 1ze predpokladat, ze v jistém
bodé m ptisobi jako osamélé ucinky vsechny slozky obecného zatézovacitho momentu
N a obecné zatézovaci sily Q).

Slozku momentu lze povazovat za kladnou tehdy, jestlize jeji vektor ma shodny
smysl s kladnou poloosou y;. Pro slozku sily necht plati totéz. Vsechny tyto slozky
1ze setadit do vektoru:

{Zg}m - {Nm,h Nm72a Nm,?n Qm,la Qmﬂa Qm,S}T . (113)

V témze bodé m piisobi soucasné jako osameélé deformacni zatizeni vSechny slozky
obecného vektoru rotace R a obecného vektoru translace T'. I tyto vSechny slozky
1ze setadit do vektoru:

{Z6}m = {Rm1, Rm2, B3, Trt, Tz T} (1.14)

Slozky vektoru rotace i slozky vektoru translace jsou kladné tehdy, odpovida-li
jejich smysl smyslu orientace kladné poloosy.
Kompletni vektor singularniho zatizeni bodu m lze definovat ve tvaru:

{2} ={-AZg}n. {23}, } - (1.15)

Zaporné znaménku u vektoru {Zg} je vynuceno tim, Ze normdlni stavovy vek-
tor obsahuje vnitini sily vlastniho dilku (napf. sily, jimiz pusobi uzel na styénik),
kdezto v tomto vektoru jsou obsazeny slozky, pusobici na uzel. Tyto slozky se lisi
znaménkem.

V dalsim vypoctu necht ve vzdélenosti lg v bodé o ptisobi na vysetfovaném dilku
vektor {Z} singularnich zatézovacich tucinku (jako napf. na schématu 1.3).

Obr. 1.3 Schéma prizmatického dilku délky d s vyznac¢enym bodem o, kde ptisobi
vektor {Z} singuldrnich zatézovacich ucinku
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Na zacatku dilku v bodé m plati stavovy vektor {St},,. Na konci prvni ¢asti (pred
pusobenim zatizeni) se zméni na stavovy vektor {St}, dany vyrazem [Pr],, - {St}m.
Tésné za pusobistém zatiZzeni se vSak zméni jeho hodnota o {Z}, takze na zacatku
tohoto dilku ma stavovy vektor {St}, velikost [Pr|,, - {St}m+{Z},. Na konci dilku
v bodé n mé stavovy vektor hodnotu:

{Sthn = [Prlon - ([Pr]mo - {St}m +{Z}0) =

1.16
= (Prlos [Prlng - {5t} + [Prlon - {2, —

a s prihlédnutim ke vztahu (1.12) je mozno provést ipravu:
{St}n = [Prlmn - {St}m + [Prlon - {Z}o . (1.17)

Pokud by zatézovaci vektor lezel v bodé n, pak by prenosovy vztah nabyval
tvaru:

{St},, = [Prlmmn - {St}m +{Z}n - (1.18)

Porovnanim vztahtt (1.17) a (1.18) lze zjistit platnost {Z}, = [Prlon - {Z}o.
Znamena to, ze zatézovaci vektor lze rovnéz prenaset pomoci prenosové matice a za-
tezovaci vektor bodu o 1ze nahradit staticky a deformacné ekvivalentnim zatézovacim
vektorem puisobicim v jiném bodé. Pro takovy vektor plati naprt.:

{Z}n = [PT]O,n ’ {Z}o (1'19)

nebo

{Z}m = [PT]O,m : {Z}o ) (1'20)

kde [Pr],.m je pfenosova matice sestrojend pro délku prenosu d = y,, — y, < 0.

1.2.1 Spojité zatizeni

Nyni nechf na délce d, ptisobi zatézovaci vektor spojitého zatizeni, jehoz intenzitu
Ize vyjadrit mocninnou radou ve tvaru:

{={a} +y-{z}+y" {n}+9° {z)+. +y" {a) =

kde pocatek nezavislé proménné y necht je totozny s levym okrajem ptisobiciho zati-
zeni. Z tohoto spojitého zatizeni lze jakékoliv diferencidlni zatizeni nahradit ekviva-

(1.21)

k
lentnim zatiZenim na jeho poc¢étku pomoci prenosu d{z}o = [Prlyo- Y. v" - {2z} - dy.
i=0
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Celé toto zatizeni lze tedy nahradit staticky a deformacné ekvivalentnim vektorem
singularniho zatiZzeni na pocatku zatézovaciho intervalu ve tvaru:

=3 [Py -ay-tzy =3 | e | 02)

kde jednotlivé submatice [pr|’ nabyvaji tvar:

— i+l -
0 0 0 0 0
d’é—‘-l 7di+2
0 i+l 01 0 02 i+2
[pr]l,l = 0 0 0 ditl 0 0 s (123)
i+1
0 0 o0 o £ g
i+1 o
d;
| 0 0 0 0 0 T
_ it+1 -
L 0 0 0 0 0
ditt
0 ] 0 0 0 0
0 0 £ o 0 0
[prlss = 0 0 igl AR 0 (1.24)
o i+1 1
—d dy
0 0 F5 0 %5 O
0« o o 0 %
L i+2 i1
a
_ —di+2 -
on T 0 0 0 0 0
_gi+? 4it3
0 Ely-(i+2) 0 0 0 2EI5-(i43)
_qit? _qit3
[pr]é L= 0 0 Elz-(i2) (')+2 2EI3-(i+3) 0
) —dt
0 0 0 AT 0 0
0 0o LET ot A 0
2EI3-(i+3) 6EI3-(i+4) GAgy-(i+2)
_qit3 dita 4it2
L 0 2ETI5-(i+3) 0 0 0 6EI>-(i+4) GAz-(i+2)

(1.25)

1.3 Priklady na procviceni
Pro priblizeni pouziti prenosovych matic nasleduje nékolik demonstracnich priklad.

Priklad 1.1. Urcete pritbéh vnittnich sil a deformacnich veli¢in na prostém nos-
niku délky L z obrazku 1.4, ktery je ve tfetiné rozpéti zatizen osamélym bremenem
velikosti (). Nosnik rozdélte na 12 dilkt délky d = 1—L2
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Obr. 1.4 Schéma teseného nosniku z prikladu 1.1

Reseni. V daném piipadé se jednd o naméhani rovinnym ohybem (napi. kolem
osy ys). Z Sesti slozek vnitinich sil jsou nenulové pouze ohybovy moment M, 3
a posouvajici sila P, 9, ze slozek pretvoreni pouze pootoceni ¢,, 3 a pruhyb vy, .
V obou pripadech je to treti a paty prvek subvektoru (1.1) a (1.2). U odvozenych
matic bude proto do vypoctu vstupovat pouze treti a paty sloupec a radek (ostatni
prvky jsou nulové a mohou byt tedy vypustény).

Zakladni pfenosové submatice budou mit tedy vysledny tvar:

[pr]ia = {(1) Ed} : (1.26)
=z (1 2T ] e
[prlas = U (” | (1.28)

Pri Teseni lze vyjit ze skutecnosti, Ze stavovy vektor na konci nosniku je mozno
ziskat jako funkci stavového vektoru na zacatku nosniku a daného zatizeni. Lze pak
uplatnit okrajové podminky (nulovy ohybovy moment a nulovy prihyb na obou
koncich) a ur¢it nenulové hodnoty stavovych vektor na obou koncich nosniku.

Pro jednoduchost stavovy vektor na zacatku nosniku bude zadan:

2 5 Q-1 "
{St}y—0 = {07 3 Q, 31 E—]?),O} . (1.29)

Pokud je zadouci ziskat pribéhy vnitinich sil a pretvarnych veli¢in napf. po
L

dvanactinach rozpéti, bude nutné sestrojit prenosovou matici pro d = 5 ve tvaru:
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L
1 —L 0 0
0 1 0 0
[Prly=om=12= | _1 o 10 (1.30)
12F13 288FE13
L2 -3 L q

288E13  10368E13 + 12GAs 12

Touto matici se vynasobi vzdy zleva stavajici vektor, ¢imz vznikne vektor v dal-
Sim bodé. Ve tretiné rozpéti se stavovy vektor opravi o vektor zatizeni {Z},,—4 =
::{0,—4970,0}7’ajpokraéuyase v prenosu az do konce nosniku.

Cely vypocetni postup lze provést napt. s vyuzitim nasledujiciho skriptu, kde
byly zadany také konkrétni vstupni idaje. Pro nazornost je v tomto skriptu uveden
detailni popis algoritmu s vyuzitim komentaiu za znakem %:

% Priklad 1 - pribé&h vnit¥nich sil a pfetvarnjch velilin na prostém
% nosniku od osamé&lého bfemene, které plsobi ve t¥etiné rozpéti
clc; clear;

% Vstupni ddaje

L=6; % rozpéti [m]
b=0.05; % 8ifka obdélnikového prufezu [m]
h=0.2; % vySka obdélnikového prufezu [m]
A=b*h; % prufezovd plocha obdélnikového prifezu [m~2]
I=1/12%b*h"3; % moment setrvacnosti obdélnikového prifezu [m~4]
E=9.5%1079; % modul pruZnosti v tahu a prostém tlaku,

% listnaté dfeviny, t¥ida pevnosti D18 [Pa]
G=0.59%1079; % modul pruZnosti ve smyku,

% listnaté dfeviny, t¥ida pevnosti D18 [Pa]
Av=0.833%A; % smykova plocha obdélnikového prifezu [m~2]
Q=10%1073; % Velikost bodového zatiZeni[N]
y1Q=L/3; % Soutadnice plisobisté zatiZeni [m]
n=12; % Polet dilkid na prutu
d=L/n; % Sifka dilku [m]

’» Pfenosova matice pro d
Pr=[1 -d 0 0; 0 1 0 0;
d/(ExI) -d~2/(2*ExI) 1 0;
d~2/(2*ExI) -d~3/(6*ExI)+d/(G*Av) d 1];

’» Stavovy vektor v bodé y1=0
St=[0 2/3%Q 5*Q*L"2/(81*ExI) 0]’;

Z=[0 -Q 0 0]’; % Vektor zatiZeni
kolik=1; % kolik bylo urleno hodnot prib&hi
y1(kolik)=0; % aktualni soufadnice yl

M(kolik)=St(1); % velikost ohybového momentu
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V(kolik)=St(2); ' velikost posouvajici sily
fi(kolik)=St(3); % velikost pootoleni
w(kolik)=St(4); ' velikost prihybu
for i=1:n
kolik=kolik+1;
St=Pr*St;
yl(kolik)=y1l(kolik-1)+d; % aktudlni soufadnice y1l
M(kolik)=St(1); % velikost ohybového momentu
V(kolik)=St(2); ' velikost posouvajici sily
fi(kolik)=St(3); % velikost pootoleni
w(kolik)=St(4); % velikost prihybu
if (y1Q>y1(kolik-1))&(y1Q<=y1(kolik)) % U&inek zatiZeni
kolik=kolik+1;
St=St+Z;
y1l(kolik)=y1(kolik-1); % aktudlni soufadnice yl
M(kolik)=St(1); % velikost ohybového momentu
V(kolik)=St(2); % velikost posouvajici sily
fi(kolik)=St(3);% velikost pootoleni
w(kolik)=St(4); % velikost prihybu
end;
end;

% Vykresleni vyslednjch prib&hti vnit¥nich sil a pFetvofeni
figure

subplot(2,2,1) % Graf v 1.kvadrantu v rastru 2 x 2 - Vz
hold on

plot(y1,V/1000,’r-’,’LineWidth’,2);
title(’\fontsize{12}Prib&h posouvajici sily \itV_{z}(x)’);
xlabel(’x [m]’);

ylabel(°Vz(x) [kN]’);

stem(y1,V/1000, ’r-’, marker’, ’none’) ;

hold off

subplot(2,2,2) % Graf ve 2.kvadrantu v rastru 2 x 2 - M
hold on

plot(y1,M/1000, ’m-’,’LineWidth’,2);
title(’\fontsize{12}Pribéh ohybovjch momentld \itM_{y}(x)’);
xlabel(’x [m]’);

ylabel ("My(x) [kNm]’);

% set(gca,’YDir’,’reverse’);
stem(y1,M/1000, ’m-’, ’marker’, ’none’) ;

hold off

subplot(2,2,3) % Graf ve 3.kvadrantu v rastru 2 x 2 - fi
hold on
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plot(yl,fi/pi*180,’b-,’LineWidth’,2);
title(’\fontsize{12}Graf pootoceni \it\phi_{y}(x)’);
xlabel(’x [m]’);

ylabel("fi(x) [degl’);

stem(yl,fi/pi*180,’b-’, ’marker’,’none’);

hold off

subplot(2,2,4) % Graf ve 4. kvadrantu v rastru 2 x 2 - w
hold on

plot(y1l,wx1000, k-, LineWidth’,2);
title(’\fontsize{12}Graf ohybové cary \itw_{z}(x)’);
xlabel(’x [m]’);

ylabel(Cw(x) [mm]’);

set(gca,’YDir’,’reverse’);
stem(yl,w*1000, k-, ’marker’, ’none’) ;

hold off

Vysledné pribéhy vnitinich sil a pretvoreni jsou uvedeny na obrazku 1.5.

Pribeh posouvajici sily ¥ _(x) Fribéh ohybowich momenti M)
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Obr. 1.5 Pritbéhy vnitinich sil a pretvoreni na nosniku z prikladu 1.1
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Pro zajemce: Pii vypoctu se zanedbanim préace posouvajicich sil lze v subma-

tici (1.27) vynulovat ¢len gfé = 0, resp. v matici (1.30) zlomek ﬁ = 0, coz se

projevi na vyslednych pretvorenich. Porovnejte s vysledky prikladu 1.1.

Priklad 1.2. Podobné jako v prikladu 1.1 urcete pribéh posouvajicich sil, ohy-
bovych momentii, pootoceni a prithybu na jednostranné vlevo vetknutém staticky
neurcitém nosniku délky L, ktery je ve tfetiné rozpéti zatizen osamélym bfemenem
velikosti @) v souladu se schématem na obrazku 1.6. Nosnik rozdélte na 12 dilkt
délky d = 1—L2

Obr. 1.6 Schéma feseného jednostranné vlevo vetknutého staticky neurcitého nos-
niku z ptikladu 1.2

Reseni. Stavovy vektor na zacatku jednostranné vlevo vetknutého staticky neurci-
tého nosniku se rovna:

T
(St} o — 0L 2 0004 . (131)
w0\ g b s o,

Zbyvajici vypocet je jiz identicky s fesenim piikladu 1.1.
Vysledné pribéhy vnitinich sil a pretvarnych veli¢in jsou pro pocet dilkti n = 60
ke shlédnuti na obrazku 1.7.
A

Poznamka: U staticky neurcitého nosniku se pripadné zanedbani nebo nerespek-
tovani prace posouvajicich sil projevi kromé velikosti pretvarnych veli¢in také na
velikosti vnitinich sil.
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Pribeh posouvajici sily ¥ _(x) Fribéh ohybowich momenti M)
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Obr. 1.7 Pribéhy vnitinich sil a pfetvoreni na nosniku z prikladu 1.2

Obr. 1.8 Schéma feseného prosté podepreného nosniku z prikladu 1.3

Priklad 1.3. Urcete priubéh vnitinich sil i deformacnich veli¢in na prostém nosniku

z obrazku 1.8 délky L, ktery je zatiZzen rovnomérnym spojitym zatizenim velikosti
q. Nosnik rozdélte na 30 dilki délky d = %.
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Reseni. Stavovy vektor na zacatku nosniku je pro tento pripad roven:

T

q-L q-L°
Sthyo =140, ==, —Z_ 0t .
{5thn-o { 2’24-E13’}

Uéinek spojitého zatizeni je do vipoctu zahrnut s vyuzitim vztaht definovanych
v kapitole 1.2.1 pro ¢ = 0, takze zatézovaci vektor rovnomérného spojitého zatizeni
{z} podle vyrazu (1.21) je roven:

(1.32)

T
{Z} = {ZO} - {07 —dq, 07 0} . (133)

Jak jiz bylo dano vztahem (1.22), spojité zatizeni 1ze i pro tento piiklad nahradit
prislusnym staticky a deformacné ekvivalentnim vektorem singuldrniho zatizeni na
pocatku zatézovaciho intervalu sitky d, ve tvaru:

d. & 0 0
d, 0 0
(Zh=| « b PR (1.34)
2.EI3 6-Els3 z
3 5 dz 2
6-Els3 24-Els ~ 2GA; = 2 d;

Cely vypocetni postup lze provést napt. pomoci nasledujiciho skriptu, kde byly
zadany také konkrétni vstupni tidaje a pro nazornost vypocetniho algoritmu je v ném
op&t uveden popis s vyuzitim komentaru za znakem %:

% Priklad 3 - prib&h vnit¥nich sil a pfetvarnjch velilin na prostém
% nosniku od konstantniho spojitého zatiZeni q

clc; clear;

% Vstupni ddaje

L=6; % rozpéti [m]
b=0.05; % 8ifka obdélnikového prufezu [m]
h=0.2; % vyska obdélnikového prufezu [m]
A=b*h; % prufezova plocha obdélnikového prifezu [m~2]
I=1/12%b*h"3; % moment setrvalnosti obdélnikového prifezu [m~4]
E=9.5%1079; % modul pruZnosti v tahu a prostém tlaku, listnaté
% dfeviny, t¥ida pevnosti D18 [Pa]
G=0.59*%1079; % modul pruZnosti ve smyku, listnaté dfeviny,
% trida pevnosti D18 [Pal
Av=0.833%A; % smykova plocha obdélnikového prufrezu [m~2]
q=2%10"3; % velikost rovnomé&rného spojitého zatiZeni [N/m]
n=30; % poCet dilku na prutu
d=L/n; % 8ifka dilku [m]
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% Pfenosova matice pro d
Pr=[1 -d 0 O;
010 0;
d/(ExI) -d~2/(2*E*xI) 1 O;
d=2/(2+ExI) -d~3/(6+E*xI)+d/(G*Av) d 1];

’ Stavovy vektor v bod& y1=0
St=[0 gq*L/2 q*L"3/(24*E+I) 0]’;

% Zatézovaci vektor rovnomérného spojitého zatiZeni (i=0)
z=[0 -q 0 0]’;

% Vektor singularniho zatiZeni na pocatku zaté&Zovaciho intervalu
% s vyuzitim pT¥enosové matice pro i=0
Z0=[d d~2/2 0 0;

0do O0;

-d~2/(2+E*I) -d~3/(6%ExI) d O;

d~3/(6+ExI) d~4/(24*ExI)-d~2/(2*G*Av) -d~2/2 d]*z;

kolik=1; % kolik bylo urceno hodnot prib&hl
y1(kolik)=0; % aktudlni soufadnice y1
M(kolik)=St(1); % velikost ohybového momentu
V(kolik)=St(2); % velikost posouvajici sily
fi(kolik)=St(3); % velikost pootoleni
w(kolik)=St(4) ; % velikost prihybu
for i=1:n
kolik=kolik+1;
y1l(kolik)=y1l(kolik-1)+d; % aktuadlni soufadnice yli
St=Pr*(St+Z0) ; % aktudlni stavovy vektor - s vlivem
% spojitého zatiZeni
M(kolik)=St(1); % velikost ohybového momentu
V(kolik)=St(2); ' velikost posouvajici sily
fi(kolik)=St(3); % velikost pootoleni
w(kolik)=St(4); % velikost prihybu
end;

Zobrazeni okna s vyslednymi priibéhy vnitinich sil a pretvoreni je provedeno
shodneé s feSenim prikladu 1.1 a je uvedeno na obrazku 1.9.
A

Poznamka: Cely vypocetni postup lze uplatnit napt. pro urceni pritbéhti vniti-
nich sil a pretvarnych veli¢in u prutovych konstrukei fesenych obecnou deformacni

metodou. Stavovy vektor na zacatku kazdého z prutt pak lze sestavit na zakladé
vyslednych hodnot vnitinich sil a uzlovych pretvoreni



16

PRENOSOVE MATICE
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Obr. 1.9 Pritbéhy vnitinich sil a pretvoreni na nosniku z prikladu 1.3

Pro zajemce: Prenosovych matic 1ze vyuzit také pro feseni prutti promeénlivého
prufezu. V takovém piipadé lze v kazdém dilku predpoklddat konstantni prirezové
charakteristiky totozné se skuteénymi vlastnostmi prifrezu v poloviné dilku. Takové
feseni sice nelze povazovat za absolutné presné, dava ale vysledky s dostateénou
presnosti.

Pro zajemce: Podobné lze Tesit i nosniky zakfivené, pricemz lze stiednici nahradit
polygonem velmi kratkych tusecek, jez jsou povazovany za piimé. V takovém pri-
padé po zadéani stavového vektoru na konci dilku je nutné provést transformaci do
soutfadnicového systému, v némz je vyjadreno pripadné zatizeni uzli.

Po pric¢teni vektoru zatizeni se provede dalsi transformace do systému os prii-
vodniho trojhranu setrvacnosti dalsiho dilku a takto upraveny vektor se vyuzije pro
prenos na dalsim dilku. Pfi této transformaci se bere v tivahu i eventualni zménu
polohy stfedu kfivosti nebo excentrické pripojeni dalsiho dilku.

Poznamka: Zvétsovani poc¢tu dilki (zmensovani délek prenosu) mé pozitivni dopad
na vysledky, protoze se zvysuje presnost. Existuje vsak hranice, po niz se vysledky
zacnou opét zhorsovat v disledku negativniho vlivu zaokrouhlovacich chyb. Vyzkou-
Sejte napr. na skriptu uvedeném u prikladu 1.1 pro pocet dilkt n = 12, 60, 120, 600
a 1200. Sledujte pritom hodnotu ohybového momentu a prithybu na konci nosniku.
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Kapitola 2

Geometricky nelinearni reseni
prihradovych konstrukci

Cile
Kapitola je zamérena na:

e seznameni s geometricky nelinedrnim resenim prutovych konstruket,

e teoretického pozadi jednoho ze zptsobt geometricky nelinearniho reseni
prihradovych nosnikii,

e prohloubeni znalosti aplikace obecné deformacni metody.

Jeden ze zplisobtl geometricky nelinedrniho vypoctu prihradovych nosnikt podle
teorie II. fadu je zaloZen na itera¢nim vypoctu s linearizaci jednotlivych kroki ite-
race. Pri linedrnim vypoctu se na prihradovou konstrukci nechd pusobit zatizeni,
¢imz vznikne protazeni nebo stlaceni jednotlivych prutt. Konstrukce se zdeformuje
a nastane nerovnovaha mezi vypoc¢tenym stavem a puvodnim tvarem. Tato nerov-
novaha se odstrani dalsim vypoctem.

2.1 Teoretické pozadi vypoctu

Pti vypoctu rovinnych i prostorovych piihradovych nosnikti podle teorie II. fadu
se osové sily uréi iterac¢nim zplisobem s vyuzitim vztahu, ktery vychazi z Hookova
zakona:

kde i je cislo prislusného prutu, E je modul pruznosti v tahu a prostém tlaku,
A je plocha prurezu, L je puvodni délka prutu, uréend napt. ze zadané geometrie
konstrukce (soutadnic uzli), a Ly je délka prutu urcend v piislusném iteracnim
cyklu podle teorie II. fadu. Clen ETA se nazyva tahova tuhost a pro fyzikalné linearni
vypocty je konstantni.

Ni:
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Pro nézornost a jednoduchost je nasledujici vyklad zaméren pouze na rovinnou
ulohu, ptricemz tloha prostorova se bude lisit pouze tfetim rozmérem.
Délka Ly se pro rovinny piihradovy nosnik mize napt. urcit ze vztahu:

Ly = V{dyT{d} . (2.2)

Vektor {d} je pfitom definovéan:

{d}T = {Ayl + Auyv Ay? + A’qu} ’ (23)

kde Ay, a Ays jsou rozdily soufadnic pocatecniho a koncového uzlu prutu, Aw,,
a Au,, pak rozdily slozek deformaci uzli ve sméru dané osy.

2.2 Aplikace vypoctu podle teorie II. radu

Popsany iteraéni geometricky nelinedrni vypocetni postup podle (2.1) se skladé z jed-
notlivych kroki iterace, které jsou zalozeny na linearnim vypoctu piithradové kon-
strukce obecnou deformac¢ni metodou.

2.2.1 Linearni vypocet rovinné prihradové konstrukce obec-
nou deformacni metodou

Nebot je Teseni prihradovych nosniki obecnou deformacni metodou néplni pred-

vztahy a principy.
Lokalni deformacni vektor prutu s koncovymi body a, b ma jen dva nenulové
prvky:
o = {un,up (2.4)

stejné jako lokalni vektor koncovych sil:

o= {X0, X0 (2.5)

V rovinnych prihradovych konstrukcich ma globalni deformac¢ni vektor prutu
Ctyti prvky:
Tab = {Ua, We,, Up, wb}T ) (26)

podobné jako globalni vektor koncovych sil:

Rab - {Xa7 ZCUXb; Zb}T . (27)

Pro prut rovinné prihradové konstrukce je lokalni matice tuhosti typu 2 x 2:

*_E'-Aab 1 -1
ab_T'|:_1 1 :| (28)
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Pro lokélni vektor koncovych sil pak plati:

L (XN . . [uw _EAs [ 1 -1 w
ab_{Xl;k }_kab'rab_ ab'{uz }_ lab |:_1 1 :|{UZ } . (29>

Transformacni matice Ty, vyjadiuje geometrickou zavislost lokalnich parametra
deformace na globalnich. Pro prut rovinné prihradové konstrukce ji 1ze zapsat ve
tvaru:

*

« ) COSvap SNy 0 0 _Je s 00
“b_{ 0 0 COSYap  SIN Vg }_{ 0 ¢c s [° (2.10)

Pro prevod z globalnich parametrii deformace prutu rovinné prihradové kon-
strukce na lokalni pak plati:

*

. U

Tab:{ *}:Tab'rab:{
Uy,

Naopak pro prevod z lokalnich parametru deformace prutu rovinné prihradové
konstrukce na globalni 1ze pouzit vztah:

S)

s 00 Wg
0 . S}- . (2.11)

SO

Ug c 0
W . s 0 u,

Tab =9 =T 1 = 0 ¢ { w } . (2.12)
Wy 0 s

Obdobné lze definovat transformacni vztahy pro vypocet vektorii koncovych sil
prutu rovinné pithradové konstrukce R}, v lokalnim a Ry, v globalnim soufadnico-
vém systému:

Xa
« )X _Jec s 00 Zq
ab_{Xg}_T“b Rab‘{o 0 c s} X, (2.13)
Zy
a
X, c 0
) Zae\ _ 47 ) s 0 Xy
Rap = X, _Tab' ab — 0 ¢ { Xl;k } : (214>
Zb 0 s
Nutno pripomenout, ze plati X = —X;.

Na zdkladé vztahu (2.9), (2.11) a (2.14) lze odvodit:
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R T b’ * T b’ * CLb — T b’ * TCLb cTab — k(lb *Tab - (2].5)

a a a

Pro globélni matici tuhosti prutu rovinné pfihradové konstrukce tedy plati:

kap = Ty - Ky Tan - (2.16)

Matice k., kazdého prutu rovinné prihradové konstrukce pak prispiva k matici
tuhosti K celé soustavy:

K-r=S§, (2.17)

kde r je vektor uzlovych pretvoreni celé soustavy v globalnim souradnicovém systému
a S je vektor uzlovych zatizeni v globalnim souradnicovém systému.

Aby tuto soustavu bylo mozné vyresit a ziskat tak pro kazdy prut vektory ry, ve
vztahu (2.6), je nutné zohlednit vnéjsi vazby konstrukee - okrajové podminky. Jeden
ze zpusobi Teseni je vynulovani prislusného radku a sloupce soustavy vcéetné pravé
strany, které odpovidaji zadané fixaci konstrukce v prislusném stycéniku a sméru,
a vlozit na diagonalu celkové matice tuhosti K hodnotu 1. Pak jiz lze soustavu
linedrnich rovnic ispésné vytesit a pomoci vztaht (2.11) a (2.9) ur¢it i vnitini sily
na kazdém z pruti.

Pak uz zbyva jen dopocitat reakce pomoci silovych podminek rovnovahy v uzlech
s vnéjsi vazbou. Pomoci vztahu (2.15) lze urcit koncové vnitini sily na kazdém
prutu v feseném stycniku a s vyuzitim vektoru uzlovych zatizeni S pak lze stanovit
i hodnotu reakeci.

2.2.2 Aplikace reseni linearniho vypoctu rovinné prihradové
konstrukce obecnou deformac¢ni metodou

Priklad 2.1. Urcete linearnim vypoctem s vyuzitim obecné deformacéni metody po-
sunuti sty¢niki, vnitini sily a reakce rovinného prihradového nosniku z obrazku 2.1,
ktery je zaddn s vyuzitim nasledujiciho skriptu (detailni popis zadani je proveden
s vyuzitim komentéit za znakem % piimo v tomto skriptu):

clear; clc;

format short;

% Matice soufadnic x a z jednotlivyjch uzlad

uzly=[1.5 0; 4.5 0; 0 2; 3 2; 6 2];

% Matice vstupnich ddaji prutd - ¢islo pocatecniho uzlu,

% Cislo koncového uzlu a ¢islo Fadku matice prurmat

% s prifezovimi a materidlovymi charakteristikami

pruty=[1 2 1; 312; 142; 422;252;341; 45 1];

% Matice prufezovyjch a materidlovjch charakteristik - A, E
prurmat=[0.0015 2ell; 0.00125 2el1l];
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% Matice vazeb - &islo uzlu, u, w - O znamené, Ze neni vazba,
% 1 znamenad, Ze je vazba

vazby=[3 1 1; 5 0 1];

% Matice uzlovyjch zatiZeni - &islo uzlu, Fx, Fz

uzelzat=[1 3e3 0; 2 0 20e3];

Obr. 2.1 Schéma tesené prihradové konstrukce z prikladu 2.1.

Reseni. Zpracovani vstupnich tdaji a piiprava na vypocet probiha prostiednictvim
skriptu s nazvem prihrada2D_1.m:

% Zpracovani vstupnich tdaji a pfiprava na vipoclet

pocprutu=size(pruty,1); % Zjisténi poltu prutd
pocuzlu=size(uzly,1); % Zji&téni poltu uzld
pocvazeb=size(vazby,1); % Zjis&téni poltu vazeb

pocuzelzat=size(uzelzat,1); % ZjiSténi poltu uzlovjch zatiZeni

% Vypolet geometrie prutu

for i=1:1:pocprutu
% Délka prutu
geom(i,1)=sqrt((uzly(pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))"2+...

(uzly(pruty(i,2),2)-uzly (pruty(i,1),2))72);

% Cosinus smérového thlu prutu
geom(i,2)=(uzly(pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))/geom(i,1);
% Sinus smérového dhlu prutu
geom(i,3)=(uzly(pruty(i,2),2)-uzly(pruty(i,1),2))/geom(i,1);

end

clear i;
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Zdrojovy text aplikace je obsazen ve skriptu s ndzvem prihrada2D 2.m a mé
nasledujici obsah:

% vynulovani globalni matice tuhosti a zetéZovaciho vektoru
for i=1:1:pocuzlux2
for j=1:1:pocuzlux*2
mat_tuh(i, j)=0;
end
zat_vektor(i)=0;
end

% Sestaveni soustavy linedrnich rovnic
for i=1:1:pocprutu
% Transformalni matice
T=[geom(i,2) geom(i,3) 0 0; 0 O geom(i,2) geom(i,3)];
% Lokalni matice tuhosti prutu
mat_tuh_prutu=prurmat (pruty(i,3),2)*prurmat (pruty(i,3),1)/...
geom(i,1)*[1 -1; -1 1];

% Transformace matice tuhosti prutu
% z lokdlniho do globalniho soufadnicového systému
mat_tuh_prutu_glob=T’*mat_tuh_prutuxT;

% Priclteni matice tuhosti prutu
% do globalni matice tuhosti celé soustavy
for j=1:1:2
for k=1:1:2
mat_tuh((pruty(i,1)-1)*2+j, (pruty(i,1)-1)*2+k)=. ..
mat_tuh((pruty(i,1)-1)*2+j, (pruty(i,1)-1)*2+k)+. ..
mat_tuh_prutu_glob(j,k);
mat_tuh((pruty(i,2)-1)*2+j, (pruty(i,1)-1)*2+k)=. ..
mat_tuh((pruty(i,2)-1)*2+j, (pruty(i,1)-1)*2+k)+. ..
mat_tuh_prutu_glob(j+2,k);
mat_tuh((pruty(i,1)-1)*2+j, (pruty(i,2)-1)*2+k)=. ..
mat_tuh((pruty(i,1)-1)*2+j, (pruty(i,2)-1)*2+k)+. ..
mat_tuh prutu_glob(j,k+2);
mat_tuh((pruty(i,2)-1)*2+j, (pruty(i,2)-1)*2+k)=...
mat_tuh((pruty(i,2)-1)*2+j, (pruty(i,2)-1)*2+k)+. ..
mat_tuh _prutu_glob(j+2,k+2);
end
end
end % Konec cyklu pro skladani soustavy linedrnich rovnic
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if ~pocuzelzat==0
% P¥iCteni vektoru uzlového zatiZeni
% do zaté&Zovaciho vektoru celé soustavy
for i=1:1:pocuzelzat
for j=1:1:2
zat_vektor((uzelzat(i,1)-1)*2+j)=...
zat_vektor ((uzelzat(i,1)-1)*2+j)+uzelzat (i, 1+j);
end
end
end

% Respektovani vazeb
for i=1:1:pocvazeb

% V uzlu je vazba proti voodorovnému posunuti
if vazby(i,2)==1
for j=1:1:pocuzlux2
% Vynulovani sloupce
mat_tuh((vazby(i,1)-1)*2+1,3j)=0;
% Vynulovani radku
mat_tuh(j, (vazby(i,1)-1)*2+1)=0;
end
% Na diagonadlu pfitadit 1
mat_tuh((vazby(i,1)-1)*2+1, (vazby(i,1)-1)*2+1)=1;
% Vynulovani zatéZovaciho vektoru
zat_vektor ((vazby(i,1)-1)*2+1)=0;
end

% V uzlu je vazba proti svislému posunuti
if vazby(i,3)==1
for j=1:1:pocuzlux2
% Vynulovani sloupce
mat_tuh((vazby(i,1)-1)*2+2,j)=0;
% Vynulovani radku
mat_tuh(j, (vazby(i,1)-1)*2+2)=0;
end
% Na diagondlu pfitadit 1
mat_tuh((vazby(i,1)-1)*2+2, (vazby(i,1)-1)*2+2)=1;
% Vynulovani zatéZovaciho vektoru
zat_vektor ((vazby(i,1)-1)*2+2)=0;
end
end
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% ReSeni soustavy linearnich rovnic
r=mat_tuh\zat_vektor’;

% Vynulovani vektoru pro s¢itani koncovjch sil na prutech
for i=1:1:pocuzlux*2

soucet_sil(i)=0;
end

% Globalni a lokalni vektory sil a deformaci jednotlivyjch pruti
for i=1:1:pocprutu
for j=1:1:2
vektor_def glob(j)=r((pruty(i,1)-1)*2+j);
vektor_def_glob(j+2)=r((pruty(i,2)-1)*2+j);
end

% Transformacdni matice
T=[geom(i,2) geom(i,3) 0 0; O O geom(i,2) geom(i,3)];

% Lokalni matice tuhosti prutu
mat_tuh_prutu=prurmat (pruty(i,3),2)*prurmat (pruty(i,3),1)/...
geom(i,1)*[1 -1; -1 1];

% Transformace matice tuhosti prutu
% z lokdlniho do globalniho soufradnicového systému
mat_tuh_prutu_glob=T’*mat_tuh_prutuxT;

% Globalni koncové sily jednotlivjch prutu
konc_sily_glob=mat_tuh_prutu_glob*vektor_def glob’;

% Pric¢teni globalnich koncovjch sil jednotlivyjch prutd do celkového
% soultu sil ve stycniku
for j=1:1:2
soucet_sil((pruty(i,1)-1)*2+j)=...
soucet_sil((pruty(i,1)-1)*2+j)+konc_sily_glob(j);
soucet_sil((pruty(i,2)-1)*2+j)=...
soucet_sil((pruty(i,2)-1)*2+j)+konc_sily_glob(j+2);
end

% Lokalni vektory deformaci jednotlivyjch prutid
vek_def lok=T*vektor_def glob’;

% Lokalni vektory koncovych sil jednotlivyjch pruti
vek _sil lok(i,1:2)=mat_tuh prutuxvek def lok;
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end

% Vypoclet reakci

for i=1:1:pocuzlu*2
reakce(i)=soucet_sil(i);

end

if ~pocuzelzat==
% Odecteni vektoru uzlového zatiZeni od souctu koncovjch sil prutd
% v globanim soufadnicovém systému
for i=1:1:pocuzelzat
for j=1:1:2
reakce((uzelzat(i,1)-1)*2+j)=...
reakce ((uzelzat(i,1)-1)*2+j)-uzelzat (i, 1+j);
end
end
end

clear T i j k konc_sily_glob mat_tuh mat_tuh_prutu;
clear mat_tuh_prutu_glob soucet_sil vek_def_ lok;
clear vektor_def glob zat_vektor;

Cely linearni vypocet obecnou deformacéni metodou pak lze provést s vyuzitim
skriptu prihrada2D.m, ktery obsahuje instrukce:

% Zpracovani vstupnich tdaji a pfiprava na vipoclet
prihrada2D_1;

% Vypis vstupnich velicin

vypis_vstup;

% Geometricky linearni v§jpoclet

prihrada2D_2;

% Vypis vystupnich velicin

vypis_vystup;

Vypocet pak lze doplnit o prehledny vypis vstupnich, resp. vystupnich tudaji.
Obsah skriptu oznaceného jako vypis_vstup.m umoznuje vypsat veskeré vstupni
udaje vypoctu zadané pithradové konstrukce:

% Vipis vstupnich velilin

clc;

disp(sprintf(’\n’))

AL s (7 sk ok kok ok ok Kok Kok Kok KR KR KRR KRR KRR ok ok Kok ko Kok ko ok ok ok 7 )
disp(’x* Souradnice uzli v globdlnim soufadnicovém systému *7)
Aisp (7 ksksokskokskskokkokkokok ok ok Kok ok Kok ok Kok ok Kok Kok Kok Kok kR Kok kR Kok kR Kok ok )
disp(’ ?)
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disp(’¢&islo X z )
disp(’ uzlu [m] [m]?)
diSp(’ ——————————————————————— ;)

for i=1:1:pocuzlu
disp(sprintf (’%5d %8.3f %8.3f’,i,uzly(i,1),uzly(i,2)))
end

disp(sprintf(’\n’))
disp (7 sokskokokskokskokkokokkok ok ko sk ko sk sk ok skok sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok oksk sk ok ok )

disp(’* Vlastnosti prutu x7)
disp (7 sksorkskokskorskoskoskokoksdokskokok ok ok ok ok koo sk kot sk kot skokkokokskokok ok skt ok )
disp(’ )

disp(’¢islo ¢islo ¢&islo 1 cos sin A E’)
disp(’prutu uzlul uzlu2  [m] [-] [-] [m2] [GPa]’)
disp(?——————————— ”)

for i=1:1:pocprutu
disp(sprintf (’%5d %5d %5d %6.3f %7.4f %7.4f %9.2e Y6.1le’,i,...
pruty(i,1),pruty(i,2),geom(i,1),geom(i,2),geom(i,3),...
prurmat (pruty(i,3),1) ,prurmat (pruty(i,3),2)*1e-9))
end

disp(sprintf(’\n’))
Aisp (7 kkskokokskskskokskokokokok sk sk ok kokok kR ok ook sk sk sk sk sk sk sk sk sk kKKK kR okokok )

disp(’* Vnéjsi vazby *7)
disp (7 skskskokskokorskokskokoskskokskokokdokkdokskokskokok okt ko skokok ok koo ko skokok sk ko ksk o skokok o 7))
disp(’ )

disp(’¢islo’)
disp(’ uzlu ux uz’)

for i=1:1:pocvazeb
ret=’";
for j=2:1:3
if vazby(i,j)==1
ret=strcat(ret,’ fix’);
else
ret=strcat(ret,’ =)
end
end;
ret=strcat(sprintf (°%5d ’,vazby(i,1)),ret);
disp(ret);
end
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if pocuzelzat>0
disp(sprintf(’\n’))
disp (7 sackkrokakokokkokkofokkokskokokkokokokok ook ok kofok ok kool ko koo ko koo ko kofok kokok ook ko )

disp(’* Uzlova zatiZeni x7)
di s (7 skorskskskokokeskokok koo sk ko sk kot ks sk kot ko kot ok skt ks kokkkokok 7
disp(’ ?)

disp(’¢islo Fx Fz )

disp(’ uzlu [kN] [kN] )

disp(?-——————————————m oo )

for i=1:1:pocuzelzat
disp(sprintf (’%5d %9.3f %9.3f’,uzelzat(i,1),uzelzat(i,2)*1e-3,...
uzelzat(i,3)*1e-3));
end
end

clear i j ret;

Vypis vstupnich tudaji zadané tlohy s fesenou prihradovou konstrukci z pri-
kladu 2.1 miize s vyuzitim skriptu vypis_vstup.m vypadat nasledovné

>k 3k 5k >k 5k 3k >k 5k 3k >k 5k 5k >k 3k 5k >k 5k 5k 5k >k >k 5k >k >k 3k >k 5k 5k >k %k 5k >k 5k >k >k >k >k >k %k >k 3k >k >k 5k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k %k >k >k %k %k

* Soufadnice uzld v globalnim soufadnicovém systému *
stk ok skokok sk ok skokok sk sk skskok sk sk ok sk sk o ok sk ok sk ok sk sk ok sk o ok sk ok sk ok ok

sk sk ok ok sk ok ok s ok ok s ok ok sk ok ok sk sk ok ok s ok ok s ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok ok s ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok sk ook ok sk ok ok sk

* Vlastnosti prutd *
stk ok o ok sk ok ok o sk ok ok o sk sk ok o sk ok ok o sk sk ok o sk ok ok o ok sk ok o sk sk ok ok sk sk ok ok o sk sk ok ok ok sk ok ok

Cislo Cislo Cislo 1 cos sin A E
prutu uzlul uzlu2  [m] (-] (-] [m2] [GPa]
2 3.000 1.0000 0.0000 1.50e-03 2.0e+02
1 2.500 0.6000 -0.8000 1.25e-03 2.0e+02
4 2.500 0.6000 0.8000 1.25e-03 2.0e+02
2 2.500 0.6000 -0.8000 1.25e-03 2.0e+02
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5 2 5 2.500 0.6000 0.8000 1.25e-03 2.0e+02
6 3 4 3.000 1.0000 0.0000 1.50e-03 2.0e+02
7 4 5 3.000 1.0000 0.0000 1.50e-03 2.0e+02

stk sk sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ke okok sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok
* Vnéjsi vazby *
sksk sk ok ok ok o o ok ok ok sk sk ok ok ok ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk o o ok sk sk sk sk sk sk sk ok o ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok

¢islo
uzlu ux uz

>k >k >k 3k 3k ok 3k 5k 3k 5k 5k >k >k >k k 3k 5k 3k 5k 5k 5k >k %k >k >k 5k 3k 5k 3k 3k 5k 5k >k >k >k >k 5k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k %k >k >k 5k 3k 5k 5k 5k >k >k %k %k %k >k k

* Uzlova zatiZeni *
st ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok s ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok sk s ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok

¢islo Fx Fz
uzlu [kN] [kN]
1 3.000 0.000
2 0.000 20.000

Skript pojmenovany vypis_vystup.m pak slouzi pro vypis vyslednych deformaci,
vnitTnich sil a reakci fesené prihradové konstrukce:

disp(sprintf(’\n’))
disp (7 xkkkokskokrokok ook ok kokkookko ok ok kool kb sk kokok koo ko skok ook ko ok ko kok ok 2 )

disp(’* Deformace uzld v glob&lnim soufadnicovém systému x7)
Aisp (7 #kkokkok ko skok ok ok ok ok ok ok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok Kok ok ok Kok Kok ok Kok Kok Kok ko ok 7))
disp(’ ?)

disp(’¢islo ux uz’)

disp(’ uzlu (mm] [mm] *)

disp(’-————————————————— - )

for i=1:1:pocuzlu

disp(sprintf(’%5d %9.3f %9.3f’,i,r((i-1)*2+1)*1e3,...

r((i-1)*2+2)*1e3))

end
disp(sprintf(’\n’))
disp (7 skskorokskokskorskoskoskkoksdokskokok ok ok ok ok sdokskkok ok kot ok kot ko ok okt sk skt ok ok )
disp(’* Koncové vnit¥ni sily v prutech x7)
disp(’* v lokdlnim soufradnicovém systému *7)
disp (7 skskskokskokokskokskokokskokskokok okt okskokskokoksokkokskokskokok ok koo ko skokok sk sk sksk o skokok o 7 )
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disp(’ )

disp(’¢islo &islo N ¢islo N )
disp(’prutu uzlul [kN] uzlu2 [kN] )
disp(’-———————————m—m o ”)

for i=1:1:pocprutu
disp(sprintf(’%5d %5d %9.3f %5d %9.3f’,i,pruty(i,1),...
vek_sil lok(i,1)*1le-3,pruty(i,2),vek_sil lok(i,2)*1e-3));
end
disp(sprintf(’\n’))
disp (7 #skskkorkokskoromskoksorok ok otk ookt ok otk otk kot okkokok ok kot skokkokok ok 7 )

disp(’* Reakce *7)
A s (7 skokskokok koo kot ok sk sk kot ok ok sk kot ok ks sk sk ok ks sk sk ok o ks sk sk ok ook kok 7
disp(’ )

disp(’¢islo Rx Rz ’)

disp(’ uzlu [kN] [kN] )
disp(’-—————————————————— - ’)

for i=1:1:pocuzlu
for j=1:1:pocvazeb
if vazby(j,1)==1
disp(sprintf (°%5d %10.3f %10.3f’,i,reakce((i-1)*2+1)*1e-3,...
reakce ((i-1)*2+2)*1e-3));
end
end
end
clear i j;

Vypis vyslednych veli¢in feseni zadané ulohy s prihradovou konstrukei z pri-

kladu 2.1 s vyuzitim skriptu vypis_vystup.m je pak uveden v nésledujici ukéazce:

>k 3k 5k >k 5k 3k >k 5k 3k >k 3k 5k >k 5k 5k >k 5k 5k >k >k >k 5k %k >k 3k >k 3k >k >k 5k 5k >k 5k >k >k >k >k 5k %k >k 3k %k >k >k >k >k >k >k %k >k >k >k >k >k %k %k >k %k %k

* Deformace uzld v globalnim soufadnicovém systému *
stk ok skokok sk o skokokok sk skok ok sk sk sk sk ok ok sk ok sk ok sk ok ok sk sk o ok sk ok sk ok ok
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sk sk sk ok ok ok ok o ok ok sk sk sk sk sk ok sk o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok o sk sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok sk sk sk sk sk sk ok ok o ok ok ok ok
* Koncové vnit¥ni sily v prutech *
* v lokd&lnim soufadnicovém systému *
sksksk sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok s ok ok sk sk sksk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok

¢islo ¢&islo N ¢&islo N
prutu uzlul [kN] uzlu2 [kN]
1 1 9.000 2 -9.000
2 3 5.000 1 -5.000
3 1 -5.000 4 5.000
4 4 5.000 2 -5.000
5 2 20.000 5 -20.000
6 3 -6.000 4 6.000
7 4 -12.000 5 12.000

sk sk ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok sk sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok

* Reakce *
sk sk s ok ok ok sk sk 5 ok ok ok sk kK 5 ok ok ok sk K K o ok ok sk sk K 3 ok ok ok sk sk K 3 ok ok ok sk K 3 ok ok ok sk K K ok ok ok sk K K 3 ok ok ok

¢islo Rx Rz
uzlu [kN] [kN]
3 -3.000 -4.000
5 0.000 -16.000

A

2.2.3 Aplikace reseni iteracniho geometricky nelinearniho
vypoctu rovinné prihradové konstrukce

Resend. Nasleduje popis skriptu, ktery s vyuzitim vSech difve popsanych vypocet-
nich krokl umoznuje iteracné vytesit zadanou prihradovou konstrukci podle teorie
IT. radu:

% Zaloha ptvodnich soufadnic uzld

uzly_old=uzly,

% Zpracovani vstupnich ddaji a pfiprava na v§jpoclet
prihrada2D_1;

% Zaloha pivodnich délek pruti
delky_old=geom(:,1);

% Vypis vstupnich velilin
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vypis_vstup;

% Geometricky linedrni vjypocet

prihrada2D_2;

% Vipis vystupnich veli€in linedrniho vjpoltu
vypis_vystup;

% Zaloha vypoltenych vnit¥nich sil

N old=-vek sil lok(:,1)’;

N=N_old;

% Zpracovani vysledki pfedchoziho vipoltu

% a priprava na dal$i nelinedrni vijpoclet

b

% Uprava soufadnic bodi

for i=1:1:pocuzlu
uzly(i,1)=uzly_o0ld(i,1)+r((i-1)*2+1);
uzly(i,2)=uzly 0ld(i,2)+r((i-1)*2+2);

end

% VipoCet nové geometrie pruti

for i=1:1:pocprutu
% Délka prutu
geom(i,1)=sqrt((uzly(pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))"2+...

(uzly(pruty(i,2),2)-uzly(pruty(i,1),2))"2);

% Cosinus smérového thlu prutu
geom(i,2)=(uzly(pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))/geom(i,1);
% Sinus smérového dhlu prutu
geom(i,3)=(uzly(pruty(i,2),2)-uzly(pruty(i,1),2))/geom(i,1);

end

% Vipis vyslednjch veliin

num_it=1;

disp(sprintf(’\n’))

AiSp (7 kokkokokokokokokskskokskkk ko sk sk kokokok ok koo ook sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk kb ok ok ok ko ook 0 )

disp(’* Upravené délky prutd a vnit¥ni sily *7)
disp(sprintf(...
2 % Iterace &.: %bd *2 L.
num_it));
disp (7 sskskskorskokskkoksdoksokoksokskok s okokkok okt ok sk sk ok sk kot ok stk sk sk sk kot ok 7))
disp(’ )
disp(’¢&islo L N?)
disp(’prutu [mm] [kN] )
disp(’ - )

for i=1:1:pocprutu



GEOMETRICKY NELINEARNI RESENT PRIHRADOVYCH KONSTRUKCI

N_new(i)=prurmat (pruty(i,3),2)*prurmat (pruty(i,3),1)/...
delky_old(i)*(geom(i,1)-delky_o0ld(i));
disp(sprintf (’%5d %9.3f %9.3f’,i,geom(i,1)*1e3,N_new(i)*1e-3))
end

while norm(N_old-N_new)>1e-10

num_it=num_it+1;

% Dal8i vipoCetni krok s upravenou geometrii

prihrada2D_2;

% Zpracovani vysledkld pfedchoziho vipoltu

% a priprava na dal$i nelinedrni v§jpoclet

b

% Uprava soufadnic bodi

for i=1:1:pocuzlu
uzly(i,1)=uzly_old(i,1)+r((i-1)*2+1);
uzly(i,2)=uzly_0l1d(i,2)+r((i-1)*2+2);

end

% Vipolet nové geometrie pruti

for i=1:1:pocprutu
% Délka prutu
geom(i,1)=sqrt((uzly(pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))72+...

(uzly(pruty(i,2),2)-uzly(pruty(i,1),2))"2);

% Cosinus smérového tGhlu prutu
geom(i,2)=(uzly(pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))/geom(i,1);
% Sinus smérového dhlu prutu
geom(i,3)=(uzly(pruty(i,2),2)-uzly(pruty(i,1),2))/geom(i,1);

end

% Vipis vislednjch velicin
disp(sprintf(’\n’))
disp (7 #skskskorkskskkomskoksorok ok otk kot kokkokokkoko ok otk kot koot ok kot okt 0 )

disp(’* Upravené délky prutli a vnit¥ni sily *7)
disp(sprintf(...
7 % Iterace &.: %5d *7 .
num_it));
di s (7 skskskorskskskokokseskokok koo skt koo skt ok okt sk skkok sk skkok ok kok 7
disp(’ )
disp(’¢islo L N?)
disp (’prutu [mm] [kN] 7)
disp(’-—--——————————m—mm ”)
N o0ld=N new;

for i=1:1:pocprutu
N_new(i)=prurmat (pruty(i,3),2)*prurmat (pruty(i,3),1)/...
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delky_old(i)*(geom(i,1)-delky_old(i));
disp(sprintf (’%5d %9.3f %9.3f’,i,geom(i,1)*1e3,N _new(i)*1e-3))
end
end

% Vypis vyslednjch velicin

disp(sprintf(’\n’))

disp (7 kskokskokskokokkokskokoskok ok sk skok ok skok sk skok ok sk sk ok sk skok ok skok sk sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok 7))
disp(’*  Srovnani vysledkd linedrniho a nelinedrniho vjypoltu  *’)
di s (7 skkskorskskskokoksskok ko skokok ook okt sk skttt koo skt ks okokskkok 7

disp(’ )

disp(’¢islo Nlin Nnelin rozdil’)
disp(’prutu [kN] [kN] [%17)
disp(’—————————————mmm o ”)

for i=1:1:pocprutu
disp(sprintf (°%5d %9.3f %9.3f %9.3f’,i,N(i)*1e-3,N_new(i)*1le-3,...
(abs(N_new(i))-abs(N(i)))/abs(N(i))*100))
end
uzly=uzly_old;

% Vypolet nové geometrie prutl

for i=1:1:pocprutu
% Délka prutu
geom(i,1)=sqrt((uzly(pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))72+...

(uzly (pruty(i,2),2)-uzly(pruty(i,1),2))72);

% Cosinus smérového thlu prutu
geom(i,2)=(uzly(pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))/geom(i,1);
% Sinus smérového Ghlu prutu
geom(i,3)=(uzly(pruty(i,2),2)-uzly(pruty(i,1),2))/geom(i,1);

end

clear uzly_old delky_old N_old i r vek_sil_lok;

A

Priklad 2.2. Vyteste rovinny prihradovy nosnik z ptikladu 2.1 geometricky neli- @
nearné podle teorie II. fadu. Sledujte rozdil v hodnotach vypocétenych vnitinich sil

u linedarniho a geometricky nelinearniho vypocétu. V dalsim vypoctu snizte tuhosti
prutu fesené konstrukce (napf. zmensenim hodnoty modulu pruznosti v tahu a pros-
tém tlaku E o tad, dva a tii fady) a opét sledujte vliv na vypoctené vnitini sily
u linearniho a nelinearniho vypoctu.

Reseni. Tvar puvodni prihradové konstrukce a postupna zménu tvaru pri iteraénim
geometricky nelinearnim vypoctu rovinné prihradové konstrukce z prikladu 2.1 se



GEOMETRICKY NELINEARNI RESENT PRIHRADOVYCH KONSTRUKCI

zadanym modulem pruznosti v tahu a prostém tlaku £ = 2 - 10> MPa je uveden na
obrazku 2.2.

Tvar prihradoveé konstrukce

05T

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

05|

167

25T

35¢L

% [m]

Obr. 2.2 Tvar puvodni prihradové konstrukce a postupnd zména tvaru pti itera¢nim
geometricky nelinearnim vypoc¢tu rovinné prihradové konstrukce z prikladu 2.1 se
zadanym modulem pruznosti v tahu a prostém tlaku £ = 2 - 10> MPa.

Béhem vypoctu této konstrukce se provede celkem 22 iterac¢nich cykla. Vysledné
délky prutt a vnitini sily nabyvaji nasledujicich hodnot:

sk sk sk ok ok ok ok o ok ok sk sk sk sk sk ok ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ko ok sk sk sk sk sk sk sk o ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok
* Upravené délky prutd a vnitfni sily *
* Iterace ¢C.: 22 *
sksksk sk ok ok ok o ko ok sk sk sksk sk ok ok s ok ok sk sk sksk sk sk sk sk ko ok sk sk sk sk sk sk sk ok okok sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok

C¢islo L N
prutu (mm] [kN]
1 2900.721 -9.928
2 2441.089 -5.891
3 2550.331 5.033
4 2418.897 -8.110
5 2285.700 -21.430
6 3049.638 4.964
7 3137.345 13.735
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Srovnani vnitinich sil rovinné piihradové konstrukce z prikladu 2.1 urcenych line-
arnim a geometricky nelinearnim vypoctem se zadanym modulem pruznosti v tahu
a prostém tlaku E = 2 - 102 MPa obsahuje nasledujici vypis:

>k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k >k >k >k >k >k >k 3k >k 5k 5k 5k 5k >k %k >k >k 5k %k >k 5k >k 5k >k >k %k %k >k %k k k

*  Srovnani vysledkd linedrniho a nelinedrniho vypoltu  *
>k ok 5k >k 5k 5k >k 3k 5k >k 3k 5k >k 5k 5k >k 5k ok 5k >k >k 5k %k 3k >k >k 3k >k >k 5k 5k >k >k >k 5k >k >k >k >k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k %k >k >k %k %k

¢islo Nlin Nnelin rozdil

prutu [&kN] [kN] (%]
1 -9.000 -9.928 10.310
2 -5.000 -5.891 17.822
3 5.000 5.033 0.662
4 -5.000 -8.110 62.206
5 -20.000 -21.430 7.150
6 6.000 4.964 -17.270
7 12.000 13.735 14 .454
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Kapitola 3

Stabilita tlacenych pruti
s vyuzitim principu virtualnich
praci

Cile
Kapitola je zamétena na:
e seznameni s numerickym fesenim stability stihlych tlacenych pruti,
e teoretického pozadi jednoho ze zpiisobli urceni vzpérné iinosnosti stihlych
tlacenych prut,
e prohloubeni znalosti zamérenych na iterac¢ni vypocty s vyuzitim zakon-

c¢ovaci podminky a cyklu typu while.

Jeden ze zpiisobi numerického reseni stability Stihlych tlacenych pruti je zalozen
na teorii II. fadu a principu virtualnich praci jednotkovych sil.

3.1 Teoretické pozadi vypoctu

Pr1i vypoctu vzpérné inosnosti stihlych tlacenych prutti lze urcit posunuti obecného
bodu 7 kolmo k ose prutu pro ohybovou tuhost E - I,,;, =konst. podle vztahu:

Az i
E Iy > (Mg - Myy) , (3.1)

i=1

"Mp-M 1
S e = :
0 E'Imin E'[min

Ww; =

l
0

kde Mg je ohybovy moment od skutecného zatiZzeni na zdeformovaném prutu s uva-
zovanim boénfho vychyleni podle teorie II. fadu, M je ohybovy moment od jednotko-
vého virtualniho zatiZeni, M, ; je ohybovy moment v bodé i od jednotkové virtudlni
sily pusobici v bodé j, n pocet diferenci v prutu o Sifce Az = % Pri vypoctu
obou veli¢in Mg, i M, ; je nutné respektovat vazby prutu v podporach (oboustranné
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nebo jednostranné vetknuti prutu, kloubové ulozeni prutu). Jednotliva posunuti w;
jsou jsou pro pripad tlaceného vetknutého sloupu, ktery je rozdélen na n diferenci,
schématicky ukazana na obrazku 3.1.

Obr. 3.1 Schéma tlaceného vetknutého sloupu rozdéleném na n diferenci

Ohybovy moment M ;, ktery v bodé i vyjadiuje t¢inek jednotkové virtudlni sily
pusobici v bodé j, je pro tlaceny vetknuty sloup z obrazku 3.1 schématicky znazornén
na obrazku 3.2.

Znalost posunuti w; umoziuje urc¢it ohybovy moment Mp,. Vzhledem ke sku-
tecnosti, ze cely vypocet probihd iteracné, je nutné v 1. itera¢nim cyklu vyvolat
pocatecni impuls a posunuti w; vhodné zvolit. V dalsich iteracnich cyklech se tato
pretvoreni budou zpresnovat a celd tloha by méla konvergovat k ustalenému stavu
zdeformované konstrukce a vysledné tlakové sile F' tzv. kritického bfemene na za-
kladé vztahu:
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Obr. 3.2 Vypocet ohybového momentu M;; od jednotkové virtudlni sily ptsobici
v bodé j tlaceného vetknutého sloupu z obrazku 3.1

FF=ftt. (3.2)

kde k je cislo itera¢niho cyklu a w,, maximalni posunuti prutu v pri¢cném sméru. Pro
pripad tlaceného vetknutého sloupu z obrazku 3.1 je tato deformace vztazena k vol-
nému konci sloupu v bodé m a lze ji urcit napr. s pomoci podobnosti trojuhelnikii
a linedrni interpolace (vizte obrazek 3.3):

Wy — Wp—1 17 5 (wn - wnfl)

Az 1,5-Az (3:3)

Wy = 1,5 (wy, — wp_1) + w1 = 1,5 w, — 0,5 w,_q . (3.4)
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Obr. 3.3 Vypocet pretvoreni volného konce u tlaceného vetknutého sloupu z ob-
razku 3.1 pomoci linedrni interpolace

Iteracni cyklus se ukonci po dosazeni predepsané toleranci nepresnosti € na za-
kladé ukoncovaci podminky napt. ve tvaru:

|F* — FF1 <e. (3.5)

Vypocet lze provést také u tlacenych prutu s proménlivou hodnotou ohybové tu-
hosti E- Iy ~ (E- Iy )i # konst., pticemz vztah (3.1) je nutno upravit nésledujicim
zpusobem:

l n
wi= | o qp = Ap S SR (3.6)
/0 (E : ]min)i ZZI (E : -[min>i

Stabilita stihlého tla¢eného prutu muze byt ovlivnéna kromé osové sily také pric-
nym silovym zatizenim, tj. kolmo k ose prutu, excentricitou ptisobeni osové sily nebo
imperfekcemi. Vétsinu téchto vlivii lze zahrnout do vypoctu prostrednictvim ohybo-
vého momentu Mp.

3.2 Aplikace stabilitniho reseni tlacenych pruta
s vyuzitim principu virtualnich praci
Algoritmus numerického Teseni stability Stihlych tlacenych pruti lze sestavit na za-

kladé definovanych vztahu (3.1) az (3.6). Blizsi seznameni s jeho funkénosti lze
uskutecnit s pomoci nasledujicich fesenych prikladi.
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3.2.1 Priklady na procviceni

Priklad 3.1. Stanovte numerickym feSenim vzpérnou tnosnost tlaceného vetknu-
tého sloupu - vizte schéma na obrazku 3.4, se vstupnimi udaji: délka L = 6 m,
E = 2,1-10" Pa, prifez plny kruhovy s primérem d = 10 cm. Pocet diferenci
volte n = 6, 20, 50, 100, 200, 1000 a vysledek srovnejte s presnym analytickym reSe-
nim podle Eulera. Poc¢atecni zatizeni F' = 100 kN a povolena tolerance neptesnosti
e =0,001.

7

Obr. 3.4 Schéma tlaceného vetknutého sloupu s kruhovym prirezem z prikladu 3.1

Reseni. Vypocet lze provést s vyuzitim nésledujiciho skriptu (detailni popis zadani
je proveden s vyuzitim komentart za znakem % piimo ve zdrojovém textu):

% Pfiklad 1 - vetknuty sloup

% (souCinitel vzpérné délky Beta=2)
clc; clear; format short;

% Délka sloupu [m]

L=6;
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% Modul pruZnosti v tahu a v tlaku E [Pa]
E=2.1el11;
% Primér kruhového prufrezu d [m]

d=0.1;
% Moment setrvalnosti kruhového prufezu
I=pi/64*d"4;

% VypoCet kritického bfemene podle Eulera
Fcr=pi~2*ExI/(4*L"2);
% PoCet dilkid/diferenci
n=6;
% Maximdlni dovoleny polet iteraci
it _max=1000;
% Polatelni zatiZeni [N]
F=1eb; F_01d=0;
% Povolend tolerance nepfesnosti
Eps=1e-3;
% Sitka diference
dx=L/n;
% Soufadnice st¥edu diferenci
x(1)=dx/2;
for i=2:n
x(i)=x(i-1)+dx;
end
/» Soufadnice s nejvétsi vychylkou - volnj konec sloupu
xm=x (n) +dx/2;
% Polatelni vychylka - desetina x(i)
for i=1:n
w(i)=x(i)/10;
end
wm=xm/10;
xm_old=xm;
% Ureni M(i,j) od jednotkového bolniho zatiZeni
for i=1:n
for j=1:n
if j>i
M(i,j)=x(G)-x(1);
else
M(i,j)=0;
end
end
end
% Cislo itera&niho cyklu
num_it=0;
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% Vypis tiskové hlavicky

disp(sprintf(’\n’))

disp (7 sokskorokskokskokokoskokokok ook ok skt sk skok sk skok sk sk ok sk sk ok sk skok sk sk ok ok ko ok )
disp(’* Vypoclet kritického bfemene pro tlaceny vetknuty sloup *’)
disp (7 sokorsksksokoksorokokskoskokoskokok ko skt ok skttt ko sk kot koo sk skokok 7

disp(’ )

disp(sprintf (’Fcr podle Eulera = %12.7f kN’ ,Fcr*le-3));

disp(’ )

disp(’ ¢&islo F |F-Fcr| |F-Fcr| |F-F_old|’)
disp(’iterace [kN] [kN] (%] [kN]’)
disp(?—=————————————— ”)
disp(sprintf(’ %5d %14.7f %12.4e %8.3f - ’,num_it,F*xle-3,...

abs (F-Fcr)*1e-3, (F-Fcr)/Fcr*xle2))
while ((abs(F-F_old)>Eps)&(num_it<it_max)) % Iteraéni cyklus

num_it=num_it+1;
% Zaloha vypocltené hodnoty F a wm
F_old=F;
wm_old=wm;
% Ohybovy moment od sily F
for i=1:n

MF (1) =F* (wm-w(i));
end
% Urleni horizontdlni vychylky v daném iteraénim cyklu
for i=1:n

w(i)=0;

for j=1:n

w(i)=w(i)+MF(j)*M(j,1);

end

w(i)=w(i)*dx/ (ExI);
end
% Urceni horizontdlni vjchylky na volném konci sloupu
% s vyuzitim linedrni interpolace
wm=1.5*w(n)-0.5*xw(n-1);
% Urleni vysledné kritické sily v daném iteralnim cyklu
F=F*wm_old/wm;
% Vipis mezivysledki
disp(sprintf(’ %5d %14.7f %12.4e %8.3f %11.3e’ ,num_it,F*le-3,...

abs (F-Fcr)*1e-3, (F-Fcr) /Fcrxle2,abs(F-F_old)*1e-3))
end
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Vysledky iteracniho vypoctu vzpérné unosnosti tlaceného vetknutého sloupu
véetné srovnani s presnym analytickym fesenim jsou pro vypocet s poctem dife-
renci n = 6 prehledné zobrazeny v nasledujici tabulce:

>k >k 3k 3k 5k 3k 3k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k %k >k >k 5k 5k >k 5k 3k 5k 3k >k %k >k >k >k %k >k 5k >k >k >k >k %k %k >k >k %k >k

* VypoCet kritického bremene pro tlaceny vetknuty sloup *
5k sk 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok sk 3k ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok 3k ok sk 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok 3k ok ok sk ok ok k ok

Fcr podle Eulera =  70.6523232 kN
¢islo F |F-Fcr| |F-Fcr| |F-F_old|
iterace [kN] [kN] [%] [kN]
0 100.0000000 2.9348e+01 41.538 -
1 86.8071654 1.6155e+01 22.865 1.319e+01
2 71.4551868  8.0286e-01 1.136 1.535e+01
3 70.7237270  7.1404e-02 0.101  7.315e-01
4 70.6484214 3.9018e-03 -0.006 7.531e-02
5 70.6402249 1.2098e-02 -0.017 8.196e-03
6 70.6393141  1.3009e-02 -0.018 9.108e-04
7 70.6392121 1.3111e-02 -0.019 1.020e-04
8 70.6392006  1.3123e-02 -0.019 1.145e-05
9 70.6391993 1.3124e-02 -0.019 1.287e-06
10 70.6391992 1.3124e-02 -0.019 1.448e-07

Priklad 3.2. Provedte numericky vypocet vzpérné tnosnosti tlaceného vetknutého @

sloupu z prikladu 3.1, ktery je navic zatizen horizontalni silou H = 5 kN na volném
konci sloupu - vizte schéma na obrazku 3.5.

Reseni. Vypocet lze provést s vyuzitim nasledujiciho skriptu (detailni popis zadéni
je proveden s vyuzitim komentaiu za znakem % pifmo ve zdrojovém textu):

% Priklad 2 - vetknuty sloup

% s boCnim zatiZenim na volném konci sloupu
% (souCinitel vzpé&rné délky Beta=2)

clc; clear; format short;

% Délka sloupu [m]

L=6;

% Modul pruZnosti v tahu a v tlaku E [Pa]
E=2.1e11;

% Primér kruhového prifezu d [m]

d=0.1;
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7

Obr. 3.5 Schéma tlaceného vetknutého sloupu s kruhovym pruarezem z prikladu 3.2

% Moment setrvalnosti kruhového prufezu
I=pi/64*d"4;

% VypoCet kritického bfemene podle Eulera
Fcr=pi~2*ExI/(4*L"2);

% Pocet dilkid/diferenci

n=6;

% Maximdlni dovoleny polet iteraci
it_max=1000;

% Bo&ni zatiZeni H [N]

H=5x%x1e3;

% PoCatecni zatiZeni [N]

F=100%*1e3; F_01d=0;

% Povolend tolerance nepfesnosti
Eps=1le-3;

% Sifka diference

dx=L/n;
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% Soutradnice st¥edu diferenci
x(1)=dx/2;
for i=2:n
x(1)=x(i-1)+dx;
end
% Soutadnice s nejvéts§i vichylkou - voln§y konec sloupu
xm=x (n) +dx/2;
% PoCatecni vjchylka - desetina x(i)
for i=1:n
w(i)=x(i)/10;
end
wm=xm/10;
wm_old=wm;
% Urleni M(i,j) od jednotkového bolniho zatiZeni
for i=1:n
for j=1:n
if >i
M(1,j)=x(j)-x(1);
else
M(i,j)=0;
end
end
end
% Cislo iteralniho cyklu
num_it=0;
% Vypis tiskové hlavicky
disp(sprintf(’\n’))
disp (7 skskoksrckoskrokskokokskokokokokkoRskokokskokkofokkoRskokok skt okt skl sk kokok ook ko skok sk okkok 7))
disp(’* Vypoclet kritického bfemene pro tlacleny vetknuty sloup *’)

disp(’* s bolnim zatiZenim na volném konci sloupu *7)

di s (7 sksksrorsksksokokeskok ko skt ook skokok sk kot ko s sk ks skt koo skkok 7

disp(’ )

disp(sprintf (’Fcr podle Eulera bez bolniho zatiZeni = %12.7f kN’,...
Fcrxle-3));

disp(’ )

disp(’ ¢&islo F |F-Fcr| |F-Fcr| |F-F_old|’)

disp(’iterace [(kN] [kN] (%] [kN] )

disp(’——=————————————— )

disp(sprintf(’ %5d %14.7f %12.4e %8.3f - 7,num_it,Fxle-3,...

abs (F-Fcr)*1e-3, (F-Fcr) /Fcr*xle2))
while ((abs(F-F_old)>Eps)&(num_it<it_max))
num_it=num_it+1;
% Zaloha vypoltené hodnoty F a wm
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F_old=F;
wm_old=wm;
% Ohybovy moment od sily F
for i=1:n

MF (i) =F* (wm-w (1) ) +H* (xm-x (1)) ;
end
% UrCeni horizontdlni vjchylky v daném iteraénim cyklu
for i=1:n

w(i)=0;

for j=1:n

w(i)=w(i)+MF(§)*M(j,1);

end

w(i)=w(i)*dx/(ExI);
end
% UrCeni horizont&lni vyjchylky na volném konci sloupu
% s vyuzitim linedrni interpolace
wm=1.5*w(n)-0.5*xw(n-1);
% Urleni vysledné kritické sily v daném iteralnim cyklu
F=F*wm_old/wm;
% Vipis mezivysledki
disp(sprintf(’ %5d %14.7f %12.4e %8.3f %11.3e’,num_it,F*le-3,...

abs (F-Fcr)*1e-3, (F-Fcr) /Fcrxle2,abs(F-F_old)*1e-3))
end

Vysledky itera¢niho vypoctu vzpérné inosnosti tlaceného vetknutého sloupu jsou
pro vypocet s poc¢tem diferenci n = 6 prehledné zobrazeny v nasledujici tabulce:

>k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 3k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k %k >k 5k 3k 3k >k 5k >k >k >k %k %k >k >k %k

* VypoCet kritického bremene pro tlaceny vetknuty sloup *
* s bolnim zatiZenim na volném konci sloupu *
sksk sk ok ok ok ok o ok ok sk sk sk sk ok ok ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk o o ko ok sk sk sk sk sk sk ok o ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ko

Fcr podle Eulera bez boéniho zatiZzeni =  70.6523232 kN

¢islo F |F-Fcr| |F-Fcr| |F-F_old|
iterace [kN] [kN] (%] [kN]
0 100.0000000  2.9348e+01  41.538 -

1 57.8714436 1.2781e+01 -18.090 4.213e+01

2 50.6209200 2.0031e+01 -28.352 7.251e+00

3 50.3595237  2.0293e+01 -28.722 2.614e-01

4 50.3396975  2.0313e+01 -28.750 1.983e-02

5 50.3381118 2.0314e+01 -28.752 1.586e-03

6 50.3379825  2.0314e+01 -28.753 1.293e-04
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7 50.3379719  2.0314e+01 -28.753 1.061e-05
8 50.3379710 2.0314e+01 -28.753  8.734e-07

Priklad 3.3. Provedte numericky vypocet vzpérné tnosnosti tlaceného vetknu-
tého sloupu z prikladu 3.1 s proménlivym priifezem - vizte schéma na obrazku 3.6,
o pruméru na volném konci sloupu dy = 5 cm. Ve vetknuti je primeér sloupu opét
dyp = 10 cm. Zména priuméru probiha po vysce sloupu linearné.

Obr. 3.6 Schéma tlaceného vetknutého sloupu s proménlivym kruhovym pritrezem
z prikladu 3.3
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Resend. Vipocet lze provést s vyuzitim nasledujiciho skriptu (detailni popis zadani
je proveden s vyuzitim komentéit za znakem % piimo ve zdrojovém textu):

% Priklad 3 - vetknuty sloup

% proménliva prufrezova plocha

% (souCinitel vzpérné délky Beta=2)
clc; clear; format short;

% Délka sloupu [m]

L=6;

% Modul pruZnosti v tahu a v tlaku E [Pa]
E=2.1el11;

% Prumér kruhového prufezu d ve vetknuti [m]
d0=0.1;

% Primér kruhového prufezu d na volném konci [m]
dk=0.05;

% Pocet dilkid/diferenci

n=6;

% Maximdlni dovoleny polet iteraci
it_max=1000;

% Pocateini zatiZeni [N]
F=1eb5; F_01d=0;
% Povolend tolerance nepfesnosti
Eps=1le-3;
% Sitka diference
dx=L/n;
% Soufadnice stfedu diferenci
x(1)=dx/2;
for i=2:n
x(1)=x(i-1)+dx;
end
% Moment setrvalnosti kruhového prufezu
% ve stfedu kazdého dilku
for i=1:n
d=d0- (d0-dk) /L*x (i)
I(i)=pi/64*d"4;
end
% Soufadnice s nejvét8i vychylkou - volny konec sloupu
xm=x(n)+dx/2;
% Poclatelni vjchylka - desetina x(i)

for i=1:n
w(i)=x(1)/10;
end

wm=xm/10;
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wm_old=wm;
% UrCeni M(i,j) od jednotkového boéniho zatiZeni
for i=1:n
for j=1:n
if j>i
M(1,3)=x(3)-x(1);
else
M(i,j)=0;
end
end

end
% Cislo itera&niho cyklu
num_it=0;
% Vypis tiskové hlavicky
disp(sprintf(’\n’))
Aisp (7 #akkrokskokokkoksk ko ko ko koo ok ko ok Kok ko ok Kok ko ok Kok ko ok Kook ok Kook ok Kook ok koK 7 )
disp(’* Vypolet kritického b¥emene pro tlaleny vetknuty sloup *’)
disp(’* s proménlivym prufezem *7)
Aisp (7 xkxokkokskokskokkokkokkokkokkokkok ok kokkok ok bk kok ok kokkok ok ko kR kok ko ko ko ko ok ook 7 )
disp(’ 7)

disp(’ ¢&islo F |F-Fcr|’)
disp(’iterace [kN] [kN] )
disp(’—————————————————m )
disp(sprintf(’ %5d %14.7f - ’,num_it,Fx*le-3))

while ((abs(F-F_old)>Eps)&(num_it<it_max))

num_it=num_it+1;
% Zaloha vypoltené hodnoty F a wm
F_old=F;
wm_old=wm;
% Ohybovy moment od sily F
for i=1:n

MF (i) =F* (wm-w(i)) ;
end
% UrCeni horizontdlni vychylky v daném iteraénim cyklu
for j=1:n

w(j)=0;

for i=1:n

w(3)=w(G)+MF (1) *M(1, ) /I(i);

end

w(j)=w(j)*dx/E;
end
% Ureni horizontadlni vjchylky na volném konci sloupu
% s vyuzitim linedrni interpolace
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wm=1.5%xw(n)-0.5%w(n-1);

% Urleni vysledné kritické sily v daném iteralnim cyklu

F=F*wm_old/wm;

% Vipis mezivysledki

disp(sprintf(’ %5d %14.7f %12.4e’,num_it,F*le-3,abs(F-F_old)*1e-3))
end

Vysledky iteraéniho vypoctu vzpérné tinosnosti tlaceného vetknutého sloupu pro-
meénlivého prurezu jsou pro vypocet s poctem diferenci n = 6 prehledné zobrazeny
v nasledujici tabulce:

stk sk ok sk sk sk o ok sk sk sk o ok sk sk sk s ok sk sksk sk sk sksk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok
* VypoCet kritického bremene pro tlaceny vetknuty sloup *
* s proménlivym prifezem *
skook ok o ok sk ok ok o ok sk ok ok o sk ok ok o sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok sk o ok sk ok ok ok ok sk ok ok

¢islo F |F-Fcr|
iterace [kN] [kN]
0 100.0000000 -
1 43.8128039 5.6187e+01
2 31.4553866 1.2357e+01
3 30.5247630 9.3062e-01
4 30.3965134 1.2825e-01
5 30.3771891 1.9324e-02
6 30.3741901 2.9991e-03
7 30.3737199 4.7023e-04
8 30.3736459 7.3998e-05
9 30.3736342 1.1660e-05
10 30.3736324 1.8383e-06
11 30.3736321 2.8987e-07

Priklad 3.4. Stanovte numerickym fesenim vzpérnou inosnost prosté podepreného
tlaceného prutu - vizte schéma na obrazku 3.7, se vstupnimi udaji: délka L = 6 m,
E =2,1-10" Pa, prifez plny kruhovy s primérem d = 10 cm. Pocet diferenci volte
n = 6,20,50,100,200,1000 a vysledek srovnejte s presnym analytickym TFeSenim
podle Eulera. Poc¢atecni zatizeni F' = 100 kN a povolena tolerance nepresnosti ¢ =
= 0,001.
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Obr. 3.7 Schéma prosté podepreného tlaceného prutu z prikladu 3.4

Reseni. Viypocet lze provést s vyuzitim nasledujictho skriptu (detailni popis zadéni
je proveden s vyuzitim komentaiu za znakem % piimo ve zdrojovém textu):

% Priklad 4 - prosty nosnik

% (souCinitel vzpérné délky Beta=1)
clc; clear; format short;

% Délka nosniku [m]

L=6;

% Modul pruZnosti v tahu a v tlaku E [Pa]
E=2.1el1;

% Primér kruhového prufezu d [m]

d=0.1;

% Moment setrvalnosti kruhového prufezu
I=pi/64*d~4;

% VypoCet kritického bfemene podle Eulera
Fcr=pi~2*ExI/(L"2);

% Polet dilkid/diferenci

n=6;

% Maximdlni dovoleny polet iteraci

it max=1000;
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% Pocatelni zatiZeni [N]
F=1eb5; F_01d=0;
% Povolend tolerance nepfesnosti
Eps=1e-3;
% Sitka diference
dx=L/n;
% Soufadnice st¥edu diferenci
x(1)=dx/2;
for i=2:n
x(1)=x(i-1)+dx;
end
% Soutfadnice s nejvéts§i vjchylkou - L/2
if mod(n,2)==0 % je sudé
xm=(x(n/2)+x(n/2+1))/2;

else % je liché
xm=x ((n+1)/2) ;

end

% Polatelni vjchylka

for i=1:n
w(i)=0;

end

if mod(n,2)==0 7% je sudé
w(n/2)=0.5;
w(n/2+1)=0.5;

else % je liché
w((n+1)/2)=1;

end

% UrCeni horizontdlni v§jchylky uprostfed nosniku
% u sudého poltu dilkd s vyuZzitim linedrni interpolace
if mod(n,2)==0 % je sudé
wm=1.5%w(n/2)-0.5xw((n/2)-1);
else % je liché
wn=w((n+1)/2);
end
wm_old=wm;
% Urceni M(i,j) od jednotkového bolniho zatiZeni
for i=1:n
for j=1:n
M(i,j)=(L-x(j))/Lxx(i);
if x(1)>x(3j)
M(i,§)=M(i,i)-(x(1)-x(3));
end
end



3.2 Aplikace stabilitniho reseni tlacenych prutii s vyuzitim principu virtualnich praci

53

end

% Cislo itera&niho cyklu

num_it=0;

% Vypis tiskové hlavicky

disp(sprintf(’\n’))

A s (7 skkskokok koo stk ok ks skt ok ks sk kot s sk ok ks sk ok sk ok ok skkok 7))
disp(’* Vjpolet kritického b¥emene pro prosty nosnik *7)
disp (7 kskokskokskokokskokskokoskok ok sokskok ko kot sk skok sk sk ok sk skok sk skok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok 7))
disp(’ )

disp(sprintf (’Fcr podle Eulera = 7%12.7f kN’,Fcr*xle-3));

disp(’ )

disp(’ &islo F |F-Fcr| |F-Fcr| |F-F_old|’)
disp(’iterace [kN] [kN] [%] [kN] )
disp(’——=—=—————-—m ?)
disp(sprintf(’ %5d %14.7f %12.4e %8.3f - ’,num_it,F*xle-3,...

abs (F-Fcr)*1e-3, (F-Fcr) /Fcr*le2))
while ((abs(F-F_old)>Eps)&(num_it<it_max))
num_it=num it+1;
% Zaloha vypocltené hodnoty F a wm
F_old=F;
wm_old=wm;
% Ohybovy moment od sily F
for i=1:n
MF (i)=F*w(i);
end
% Ureni horizontadlni vjchylky v daném iteralnim cyklu
for i=1:n
w(i)=0;
for j=1:n
w(i)=w(1)+MF (j)*M(j,1);
end
w(i)=w(i)*dx/(ExI);
end
% UrCeni horizontdlni v§ychylky uprostfed nosniku
% u sudého poltu dilki s vyuZitim linedrni interpolace
if mod(n,2)==0 % je sudé
wm=1.5*xw(n/2)-0.5%xw((n/2)-1);
else % je liché
wm=w((n+1)/2);
end
% UrCeni vysledné kritické sily v daném iteracnim cyklu
F=F*wm_old/wm;
% Vypis mezivysledkl
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disp(sprintf(’ %5d %14.7f %12.4e ¥8.3f %11.3e’,num_it,F*le-3,...
abs (F-Fcr)*1e-3, (F-Fcr) /Fcr*xle2,abs(F-F_old)*1e-3))
end

Vysledky iteracniho vypoctu vzpérné tnosnosti tlaceného prosté podepreného
prutu vcéetné srovnani s presnym analytickym fesenim jsou pro vypocet s poc¢tem
diferenci n = 6 prehledné zobrazeny v nasledujici tabulce:

>k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k %k 5k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k %k 5k 5k >k 3k 5k 5k 5k >k >k >k %k >k >k %k %k >k 5k >k >k >k %k %k >k >k k

* VipoCet kritického bremene pro prosty nosnik *
sk sk sk ok ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok sk 3k ok sk 3k ok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk sk ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok kK

Fcr podle Eulera = 282.6092927 kN

¢islo F |F-Fcrl |F-Fcrl |F-F_old|
iterace [kN] [kN] (%] [kN]
0 100.0000000 1.8261e+02 -64.615 -

1 515.4175447 2.3281e+02 82.378 4.154e+02

2 309.2505268 2.6641e+01 9.427 2.062e+02

3 280.4993441  2.1099e+00 -0.747 2.875e+01

4 276.7721610 5.8371e+00 -2.065 3.727e+00

5 276.2855031 6.3238e+00 -2.238 4.867e-01

6 276.2212772  6.3880e+00 -2.260 6.423e-02

7 276.2127435  6.3965e+00 -2.263  8.534e-03

8 276.2116054 6.3977e+00 -2.264 1.138e-03

9 276.2114533 6.3978e+00 -2.264 1.521e-04

10 276.2114329 6.3979e+00 -2.264 2.035e-05

11 276.2114302 6.3979e+00 -2.264 2.725e-06

12 276.2114298 6.3979e+00 -2.264 3.649e-07

Priklad 3.5. Provedte numericky vypocet vzpérné tinosnosti tlaceného prosté po-
deptfeného prutu z prikladu 3.4 se spojitym boc¢nim zatizenim ¢ = 12 kN/m - vizte
schéma na obrazku 3.8.

Resend. Vysledky itera¢niho vypoétu vzpérné tinosnosti tla¢eného prosté podepfe-
ného prutu véetné srovnani s presnym analytickym Tesenim (bez poc¢niho zatizeni)
jsou pro vypocet s poc¢tem diferenci n = 999 a pro pocateéni hodnotu tlakové sily
F = 300 kN prehledné zobrazeny v néasledujici tabulce:
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Obr. 3.8 Schéma prosté podepreného tlaceného prutu z prikladu 3.5 se spojitym

bo¢énim zatizenim
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/() Pro zajemce: Provedte numericky vypocet vzpérné iinosnosti také pro ostatni dva
pripady Eulerovych tlacenych pruti (prut jednostranné vetknuty s posuvnou klou-

bovou vazbou na druhém konci a oboustranné vetknuty tlaceny prut) - vizte schéma
na obrazku 3.9.

Obr. 3.9 Schéma tlaceného prutu jednostranné vetknutého s posuvnou kloubovou
vazbou na druhém konci a tlaceného prutu oboustranné vetknutého
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Kapitola 4

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Cile

Kapitola je zamérena na:
e seznameni s pojmy vlastni cisla a vlastni vektory,
e teoretické pozadi nékterych zpisobi jejich vypoctu,

e ukazku vyuziti vlastnich ¢isel a vektorti v inzenyrské praxi.

4.1 Uvod
Vlastni vektor matice [A] je takovy nenulovy vektor {u}, pro ktery plati:

[A] - {u} =X {u}, (4.1)

kde A je vlastni (charakteristické) ¢islo matice [A] a {u} vlastni (charakteristicky)
vektor matice [A] prislusny vlastnimu ¢éislu A.

Poznadmka: Mnozina vsech vlastnich ¢isel matice [A] se oznacuje jako spektrum
matice [A].

Priklad 4.1. Urcete vlastni ¢islo A matice [A] = [ 1 _12 ] a vektoru {u} = @

{2 1}"

Reseni. ReSeni vychazi z rovnice (4.1), kdy po dosazeni lze ziskat:

[A]-{u}=[11 _12]-{f}={§}:3-{f}=3~{u}. (4.2)

Vlastnim ¢islem matice [A] je tedy A = 3. Vektor {u} = { 2 1 }T je pak vlastni
vektor matice [A] prislusny k vlastnimu ¢islu A = 3. A
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Rovnici (4.1) 1ze zapsat rovnéz ve tvaru:

([A] = A-[E]) - {u} =0, (4.3)

kde [E] je jednotkova matice velikosti n (Ctvercova matice typu n x n, kterd mé na
hlavni diagonéle jednicky a na ostatnich mistech nuly).
Rovnice (4.3) predstavuje soustavu homogennich rovnic:

(a1 —=A) 21 + a2+ T + -+ A1, Tn =0
agy - Ty + (a2 —A)-22 + - + agp - Tn =
@
ani-1  + apary A+ o F (g —A) @ = 0
ktera ma netrivialni reseni pro
det ([A] = A-[E]) =0, (4.5)

coz predstavuje tzv. charakteristickou rovnici matice [A]. Urenim determinantu lze
ziskat tzv. charakteristicky polynom p(\) stupné n. Resenim rovnice p(A) = 0 je pak
celkem n vlastnich ¢isel matice [A].

A0 0 0
5 0 X 0 O

Poznamka: Ctvercova diagonalni matice | | ] se oznacuje jako tzv.
0 0 0 M\

spektralni matice matice [A].

Piiklad 4.2. Uréete pro matici matice [A] = [ s _01 ] vlastni ¢isla Aj o a vlastni
vektory {ug}.

Reseni. ReSen{ vychdzi 7 charakteristické rovnice (4.5), kdy po dosazeni lze ziskat:

det([A]—A-[E]):F’;* j]:o. (4.6)
Vypocet determinantu této matice vede ke kvadratické rovnici:
B=N-(=A)—(=1)-2=X—-3-A+2=0, (4.7)
jejiz fesenim jsou dva koreny - vlastni c¢isla Ay =2 a Ay = 1.
Vlastni vektor w; prislusny hodnoté vlastniho ¢isla Ay = 2 lze urcit reSenim

soustavy linedrnich rovnic:

3—A -1 1 -1
[ 5 _M}ul:lQ _2]~u1:0. (4.8)
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Resenfm soustavy linedrnich rovnic (4.8) je napt. vektor u; = { 2 2 }T.
Vlastni vektor us ptislusny hodnoté vlastniho ¢isla Ay = 1 pak lze urc¢it obdobné
fesenim soustavy linedrnich rovnic:

3—X -1 2 -1

Resenim soustavy linedrnich rovnic (4.9) je napf. vektor up = { 1 2 }T.

Priklad 4.3. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici [A] z piikladu 4.2
s vyuzitim prikaziu systému MATLAB.

Resend. V pripadé potieby lze uréit vlastni ¢isla a vlastni vektory matice pomoci
funkce eig:

[V,L]=eig(A);
diag(L)
V'

kde L je spektralni matice, ve které jsou vlastni ¢isla na diagonale, prikaz diag(L)
vypise vektor s vlastnimi ¢isly a V vypiSe matici, kde jsou jednotlivé vlastni vek-
tory ulozeny po sloupcich. Spravnost vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektort lze
zkontrolovat na zakladé vztahu (4.3) napf. prikazem:

AxV-V*L

V programovém systému MATLAB lze také urcit koeficienty charakteristického
polynomu a nésledné i jeho feseni nasledujici posloupnosti prikazi:

c=poly(A)
l=roots(c)

Reseni lze opét zkontrolovat napt.:

trace(A)-sum(1)
det (A)-1(1)*1(2)

nebo na zakladé vztahu (4.3):

det (A-1(1)*eye(size(A)))
det (A-1(2)*eye(size(A)))
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Priklad 4.4. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory pro nasledujici matice: [A;] =
2 0 0 0 30 00
3 2 200 0 2 00 4 1 00
:{4 1}’[‘42]: ?f; =g g 53 0| 2= 10 0 21
00 0 4 000 2

4.2 Numerické metody pro reseni vlastnich cisel
Matematické tlohy souvisejici s nalezenim vlastnich ¢isel 1ze rozdélit do dvou skupin:

e castecny problém vlastnich cisel, kdy se v tloze hledaji pouze néktera vlastni
c¢isla - obvykle s nejmensi nebo nejvétsi absolutni hodnotou,

e uplny problém vlastnich cisel, kdy se v loze urcuji vsechna vlastni ¢isla,

4.2.1 Césteény problém vlastnich &isel

V pripadé ¢astecného problému vlastnich ¢isel se urcuje pouze nékteré vlastni ¢islo.
Vétsinou je fesenim tzv. dominantni vlastni ¢islo s nejvétsi hodnotou.

Mocninna metoda
Zde je uveden skript, ktery vyuzivd Mocninnou metodu (origindlni oznaceni je Power

Iteration) pro ur¢eni dominantniho vlastniho ¢isla ¢tvercové matice:

function [x,lam]=powerit(A,x,k)
% Vstup: matice A, polatelni (nenulovy) vektor x, polet kroki cyklu k
% Vystup: dominantni vlastni ¢islo lam, p¥islusny vlastni vektor x

for j=1:k

u=x/norm(x) ; % normalizace vektoru

x=Ax*u; % mocninny krok

lam=u’x*x; % Rayleightv aproximalni koeficient
end

Priklad 4.5. Urcete Mocninnou metodou hodnotu dominantniho vlastniho ¢isla
1 20

matice [A] = | 0 0 1 |. Pocatecni vektor x zvolte {z} = {1,1,1}7 a k = 10.
3 6 2
Vysledek zkontrolujte postupem z prikladu 4.3.
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Inverzni mocninna metoda

Modifikovana Mocninnd metoda pro urceni vlastniho ¢isla, které je nejblize zadané
hodnoté s, se nazyva Inverzni mocninnd metoda (origindlni oznaceni je Inverse
Power Iteration). Nasleduje skript pro feseni touto metodou:

function [x,lam]=invpowerit(A,x,s,k)

% Vstup: matice A, poCatelni (nenulovy) vektor x

% tzv. posun s, polet kroki cyklu k

% Vystup: vlastni Cislo lam, dominantni vlastni vektor inv(A-sI)
As=A-sxeye(size(A));

for j=1:k

u=x/norm(x) ; % normalizace

x=As\u; % inverzni mocninny krok

lam=u’*x; % Rayleightv aproximacni koeficient
end

lam=1/lam+s;

Priklad 4.6. Urcete Inverzni mocninnou metodou hodnotu vlastniho ¢isla matice
[A] z prikladu 4.5, které lezi nejblize hodnoté s = —2. Vysledek zkontrolujte postu-
pem z prikladu 4.3.

Metoda Rayleighova podilu

Modifikaci mocninné metody je metoda Rayleighova podilu (Rayleigh Quotient Ite-
ration), kterd je implementovana v nasledujicim skriptu:

function [x,lam]=rqi(A,x,k)
% Vstup: matice A, polatelni (nenulovy) vektor x, poCet kroku cyklu k
% Vystup: dominantni vlastni ¢islo lam, p¥isluSny vlastni vektor x

for j=1:k
u=x/norm(x) ; % normalizace
lam=u’*Ax*u; % Rayleightiv koeficient

x=(A-lam*eye(size(A)))\u; % inverzni mocninnd iterace
end
x=x/norm(x) ;
lam=x’*A*x; % Rayleightv koeficient

Priklad 4.7. Urcete metodou Rayleighova podilu hodnotu dominantniho vlastniho

4 10
¢isla matice [A] = | 1 2 1 |. Pocatecni vektor z zvolte {z} = {1,1,1}* a k = 10.
011

Vysledek zkontrolujte postupem z prikladu 4.3.
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4.2.2 Uplny problém vlastnich &isel

Metody na feseni tplného problému se déli do tii zakladnich skupin:

1. Metody zalozené na vypoctech vlastnich ¢isel pomoci charakteristického po-
lynomu. Jsou nevyhodné pro feseni matic vyssitho tadu n, protoze v takovych
pripadech je obtizné urcit koteny charakteristického polynomu pomoci deter-
minantu.

2. Metody vyuzivajici podobnosti matic, které jsou zalozeny na principu stejnych
vlastnich ¢isel pro podobné matice. Patti zde napt. metoda LU-rozkladu nebo
metoda ortogondlnich transformaci.

3. Smisené metody zalozené na prevodu obecné matice na matici tridiagonalni
(patii zde napt. (napr. metoda Givensova, Householderova nebo Lanczosova)
a nasledny efektivni vypocet kofent charakteristického polynomu této upra-
vené matice.

Metoda simultanni iterace

Metoda simultanni iterace (v origindle Normalized Simultaneous Iteration) je im-
plementovana v nasledujicim skriptu:

function [Q,lam]=nsi(A,k)

% Vstup: matice A, polet iteraclnich kroki k

% Vystup: vlastni Cisla ve vektoru lam a matice vlastnich vektord Q
[m,n]=size(A);

Q = eye(m,m);
for j = 1:k
[Q,R] = qr(A*Q); % QR faktorizace
end
lam=diag(Q’*A*Q) ; % Rayleighliv koeficient

@ Priklad 4.8. Urcete metodou simultanni iterace hodnoty vsech vlastnich ¢isel ma-
2 -1 0

tice [A] = | =1 2 —1 | a pfislusné vlastni vektory. Vysledek zkontrolujte po-
0o —1 2
stupem z prikladu 4.3.
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Neposuvny QR algoritmus

Neposuvny QR algoritmus (v origindle Unshifted QR Algorithm) je implementovan
v nasledujicim skriptu:

function [Qbar,lam]=unshiftedqr(A,k)

% Vstup: matice A, polet iteralnich kroku k
% Vystup: vlastni &isla ve vektoru lam a

%» matice vlastnich vektord Qbar
[m,n]=size(A);

Q=eye(m,m) ;
Qbar=Q; R=A;
for j = 1:k
[Q,R] = qr(R*Q); % QR factorizace
Qbar=Qbarx*Q; % akumulace Q’
end
lam=diag(R*Q) ; % diagonalni konvergence k vlastnim ¢isldm

Priklad 4.9. Urcete s pomoci neposuvného QR algoritmu hodnoty vSech vlastnich
¢isel matice [A] z piikladu 4.8 a piislusné vlastni vektory. Vysledek zkontrolujte
postupem z prikladu 4.3.

Priklad 4.10. Vsechny popisované algoritmy pro vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich
vektort pracovaly s vyuzitim cyklu typu for. Upravte tyto algoritmy tak, aby vy-
uzivaly cyklus typu while s vhodnou zakoncovaci podminkou se zadanou toleranci
nepresnosti €.

Posuvny QR algoritmus

Posuvny QR algoritmus (v origindle Shifted QR Algorithm) urcuje redlnd a kom-
plexni vlastni ¢isla ¢tvercové matice a je implementovan v nasledujicim skriptu s vy-
uzitim cyklu typu while:

% Vstup: matice A
% Vystup: vlastni ¢isla ve vektoru lam
function lam=shiftedqr(a)
tol=1le-14;
kounttol=500;
m=size(a,1);
lam=zeros(m,1);
n=m;
while n>1
kount=0;

Iy

Iy
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while max(abs(a(n,1:n-1)))>tol&kount<kounttol
kount=kount+1; % sleduje polet qr’s
mu=a(n,n); % posun je mu
[q,r]=qr(a-mu*eye(n));
a=r*q+mu*eye(n) ;

end

if kount<kounttol % byl izolovan blok 1x1
lam(n)=a(n,n); % ureni vlastniho &isla
n=n-1;
a=a(l:n,1:n); % zmenSeni Tadu matice o 1

else % byl izolovan blok 2x2

disc=(a(n-1,n-1)-a(n,n)) 2+4*xa(n,n-1)*a(n-1,n);
lam(n)=(a(n-1,n-1)+a(n,n)+sqrt(disc))/2;
lam(n-1)=(a(n-1,n-1)+a(n,n)-sqrt(disc))/2;
n=n-2;
a=a(l:n,1:n); % zmen3eni Tadu matice o 2
end
end
if n>0;lam(1)=a(1,1);end % zbyl jen blok 1x1

Priklad 4.11. Urcete s pomoci posuvného QR algoritmu hodnoty vsech vlastnich
¢isel matice [A] z prikladu 4.8. Vysledek zkontrolujte postupem z piikladu 4.3.

4.3 Praktické vyuziti vlastnich cisel a vlastnich
vektortd v tlohach stavebni mechaniky

Vlastni ¢isla a jejich prislusné vektory maji své uplatnéni pii feSeni technickych
problémii véetné iloh stavebni mechaniky. V nasledujicim vykladu bude strucné po-
psana aplikace metody inverznich iteraci pti feSeni stability prutovych konstrukei
a naznaceno obdobné uplatnéni v dynamice stavebnich konstrukei pti feseni vlast-
nich frekvenci prutové konstrukce.

4.3.1 Metoda inverznich iteraci

Metoda slouzi k vypoctu vlastnich ¢isel a prislusnych vlastnich vektori svazku ma-
tic K a M. V tlohach stavebni mechaniky matice K obvykle predstavuje matici
tuhosti konstrukce, zatimco matice M muze byt bud geometrickou matici (v tlo-
héach stability konstrukei) nebo matici hmotnosti v dynamice (pfi vypoc¢tu vlastnich
frekvenci).

V pripadé netlumeného kmitani plati:
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Mii+Ku=0. (4.10)

Reseni rovnice (4.10) Ize hledat ve tvaru:

u(t) = ysinwt . (4.11)

Urcenim i a dosazenim do (4.10) lze ziskat rovnici pro vypocet netlumeného
kmitani:

(—w*M+K)y=0. (4.12)

Rovnice (4.12) se muze prepsat do tvaru:

Ky=w'My. (4.13)

Rovnice (4.13) je splnéna pokud w je vlastni frekvenci konstrukce a y je prislus-
nym vlastnim tvarem kostrukce. Protoze tyto veli¢iny nejsou predem znamy a je
potfebné je vypocitat, misto y se muze pouzit aproximace Xj.

Poznamka 4.12. P1i volbé aproximaci x; je nutno dbat v tvahu také skutecnost,
ze zvolené aproximace musi rovnéz spliovat okrajové podminky tlohy.

Nyni je mozné urcit amplitudy setrvacnych sil:

S=Mx;. (4.14)

Nasleduje vypocet vektoru posunuti x;,; pomoci:

K Xijr1 = S=M Xj . (415)

Proces (4.15) je mozné opakovat tak dlouho, az je rozdil mezi x; a x;,1 dostatecné
maly. Pak je mozné predpokladat, ze byla nalezena aproximace vektoru vychylek y
s pozadovanou presnosti.

Samotnou hodnotu vlastni kruhové frekvence w je mozné najit pomoci vztahu
pro Rayleightiv koeficient:

T
Xit1 K xi41

wy=p(i+1) = (4.16)

T .
X1 M Xip1

4.3.2 Stabilita konstrukeci

Stejnym zptsobem je mozné tesit ulohy stability konstrukei — jen matice M bude

nahrazena geometrickou matici tuhosti Kg podle [2] a koeficient p bude mit vyznam

nasobitele zatizeni. Velikost kritickych zatizeni F, lze ziskat vypoctem:
Fo=wbF, (4.17)

kde F je vektor zadanych zatiZeni.
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4.3.3 Postup vypoctu

Pro prakticky vypocet je potfebné hodnoty x; normovat, aby nebyly ¢leny tohoto
vektoru prilis malé. Nejvhodnéjsi je normovani pomoci matice tuhosti:
Xj

Xj =~ (4.18)
XiT M Xi

4.3.4 Pocatecni aproximace

Pocatecni vektor neznamych vychylek x; 1ze zvolil libovolné. Musi vSak plnit stejné
okrajové podminky, jako pro vektor vychylek konstrukce.
V dalsim vypoctu se vypocet opakuje pro ¢ = 1...n:

K Xij+1 — M Xj, (419)
Xit+1
Xi = . 4.20
o VX M x4 ( )
xT - K X1
1) = T 4.21
p(i+1) XT, M xirq (4.21)

Nakonec se provede test konvergence:

Joeer = pel < g2 s (4.22)
|pret1]
kde hodnota —2 s vyjadiuje miru pozadované presnosti (doporucuje se volit s < 4).
Pokud je rovnice (4.22) splnéna, mize byt vypocet ukoncen a p; ;1 je hledanym
vlastnim ¢islem svazku matic (a tedy w = y/7Tho;41 je hledanou vlastni kruhovou
frekvenci). Potom je mozno také vypocitat vektor vychylek yi,q1 odpovidajici vlast-
nimu ¢islu p;yq:

Yki+1 = M Xjt+1 - (423)

4.3.5 Aplikace resené tulohy

Cely problém lze aplikovat prostrednictvim nésledujiciho skriptu:

% Lineadrni stabilita: Eulertiv prosté uloZenj nosnik

% Autor: doc. Ing. Jifi Brozovsky, Ph.D.

clear; clc;

% Dimenze dlohy (2 stupné volnosti: u,v; 2 uzly na prutu):
ndof=3;

puzlu=2;

% Vstupni tddaje: materidlové a prufrezové charakteristiky
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E=2.10el1;
% Prumér kruhového prifezu d [m]
d=0.1;
% Moment setrvacnosti kruhového prufezu
I=pi/64*d"4;
A=pi/4*d"2;
% Vstupni tdaje: geometrie konstrukce
L=6;
uzly=[0 0; 0.25 0; 0.5 0; 0.75 O;
1.0 0; 1.250; 1.5 0; 1.75 0; 2.0 0];
uzly=L*xuzly;
pruty=[1 2; 2 3; 3 4; 45; 56; 67; 7 8; 89];
nuzlu=size(uzly,1);
nprutu=size(pruty,1);
% Vstupni tdaje: podpory (uzel, smér, velikost):
podpory=[1 1 0; 1 2 0; 9 2 0];
npodpor=size(podpory,1);
% Vstupni tdaje: zatiZeni - sily (uzel, smér, velikost):
sily=[9 1 -1000];
nsil=size(sily,1);
% Vypocet
% VypocCet kddovich Cisel
kcis=zeros (nprutu,ndof*puzlu);
for i=1:nprutu
for j=1:puzlu

for k=1:ndof
kcis(i, ((j-1)*ndof+k))=(pruty(i, j)-1)*ndof+k;
end
end
end

% Nulovani matic a vektori
velikost = nuzlu*ndof;

K = zeros(velikost);
M = zeros(velikost);
u = zeros(velikost,1);

F = zeros(velikost,1);

% Sestaveni a lokalizace matic tuhosti

for i=1:nprutu
Keg=zeros (puzlu*ndof) ;
% Délka prutu
dx2 = (uzly(pruty(i,1),1)-uzly(pruty(i,2),1))"2;
dy2 = (uzly(pruty(i,1),2)-uzly(pruty(i,2),2))"2;
L = sqrt(dx2 + dy2);
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% Matice tuhosti
Keg=[E*A/L 0 0 -ExA/L 0 0;
0 12*ExI/L"3 6*ExI/L"2 0 -12%ExI/L"3 6*xExI/L"2;
0 6*ExI/L"2 4*ExI/L 0 -6%ExI/L"2 2%ExI/L;
-ExA/L O 0 ExA/L 0 O;
0 —-12+%ExI/L"3 -6*ExI/L"2 0 12*ExI/L"3 -6*ExI/L"2;
0 6*xExI/L"2 2%ExI/L 0 -6%ExI/L"2 4*ExI/L];
% Transformace
s=(uzly(pruty(i,2),2)-uzly(pruty(i,1),2))/L;
c=(uzly (pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))/L;
T=L ¢ s 0 0 0 O;

-s ¢ 0 O 0 O0;

0 0 1 0 0 O;

0 0 0 ¢ s O

0 0 0-s ¢ O

0O 0 0 0 0 1];
Ke=T’ *xKeg*T;

% Lokalizace
for j=1:(puzlu*ndof)
for k=1:(puzlu*ndof)
K(kcis(i,j) ,kcis(i,k))=K(kcis(i,j),kcis(i,k))+Ke(j,k);
end
end
end
% ZatiZeni
for i=1:mnsil
iuz=sily(i,1);
ismer=sily(i,2);
pos=(ndof*(iuz-1))+ismer;
F(pos) = F(pos)+sily(i,3);
end
% Podpory
for i=1:npodpor
iuz=podpory(i,1);
ismer=podpory(i,2);
pos=(ndof*(iuz-1))+ismer;
u(pos)=u(pos)+podpory(i,3);
for j=1l:velikost
K(pos, j)=0.0;
K(j,pos)=0.0;
end
K(pos,pos)=1.0;
end
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%, ReSeni soustavy rovnic

u=K\F;

% VypoCet vysledkd na prutech

for i=1:nprutu
ue=zeros (puzlu*ndof,1);
uel=zeros (puzlu*ndof,1);
% Ziskani lokdlnich vektortd deformaci
for j=1:(puzlu*ndof)

ue(j)=u(kcis(i,j));
end
% Transformace
dx2=(uzly (pruty(i,1),1)-uzly(pruty(i,2),1))"2;
dy2=(uzly (pruty(i,1),2)-uzly(pruty(i,2),2))"2;
L=sqrt(dx2 + dy2);
s=(uzly(pruty(i,2),2)-uzly(pruty(i,1),2))/L;
c=(uzly(pruty(i,2),1)-uzly(pruty(i,1),1))/L;
T=[c s 0 0O 0 O;
-s ¢ 0 0O O O0;

0 01 0 O O;
O 0 0 ¢ s O0;
0O 0 O0-s c O;
0O 0 0 0 0 11;
uel=T*ue;

% Matice tuhosti (jen lok&lni)
Kelb=[Ex*A/L 0 O -ExA/L 0 O;
0 12xExI/L"3 6%ExI/L"2 0 -12*%ExI/L"3 6*%ExI/L"2;
0 6+ExI/L"2 4%ExI/L 0 -6%ExI/L"2 2*ExI/L;
-ExA/L 0 0 ExA/L 0 O;
0 -12+#ExI/L"3 -6%ExI/L72 0 12*ExI/L"3 -6*ExI/L"2;
0 6*ExI/L"2 2+E*I/L O -6*ExI/L"2 4+E+I/L];
% sily v prutech
Fe=Kelbx*uel;
N=Fe(1);
% geometrickd matice
Me= N/L * [0 0 0 0 O O;
0 6/5 L/10 0 -6/5 L/10;
0 L/10 2*xL~2/15 0 -L/10 -L~2/30;
000O0O0DO0;
0 -6/5 -L/10 0 6/5 -L/10;
0 L/10 -L"2/30 0 -L/10 2*xL"2/15];
% Transformace
Mg=T’ *Mex*T;
for j=1:(puzlu*ndof)
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for k=1:(puzlu*ndof)
M(kcis(di,]),kcis(i,k)) = M(kcis(i,j),kcis(i,k))+Mg(j,k);
end
end
end
% Podpory na matici hmotnosti
for i=1:npodpor
iuz=podpory(i,1);
ismer=podpory(i,2);
pos=(ndof*(iuz-1))+ismer;
for j=1l:velikost
M(pos, j)=0.0;
M(j,pos)=0.0;
end
M(pos,pos)=1.0;
end
% Metoda inverznich iteraci
xk=zeros(velikost,1);
for i=1:velikost
xk(i)=1;
end
% v aproximaci musi byt splnény okrajové podminky
for i=1:npodpor
iuz=podpory(i,1);
ismer=podpory(i,2);
pos=(ndof*(iuz-1))+ismer;

xk (pos)=0.0;
end
% Iteracni cyklus
for i=1:10

xkl = K\ (M*xk) ;
xk=xk1/sqrt (xk1’*M*xk1l); % "nové" zk
% Nasobitel - politd se jako Rayleighuv koeficient
ro=(xk’*Kxxk) / (xk’ *Mx*xxk) ;
% podminka konvergence
if (i>1)
if (((abs(ro-ro0))/abs(ro))<(1e-8))
break
end
end
ro0=ro0;
end
% Vychylky odpovidajici ro
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y=Mxxk;
A ——
% Nasledujici vipoCet miZe stanovit
% vlastni frekvenci a tvar pomoci funkce EIG
A —
[v,dl=eig(X, M);
D=diag(d);
disp(’Nasobitel zatiZeni je: ’)
dd=D(1);
di=1;
for iy=1:size(D,1)
if D(iy)>1.00001
dd=D(iy);
di=iy;
break;
end
end
for iy=di:size(D,1)
if D(iy)<dd
if D(iy)>0
if D(iy)~=1.0
dd=D(iy);
di=iy;
end
end
end
end
dd
% Deformovany tvar (pro p¥im§y nosnik)
a=zeros (nuzlu,1);
b=zeros(nuzlu,1);
for i=1:nuzlu
a(i,1)=i;
pos=3*(i-1)+2;
b(i,1)=y(pos);
end
plot(a,b);
disp(’Inverznimi iteracemi spolteno [kN]: ’)
Fnu=ro
disp(’Eulerovo feSeni [kN]: ’)
L=uzly(nuzlu,1)-uzly(1,1);
Fre=(((pi~2)*E*I)/(L~2))/1000
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Kapitola 5

Vlastni frekvence a tvary vlastniho
kmitani

Cile
Kapitola je zamérena na:

e seznameni s jednoduchymi tlohami dynamiky stavebnich konstruket,

e teoretické pozadi vypoctu vlastnich frekvenci a tvara vlastniho kmitani
jednoduchych prutovych konstrukei,

e ukazku vyuziti vlastnich cisel a vektort v tlohach stavebni dynamiky.

5.1 Uvod do problematiky

Pr1i teSeni tloh stavebni dynamiky zaméfenych na dynamické systémy s n stupni
volnosti lze vyuzit metodu konstant tuhosti, ktera vychazi z podminek dynamické
rovnovahy sil piisobicich na hmotné body vyjadrenych pomoci konstant tuhosti.

5.1.1 Reseni soustavy pohybovych rovnic

Pro urceni vlastniho kmitéani pii zanedbani ttlumu se musi sestavit soustava n po-
hybovych rovnic, kterou lze vyjadrit maticoveé:

[mlp - {o(t)} + [k] - {v(t)} = 0, (5.1)
kde [m]p je diagonalni matice hmotnosti, [k] matice tuhosti, {(¢)} vektor zrychleni
a {v(t)} vektor premisténi v Case t.

Partikuldrni feseni homogenni diferencidlni rovnice 2. fadu (5.1) nabyva tvar:

{o®)} = {v} - sin(wg) 1) (5:2)
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{v(t)} = {v?j)} -cos(wg) - t) (5.3)
kde wy;) je j-ta vlastni kruhové frekvence systému.
Dosazenim rovnic (5.2) a (5.3) do pohybovych rovnic (5.1) lze ziskat systém
linedrnich rovnic, tzv. frekvencéni rovnice:

([k] — w?j) . [m]D) . {v?j)} =0 (5.4)

nebo

[Alwy)] vl =0, (5.5)
kde [A(w(j)] = ([k )+ [m] D) je tzv. matice dynamické tuhosti.

Netrivialni feseni rovnic (5 4) nebo (5.5) je ddno charakteristickou rovnici stupné
n:

det ([k] — w(Qj) -[m]p) = det [A(w;)] =0. (5.6)

Pokud jsou matice [m]p a [k] pozitivné definitni, fesenim charakteristické rov-
nice (5.6) je n redlnych a pozitivnich kofentt A(;) = w( 0

Ke kazdému vlastnimu ¢islu A(;) je také pfifazen piislusny vlastni vektor {v?j)},
jenz odpovida nenulovému feseni rovnic (5.4) nebo (5.5). Soustava téchto vlastnich
vektort popisuje tvary vlastniho kmitani konstrukce.

Pro kazdy kofen Ay = (2j) je splnéna charakteristickd rovnice (5.6) a rov-

nice (5.4) a (5.5) maji feSent:

{00} = {2y -+ vagn ' = v} (5.7)
proi,j =1, ..., n, které splnuji rovnici (5.3).
Rovnici (5.4) Ize upravit nasobenfm matici [m]," zleva:

([m]5" - (] = wfy) - [mlp' - [mlp) - {v(y} = [mlp' -0, (5.8)
¢imz lze ziskat:
(ID]7' =iy - [Elp) - {v(;} =0, (5.9)
kde
[D]7" = [m]p" - [k] = [k] . (5.10)

Matice [k,] se nazyvé inverzni dynamickd matice nebo redukovana matice tuhosti,
ze které lze také urcit vlastni ¢isla A(j) a piislusné vlastni vektory {v{;} (napf.
pomoci funkce eig v programovém systému MATLAB). Vysledné vlastni kruhové
frekvence kmitani w(;) se fadi do vektoru vlastnich kruhovych frekvenci kmitani
podle velikosti:
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{wi) b = {waywe), - w(n)}T ) (5.11)

pricemz plati 0 < wiy <wpe) <, ..., <Wm).

Pfi feSeni homogenni soustavy rovnic (5.4) nebo (5.5) nelze pro kazdé wy;) sta-
novit veskeré vychylky v?( i) ale pouze jejich vzajemny pomeér:

= Alk(j) - AQk(J’) e Ank(j) s

kde pomér vychylek jednotlivych hmotnych bodu pro kazdy tvar kmitani se rovné
vzajemnému pomeéru algebraickych doplnki subdeterminant matice [A(w(j))] urce-
nych vzhledem k prvkiam libovolného fadku (index i) nebo sloupce (index k) matice
[A(w(;))]. Znamena to také, Ze soustava mize kmitat v kazdém Vlastnim tvaru s vy-
chylkami {v )}, ale také s libovolnym vykmitem s vychylkami q {’U 1}, kde q )
predstavuje hbovolnou konstantu.

Pro n vlastnich kruhovych frekvenci 1ze urcit také tzv. tvarové soucinitele, které
charakterizuji vlastni tvary kmitani:

0 0 0
Ya(j) Us(5) Un5)
az(j) = Uo—(]) v a3() = Uo(]) v An(g) = UO(]) : (5.13)
1(5 1(5 10

Vsechny tvary vlastniho kmitani obsazené ve vektorech (5.7) lze rovnéz seradit
do tzv. modélni matice, ve které prvky kazdého sloupce j urcuji j-ty tvar kmitani:

[v°] = [{ofy}, ol - Loy} -, {oln}] - (5.14)

Obecné Teseni soustavy n pohybovych rovnic (5.1) pro urceni vlastniho kmitani
pri zanedbani utlumu - tzv. volného kmitani, lze v maticovém tvaru popsat rovni-
cemi:

{vo(t)} = Z -sin(w) - t) + By - cos(wgy - 1)] - {vf} (5.15)

{vo(t)} = Z {v } sin(wy -t + go(j = Zq(j) (t) - {U?j)} , (5.16)

kde konstanta q?j) vyjadiuje podil kazdého vlastniho tvaru na slozeném kmitani

a fazové tuhly 4,0((]].) vyjadiuji fazové posunuti kazdého vlastniho tvaru v case.
Pro rychlost a zrychleni plati nasledujici maticové rovnice:

n

{o0(t)} = Y w - [AD) - cos(wy) - ) + BY) - sin(wg) - 1)] - {v)} (5.17)

j=1
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{Do(t) Zw(]) A(]) sin(wy - t) + B?) cos(w - )] - {v?j)} : (5.18)

5.1.2 Ortogonalita vlastnich tvart kmitani

Tvary vlastniho kmitani jsou ortogonalni (nezavislé), coz lze dokézat pro j # h
s vyuzitim matice hmotnosti [m|p:

{v(y}"  [mlp - {v(} =0 (5.19)
nebo matice tuhosti [k]:
{l}" - [k] - {vln} =0 (5.20)

5.1.3 Normované vlastni tvary kmitani

Pro tvary vlastniho kmitani se mohou amplitudy zvolit tak, aby pro vychylky
{’U )} = Vi platilo:

{(Vip" - [mlp - {Vipy =1. (5.21)

Vektory {V(;} ve vztahu (5.21) vyjadfuji normované vlastni tvary - tzv. orto-
normové vlastni tvary, které lze urcit:

Vin} = Wiy} .
VIl - )

Ortonormovana modélni matice se pak sklada z ortonormovanych vektor:

(5.22)

VI=[{Vok Vol - {Vim}] (5.23)

Podminky ortogonality lze definovat s vyuzitim ortonormované modalni matice
[V] pomoci rovnic:

V" Imlp - [V] = [Elp (5.24)

VT [k - V] = [W(Qj)]p , (5.25)

kde [E] je diagondln jednotkovd matice a [w?

nin vlastnich kruhovych frekvenci kmitani.

j)] p je diagonalni matice druhych moc-
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5.2 Urceni vlastnich frekvenci a tvart vlastniho
kmitani u jednoduchych konstrukci

Mechanicka rezonance, tedy shoda vlastnich mechanickych kmitoc¢tt stavebni kon-
strukce s kmitoc¢tem prichazejicich impulsu (kmiti, razi) je nezddoucim jevem, ne-
bot muze zpusobit poskozeni kmitajici ¢asti i casti, na kterou se kmitani prenasi.
Sily buzené dynamickym zatizenim (u mosti napt. chodci nebo dopravou) ve stejné
frekvenci totozné s nékterou vlastni frekvenci konstrukce muize zapricinit vznik tzv.
rezonance. Z tohoto divodu se u dynamicky namahanych konstrukei zjistuji dyna-
mické charakteristiky, ke kterym patii napr. vlastni frekvence (ptislusejici svislému,

vodorovnému a kroutivému kmitani).

Poznamka: Kmitani lavek miize mit rtizné pri¢iny, napt. chodce, ktefi mohou jit,
bézet, poskakovat nebo tancit, vitr apod. U¢inky pési dopravy na lavkéach piitom
zavisi na ruznych faktorech - napt. na poctu a rozmisténi chodcii. Pokud nedochazi
k vyznamné odezvé lavky, obvykle se pohybujici chodci budi na lavce periodické
soucasné pusobici sily ve svislém sméru s frekvenci v rozmezi 1 az 3 Hz a ve vodo-
rovném smeéru s frekvenci v rozmezi 0,5 az 1,5 Hz. Skupina klusajicich chodci se
muze pohybovat po lavce s frekvenci 3 Hz.

Poznamka: Pokud je nékterd vlastni frekvence svislého kmitdni nosné konstrukce
lavky v oblasti frekvenci 1,0 az 5,0 Hz a/nebo vlastni frekvence vodorovného kmi-
tani hlavni nosné konstrukce lavky v oblasti frekvenci 0,5 az 2,5 Hz, je podle
CSN EN 1991-2 Zatizeni most@t dopravou nutné provést podrobnou analyzu dy-
namického chovani lavky.

Analyza musi obsahovat vypocet vlastnich frekvenci a tvart kmitani lavky na
vhodném vypocetnim modelu, odhad tlumeni konstrukce, vypocet vynuceného kmi-
tani lavky od skupiny chodcti nebo proudu chodcii.

Poznamka: V pripadé lehkych vyztuznych prvki, lanovych zavést a podobnych
konstruk¢nich prvki by se podle CSN EN 1993-2 Navrhovani ocelovych konstrukef -
Ocelové mosty, mélo rovnéz uvazovat se vznikem rezonance konstrukce. Pokud maji
tyto konstrukéni prvky vlastni frekvence blizké frekvenci libovolného mechanického
buzeni od pravidelného prejizdéni vozidel pres spoje mostovky, méa se bud zvysit
tuhost nebo se maji do konstrukce vlozit tlumice kmitani.

V nésledujicim uéebnim textu bude vyklad zaméfen na stanoveni vlastnich tvari
kmitani a vlastnich frekvenci jednoduchych stavebnich konstrukei.

Priklad 5.1. S vyuzitim vypocetnich postupu popsanych v kapitole 5.1 urcete
vlastni frekvence a tvary vlastniho kmitani na prostém nosniku délky L = 6 metri,
ktery je tvoren ocelovym valcovanym profilem IPE300. Vypocet provedte pro pocet
stupnu volnosti n = 3,6, 10, 20, 50, 100, pricemz sledujte zmény hodnot vyslednych
veli¢in i vlastnich tvart.
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Reseni. Pozadovany vypocet lze provést s vyuzitim nésledujiciho skriptu vytvore-
ného v prostredi programového systému MATLAB:

% P¥iklad 1:

% UrCuje vlastni frekvence a tvary vlastniho kmiténi
%» na prostém nosniku

clc; clear;

% Zadani

L=6; % Délka nosniku [m]

E=2.1el1; % Modul pruZnosti v tahu a prostém tlaku [Pal
I=8.356e-5; % Moment setrvacnosti [m~4] (IPE300)

mi=42.2; % Hmotnost [kg/m] (IPE300)

n=30; % Polet stupil volnosti

ndraw=6; % Kolik vlastnich tvarid vykreslit (ndraw<=n)
d=L/(n+1); % Nosnik se rozdéli na n+l dilkd stejné délky d
m=mi*d; % Velikost soustfedéné hmoty v bodé i

mr=m*ones(1,n); % Matice hmotnosti v Fadkovém tvaru
md=diag(mr,0); % Diagondlni matice hmotnosti [m]
% Inverzni matice k matici hmotnosti
mdinv=diag(ones(n,1)./diag(md,0),0);
% VypoCet matice konstant tuhosti [k] pro prosty nosnik
for i=1:n
pb=i/(n+1);
ppb=1-pb;
for j=i:m;
xb=j/(n+1);
xpb=1-xb;
Delb(j,i)=pb*xpb* (1-(pb~2)-(xpb~2));
Delb(i,j)=Delb(j,i);
end
end
Delb=(1/6)*Delb;
Suc=(L"3)/(ExI);
Del=Sucx*Delb;
kb=inv(Delb) ;
Suci=1/Suc;
k=Sucix*kb;
/» Redukovana matice tuhosti kr
kr=mdinv*k;
% VypoCet vlastnich Cisel
[v,om2]=eig(kr); % Vlastni vektory a vlastni ¢isla matice kr
om2v=diag(om2,0); % Vektor 2. mocnin vlastnich Ghlovjch frekvenci
omv=sqrt (om2v) ; % Vektor vlastnich dhlovyjch frekvenci
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fv=omv./(2xpi); % Vektor vlastnich frekvenci [Hz]
% Frekvence a tvary kmitani uspofddané podle potadi
omv=sort (omv) ; % Usporadd prvky vektoru omv podle velikosti

[fv,i]l=sort(fv); 7 Uspotfada prvky vektoru {fv} podle velikosti
% a pofadi indexl ulozi do vektoru {i}
v=v(:,1); % Vyméni potfadi sloupci matice v
% podle pofradi vlastnich tvard
% VypoCet ortonormované modalni matice V
V=zeros(n);

for j=1:n
vi=v(:,j);
VI=vj./sqrt(vj’*md*vj);
V(:,j)=VJ;
end
% Kontrola ortonormovanjch tvard kmitani
Ekont=V’*md*V; % Musi vyjit [E]

norm(Ekont-eye(n))’ norma
% Vykresleni vysledki
x=linspace(0,L,n+2);
xp=[0,L]; yp=[0,0];

xv=x(2:n+1); % Vnit¥fni body
figure
for j=1:ndraw % j-ty tvar kmiténi

vJ=[0;V(:,j);0];
jr=int2str(j);
fr=num2str(fv(j,1),8);
out=[jr,’. tvar kmitani, £(’,jr,’) > fr,’ Hz’];
if ndraw<4 7% Graf v j-tém kvadrantu v rastru s 1 sloupcem
subplot(ndraw,1,j)
else % Graf v j-tém kvadrantu v rastru s 2 sloupci
if mod(ndraw,2)==1
subplot (floor (ndraw/2)+1,2,j)
else
subplot(ndraw/2,2,j)
end
end
hold on
plot(x,VJ,’b-’,xp,yp,’r =" ,xv,V(:,j),’bo’)
title(out);
stem(x,VJ,’b-’, ’marker’, ’none’) ;
hold off
end
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Vysledné vlastni frekvence jsou pro reseni kmitani prostého nosniku s 30 stupni
volnosti z prikladu 5.1 uvedeny pro prvnich 30 vlastnich tvart v nasledujicim vypisu:

>k 3k 3k >k 5k 3k >k 5k 3k >k 3k 5k >k 5k 5k >k 5k 5k 5k >k >k 3k %k >k 3k >k 3k >k >k 5k >k >k >k >k >k >k >k 5k %k >k 3k %k >k >k >k >k >k >k %k >k >k >k >k >k %k >k >k %k %k

* Vipolet vlastnich frekvenci - prosty nosnik *
sksk sk sk ok ok ok ok ok ok sk sk sksk sk sk ok sk ok ok ok sk sksk sk sk sk sk sk ok okok ok sk sksk sk sk sk ok sk ok ok ok sk sk sksk sk sk ok sk o kok ok
PoCet stupnit volnosti dynamické soustavy = 30
Kontrola ortonormovanjch tvard kmitani = 1.925e-15
¢islo vlastni
vlastniho frekvence
tvaru [Hz]

1 28.136

2 112.546

3 253.227

4 450.175

5 703.378

6 1012.809

7 1378.416

8 1800.106

9 2277.729

10 2811.040

11 3399.668

12 4043.055

13 4740.382

14 5490.472

15 6291.661

16 7141.624

17 8037.163

18 8973.935

19 9946.126

20 10946.069

21 11963.821

22 12986.727

23 13999.051

24 14981.738

25 15912.460

26 16766.092

27 17515.736

28 18134.386

29 18597.143
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Vlastni frekvence a prvnich 6 tvart vlastniho kmitani prostého nosniku z pri-
kladu 5.1 jsou také graficky zobrazeny na obrazku 5.1.

1, tvar kmitani, f{1) = 28136494 Hz Z tvar kmitani, f{2) = 112.54585 Hz
a1

. _
=
/ \\T\\ N ‘
o / ' ‘
. wt By
o | a1 " il
a 1 2 3 4 5 8 o 1 z
3. twar kmitini, f{3) = 253 22693 Hz : 4 tvar kmitini, i{4) = 450 17518 Hz

1 2 1 . 5 [ 1 2 3

: 5. tvar kmitdni. §{5) = 70337819 Hz Y 6. tvar kmitdni, #E) = 1012.809 Mz
1 | S ._
a1 . . . . . + 01

Obr. 5.1 Vlastni frekvence a prvnich 6 tvartt vlastniho kmitani prostého nosniku
z prikladu 5.1 se zadanymi 30 stupni volnosti.

A

Priklad 5.2. S vyuzitim vypocetnich postupti popsanych v kapitole 5.1 urcete
vlastni frekvence a tvary vlastniho kmitani na konzolovém nosniku délky L = 2
metry, ktery je tvoren ocelovym valcovanym profilem IPE300. Vypocet provedte
pro pocet stupni volnosti n = 3,6, 10, 20, 50, 100, pficemz sledujte zmény hodnot
vyslednych veli¢in i vlastnich tvart.

Reseni. Pozadovany vypocet lze provést s vyuzitim nésledujiciho skriptu vytvoie-
ného v prostredi programového systému MATLAB:

% P¥iklad 2:

% UrCuje vlastni frekvence a tvary vlastniho kmitani

% na konzole

clc; clear;

% Zadani

L=2; % Délka nosniku [m]

E=2.1lell; % Modul pruZnosti v tahu a prostém tlaku [Pa]
I=8.356e-5; % Moment setrvadnosti [m~4] (IPE300)
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mi=42.2; % Hmotnost [kg/m] (IPE300)

n=24; % Polet stupild volnosti

ndraw=6; % Kolik vlastnich tvart vykreslit (ndraw<=n)

d=L/n; % Nosnik se rozdéli na n dilkd stejné délky d

m=mix*d; % Velikost soustfedéné hmoty v bodé i

mn=m/2; % Velikost hmoty v koncovém bodé&

mrv=mxones(1,n-1); % Matice hmotnosti vnit¥nich bodid v Fadkovém tvaru
mr=[mrv,mn] ; % Matice hmotnosti v Fadkovém tvaru

md=diag(mr,0); % Diagondlni matice hmotnosti [m]
% Inverzni matice k matici hmotnosti
mdinv=diag(ones(n,1)./diag(md,0),0);
% VypoCet matice konstant tuhosti [k] pro konzolu
for i=1:n
pb=i/n;
ppb=1-pb;
for j=i:m;
xb=j/n;
xpb=1-xb;
Delb(j,1i)=3*(pb~2) *xb-(pb~3);
Delb(i, j)=Delb(j,i);
end
end
Delb=(1/6)*Delb;
Suc=(L"3)/(ExI);
Del=Sucx*Delb;
kb=inv (Delb) ;
Suci=1/Suc;
k=Suci*kb;
% Redukovanid matice tuhosti kr
kr=mdinv*k;
% VypocCet vlastnich Cisel

[v,om2]=eig(kr); % Vlastni vektory a vlastni Cisla matice kr
om2v=diag(om2,0); % Vektor 2. mocnin vlastnich thlovjch frekvenci
omv=sqrt (om2v) ; % Vektor vlastnich dhlovjch frekvenci
fv=omv./(2%pi); % Vektor vlastnich frekvenci [Hz]
% Frekvence a tvary kmitani uspofddané podle potadi
omv=sort (omv) ; % Usporada prvky vektoru omv podle velikosti
[fv,i]=sort(fv); % Usporada prvky vektoru {fv} podle velikosti

% a pofadi indexid ulozi do vektoru {i}
v=v(:,1i); % Vyméni pofradi sloupcd matice v

% podle pofadi vlastnich tvard
% VypoCet ortonormované modalni matice V
V=zeros(n);
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for j=1:n
vi=v(:,j);
VI=vj./sqrt(vj’*md*vj) ;
V(:,j)=VJ;
end
% Kontrola ortonormovanjch tvard kmitani
Ekont=V’*md*V; % Musi vyjit [E]

norm(Ekont-eye(n)) % norma
% Vykresleni vysledku
x=linspace(0,L,n+1);
y=zeros(1,n+1);

xp=[0,0]; % Vetknuti

yp=[-0.1,+0.11; % Vetknuti

xv=x(2:n+1); % VSechny body mimo vetknuti
figure

for j=1:ndraw % j-ty tvar kmitani

vI=[0;V(:,j)1;
jr=int2str(j);
fr=num2str(fv(j,1),8);
out=[jr,’. tvar kmitani, £(’,jr,’) > fr,’ Hz’];
if ndraw<4 % Graf v j-tém kvadrantu v rastru s 1 sloupcem
subplot(ndraw,1,j)
else % Graf v j-tém kvadrantu v rastru s 2 sloupci
if mod(ndraw,2)==
subplot (floor (ndraw/2)+1,2,j)
else
subplot(ndraw/2,2,j)
end
end
hold on
plot(x,y,’r--’,x,VJ, b=’ ,xp,yp, ’r-’,xv,V(:,j),’bo’)
title(out);
stem(x,VJ,’b-’, ’marker’,’none’) ;
hold off
end

Vysledné vlastni frekvence jsou uvedeny v nasledujicim vypisu:

>k >k >k 3k 3k 3k 3k 5k 5k 3k >k >k >k >k 5k 3k 5k 3k 5k 5k 5k >k >k >k >k 5k 3k 5k 3k 3k 5k 5k >k >k >k >k 5k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 5k 3k 5k 5k 5k >k >k %k %k %k >k k

* VypocCet vlastnich frekvenci - konzolovy nosnik *
sk sk sk ok ok ok ok o ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk o o ok sk sk sk sk sk sk sk sk o sk ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok

24
7.491e-13

PoCet stupnd volnosti dynamické soustavy
Kontrola ortonormovanjch tvari kmitéani
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C¢islo vlastni
vlastniho frekvence
tvaru [Hz]

1 90.140

2 563.789

3 1575.829

4 3082.360

5 5085.961

6 7583.208

7 10570.704

8 14044.370

9 17999.016

10 22427 .594
11 27320.027
12 32661.405
13 38429.330
14 44590.142
15 51093.856
16 57867.764
17 64808.999
18 71777.031
19 78588.048
20 85014 .464
21 90793.674
22 95649.282
23 99323.604

24 101612.584

Vlastni frekvence a prvnich 6 tvarti vlastniho kmitani konzolového nosniku z pii-
kladu 5.2 jsou pak graficky zobrazeny na obrazku 5.2.
A

Priklad 5.3. U obou obou predchozich nosniki zménte prurez ocelového nosniku
napt. na IPE200 a IPE140 a sledujte zmény v hodnotach vlastnich frekvenci.

Pro zajemce: S vyuzitim vypocetnich postupl popsanych v kapitole 5.1 a vztaht /C)
pro urceni prislusné matice tuhosti [k] v [10, 11] uréete vlastni frekvence a tvary

vlastniho kmitani na jednostranné ¢i oboustranné vetknutém nosniku konstantniho
prurezu.
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1. tvar kemitand, #1) = 23.411205 He N 2. tvar kmitani, §{Z}= 14642744 Hz

0 [+ o4 o8 o8 1 12 14 18 14 2 0 0 04 o8 o8 1 12 14 18 14 2z

3. tvar keitani, #3) = 409.27504 Hz 4. pvar kmitani, H4) = 80055184 Hz

. tvar kmitdni, f{5)= 1969.5138 Hz
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NP OF

o8 14

& tvar kmitdni, f{8) = 3647.6094 Hz
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Obr. 5.2 Vlastni frekvence a prvnich 8 tvart vlastniho kmitani konzolového nosniku
z prikladu 5.2 se zadanymi 24 stupni volnosti.
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Kapitola 6

Nahodné proménné
a pravdépodobnostni simulacni

VypocCty

Cile

Kapitola je zamérena na:

e zpusoby pravdépodobnostniho vyjadieni ndhodnych proménnych,
e jednoduché pravdépodobnostni dlohy vyuzivajici simula¢ni metody,

e ukdazku vyuziti statistickych nastroji programového systému MATLAB.

6.1 Nahodna veli¢ina

Néhodna veli¢ina (pouziva se i privlastek stochastickd nebo proménnd) je libovolna
veli¢ina, kterou je mozné opakované meérit v case, a jeji hodnoty podrobit zpracovani
metodami teorie pravdépodobnosti nebo matematické statistiky. Nahodné veli¢iny
jsou proménné, jejichz hodnoty pti konstantnich podminkach zavisi na nahodé, pri-
¢emyz kazda z téchto hodnot vystupuje s urc¢itou pravdépodobnosti. Nahodné velic¢iny
mohou byt diskrétni nebo spojité.

Definice 6.1. Nahodnym jevem se rozumi opakovatelna ¢innost provadéna za stej-
nych (nebo priblizné stejnych) podminek, jejiz vysledek je nejisty a zavisi na na-
hodé.
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Definice 6.2. Pravdépodobnost ndhodného jevu je cislo, které je mirou oceka-
vatelnosti vyskytu ndhodného jevu (s jakou jistotou lze ndhodny jev ocekévat).
Pravdépodobnost ndhodného jevu se obecné oznacuje redlnym cislem od 0 do 1.
Nahodny jev, ktery nemuize nastat, ma pravdépodobnost 0. Naopak nahodny jev
jisty ma pravdépodobnost 1. Pravdépodobnost lze také uvadét v procentech (0 az
100 %).

Definice 6.3. Rozdéleni pravdépodobnosti je funkce, kterd prirazuje pravdépo-

dobnosti ndhodnym jeviim.

6.1.1 Diskrétni nahodna velic¢ina

Néhodna veli¢ina X je diskrétni, jestlize se prvky vybérového prostoru €2 zobrazi na
osu realnych cisel jako izolované body x1,xs, ..., x, pricemz kazdy z téchto bodi
ma nenulovou pravdépodobnost.

Pravdépodobnostni funkce (anglicky probability mass function — PMF)) je funkce
v teorii pravdépodobnosti a statistice, kterda udava pravdépodobnost, ze diskrétni
nahodna velicina se rovna prislusné hodnoté:

fx(z) = P(X = 1) (6.1)

Rovnéz plati:
fo(x) =1. (6.2)

Distribu¢ni funkce F' (kumulovanad pravdépodobnost, anglicky Cumulative Dis-
tribution Function — CDF) je funkce, kterd udava pravdépodobnost, Ze hodnota
nahodné proménné X je mensi nez zadand hodnota x:

Fx(zx)=P(X Zx). (6.3)

6.1.2 Spojita nahodna velicina

Nahodné velicina X je spojitd, jestlize existuje nezdporna funkce f, pro kterou za
predpokladu a < b plati:

Pla< X <b) = /b fx(xz)do . (6.4)

Funkce f se nazyva hustotou rozdéleni pravdépodobnosti nahodné velic¢iny X
(hustota pravdépodobnosti, anglicky probability density function — PDF, také se
pouziva oznaceni frekvenéni funkce). K jejim vlastnostem patii:
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fx(x) 20 (6.5)

/Qfx(x) de =1, (6.6)

kde €2 je defini¢ni obor ndhodné proménné X.
Distribué¢ni funkce Fx(x) spojité ndhodné veli¢iny X je definovand jako pravdé-
podobnost, zZe realizace této ndhodné veli¢iny X neptekroci hodnotu z:

Fx(z)=P(X = x). (6.7)

Distribuc¢ni funkce je neklesajici a jeji hodnota F(—oco) =0 a F(o0) = 1.

6.1.3 Parametrické rozdéleni pravdépodobnosti

Nahodna velicina X je jednoznacné urcena rozdélenim pravdépodobnosti pomoci
pravdepodobnostni funkce u diskrétnich nahodnych velicin, hustoty pravdépodobnosti
u spojitych nahodnych veli¢in nebo distribucni funkce. K jejich urceni casto slouzi
¢iselné charakteristiky, oznacované jako statistické momenty. Patii k nim stfedni
hodnota p (anglicky mean nebo expected value), rozptyl o2 (anglicky variance; resp.
smérodatnd odchylka o, anglicky standard deviation), Sikmost (koeficient asymetrie,
anglicky skewness) a Spicatost (koeficient excesu, anglicky kurtosis).

Tyto charakteristiky jsou c¢asto pouzivany jako vstupni parametry tzv. parame-
trickych rozdéleni pravdépodobnosti. Mezi nejpouzivanéjsi parametricka rozdéleni
pravdépodobnosti diskrétnich ndhodnych veli¢in patii:

e Alternativni rozdéleni (ndhodnd velic¢ina X nabyva pouze hodnot 0 nebo 1, 1ze
pouzit napf. pro simulaci hodu minci),

e Binomické rozdéleni (n ndhodnych pokusi se stejnou pravdépodobnosti, lze

pouzit napt. pro simulaci hodu hraci kostkou),

Poissonovo rozdéleni,

Negativné binomické rozdélent,

Pascalovo rozdéleni (specidlni pripad negativné binomického rozdéleni),

Geometrické rozdéleni (specidlni pripad Pascalova rozdéleni),

Hypergeometrické rozdéleni,

Logaritmické rozdéleni.

K casto pouzivanym parametrickym rozdélenim pravdépodobnosti spojitych na-
hodnych veli¢in patii:

e Rovnomérné rozdéleni,
e Normadlni rozdéleni (oznacované také jako Gaussovo rozdéleni),
e Logaritmicko-normalni rozdéleni (také log-normalni rozdéleni),
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Exponencialni rozdéleni,

Cauchyho rozdélent,

Gama rozdélent,

Laplaceovo rozdéleni (nebo také dvojité exponencidlni rozdéleni),
Logistické rozdéleni,

Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni,

Studentovo rozdéleni,

Fischerovo-Snedecorovo rozdélenti,

x* rozdélen{ (Chi kvadrat).

6.1.4 Neparametrické (empirické) rozdéleni pravdépodob-
nosti

Dalsi z moznosti jak vyjadrit rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X je po-
uziti neparametrického (empirického) rozdéleni pravdépodobnosti, které je zalozeno
na vybérovém souboru dat ziskanych napf. méfenim nebo monitoringem. Nepa-
rametrické (empirické) rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X muze byt
vyjadfeno histogramem o n intervalech (t¥idach) se stejnou sitkou Awx.

Definice 6.4. Histogram je grafické znazornéni distribuce dat pomoci sloupco-
vého grafu se sloupci stejné sirky, vyjadiujici sitku intervalu (t¥id), pricemz vyska
sloupcu vyjadiuje ¢etnost (nebo pravdépodobnost) sledované veli¢iny v daném in-
tervalu.

Jednim ze zptusobt, jak lze neparametrické (empirické) rozdéleni pravdépodob-
nosti ve formé histogramu ulozit do datového souboru s priponou *.dis, je néasledujici
zapis textového souboru:

[Description] (1. oddil datového souboru)
Identification= volitelny popis datového souboru
Type= Pure Discrete | Discrete | Continuous (typ rozdéleni)

[Parameters] (2. oddil datového souboru)

Min= minimdlni hodnota ndhodné proménné

Max= maxim&lni hodnota ndhodné proménné

Bins= celkovy polet intervald (t¥id) daného histogramu
Total= souclet Cetnosti ve vSech intervalech

[Bins] (3. oddil datového souboru)
(Cetnosti v jednotlivych intervalech)

kde polozka Identification obsahuje popis daného histogramu, napt. o jaka data
se jednd, prip. jejich ptuvod. V oddile [Bins]| jsou na kazdém dalsim radku uvedeny
¢etnosti jednotlivych intervalu (tfid). Jejich souc¢et musi odpovidat uvedené hodnoté
Total v predchozim oddilu datového souboru.
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6.1.5 Generovani nahodnych proménnych v Matlabu

Priklad 6.5. S vyuzitim funkci programového systému MATLAB vygenerujte N = @
= 1-10°% hodnot ndhodné proménné A s normdlnim rozdélenim pravdépodobnosti

s parametry: stfedni hodnota= 200 a smérodatna odchylka= 15. Urcete u ni statis-
tické parametry a zobrazte ve formé histogramu s 64 intervaly.

Reseni. Pozadovany vypocet lze provést s vyuzitim nasledujictho skriptu vytvore-
ného v prostredi programového systému MATLAB:

clc; clear;

N=1e6; % Polet simulaci

str_hod=200; % Stfedni hodnota

sm_odch=15; % Smérodatni odchylka

Bins=64; % Polet intervald v histogramu

A = random(’Normal’,str_hod,sm_odch,1,N);

disp(sprintf(’\n’))

AL (7 koo ok ok ok ok kKRR AR R AR AR AR KRR KRR Rk ko ko ok ook 7 )

disp(’* Generovani (pseudo)ndhodné veliliny *7)
disp(’* s parametrickym rozdélenim pravdépodobnosti *7)
disp(’* Normalni / Gaussovo *7)

disp (7 kskokskokskokokokokkokoskok ok sk skok sk skok sk skok ok sk ok ok skok sk ok sk sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok 7 )
disp(’ )
disp(’Vstupni tdaje:’)

disp(’——=—————————— )
disp(sprintf (’Polet simulaci N = %124’ ,N));
disp(sprintf (’Stfedni hodnota = %12.3f’,str_hod));
disp(sprintf (’Smérodatnd odchylka = %12.3f’,sm_odch));
disp(’ )
disp(’Parametry vygenerované ndhodné veliliny:’)
disp(’——=———————————— )
disp(sprintf (’Minim&d1lni hodnota = %12.3f’ ,min(A)));
disp(sprintf (’Maximdlni hodnota = %12.3f’ ,max(A)));
disp(sprintf (’Rozpéti = %12.3f’ ,range(A)));
disp(sprintf (’St¥edni hodnota = %12.3f’ ,mean(A)));
disp(sprintf (’Smérodatnd odchylka = %12.3f’,std(A)));
disp(sprintf (’Rozptyl = %12.3f’ ,var(A)));
disp(sprintf(’Variaéni koeficient = %11.2€%%7, . ..

std(A) /mean(A)*100)) ;
disp(sprintf (’Sikmost = %12.3f’ ,skewness(4)));
disp(sprintf (’Spicatost = %12.3f’ ,kurtosis(A)));
disp(sprintf (’Median = %12.3f’ ,median(A)));

disp(sprintf (’Kvantil 5%}
disp(sprintf (’Percentil 5%%

%12.3f’ ,quantile(A,0.05)));
%12.3f° ,prctile(A,5)));
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disp(sprintf (’Pravdépodobnost (X<200) = %11.2f%%’ ,sum(A<200) /N*100)) ;

figure(1);

histfit(A,Bins);

% Méni barvu histogramu - Cervené sloupce s bilym okrajem

set (findobj(gca, ’Type’,’patch’),’FaceColor’,’r’,
’EdgeColor’,’w’,’FaceColor’,’b’)

title(’Normalni parametrické rozdéleni pravdépodobnosti’);

xlabel(’Ndhodna proménna x’);

ylabel (’Cetnost’);

Textovy vystup tlohy pak muze vypadat nasledovneé:

>k 3k 3k >k 3k 3k >k 3k 5k >k >k 5k 5k >k >k 3k >k 5k 3k >k 5k 5k >k 3k 5k >k 5k >k 5k >k >k 3k >k >k 3k >k 5k >k >k %k >k >k >k >k >k >k >k >k %k >k >k %k %k >k >k %k >k %k %

* Generovani (pseudo)ndhodné veliliny *
* s parametrickym rozdélenim pravdépodobnosti *
* Normalni / Gaussovo *

>k 3k 5k >k 3k 5k >k >k 5k >k >k 5k 5k >k >k 5k >k 3k 5k >k 3k 5k >k 3k 5k >k >k >k 5k >k >k 5k >k >k >k >k 3k >k >k %k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k %k %k > %k %k >k %k %

Vstupni tdaje:

PoCet simulaci N = 1000000
Stredni hodnota = 200.000
Smérodatnd odchylka = 15.000

Parametry vygenerované ndhodné veliciny:

Minimalni hodnota = 124.205
Maximalni hodnota = 269.629
Rozpéti = 145.423
Stredni hodnota = 200.014
Smérodatnd odchylka = 14.995
Rozptyl = 224 .858
Variacéni koeficient = 7.50%
Sikmost = 0.000
Spicatost = 3.004
Median = 200.015
Kvantil 5% = 175.359
Percentil 5% = 175.359

Pravdépodobnost (X<200) 49.967

Grafické zobrazeni normalniho parametrického rozdéleni pravdépodobnosti z pri-
kladu 6.5 je uvedeno na obrazku 6.1.
A
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w10 Mormalni parametrické rozdéleni pravd@podobnosti

Cetnost

D ] ]
120 140 160 180 200 220 240 260 280
Mahodna proménna x

Obr. 6.1 Normalni parametrické rozdéleni pravdépodobnosti z prikladu 6.5.

Piiklad 6.6. Podobné jako v pifkladu 6.5 vygenerujte N = 1-10% hodnot ndhodné
proménné A s log-normalnim rozdélenim pravdépodobnosti.

Reseni. Pozadovany vipocet lze provést s vyuzitim nasledujiciho skriptu:

clc; clear;

N=1e6; % Polet simulaci

str_hod=200; % Stfedni hodnota

sm_odch=15; % Smérodatna odchylka

Bins=64; % Polet intervald v histogramu

A=random(’Lognormal’,log((str_hod~2)/sqrt(sm_odch™2+str_hod~2)),...
sqrt (Llog(((sm_odch™2)/(str_hod~2))+1)),1,N);

disp(sprintf(’\n’))

disp (7 skskskorskokskokskskokskokokskok ko okskokskokokdok ko skokok skt okt skskokskokok ok ko ok ko skokkokk ok 7))

disp(’* Generovani (pseudo)ndhodné veliliny *7)
disp(’* s parametrickym rozdélenim pravdépodobnosti *7)
disp(’* Lognormalni *7)

AL s (7 kskskokskokskokok ok ok ok Kok ok Kok Kok Kok KKK Kok Kok Kok Kok KKk Kok KKk Kok KKKk Kk Kok ok )
disp(’ ?)
disp(’Vstupni tdaje:’)
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disp(?—=————————— )
disp(sprintf (’PoCet simulaci N = %12.1e’ ,N));

disp(sprintf (’Stfedni hodnota = %12.3f’,str_hod));
disp(sprintf (’Smérodatnd odchylka = %12.3f’,sm_odch));

disp(’ )

disp(’Parametry vygenerované ndhodné veliliny:’)
disp(?—==—=——————————— ”)

%12.3f’ ,min(A)));
%12.3f’ ,max(A)));
%12.3f° ,range(A)));
%12.3f’ ,mean(A)));
%12.3f7 ,std(A)));
%12.3f7 ,var(A)));
P11 2F%%7, . ..

disp(sprintf (’Minimdlni hodnota
disp(sprintf(’Maximdlni hodnota
disp(sprintf (’Rozpéti
disp(sprintf (’St¥fedni hodnota
disp(sprintf (’Smérodatnd odchylka
disp(sprintf (’Rozptyl
disp(sprintf(’Variacni koeficient
std(A) /mean(A)*100)) ;
disp(sprintf (’Sikmost
disp(sprintf (’Spicatost
disp(sprintf (’Median
disp(sprintf (’Kvantil 5%%
disp(sprintf (’Percentil 5%
disp(sprintf (’Pravdépodobnost (X<200)
figure(1);
histfit(A,Bins,’lognormal’);
% Méni barvu histogramu - Cervené sloupce s bilym okrajem
set (findobj(gca, ’Type’, ’patch’),’FaceColor’,’r’,...
’EdgeColor’,’w’,’FaceColor’,’b’)
title(’Lognormalni parametrické rozdéleni pravdépodobnosti’);
xlabel (’Ndhodnad proménnad x’);
ylabel (’Cetnost’);

%12.3f’ ,skewness(A)));
%12.3f’ ,kurtosis(A)));
%12.3f’ ;median(A)));

%12.3f’ ,quantile(A,0.05)));
%12.3f° ,prctile(A,5)));
%11.2£%% ,sum(A<200) /N*100)) ;

Textovy vystup tlohy pak miize vypadat nasledovné:

>k >k >k 3k 3k 5k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k %k >k >k 3k 3k >k 5k 5k 5k >k >k >k >k %k 3k 3k >k 5k >k >k >k %k %k >k >k %k

* Generovani (pseudo)ndhodné veliliny *
* s parametrickym rozdélenim pravdépodobnosti *
* Lognormalni *

>k >k >k >k 3k 5k 3k 5k ok 5k >k >k >k >k >k 3k 5k 5k ok 5k 5k >k >k 5k 5k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k %k %k 5k >k 3k >k 5k 5k >k >k >k >k %k >k %k %k >k 5k >k >k >k %k %k >k >k k

Vstupni tdaje:

PocCet simulaci N = 1.0e+006
St¥edni hodnota = 200.000
Smérodatna odchylka 15.000
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Parametry vygenerované ndhodné veliliny:

Minimadlni hodnota = 140.916
Maximadlni hodnota = 285.838
Rozpéti = 144 .922
Stredni hodnota = 199.987
Smérodatnd odchylka = 14.993
Rozptyl = 224 . 777
Variaéni koeficient = 7.50%
Sikmost = 0.226
Spicatost = 3.096
Median = 199.432
Kvantil 5% = 176.323
Percentil 59 = 176.323

Pravd&podobnost (X<200) 51.50%

Grafické zobrazeni logaritmicko-normalniho parametrického rozdéleni pravdépo-
dobnosti z prikladu 6.6 je uvedeno na obrazku 6.2.

T Lognormalni parametrické rozdéleni pravdépodobnosti

? T T T T T T T T

Cetnost

D ] 1 1
120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
Mahodna proménna x

Obr. 6.2 Logaritmicko-normalni parametrické rozdéleni pravdépodobnosti z pri-
kladu 6.6.
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Piiklad 6.7. Podobné jako v pifkladu 6.5 a 6.6 vygenerujte N = 1-10°% hodnot né-
hodné proménné A s neparametrickym rozdélenim pravdépodobnosti, definovanym
v souboru T235FY01.DIS z databaze programu ProbCalc [4].

Reseni. Pozadovany vypocet lze provést s vyuzitim nasledujiciho skriptu:

clc; clear;

N=1e6; % Poet simulaci

filename=’T235FY01.DIS’;

[his,prob,d_val,typel=crea_his(filename);
A=crea_sa2(his,rand(1,N),d_val,type);

disp(sprintf(’\n’))

disp (7 sskskorkskoksordokoskokom ok ok ok otk ookl ok ok ok ok skokkok ok skl ok skt ok )

disp(’* Generovani (pseudo)ndhodné veliliny x7)
disp(’* s neparametrickym rozdélenim pravdépodobnosti x7)
disp (7 sckskkoksrokokokokkookokokkokok kR ook tokokokoktokskof ok tokok ok tokok ok kokok ok ko ok ok ko ok ok ok )
disp(’ )

disp(’Vstupni tudaje:’)

disp(?——=———————— )
disp(sprintf (’PoCet simulaci N = %12.1e’ ,N));

disp(sprintf (’Nazev souboru *.dis = %12s’ ,filename));

disp(’ )

disp(’Parametry vygenerované ndhodné veliliny:’)

disp(?——————————— = )

%12.3f7 ,min(A)));
%12.3f’ ,max(A)));
%12.3f’ ,range(A)));
%12.3f? ;mean(A)));
%12.3f7 ,std(A)));
%12.3f7 ,var(A)));
P11 2F%%°, . ..

disp(sprintf (’Minimdlni hodnota
disp(sprintf (’Maximdlni hodnota
disp(sprintf (’Rozpéti
disp(sprintf (’St¥edni hodnota
disp(sprintf (’Smérodatnd odchylka
disp(sprintf (’Rozptyl
disp(sprintf(’Variacni koeficient
std(A) /mean(A)*100)) ;
disp(sprintf (’Sikmost

%12.3f’ ,skewness(A)));
disp(sprintf (’Spi&atost %12.3f° ,kurtosis(A)));
disp(sprintf (’Median %12.3f° ;median(A)));
disp(sprintf (’Kvantil 5% = %12.3f’ ,quantile(A,0.05)));
disp(sprintf (’Percentil 5%% = %12.3f’ ,prctile(A,5)));
disp(sprintf (’Pravdépodobnost (X<235) = %11.2f%%’,sum(A<235) /N*100)) ;
Bins=length(d_val);

figure(1);

hist(A,Bins);

% Méni barvu histogramu - Cervené sloupce s bilym okrajem

set (findobj(gca, ’Type’, ’patch’),’FaceColor’,’r’,. ..
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’EdgeColor’,’w’,’FaceColor’,’b’)
title(’Neparametrické rozdéleni pravdépodobnosti’);
xlabel(’Nahodnd proménna x’);
ylabel (’Cetnost’);
clear i;

Ve skriptu je obsazena funkce pro nacteni parametri histogramu crea_his, ktera
je naprogramovana v souboru crea_his.m s nasledujicim obsahem:

function [D_DISTR, PROB_F, D_VALUE, TYPE] =crea_his(FILENAME)

%» [D_DISTR, PROB_F, D_VALUE, TYPE] =crea_his(FILENAME)

b

% Create the discrete or continuous histogram and prob.function,

% i.e. the pairs pi(x),xi, i=1:Bins

% length(D_VALUE)

% ... the number of discrete values of the random variable FILENAME
% sum(PROB_F)==

b

% INPUT

b
%» FILENAME - Histogram name
T

% OUTPUT

b
% D_DISTR - Distribution Function

%» PROB_F - Probability Density of Histogram

%» D_VALUE - Value of Particular Histogram Bin

%» TYPE - Histogram TYPE: O - Discrete, 1 - Piece-wise uniform

% Author: Pavel PRAKS, pavel.praks@vsb.cz

%» Edited by: Petr KONECNY, petr.konecny@vsb.cz

% VSB - Technical University Ostrava, www.vsb.cz, Czech Republic
% 04-11-2011

[Min, Max, Bins, Total, freq, TYPE]=read_his(FILENAME);

%CLEARING VARIABLES
PROB_F=[];
D DISTR=[];
D_VALUE=[];

if TYPE ==
%CONTINUQUS HISTOGRAM
d_step = (Max-Min)/(Bins);
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for i=1:Bins
D _VALUE(i)= Min + (i-0.5)*d_step;

end;

else

%DISCRETE HISTOGRAM

TYPE = 0; % if ther is no result from read _his
d_step = (Max-Min)/(Bins-1);

for i=1:Bins

D VALUE(i)= Min + (i-1)*d_step;

end;

end; % if TYPE

%D_VALUE involves discrete values between Min and Max
%for each freq create the histogram

for i = 1:length(freq)

HOW_MANY TIMES=freq(i);
D_DISTR=[D DISTR, D_VALUE(i) * ones(1, HOW_MANY TIMES)];

end;
PROB_F=freq/Total;

Ve skriptu crea_his.m je obsazen prikaz read_his naprogramovany ve skriptu

souboru read_his.m s nasledujicim obsahem:

function [Min, Max, Bins, Total, freq, Typel=read_his(FILENAME)

h
h
h
b
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

h
h
h
h

Read a histogram from file
function [Min, Max, Bins, Total, freq, Typel=read_his(FILENAME)

INPUT

FILENAME - Histogram name

OUTPUT

Min - Histogram minimal value

Max - Histogram maximal value

Bins - Number of histogram bins

Total - Total number of samples

freq - Frequencies of particular bin

Type - Histogram type: O - Discrete, 1 - Piece-wise uniform

Author: Pavel PRAKS, pavel.praks@vsb.cz

Edited by: Petr KONECNY, petr.konecny@vsb.cz

VSB - Technical University Ostrava, www.vsb.cz, Czech Republic
04-11-2011
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PERMISSION="r’;
fid = fopen(FILENAME,PERMISSION) ;

Type = 0; %

while 1
line = fgets(fid);
co=findstr (’Type=Continuous’,line);
if length(co)~0;
Type=1;
else
co=findstr(’ontinuous’,line);
if length(co)~0;
Type=1;
end,
end;
co=findstr(’Min’,line);
if length(co)~0; eval(strcat(line,’;’)); end;
co=findstr(’Max’,line);
if length(co)~0; eval(strcat(line,’;’)); end;
co=findstr(’Bins’,line);
if length(co)~0; eval(strcat(line,’;’)); end;
co=findstr(’Total’,line);
if length(co)~0; eval(strcat(line,’;’)); end;
if findstr(’ [Bins]’,line); break; end;
end;
freq=[1;
while ~feof (fid)
line = setstr(fgets(fid));
freq=[freq, sscanf(line,’%d’)];
end;
for i = 2 : Bins
freq(i);
end
fclose(fid);

Skript fesené ulohy obsahuje rovnéz prikaz crea_sa2, ktery je naprogramovan
v nasledujicim souboru crea_sa2.m:

function D_RAND=crea_sa2(D_DISTR,RND,D_ VALUE,TYPE)
% Create random realization of D_DISTR

b

% INPUT

b
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% D_DISTR - Distribution Function
% BRND - input random number in interval <0;1>
% TYPE - Histogram TYPE: O - Discrete, 1 - Piece-wise uniform

% OUTPUT
h
% D_RAND - random realisation from D_DISTR using RND

% Author: Pavel PRAKS, pavel.praks@vsb.cz

% Edited by: Petr KONECNY, petr.konecny@vsb.cz

% VSB - Technical University Ostrava, www.vsb.cz, Czech Republic
% 04-11-2005

D_RAND=[];
LEN_DISTR=length(D_DISTR);
D_STEP = D_VALUE(2) - D_VALUE(1);

%CONTINUQUS HISTOGRAM

if TYPE ==

ORDER = 1+ RND *LEN DISTR; % Order in Distribution Function
ORDER_F = fix(ORDER); % Rounded order

% Reminder after rounding utilisied

% in generation of Piece-Wise histogram (PSEUDOGENERTOR) ;
ORDER_R = ORDER - ORDER_F;

D_RAND = D_DISTR(ORDER_F) +(ORDER_R - 0.5) * D_STEP;

%DISCRETE HISTOGRAM

else
D_RAND=D DISTR(fix( 1+ RND *LEN DISTR ) );
end % if TYPE

Textovy vystup resené tlohy pak miuze nabyvat nasledujici podobu:

sk sk sk ok ok ok ok o ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok o ok sk sk sk sk sk sk sk sk o ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ko
* Generovani (pseudo)ndhodné veliciny *
* s neparametrickjm rozdélenim pravdépodobnosti *
skesksk sk ok ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok o ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ke ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok okok sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok

Vstupni udaje:
1.0e+006
T235FY01.DIS

Pocet simulaci N
Nazev souboru *.dis
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Parametry vygenerované ndhodné veliciny:

Minimalni hodnota = 205.000
Maximalni hodnota = 421.000
Rozpéti = 216.000
Stredni hodnota = 285.883
Smérodatnd odchylka = 23.540
Rozptyl = 554 .147
Variacni koeficient = 8.23%
Sikmost = 0.577
Spicatost = 4.685
Median = 284.000
Kvantil 5% = 249.000
Percentil 5% = 249.000
Pravdépodobnost (X<235) = 0.90%

Grafické zobrazeni neparametrického rozdéleni pravdépodobnosti z prikladu 6.7
je uvedeno na obrazku 6.3.

T Meparametrické rozdéleni pravdépodobnosti
25 T T T T
2 - -
151 .
&
(]
[
o
L
1 - -
ast -
D L1 ||I|||“||H‘ ‘ Hhhhl”l.lh I”l Ll 1 1
200 280 300 350 400 450

Mahodna proménna x

Obr. 6.3 Neparametrické rozdéleni pravdépodobnosti z prikladu 6.7.
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6.2 Pravdépodobnostni posouzeni nosného prvku

V procesu navrhu konstrukce se provadi rada vypocetnich operaci, souvisejicich s po-
sudkem spolehlivosti jednotlivych konstrukénich ¢asti nebo konstrukce jako celku.
Musi byt splnéna riizna kritéria spolehlivosti, definovana prislusnymi normovymi
predpisy.

6.2.1 Uc¢inek zatizeni

Zatizeni je jednou z nejvyznamnéjsich veli¢in, ktera vstupuje do procesu posudku
spolehlivosti konstrukei. PTi stanoveni uc¢inkt zatizeni v pravdépodobnostnich vypo-
¢tech je nutno brat v ivahu zdroj zatizeni, zptisob plisobeni na konstrukcei, intenzitu,
smér, dobu trvani, ale i vliv prostfedi - napt. zménu teploty ¢i vlhkosti.

Uéinek zatizen{ E je nutno povazovat za ndhodnou veli¢inu zejména vzhledem
k nahodné proménlivosti zatiZeni v case a prostoru. Veli¢ina, vyjadrujici uc¢inek
zatizeni, se vaze na mezni stav, podle néhoz se dany pravdépodobnostni posudek
provadi. V pripadé mezniho stavu tnosnosti tak muze uc¢inek zatizeni predstavovat
skutecnou velikost dané vnitini sily, piip. napéti. U mezniho stavu pouzitelnosti je
ucinek zatizeni zpravidla dan skutecnym pretvorenim konstrukce.

6.2.2 Odolnost konstrukce

Odolnost konstrukce R je schopnost konstrukce odolavat v danych podminkach ucin-
kiim zatizeni. Je zavisla zejména na vypocetnim modelu, materidlovych vlastnostech
konstrukce (pevnostni a tuhostni charakteristiky pouzitych materidli) a jejich ge-
ometrickych charakteristikach (tvar, rozmér nosnych prvku, prifezové charakteris-
tiky, vyrobni a montézni neptfesnosti).

Velic¢ina, vyjadiujici odolnost konstrukce, se vaze na mezni stav, podle néhoz se
dany pravdépodobnostni posudek spolehlivosti provadi. V pripadé mezniho stavu
unosnosti tak mize odolnost konstrukce predstavovat tinosnost v daném namahéni,
kterou lze urcit na trovni vnitini sily nebo daného napéti. U mezniho stavu pouzitel-
nosti je odolnost konstrukce dana meznim pretvorenim konstrukce, prip. pripustnou
frekvenci kmitani.

S meznim stavem, v ramci néhoz se pravdépodobnostni vypocet provadi, souvisi
i samotna tvorba vypocetniho modelu. Svou roli pritom hraje pouzitd metodika vy-
poctu (teorie 1. ¢ 2. fddu) nebo matematicky popis chovani materidlu konstrukce
(pruzné chovani materialu, kdy je limitnim stavem dosazeni napéti na mezi kluzu,
nebo vyuziti plastickych vlastnosti, kdy je limitni plastickd inosnost, pfipustna ve-
likost trvalé deformace, ptipadné taznost materialu).

Na vypocetni model mize mit rozhodujici vliv i skutecnost, zda je predmétem
pravdépodobnostniho vypoctu posudek spolehlivosti pouze ¢asti nosné konstrukce
(prvek, prifez) nebo cely nosny systém.
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6.2.3 Funkce spolehlivosti

Konstrukce musi byt navrzena tak, aby odolnost konstrukce R byla vétsi nez je uci-
nek zatizeni E. S prihlédnutim ke vSem nahodilostem v zatizeni, vyrobnim a mon-
taznim nepresnostem a prostiedi, v némz konstrukce plni svou funkei, odolnost kon-
strukce R i ucinek zatizeni E je nutno povazovat za veli¢iny ndhodné. Je nezbytné,
aby obé veliciny vykazovaly stejny fyzikalni rozmeér.
Pravdépodobnostni posudek spolehlivosti je zalozen na podmince spolehlivosti,
kterou lze vyjadrit ve tvaru:
R—-S>0, (6.8)

kde R je odolnost konstrukce a E tcinek zatizeni. Leva strana nerovnice (6.8) se
nazyva funkce spolehlivosti RF' (reliability function), ale byva také oznacovana jako
funkce poruchy G ¢&i rezerva spolehlivosti Z.

Podminku spolehlivosti (6.8) lze rovnéz vyjadiit vztahy:

R
—->1 .

nebo

R
~Z_1>0. 1
g~ 1>0 (6.10)

Nesplnéni kterékoliv podminky spolehlivosti (6.8), (6.9) nebo (6.10) predstavuje
z hlediska spolehlivosti nepfiznivy, tzn. poruchovy stav, kdy tucinek zatizeni E pre-
vysuje velikost odolnosti konstrukce R.

6.2.4 Pravdépodobnost poruchy

Pravdépodobnost poruchy p; je mozno urcit ze vztahu:
pr=P(ZZ0)=P(R-5S20). (6.11)

Jeji velikost je ovlivnéna ¢asti histogramu rezervy spolehlivosti Z, pro kterou
plati Z < 0. Pravdépodobnost bezporuchového stavu ps je pak rovna 1 — py.

6.2.5 Pravdépodobnostni posudek v Matlabu

Priklad 6.8. S vyuzitim funkci programového systému MATLAB provedte posudek
spolehlivosti ohybaného nosniku z ocelového profilu IPE120, ktery je zatizen po celé
své délce spojitym zatiZenim stalym s extrémni hodnotou 1,6 kN/m a dlouhodobym
proménnym s extrémn{ hodnotou 1,2 kN/m. Vygenerujte N = 1-10° hodnot funkce
spolehlivosti RF = R— E, kde R je odolnost konstrukce (iinosnost za ohybu) a E je
ucinek zatizeni (nejvétsi ohybovy moment). Sestrojte histogram funkce spolehlivosti
RF a urcete pravdépodobnost poruchy py.
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Reseni. Pozadovany vypocet lze provést s vyuzitim nésledujiciho skriptu vytvoie-
ného v prostredi programového systému MATLAB:

% Posudek spolehlivosti prostého nosniku zatiZeného spojité

clc; clear;

% Zadani vstupnich ddaji

N=1e6; % Polet simulaci

L=6; % Délka nosniku

Wy=0.5296e-4; % Prufezovy modul IPE120

filename_ fy=’T235FY01.DIS’;

filename DL=’DEAD1.DIS’;

filename LL=’LONG2.DIS’;

% Nalteni histogrami

[his_fy,prob_fy,d val fy,type_fyl=crea_his(filename_fy);

[his DL,prob_DL,d_val DL,type DL]=crea_his(filename DL);

[his_LL,prob_LL,d_val_LL,type_LL]=crea_his(filename_LL);

% Generovani (pseudo)ndhodnjch velilin

Fy=crea_sa2(his_fy,rand(1,N),d val_fy,type_£fy);

DL=crea_sa2(his_DL,rand(1,N),d val DL,type_DL);

LL=crea_sa2(his_LL,rand(1,N),d val LL,type_LL);

% VypoCet ucinku zatiZeni - Mmax

E=1/8%(1.6%DL+1.2%LL)*L"2;

% VjpoCet odolnosti konstrukce - tUnosnosti za ohybu

R=Fy*Wy*x1000;

% VjpoCet funkce spolehlivosti

RF=R-E;

% Vykresleni vysledkl

[n1,ctr1]=hist(E,100);

[n2,ctr2]=hist(R,100);

[n3, ctr3]=hist (RF,100) ;

figure(1);

hold on;

subplot(2,2,2);

plot(E,R,’.’, ’MarkerSize’,1);

hold on;

plot([min(min(E) ,min(R)) max(max(E),max(R))],...
[min(min(E) ,min(R)) max(max(E),max(R))],’r-’);

axis([min(E)*0.9 max(E)*1.1 min(R)*0.9 max(R)*1.1]);

title(’Pravdépodobnostni posudek spolehlivosti nosniku’);

xlabel (’U&inek zatiZeni E’);

ylabel(’0dolnost konstrukce R’);

subplot(2,2,4);

bar(ctrl,-n1,1);
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axis([0.9*min(ctrl) 1.1*max(ctrl) -max(ni)*1.1 0]);

axis(Poff’);

subplot(2,2,1);

barh(ctr2,-n2,1);

axis([-max(n2)*1.1 0 0.9*min(ctr2) 1.1xmax(ctr2)]);

axis(’off’);

subplot(2,2,3);

bar(ctr3,n3,1);

axis([min(ctr3) max(ctr3) min(n3) max(n3)]);

title(’Histogram funkce spolehlivosti’)

xlabel (’RF=R-E’)

ylabel(’Cetnost’)

colormap([.8 .8 1]1);

hold off;

% Vypis visledki

disp(sprintf(’\n’))

A s (7 skokskokok koo skt ok ko skok ok ks sk kot ok s sk sk ok ks sk sk ok sk sk k ok ok skok 7 )
disp(’* Pravdépodobnostni posudek spolehlivosti *7)
disp (7 kskokskokskokokokokskokokkoksokskok ko skok sk skok sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk sk ok ok sk ko sk sk ok o 7 )
disp(’ ?)

disp(’Vstupni tdaje:’)

disp(?———==———————— - )
disp(sprintf (’Polet simulaci N = %12.1e’ ,N));

disp(’ )

disp(’Parametry funkce spolehlivosti RF:’)
disp(?———————————————— ”)
disp(sprintf (’Minimd1lni hodnota = %12.3f’ ,min(RF)));
disp(sprintf (’Maximdlni hodnota = %12.3f’ ,max(RF)));
disp(sprintf (’Rozpéti = %12.3f’ ,range(RF))) ;
disp(sprintf (’St¥edni hodnota = %12.3f’ ,mean(RF)));
disp(sprintf (’Smérodatnd odchylka = %12.3f’,std(RF)));

disp(sprintf (’Rozptyl = %12.3f’ ,var(RF)));
disp(sprintf(’Variaéni koeficient HLL.2E%% , . ..
std (RF) /mean (RF) *100) ) ;
disp(sprintf (’Sikmost %12.3f’ ,skewness(RF)));
disp(sprintf (’Spicatost = %12.3f’ ,kurtosis(RF)));
disp(sprintf (’Median = %12.3f’ ,median(RF)));
disp(sprintf (’Kvantil 5%% %12.3f7, ...
quantile(RF,0.05)));
disp(sprintf (’Percentil 5%% %12.3f° ,prctile(RF,5)));
Pf=sum(RF<0)/N; % Pravdépodobnost poruchy
disp(sprintf (’Pravdépodobnost poruchy = %12.4e’,Pf));
Beta=mean(RF)/std(RF); % Index spolehlivosti
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disp(sprintf (’Index spolehlivosti Beta = %12.4f’,Beta));

disp(’ )

disp (7 sokskorokskokskokokoskokokok ook ok skt sk skok sk skok sk sk ok sk sk ok sk skok sk sk ok ok ko ok )
if Pf<=8.4e-6

disp(sprintf (’* Pf = %12.4e <= Pd = %12.4e 2L
Pf,8.4e-6));

disp(sprintf (’* Beta = %12.4f >= Betad = %12.4f x) L.
Beta,4.3));

disp(’* Konstrukce vyhovi podle CSN EN 1990 *7);

disp(’*  pro t¥idu spolehlivosti RC3/CC3 s velkymi nasledky *7);

elseif Pf<=7.2e-5

disp(sprintf (’* Pf = 7%12.4e <= Pd = %12.4e x) L
Pf,7.2e-5));

disp(sprintf (’* Beta = %12.4f >= Betad = %12.4f 2L
Beta,3.8));

disp(’* Konstrukce vyhovi podle CSN EN 1990 *7);

disp(’* pro t¥idu spolehlivosti RC2/CC2 se stfednimi ndsledky *’);

elseif Pf<=4.8e-4

disp(sprintf (’* Pf = %12.4e <= Pd = %12.4e x2 L
Pf,4.8e-4));

disp(sprintf (’* Beta = %12.4f >= Betad = %12.4f x2 L
Beta,3.3));

disp(’* Konstrukce vyhovi podle CSN EN 1990 *7);

disp(’* pro t¥idu spolehlivosti RC1/CCl s malymi néasledky *7);

else

disp(sprintf (’* Pf = %12.4e > Pd = %12.4e XL
Pf,4.8e-4));

disp(sprintf (’* Beta = %12.4f < Betad = %12.4f L
Beta,3.3));

disp(’* Konstrukce nevyhovi podle CSN EN 1990 *7) ;

end

disp(’***********************************************************’)

Textovy vystup tlohy pak miize vypadat nasledovné:

>k >k >k 3k 3k 5k 3k 5k 5k 3k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 3k 5k 5k >k %k >k >k %k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k %k %k %k %k 3k >k 5k >k >k >k %k >k >k >k k

* Pravdépodobnostni posudek spolehlivosti *
>k 3k 5k >k 3k 5k >k 5k 5k >k >k 5k 5k >k >k 5k >k 3k 5k >k 3k 5k >k 3k 5k >k >k >k 5k >k >k 5k >k >k >k >k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k %k %k >k %k %k >k %k %

Vstupni udaje:

Pocet simulaci N = 1.0e+006
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Parametry funkce spolehlivosti RF:

Minimadlni hodnota = -0.983
Maximalni hodnota = 16.118
Rozpéti = 17.100
Stredni hodnota = 6.180
Smérodatnd odchylka = 1.820
Rozptyl = 3.313
Variacni koeficient = 29.45Y,
Sikmost = 0.305
Spicatost = 3.149
Median = 6.065
Kvantil 5% = 3.384
Percentil 5% = 3.384
Pravdépodobnost poruchy = 5.3000e-005

3.3950

Index spolehlivosti Beta

>k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k >k %k %k >k 5k %k >k 5k 5k 5k 5k >k %k >k >k 5k %k >k 5k ok >k >k >k %k %k >k >k %k >k

* Pf = ©5.3000e-005 <= Pd = 7.2000e-005 *
* Beta = 3.3950 >= Betad = 3.8000 *
* Konstrukce vyhovi podle CSN EN 1990 *

* pro tfidu spolehlivosti RC2/CC2 se stfednimi nasledky *
skt skok ok ok ok ok ok ok ok sk sksksk sk sk ok s ok ok sk sksk sk sk sk sk sk ok ofok ok sksksk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok

Grafické zobrazeni pravdépodobnostniho posouzeni nosniku z prikladu 6.8 je uve-
deno na obrazku 6.4, ktery obsahuje histogramy odolnosti konstrukce R, u¢inku za-
tizeni E a funkce spolehlivosti SF' véetné prostorové interpretace s hranici poruchy.

A
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Obr. 6.4 Grafické zobrazeni pravdépodobnostniho posouzeni nosniku z prikladu 6.8.
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