
Téma 12:
Stabilita štíhlých tlačených prutů,

vzpěrný tlak
• Eulerovo řešení stability štíhlého tlačeného prutu, kritické břemeno a kritické napětí.
• Ztráta stability štíhlých tlačených prutů v pružno-plastickém oboru
• Posouzení ocelových konstrukcí na vzpěr
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Stabilita - schopnost zachovat nebo 
obnovit původní rovnovážný stav 
soustavy bez samovolného narůstání 
deformací.

Stabilita
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a) Stabilní stav - prut se 
navrátí do své původní 
polohy

b) Indiferentní (mezilehlý 
případ – čistě
teoretický) stav - prut 
zůstane vychýlen, ale 
deformace již nerostou

c) Nestabilní stav -
samovolný nárůst 
deformací
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Odolnost proti 
tomuto vybočení –
vzpěrná pevnost, 
namáhání vzpěrným 
tlakem.

• Jedná se materiálovými vlastnostmi
• geometrickými charakteristikami
• zatížením
• počáteční napjatostí
o velmi složitý jev, který je ovlivněn:

Nejjednodušší model – ideálně pružný, přímý prut, centricky zatížený tlakovou 
silou. Ztráta stability nastane při dosažení kritické hodnoty tlakové síly.

Štíhlé nosné prvky namáhané tlakem – mohou vybočit ze svého původně 
přímého tvaru. Při zvýšování zatížení se prut stává nestabilním, dochází u něj k 
deformaci v příčném směru a následkem je jeho zborcení. Tento jev se nazývá 
vzpěr.

Vzpěrná pevnost, vzpěrný tlak
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Předpoklady řešení
• ideálně pružný materiál
• prut je přímý
• tlaková síla působí v ose prutu
• deformace jsou řádově menší než délka prutu (teorie malých deformací)
• statické účinky se vyšetřují na zdeformovaném prutu 

(teorie II. řádu)

Leonhard Euler
(1707 - 1783)

Základní Eulerovy případy prutů 
namáhaných vzpěrným tlakem:
1. prostě uložený prut
2. jednostranně vetknutý prut
3. prut s vetknutým a prostě 

uloženým koncem
4. oboustranně vetknutý prut

Eulerovo řešení stability štíhlého tlačeného prutu
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𝑀𝑀 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼 � 𝑤𝑤″ → 𝑤𝑤″ = −
𝑀𝑀
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

𝑀𝑀 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 →

Diferenciální rovnice II. řádu

𝑤𝑤″ = −
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

� 𝑤𝑤 𝛼𝛼2 =
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼Substituce

𝑤𝑤″ = −𝛼𝛼2 � 𝑤𝑤 → 𝑤𝑤″ + 𝛼𝛼2 � 𝑤𝑤 = 0

Obecné řešení:

𝑤𝑤 = 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

Důkaz: 𝑤𝑤′ = 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

𝑤𝑤″ = −𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

𝑤𝑤″ + 𝛼𝛼2 � 𝑤𝑤 = 0

−𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 = 0

𝑤𝑤″ + 𝛼𝛼2 � 𝑤𝑤 = 0 →

1. Prut oboustranně kloubově uložený 
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Okrajové podmínky:

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 = 0

𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 0 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 0 = 0 →

0 1

𝑐𝑐2 = 0

𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0

0

Řešení: a) 𝑐𝑐1 = 0
… nulová příčná deformace –

stabilní případ

b) sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0

Stabilitní podmínka:

… stabilitní řešení

Obecné řešení: 𝑤𝑤 = 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0

1. Prut oboustranně kloubově uložený 
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Řešení:
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Graf funkce sin(𝑎𝑎 · 𝑙𝑙)

𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 𝑘𝑘 � 𝜋𝜋

Platné pro 𝑘𝑘 = 1, 2, 3, …

𝛼𝛼 =
𝑘𝑘 � 𝜋𝜋
𝑙𝑙

Stabilitní podmínka:

sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0

1. Prut oboustranně kloubově uložený 
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List1

		a		sin a

		0		0.000000

		10		0.173648

		20		0.342020

		30		0.500000

		40		0.642788

		50		0.766044

		60		0.866025

		70		0.939693

		80		0.984808

		90		1.000000

		100		0.984808

		110		0.939693

		120		0.866025

		130		0.766044

		140		0.642788

		150		0.500000

		160		0.342020

		170		0.173648

		180		0.000000

		190		-0.173648

		200		-0.342020

		210		-0.500000

		220		-0.642788

		230		-0.766044

		240		-0.866025

		250		-0.939693

		260		-0.984808

		270		-1.000000

		280		-0.984808

		290		-0.939693

		300		-0.866025

		310		-0.766044

		320		-0.642788

		330		-0.500000

		340		-0.342020

		350		-0.173648

		360		-0.000000

		370		0.173648

		380		0.342020

		390		0.500000

		400		0.642788

		410		0.766044

		420		0.866025

		430		0.939693

		440		0.984808

		450		1.000000

		460		0.984808

		470		0.939693

		480		0.866025

		490		0.766044

		500		0.642788

		510		0.500000

		520		0.342020

		530		0.173648

		540		0.000000

		550		-0.173648

		560		-0.342020

		570		-0.500000

		580		-0.642788

		590		-0.766044

		600		-0.866025

		610		-0.939693

		620		-0.984808

		630		-1.000000

		640		-0.984808

		650		-0.939693

		660		-0.866025

		670		-0.766044

		680		-0.642788

		690		-0.500000

		700		-0.342020

		710		-0.173648

		720		-0.000000

		730		0.173648

		740		0.342020

		750		0.500000

		760		0.642788

		770		0.766044

		780		0.866025

		790		0.939693

		800		0.984808

		810		1.000000

		820		0.984808

		830		0.939693

		840		0.866025

		850		0.766044

		860		0.642788

		870		0.500000

		880		0.342020

		890		0.173648
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		920		-0.342020
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		960		-0.866025
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		980		-0.984808

		990		-1.000000

		1000		-0.984808

		1010		-0.939693

		1020		-0.866025

		1030		-0.766044
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		1080		-0.000000
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Praktický význam 
má řešení pouze 
pro 𝑘𝑘 = 1 →

𝛼𝛼 =
𝜋𝜋
𝑙𝑙
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𝑘𝑘 = 1 𝑘𝑘 = 2 𝑘𝑘 = 3

Půlvlna sinusoidy

atd. …

1. Prut oboustranně kloubově uložený 
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𝛼𝛼2 =
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

=
𝜋𝜋2

𝑙𝑙2

Po úpravě: 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝑙𝑙2

Eulerova 
kritická síla

Poznámky k řešení:
• Integrační konstanta 𝐶𝐶1 je neurčena, řešení odpovídá indiferentnímu 

stavu
• Prut vybočí ve směru menší tuhosti - 𝐼𝐼min

Při dosažení této hodnoty tlakové kritické síly nastane 
u oboustranně kloubově uloženého prutu ztráta stability.

Substituce:

Výsledek řešení stabilitní podmínky: 𝛼𝛼 =
𝜋𝜋
𝑙𝑙

1. Prut oboustranně kloubově uložený 
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−𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝛿𝛿 = 𝛼𝛼2 � 𝛿𝛿

𝑤𝑤 = 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝛿𝛿

3 neznámé

2. Jednostranně vetknutý prut
𝑀𝑀 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼 � 𝑤𝑤″ → 𝑤𝑤″ = −

𝑀𝑀
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

Diferenciální rovnice II. řádu

𝑀𝑀 𝑥𝑥 = −𝐹𝐹 � 𝛿𝛿 − 𝑤𝑤 𝑥𝑥 → 𝑤𝑤″ =
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

� 𝛿𝛿 − 𝑤𝑤 𝛼𝛼2 =
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

Substituce

𝑤𝑤″ = 𝛼𝛼2 � 𝛿𝛿 − 𝑤𝑤 → 𝑤𝑤″ + 𝛼𝛼2 � 𝑤𝑤 = 𝛼𝛼2 � 𝛿𝛿

Obecné řešení:

𝑤𝑤″ + 𝛼𝛼2 � 𝑤𝑤 = 𝛼𝛼2 � 𝛿𝛿 →

Důkaz: 𝑤𝑤′ = 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

𝑤𝑤″ = −𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

𝑤𝑤″ + 𝛼𝛼2 � 𝑤𝑤 = 𝛼𝛼2 � 𝛿𝛿
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Okrajové podmínky:

Obecné řešení: 𝑤𝑤 = 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝛿𝛿

𝑤𝑤′ = 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

Stabilitní podmínka: cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 = 𝛿𝛿

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0
′ = 0

𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 0 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 0 + 𝛿𝛿 = 0 → 𝑐𝑐2 = −𝛿𝛿

𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 0 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 0 = 0 → 𝑐𝑐1 = 0

𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 + 𝛿𝛿 = 𝛿𝛿 →

𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0

2. Jednostranně vetknutý prut
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Řešení: 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 =
𝜋𝜋
2

+ 𝑘𝑘 � 𝜋𝜋 pro 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3,⋯

Praktický význam 
pouze pro nejnižší 
kořen:

𝛼𝛼 =
𝜋𝜋

2 � 𝑙𝑙

𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 =
𝜋𝜋
2
→

-1.250
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-0.500

-0.250

0.000

0.250

0.500

0.750

1.000

1.250 𝜋𝜋
2

cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0

Stabilitní podmínka: cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0

2. Jednostranně vetknutý prut
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List1

		a		sin a		cos a

		0		0.000000		1.000000

		10		0.173648		0.984808

		20		0.342020		0.939693

		30		0.500000		0.866025

		40		0.642788		0.766044

		50		0.766044		0.642788

		60		0.866025		0.500000

		70		0.939693		0.342020

		80		0.984808		0.173648

		90		1.000000		0.000000

		100		0.984808		-0.173648

		110		0.939693		-0.342020

		120		0.866025		-0.500000

		130		0.766044		-0.642788

		140		0.642788		-0.766044

		150		0.500000		-0.866025

		160		0.342020		-0.939693

		170		0.173648		-0.984808

		180		0.000000		-1.000000

		190		-0.173648		-0.984808

		200		-0.342020		-0.939693

		210		-0.500000		-0.866025

		220		-0.642788		-0.766044

		230		-0.766044		-0.642788

		240		-0.866025		-0.500000

		250		-0.939693		-0.342020

		260		-0.984808		-0.173648

		270		-1.000000		-0.000000

		280		-0.984808		0.173648

		290		-0.939693		0.342020

		300		-0.866025		0.500000

		310		-0.766044		0.642788

		320		-0.642788		0.766044

		330		-0.500000		0.866025

		340		-0.342020		0.939693

		350		-0.173648		0.984808

		360		-0.000000		1.000000

		370		0.173648

		380		0.342020

		390		0.500000

		400		0.642788

		410		0.766044

		420		0.866025

		430		0.939693

		440		0.984808

		450		1.000000

		460		0.984808

		470		0.939693

		480		0.866025

		490		0.766044

		500		0.642788

		510		0.500000

		520		0.342020

		530		0.173648

		540		0.000000

		550		-0.173648

		560		-0.342020

		570		-0.500000

		580		-0.642788

		590		-0.766044

		600		-0.866025

		610		-0.939693

		620		-0.984808

		630		-1.000000

		640		-0.984808

		650		-0.939693

		660		-0.866025

		670		-0.766044

		680		-0.642788

		690		-0.500000

		700		-0.342020

		710		-0.173648

		720		-0.000000

		730		0.173648

		740		0.342020

		750		0.500000

		760		0.642788

		770		0.766044

		780		0.866025

		790		0.939693

		800		0.984808

		810		1.000000

		820		0.984808

		830		0.939693

		840		0.866025

		850		0.766044

		860		0.642788

		870		0.500000

		880		0.342020

		890		0.173648

		900		0.000000

		910		-0.173648

		920		-0.342020

		930		-0.500000

		940		-0.642788

		950		-0.766044

		960		-0.866025

		970		-0.939693

		980		-0.984808

		990		-1.000000

		1000		-0.984808

		1010		-0.939693

		1020		-0.866025

		1030		-0.766044

		1040		-0.642788

		1050		-0.500000

		1060		-0.342020

		1070		-0.173648

		1080		-0.000000





List1

		



sin a

sin(a.l)



List2

		



cos(a.l)



List3
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Výsledek řešení stabilitní podmínky: 𝛼𝛼 =
𝜋𝜋

2 � 𝑙𝑙
𝛼𝛼2 =

𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

=
𝜋𝜋2

4 � 𝑙𝑙2

Po úpravě: 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
4 � 𝑙𝑙2

Eulerova 
kritická síla

Substituce:

Při dosažení této hodnoty tlakové kritické síly nastane u 
jednostranně vetknutého prutu ztráta stability.

Poznámky k řešení:
• Integrační konstanta 𝐶𝐶2 je neurčena, řešení odpovídá indiferentnímu stavu
• Prut vybočí ve směru menší tuhosti - 𝐼𝐼min
• Kritická síla je vzhledem k oboustranně kloubově podepřenému prutu

čtvrtinová

2. Jednostranně vetknutý prut
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𝑀𝑀 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼 � 𝑤𝑤″ → 𝑤𝑤″ = −
𝑀𝑀
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

Diferenciální rovnice II. řádu
𝐻𝐻 … staticky neurčitá veličina

bzRH =

3. Prut s vetknutým a prostě uloženým koncem

𝑀𝑀 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 + 𝐻𝐻 � 𝑙𝑙 − 𝑥𝑥 → 𝑤𝑤″ = −
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

� 𝑤𝑤 −
𝐻𝐻
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

� 𝑙𝑙 − 𝑥𝑥

𝛼𝛼2 =
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

→Substituce 𝑤𝑤″ + 𝛼𝛼2 � 𝑤𝑤 = −𝛼𝛼2 �
𝐻𝐻
𝐹𝐹
� 𝑙𝑙 − 𝑥𝑥

𝑤𝑤 = 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 −
𝐻𝐻
𝐹𝐹
� 𝑙𝑙 − 𝑥𝑥

3 neznámé

Obecné řešení:

𝑤𝑤′ = 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 +
𝐻𝐻
𝐹𝐹

𝑤𝑤″ = −𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥
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bzRH =

Okrajové podmínky:

Obecné řešení: 𝑤𝑤 = 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 −
𝐻𝐻
𝐹𝐹
� 𝑙𝑙 − 𝑥𝑥

𝑤𝑤′ = 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 +
𝐻𝐻
𝐹𝐹

Stabilitní podmínka: tan 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0
′ = 0

𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 0 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 0 −
𝐻𝐻
𝐹𝐹
� 𝑙𝑙 − 0 = 0 → 𝑐𝑐2 =

𝐻𝐻
𝐹𝐹
� 𝑙𝑙

𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 0 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 0 +
𝐻𝐻
𝐹𝐹

= 0 → 𝑐𝑐1 = −
𝐻𝐻

𝛼𝛼 � 𝐹𝐹

𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0 →

−
𝐻𝐻

𝛼𝛼 � 𝐹𝐹
� sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 +

𝐻𝐻
𝐹𝐹
� 𝑙𝑙 � cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0 →

sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙
cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙

= 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙

3. Prut s vetknutým a prostě uloženým koncem
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Stabilitní podmínka:

tan 𝛼𝛼. 𝑙𝑙 = 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙

sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙
cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙

= 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙

𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 � cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 − sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0
kořen rovnice

𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 4,493409457

Numerické řešení:

Úprava rovnice:

3. Prut s vetknutým a prostě uloženým koncem
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Výsledek řešení stabilitní podmínky: tan 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙

𝛼𝛼2 =
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

=
4,4934⋯ 2

𝑙𝑙2

Substituce:

𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 ≅ 4,493409457
Řešení:

Po úpravě: 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 4,4934⋯ 2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝑙𝑙2

Eulerova 
kritická síla

Při dosažení této hodnoty tlakové kritické síly nastane u prutu 
s vetknutým a prostě uloženým koncem ztráta stability.

Poznámky k řešení:
• Prut vybočí ve směru menší tuhosti - 𝐼𝐼min

3. Prut s vetknutým a prostě uloženým koncem
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𝑤𝑤′ = 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

𝑤𝑤″ = −𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼2 � 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

4. Oboustranně vetknutý prut

3 neznámé

𝑀𝑀 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼 � 𝑤𝑤″ → 𝑤𝑤″ = −
𝑀𝑀
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

Diferenciální rovnice II. řádu

𝑀𝑀 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 − 𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏 → 𝑤𝑤″ = −
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

� 𝑤𝑤 +
𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝛼𝛼2 =

𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

Substituce

𝑤𝑤″ + 𝛼𝛼2 � 𝑤𝑤 = 𝛼𝛼2 �
𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐹𝐹

Obecné řešení:

𝑤𝑤 = 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 +
𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐹𝐹
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Okrajové podmínky:

Obecné řešení: 𝑤𝑤 = 𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 +
𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐹𝐹

𝑤𝑤′ = 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 𝑥𝑥

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0
′ = 0

𝑐𝑐1 � sin 𝛼𝛼 � 0 + 𝑐𝑐2 � cos 𝛼𝛼 � 0 +
𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐹𝐹
= 0 → 𝑐𝑐2 = −

𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐹𝐹

𝛼𝛼 � 𝑐𝑐1 � cos 𝛼𝛼 � 0 − 𝛼𝛼 � 𝑐𝑐2 � sin 𝛼𝛼 � 0 = 0 → 𝑐𝑐1 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙
′ = 0

0 � sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 −
𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐹𝐹
� cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 +

𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐹𝐹
= 0 →

𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐹𝐹
� 1 − cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0 →

𝛼𝛼 � 0 � cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 + 𝛼𝛼 �
𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝐹𝐹
� sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0 → sin 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 0

cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 1
Stabilitní 
podmínka:

4. Oboustranně vetknutý prut
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Výsledek řešení stabilitní podmínky:

𝛼𝛼2 =
𝐹𝐹
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

=
2 � 𝜋𝜋 2

𝑙𝑙2
Substituce:

Stabilitní podmínka: cos 𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 1
𝛼𝛼 � 𝑙𝑙 = 2 � 𝜋𝜋

Po úpravě: 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 2 � 𝜋𝜋 2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝑙𝑙2

Eulerova 
kritická síla

Při dosažení této hodnoty tlakové kritické síly nastane 
u oboustranně vetknutého prutu ztráta stability.

Poznámky k řešení:
• Prut vybočí ve směru menší tuhosti - 𝐼𝐼min
• Kritická síla je vzhledem k oboustranně kloubově podepřenému 

prutu čtyřnásobná

4. Oboustranně vetknutý prut
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𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝑙𝑙2

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 2 � 𝜋𝜋 2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝑙𝑙2𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 4,4934 2 �

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝑙𝑙2

Lze sjednotit do tvaru: 𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐 … vzpěrná délka

𝛽𝛽 … součinitel vzpěrné délky𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝛽𝛽 � 𝑙𝑙

Shrnutí Eulerova řešení stability štíhlého tlačeného prutu
1. 2.

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
4 � 𝑙𝑙2

3. 4.
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𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝛽𝛽 � 𝑙𝑙 … vzpěrná délka
je rovna délce sinusové půlvlny ohybové čáry po vybočení – vzdálenost 
inflexních bodů.

crLl =

a

b

F 1.

𝛽𝛽 = 1

𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝑙𝑙

𝑎𝑎

𝑏𝑏

F 2.

crL

𝛽𝛽 = 2

𝑙𝑙

𝑎𝑎

𝑏𝑏

F 3.

crL

𝛽𝛽 = 0,699157 ≈ 0,7

Shrnutí Eulerova řešení stability štíhlého tlačeného prutu

𝑙𝑙

𝑎𝑎

𝑏𝑏

F 4.

crL

𝛽𝛽 = 0,5
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Sloupy vstupního traktu, Tesco, Ostrava-Třebovice
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Sloupy vstupního traktu, Tesco, Ostrava-Třebovice
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Sloup nároží, Aula VŠB-TU Ostrava
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Sloup nároží, Aula VŠB-TU Ostrava
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Pavilon V, výstaviště, Brno
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Pavilon V, výstaviště, Brno
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𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐2

𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 =
𝐹𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐
𝐴𝐴

𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼
𝐴𝐴 � 𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐2

= 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸 � 𝑖𝑖2

𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐2
= 𝜋𝜋2 �

𝐸𝐸
𝜆𝜆2

Poloměr setrvačnosti:

𝑖𝑖 =
𝐼𝐼
𝐴𝐴

Štíhlost prutu:

𝜆𝜆 =
𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐
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Kritické napětí, Eulerova hyperbola
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Pro 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 > 𝑓𝑓𝑏𝑏 rozhoduje 
únosnost v prostém 
tlaku

Eulerova hyperbola v pružném oboru

λmax ≈ 290
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𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸
𝜆𝜆2

= 𝑓𝑓𝑏𝑏 → 𝜆𝜆1 = 𝜋𝜋 �
𝐸𝐸
𝑓𝑓𝑏𝑏

𝜆𝜆1 = 𝜋𝜋 �
210 000

235
≅ 93,91

𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2 �
𝐸𝐸
𝜆𝜆2

= 𝑓𝑓𝑝𝑝𝑐𝑐 → 𝜆𝜆𝑝𝑝𝑐𝑐 = 𝜋𝜋 �
𝐸𝐸
𝑓𝑓𝑝𝑝𝑐𝑐

Pro 𝑓𝑓𝑝𝑝𝑐𝑐 = 190 MPa a 𝐸𝐸 = 210 GPa:

𝜆𝜆𝑝𝑝𝑐𝑐 = 𝜋𝜋 �
210 000

190
≅ 104,44

Chování tlačeného prutu v pružnoplastickém oboru:
Reálné chování nosného prvku v tlaku

Pro 𝑓𝑓𝑏𝑏 = 235 MPa a 𝐸𝐸 = 210 GPa:
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𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐
=

𝑓𝑓𝑏𝑏

1 +
𝑓𝑓𝑏𝑏
𝑓𝑓𝑝𝑝𝑐𝑐

− 1 � 𝜆𝜆
𝜆𝜆𝑝𝑝𝑐𝑐

2

Úsečka 𝐴𝐴𝐴𝐴 ... prostý tlak
Křivka 𝐴𝐴𝐵𝐵 ... Eulerova hyberbola pro vzpěr

Křivka 𝐴𝐴𝐶𝐶 ... kritické napětí Engesser-Shanley
𝑓𝑓𝑝𝑝𝑐𝑐 ... napětí na mezi úměrnosti

𝜆𝜆𝑝𝑝𝑐𝑐 = 𝜋𝜋 �
𝐸𝐸
𝑓𝑓𝑝𝑝𝑐𝑐

vzpěrná 
pevnost

Eulerova 
hyperbola     

Reálné chování nosného prvku v tlaku
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Posouzení ocelových prutů na vzpěr
Křivky vzpěrné pevnosti závisí na tvaru průřezu, způsobu 
výroby, typu materiálu a směru vybočení.
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Posouzení ocelových prutů na vzpěr

𝑁𝑁𝐸𝐸𝐸𝐸 ≤ 𝑁𝑁𝑅𝑅𝐸𝐸 = χ � 𝐴𝐴 �
𝑓𝑓𝑏𝑏𝑦𝑦
𝛾𝛾𝑀𝑀

𝜒𝜒 ≤ 1 ... součinitel vzpěrnosti

�̅�𝜆 = 𝜆𝜆
𝜆𝜆1

... poměrná štíhlost

𝜆𝜆1 = 𝜋𝜋 �
210 000

235
≅ 93,91

Pro 𝑓𝑓𝑏𝑏 = 235 MPa a 𝐸𝐸 = 210 GPa:

𝜆𝜆1 = 𝜋𝜋 �
𝐸𝐸
𝑓𝑓𝑏𝑏
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Součinitel vzpěrnosti podle ČSN EN 1993:
Posouzení ocelových prutů na vzpěr
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