
Téma 10:
Přetvoření ohýbaných nosníků

• Základní vztahy a předpoklady řešení
• Přetvoření nosníků od nerovnoměrného oteplení
• Metody řešení založené na integraci diferenciální rovnice ohybové čáry
• Dimenzování nosného prvku namáhaného ohybem podle mezního stavu použitelnosti
• Přetvoření nosníků namáhaných ohybem s proměnným průřezem
• Staticky neurčité případy ohybu
• Vliv smyku na přetvoření ohýbaného nosníku
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Geometrické změny rozměrů a tvaru těles 
způsobené účinkem zatížení.

Deformace (přetvoření)
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Rozpětí

Průhyb

Deformace konzolového nosníku

0

0.0011047619

0.0042666667

0.0092571429

0.015847619

0.0238095238

0.0329142857

0.0429333333

0.0536380952

0.0648

0.0761904762



Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		2.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost osamělého břemene F [kN] :		25.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		-50.000000		0.000000		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.20		-45.000000		0.010857		0.001105

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.40		-40.000000		0.020571		0.004267

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				0.60		-35.000000		0.029143		0.009257

								0.80		-30.000000		0.036571		0.015848

								1.00		-25.000000		0.042857		0.023810

								1.20		-20.000000		0.048000		0.032914

								1.40		-15.000000		0.052000		0.042933

								1.60		-10.000000		0.054857		0.053638

								1.80		-5.000000		0.056571		0.064800

								2.00		-0.000000		0.057143		0.076190





Příklad 1

		



Délka nosníku

Ohybový moment

Ohybový moment



Příklad 2

		



Délka nosníku

Pootočení

Pootočení



Příklad 3

		



Délka nosníku

Průhyb

Průhyb



		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		2.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		25.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		-50.000000		0.000000		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.20		-40.500000		0.010324		0.001069

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.40		-32.000000		0.018590		0.003992

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				0.60		-24.500000		0.025029		0.008383

								0.80		-18.000000		0.029867		0.013897

								1.00		-12.500000		0.033333		0.020238

								1.20		-8.000000		0.035657		0.027154

								1.40		-4.500000		0.037067		0.034440

								1.60		-2.000000		0.037790		0.041935

								1.80		-0.500000		0.038057		0.049526

								2.00		0.000000		0.038095		0.057143





		



Délka nosníku

Ohybový moment

Ohybový moment



		



Pootočení



		



Průhyb



		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		2.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení M [kNm] :		25.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		25.000000		0.000000		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.20		25.000000		-0.005714		-0.000571

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.40		25.000000		-0.011429		-0.002286

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				0.60		25.000000		-0.017143		-0.005143

								0.80		25.000000		-0.022857		-0.009143

								1.00		25.000000		-0.028571		-0.014286

								1.20		25.000000		-0.034286		-0.020571

								1.40		25.000000		-0.040000		-0.028000

								1.60		25.000000		-0.045714		-0.036571

								1.80		25.000000		-0.051429		-0.046286

								2.00		25.000000		-0.057143		-0.057143
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Délka nosníku

Pootočení

Pootočení
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Geometrické změny rozměrů a tvaru těles 
způsobené účinkem zatížení.
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Rozpětí
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Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		8.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		0.000000		0.082286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		12.960000		0.077678		0.048433

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		23.040000		0.065170		0.091633

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		30.240000		0.046738		0.125453

								2.40		34.560000		0.024357		0.146929

								3.00		36.000000		0.000000		0.154286

								3.60		34.560000		-0.024357		0.146929

								4.20		30.240000		-0.046738		0.125453

								4.80		23.040000		-0.065170		0.091633

								5.40		12.960000		-0.077678		0.048433

								6.00		0.000000		-0.082286		0.000000
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Délka nosníku

Ohybový moment

Ohybový moment
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Délka nosníku

Pootočení

Pootočení



Příklad 3
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		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		16.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		0.000000		0.076800		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		9.504000		0.073525		0.045424

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		18.432000		0.063898		0.086957

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		26.208000		0.048510		0.120946

								2.40		32.256000		0.028350		0.144212

								3.00		36.000000		0.004800		0.154286

								3.60		36.864000		-0.020363		0.149647

								4.20		34.272000		-0.044966		0.129959

								4.80		27.648000		-0.066443		0.096310

								5.40		16.416000		-0.081830		0.051443

								6.00		0.000000		-0.087771		0.000000

								3.115978		36.409414		0.000000		0.154565





		



Délka nosníku

Ohybový moment

Ohybový moment



		



Délka nosníku

Pootočení

Pootočení



		



Délka nosníku

Průhyb

Průhyb



		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení vlevo ML [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Velikost momentového zatížení vpravo MP [kNm] :		25.00				0.00		15.000000		0.005714		0.000000

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.60		11.000000		-0.003200		0.000617

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				1.20		7.000000		-0.009371		-0.003291

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.80		3.000000		-0.012800		-0.010080

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				2.40		-1.000000		-0.013486		-0.018103

								3.00		-5.000000		-0.011429		-0.025714

								3.60		-9.000000		-0.006629		-0.031269

								4.20		-13.000000		0.000914		-0.033120

								4.80		-17.000000		0.011200		-0.029623

								5.40		-21.000000		0.024229		-0.019131

								6.00		-25.000000		0.040000		-0.000000

								0.362541		12.583057		0.000000		0.001006

								4.137459		-12.583057		0.000000		-0.033148
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Délka nosníku

Pootočení

Pootočení
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Pruty namáhané na ohyb

Princip ohybové zkoušky
(tříbodový ohyb)

Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Pruty namáhané na ohyb

Ohybová zkouška
Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Porucha způsobená nerespektováním
přetvoření betonového průvlaku,
foto: prof. Ing. Radim Čajka, CSc.

Deformace (přetvoření) betonového průvlaku

Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Nadměrné přetvoření střechy vlivem 
extrémního zatížení sněhem, hala Divišov, 

foto: prof. Ing. Radim Čajka, CSc.

Deformace 
(přetvoření)

Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Nadměrné přetvoření střechy 
vlivem extrémního zatížení 

sněhem, hala Divišov, 
foto: 

prof. Ing. Radim Čajka, CSc.

Deformace 
(přetvoření)

Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Porušení štítové stěny 
vlivem nerespektování 

přetvoření konzoly 
jeřábové dráhy, hala Baška

Deformace (přetvoření)

Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Deformace

Porušení štítové stěny vlivem nerespektování přetvoření konzoly 
jeřábové dráhy, hala Baška

Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Pruty namáhané na ohyb

Ohybová zkouška 
železobetonových trámů, 

ČVUT, Praha
Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Pruty namáhané na ohyb

Ohybová zkouška 
železobetonových trámů, 

ČVUT, Praha
Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Pruty namáhané na ohyb

Ohybová zkouška 
železobetonových trámů, 

ČVUT, Praha
Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Pruty namáhané na ohyb

Ohybová zkouška 
železobetonových trámů, 

ČVUT, Praha
Přetvoření nosných konstrukcí namáhaných ohybem
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Nutno zjišťovat z důvodů:
• Posudek podle mezního stavu použitelnosti.
• Výpočet staticky neurčitých konstrukcí.
Ohybová čára
Je-li nosník dostatečně štíhlý, určuje deformační stav křivka – ohybová čára, do 
níž přejde původně přímá osa nosníku vlivem zatížení.

𝑤𝑤 𝑥𝑥 … průhyb (kladný směr dolů)
𝑟𝑟 … poloměr křivosti
𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥 … pootočení - sklon tečny k ohybové čáře

Přetvoření nosníků namáhaných ohybem

𝑏𝑏𝑎𝑎
𝑟𝑟

𝑥𝑥

𝑙𝑙

𝑞𝑞𝑧𝑧

𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥

+𝑥𝑥

+𝑧𝑧,𝑤𝑤

𝑤𝑤 𝑥𝑥
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Teorie malých deformací: 𝑤𝑤 𝑥𝑥 ≪ 𝑙𝑙

𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥 ≈ tan𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥 =
d𝑤𝑤 𝑥𝑥

d𝑥𝑥
=𝑤𝑤 𝑥𝑥

′

Vztah pro křivost z matematiky:
1
𝑟𝑟

= −
𝑤𝑤 𝑥𝑥
″

1 + 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′2

3
2

𝑟𝑟 … poloměr křivosti v rovině 𝑥𝑥𝑧𝑧
(znaménko mínus znamená, že střed křivosti leží nad nosníkem)

Ohybová čára

-+

𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥 … pootočení [rad]

Směry:
b𝑎𝑎

𝑟𝑟

𝑥𝑥

𝑙𝑙

𝑞𝑞𝑧𝑧

𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥

+𝑥𝑥

+𝑧𝑧,𝑤𝑤

𝑤𝑤 𝑥𝑥

16
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𝑥𝑥
𝑧𝑧

d𝑥𝑥

𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐸𝐸

𝑧𝑧𝐴𝐴 𝐵𝐵
𝐶𝐶 𝐸𝐸𝐷𝐷

d𝜑𝜑

Δd𝑥𝑥d𝑥𝑥
d𝑥𝑥′

𝑟𝑟

𝑟𝑟 ... poloměr křivosti

𝜀𝜀𝑥𝑥 =
Δd𝑥𝑥
d𝑥𝑥

=
𝑧𝑧 � d𝜑𝜑
𝑟𝑟 � d𝜑𝜑

=
𝑧𝑧
𝑟𝑟

𝜎𝜎𝑥𝑥 = 𝜀𝜀𝑥𝑥 � 𝐸𝐸 =
𝑧𝑧
𝑟𝑟
� 𝐸𝐸𝜀𝜀𝑥𝑥 =

𝜎𝜎𝑥𝑥
𝐸𝐸
→

Podle Hookova zákona:

Poměrné přetvoření za ohybu

𝑀𝑀𝑦𝑦 = �
𝐴𝐴

𝜎𝜎𝑥𝑥 � 𝑧𝑧 d𝐴𝐴 → 𝑀𝑀𝑦𝑦 =
𝐸𝐸
𝑟𝑟
� 𝐼𝐼𝑦𝑦 →

Z toho plyne
1
𝑟𝑟

=
𝑀𝑀𝑦𝑦

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
17
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Ohyb ve svislé 
rovině 𝑥𝑥𝑧𝑧:

Teorie malých deformací: 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ ≪ 1 → 𝑤𝑤 𝑥𝑥

′2 ≅ 0 →
1
𝑟𝑟

= −𝑤𝑤 𝑥𝑥
″

→ 𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
″ Diferenciální 

rovnice II. řádu

d𝑉𝑉𝑧𝑧
d𝑥𝑥

= −𝑞𝑞𝑧𝑧

d𝑀𝑀𝑦𝑦

d𝑥𝑥
= 𝑉𝑉𝑧𝑧

Při 𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 = konst. → Diferenciální podmínky rovnováhy přímého prutu (Schwedlerovy vztahy) 

Vztahy mezi statickými a přetvárnými veličinami
1
𝑟𝑟

= −
𝑤𝑤 𝑥𝑥
″

1 + 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′2

3
2

1
𝑟𝑟

= −𝑤𝑤 𝑥𝑥
″ =

𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦

𝑏𝑏𝑎𝑎
𝑟𝑟

𝑥𝑥

𝑙𝑙

𝑞𝑞𝑧𝑧

𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥

+𝑥𝑥

+𝑧𝑧,𝑤𝑤

𝑤𝑤 𝑥𝑥

𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
″

𝑉𝑉𝑧𝑧 𝑥𝑥 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
‴

𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 = 𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′

𝑤𝑤 𝑥𝑥 =?
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06/12/22 Deformace od rovnoměrné změny teploty

𝜀𝜀𝑥𝑥,𝑇𝑇 = 𝜀𝜀𝑦𝑦,𝑇𝑇 = 𝜀𝜀𝑧𝑧,𝑇𝑇 = 𝛼𝛼𝑇𝑇 � Δ𝑇𝑇

𝛾𝛾𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝛾𝛾𝑦𝑦𝑧𝑧 = 𝛾𝛾𝑧𝑧𝑥𝑥 = 0

𝛼𝛼𝑡𝑡 … součinitel tepelné roztažnosti [℃−1]

Ocel 𝛼𝛼𝑡𝑡 = 12 � 10−6 ℃−1 Dřevo 𝛼𝛼𝑡𝑡 = 3 � 10−6 ℃−1

Beton 𝛼𝛼𝑡𝑡 = 10 � 10−6 ℃−1 Zdivo 𝛼𝛼𝑡𝑡 = 5 � 10−6 ℃−1

Deformace od rovnoměrné změny teploty

19



06/12/22 Přetvoření nosníků od nerovnoměrného oteplení

Nerovnoměrné oteplení
Δ𝑇𝑇 = 𝑇𝑇1 − 𝑇𝑇2

𝑇𝑇𝑠𝑠 =
𝑇𝑇1 + 𝑇𝑇2

2
x

2h

xd

A B

C E

2T

1T

T∆

sT

2
T∆

−

2
T∆

2h

d𝜑𝜑 =
𝐴𝐴𝐵𝐵
𝐴𝐴𝐴𝐴

=
d𝑥𝑥
𝑟𝑟

d𝜑𝜑 =
𝐷𝐷𝐸𝐸
𝐵𝐵𝐷𝐷

=
𝛼𝛼𝑇𝑇 � d𝑥𝑥 � Δ𝑇𝑇2

ℎ
2

=
𝛼𝛼𝑇𝑇 � d𝑥𝑥 � Δ𝑇𝑇

ℎ

𝐷𝐷𝐸𝐸 = 𝛼𝛼𝑇𝑇 � d𝑥𝑥 � 𝛥𝛥𝑇𝑇
2

... přírůstek délky spodních vláken

𝑤𝑤 𝑥𝑥
″ = −

𝛼𝛼𝑇𝑇 .Δ𝑇𝑇
ℎ

d𝑥𝑥
𝑟𝑟

=
𝛼𝛼𝑇𝑇 .Δ𝑇𝑇. d𝑥𝑥

ℎ
→

1
𝑟𝑟

=
𝛼𝛼𝑇𝑇 .Δ𝑇𝑇
ℎ

ℎ
2𝐴𝐴 𝐵𝐵

𝐶𝐶
𝐸𝐸𝐷𝐷

d𝜑𝜑

Δd𝑥𝑥d𝑥𝑥
d𝑥𝑥′

𝑟𝑟

𝐴𝐴

1
𝑟𝑟

= −𝑤𝑤 𝑥𝑥
″
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06/12/22 Metody řešení založené na integraci diferenciální rovnice ohybové čáry

Metoda přímé integrace diferenciální rovnice ohybové čáry

Staticky určité případy ohýbaných nosníků

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ = −�𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 d𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 = −� �𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 d𝑥𝑥 d𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2

Integrační konstanty 𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 se určí z deformačních okrajových podmínek.

𝑏𝑏𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑤𝑤 = 0 𝑤𝑤 = 0 𝑤𝑤 = 0, 𝑤𝑤′ = 0

𝑤𝑤′ = 0
O

sa
 

sy
m

et
rie

Přímá integrace diferenciální rovnice ohybové čáry

𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
″

21



06/12/22 Metody řešení založené na integraci diferenciální rovnice ohybové čáry

Reakce: 𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 =
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
↓ 𝑅𝑅𝑏𝑏𝑧𝑧 =

𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
↑

Vnitřní síly:
𝑉𝑉 𝑥𝑥
𝐿𝐿 = −𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 = konst.

𝑀𝑀 𝑥𝑥
𝐿𝐿 = −𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 � 𝑥𝑥 + 𝑀𝑀𝑎𝑎 = −

𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
� 𝑥𝑥 + 𝑀𝑀𝑎𝑎

Řešení:

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
″ = −𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 =

𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
� 𝑥𝑥 − 𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑏𝑏𝑎𝑎
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 𝑅𝑅𝑏𝑏𝑧𝑧

𝑉𝑉 −

𝑀𝑀 +

𝑀𝑀𝑎𝑎

−𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧

𝑥𝑥

+𝑥𝑥

𝑙𝑙

Zadání: Určete rovnici ohybové čáry

2x integrace

Příklad 1
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06/12/22 Metody řešení založené na integraci diferenciální rovnice ohybové čáry

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ =

𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
�
𝑥𝑥2

2
−𝑀𝑀𝑎𝑎 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 =
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
�
𝑥𝑥3

6
−𝑀𝑀𝑎𝑎 �

𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶1 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2

Deformační okrajové podmínky:

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 = 0

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 =
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
�

03

6
−𝑀𝑀𝑎𝑎 �

02

2
+ 𝐶𝐶1 � 0 + 𝐶𝐶2 = 0 → 𝐶𝐶2 = 0

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 =
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
�
𝑙𝑙3

6
−𝑀𝑀𝑎𝑎 �

𝑙𝑙2

2
+ 𝐶𝐶1 � 𝑙𝑙 + 0 = 0

𝐶𝐶1 =
𝑀𝑀𝑎𝑎 � 𝑙𝑙

3
𝐶𝐶1 = −

𝑀𝑀𝑎𝑎 � 𝑙𝑙
6

+ 𝑀𝑀𝑎𝑎 �
𝑙𝑙
2

= 𝑀𝑀𝑎𝑎 � 𝑙𝑙 �
1
2
−

1
6

→

Integrace

2 neznámé integrační konstanty lze určit
z deformačních okrajových podmínek:

𝑏𝑏𝑎𝑎𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 𝑅𝑅𝑏𝑏𝑧𝑧
𝑥𝑥

𝑥𝑥

𝑙𝑙

Příklad 1 - určení integračních konstant

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
″ = −𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 =

𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
� 𝑥𝑥 − 𝑀𝑀𝑎𝑎
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06/12/22 Metody řešení založené na integraci diferenciální rovnice ohybové čáry

Výsledné rovnice ohybové čáry a pootočení (po úpravě):

𝑤𝑤 𝑥𝑥 =
1

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
�
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
�
𝑥𝑥3

6
−𝑀𝑀𝑎𝑎 �

𝑥𝑥2

2
+
𝑀𝑀𝑎𝑎 � 𝑙𝑙

3
� 𝑥𝑥 =

𝑀𝑀𝑎𝑎

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
�
𝑥𝑥3

6 � 𝑙𝑙
−
𝑥𝑥2

2
+
𝑙𝑙 � 𝑥𝑥

3

𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ =

1
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦

�
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑙𝑙
�
𝑥𝑥2

2
−𝑀𝑀𝑎𝑎 � 𝑥𝑥 +

𝑀𝑀𝑎𝑎 � 𝑙𝑙
3

=
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
�
𝑥𝑥2

2 � 𝑙𝑙
− 𝑥𝑥 +

𝑙𝑙
3

Platí pro 𝑥𝑥 ∈ ⟨0; ⟩𝑙𝑙

Závěry:
• Vzrůstající řád polynomů v posloupnosti 

jednotlivých veličin
• Největší průhyb v místě kde je nulová 

první derivace, tj. pootočení (podobně 
jako největší 𝑀𝑀 je v místě, kde je 𝑉𝑉 = 0)

In
te

gr
ac

e

M

De
riv

ac
e

1º q=konst.
q=0

2º

3º

1º

2º

0º

1º

Polynom 
stupně

n

n+1

n+2

V

q

4º 3º 2º

5º 4º 3º

ϕ

w

n+3

n+4

Příklad 1 - výsledné rovnice 
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06/12/22 Metody řešení založené na integraci diferenciální rovnice ohybové čáry

𝑏𝑏 = 5 cm

ℎ = 10 cm
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Rozpětí nosníku

𝑤𝑤 𝑥𝑥 =
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
�
𝑥𝑥3

6 � 𝑙𝑙
−
𝑥𝑥2

2
+
𝑙𝑙 � 𝑥𝑥

3

𝑙𝑙 = 6 m
𝑀𝑀𝑎𝑎 = 15 kNm

𝐸𝐸 = 210 GPa (ocel)

Průhyb: Rovnice ohybové čáry

Zadání:
Příklad 1 - s konkrétními vstupními údaji

Platné pro 𝑥𝑥 ∈ ⟨0; ⟩𝑙𝑙

25

𝑏𝑏𝑎𝑎𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 𝑅𝑅𝑏𝑏𝑧𝑧
𝑥𝑥

𝑥𝑥

𝑙𝑙
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Rozpětí nosníku

Průhyb

0

0.0175885714

0.0296228571

0.03672

0.0394971429

0.0385714286

0.03456

0.02808

0.0197485714

0.0101828571

3.04518315325757E-17



Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000





Příklad 1

		



Ohybový moment

Ohybový moment



		



Pootočení

Pootočení



		



Délka nosníku

Průhyb

Průhyb
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Maximální průhyb

𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ =

𝑀𝑀𝑎𝑎

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
�
𝑥𝑥2

2 � 𝑙𝑙
− 𝑥𝑥 +

𝑙𝑙
3

Příklad 1 - s konkrétními vstupními údaji

𝑏𝑏 = 5 cm

ℎ = 10 cm
𝑙𝑙 = 6 m
𝑀𝑀𝑎𝑎 = 15 kNm

𝐸𝐸 = 210 GPa (ocel)

Zadání:

Platné pro 𝑥𝑥 ∈ ⟨0; ⟩𝑙𝑙

Pootočení: Rovnice sklonu tečny
k ohybové čáře

𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′

26
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Určení největšího průhybu:
𝑤𝑤′ = 0
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
�
𝑥𝑥2

2 � 𝑙𝑙
− 𝑥𝑥 +

𝑙𝑙
3

= 0 →
1
2𝑙𝑙
� 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 +

𝑙𝑙
3

= 0

𝟏𝟏.

𝟐𝟐.

𝑥𝑥1 = 1 +
3

3
� 𝑙𝑙 = 1,57735 � 𝑙𝑙

𝑥𝑥2 = 1 −
3

3
� 𝑙𝑙 = 0,422649 � 𝑙𝑙

Nereálný kořen
(leží mimo nosník)

𝑤𝑤max = 𝑤𝑤 𝑥𝑥2 =
𝑀𝑀𝑎𝑎

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
�
𝑥𝑥23

6 � 𝑙𝑙
−
𝑥𝑥22

2
+
𝑙𝑙 � 𝑥𝑥2

3

=
3

27
�
𝑀𝑀𝑎𝑎 � 𝑙𝑙2

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
≅ 0,06415 �

𝑀𝑀𝑎𝑎 � 𝑙𝑙2

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦

Po dosazení do rovnice ohybové čáry:

𝑤𝑤max = 𝑤𝑤 𝑥𝑥2 = 39,59 mm

Kvadratická rovnice (2 kořeny)

Příklad 1 - s konkrétními vstupními údaji

𝑤𝑤 𝑥𝑥2
′ = 𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥2 = 0

Reálný kořem ∈ ⟨0; ⟩𝑙𝑙

27

𝑏𝑏𝑎𝑎𝑀𝑀𝑎𝑎

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 𝑅𝑅𝑏𝑏𝑧𝑧
𝑥𝑥

𝑥𝑥

𝑙𝑙


Graf1

		0

		0.6

		1.2

		1.8

		2.4

		3

		3.6

		4.2

		4.8

		5.4

		6



0

0.0175885714

0.0296228571

0.03672

0.0394971429

0.0385714286

0.03456

0.02808

0.0197485714

0.0101828571

3.04518315325757E-17



Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000
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Zadání: Určete analyticky rovnici ohybové čáry a pootočení + největší průhyb

Příklad k procvičení
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𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 = konst.
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Rudolf Friedrich
Alfred Clebsch
(1833 – 1872)

𝑏𝑏𝑎𝑎

1

𝑙𝑙

+𝑥𝑥

+𝑧𝑧,𝑤𝑤

2 𝑗𝑗 𝑗𝑗 + 1 𝑛𝑛. . .
𝑎𝑎1

𝑎𝑎𝑗𝑗

𝑀𝑀 𝐹𝐹 𝑞𝑞1 𝑞𝑞2

Při složitějších případech zatížení (nespojitém) nebo při podepření nosníku 
mimo jeho konce nelze průběh 𝑀𝑀 𝑥𝑥 vyjádřit jediným výrazem.

Metoda pro určení rovnice ohybové čáry staticky určitých případů 
ohýbaných nosníků se složitějším zatížením.

Clebschova metoda určování rovnice ohybové čáry

29



• Integrace se provádí zvlášť v jednotlivých intervalech.
• Počet intervalů: 𝑛𝑛 → počet neznámých integračních konstant = 2 � 𝑛𝑛 → 𝐶𝐶1,𝑗𝑗 ;𝐶𝐶2,𝑗𝑗 𝑗𝑗 = 1 …𝑛𝑛
• Okrajové podmínky: 2 v místě podepření, 2 � 𝑛𝑛 − 1 na hranicích intervalů (podmínky spojitosti)

Celkem: 2 � 𝑛𝑛 → 𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 = 0 , 𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 = 0 , 𝑤𝑤𝑗𝑗, 𝑎𝑎𝑗𝑗 = 𝑤𝑤𝑗𝑗+1, 𝑎𝑎𝑗𝑗 , 𝑤𝑤𝑗𝑗, 𝑎𝑎𝑗𝑗
′ = 𝑤𝑤𝑗𝑗+1, 𝑎𝑎𝑗𝑗

′

06/12/22 Metody řešení založené na integraci diferenciální rovnice ohybové čáry

Analýza:

Clebschova metoda určování rovnice ohybové čáry
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Metody řešení založené na integraci diferenciální rovnice ohybové čáry06/12/22

Podstata řešení Clebschovou methodou:
a) Při sestavování rovnice 𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 je nezbytné převzít 𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 z předchozího 

intervalu a doplnit jej o účinek nového zatížení. Pak lze 𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 vyjádřit jedním 
aritmetickým výrazem, např.:

Clebschova metoda je výhodná pro 
ruční výpočet → pouze 2 neznámé 
integrační konstanty

Využití 
fiktivního 
zatížení

𝑏𝑏𝑎𝑎

𝑙𝑙

+𝑥𝑥

+𝑧𝑧,𝑤𝑤

𝑎𝑎1

𝑎𝑎3

𝐹𝐹2 𝑞𝑞1𝐹𝐹1

𝑎𝑎2

𝑎𝑎4

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧
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Clebschova metoda určování rovnice ohybové čáry

𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 � 𝑥𝑥 − |𝐹𝐹1 � 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎1 − |𝐹𝐹2 � 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎2 − �𝑞𝑞 �
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎3 2

2
+ �𝑞𝑞 �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎4 2

2𝑥𝑥 > 𝑎𝑎1 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎2
𝑥𝑥 > 𝑎𝑎3 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎4
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Podstata řešení Clebschovou methodou:
b) Při integrování není žádoucí 

odstraňovat závorky u dvojčlenů 
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑗𝑗 . Tyto výrazy je nutné 

považovat za samostatnou proměnnou
(Clebschův způsob integrace):

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ = −𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 �

𝑥𝑥2

2
+ �𝐹𝐹1 �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎1 2

2
+ �𝐹𝐹2 �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎2 2

2
+ �𝑞𝑞 �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎3 3

2 � 3
− �𝑞𝑞 �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎4 3

2 � 3
+ 𝐶𝐶1

𝑥𝑥 > 𝑎𝑎1 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎2 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎3 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎4

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 = −𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 �
𝑥𝑥3

2 � 3
+ �𝐹𝐹1 �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎1 3

2 � 3
+ �𝐹𝐹2 �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎2 3

2 � 3
+ �𝑞𝑞 �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎3 4

6 � 4
− �𝑞𝑞 �

𝑥𝑥 − 𝑎𝑎4 4

6 � 4
+ 𝐶𝐶1 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2

𝑥𝑥 > 𝑎𝑎1 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎2 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎3 𝑥𝑥 > 𝑎𝑎4
32

Clebschova metoda určování rovnice ohybové čáry

Využití 
fiktivního 
zatížení
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Příklad 2
𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥
𝐿𝐿 = −𝐹𝐹 � 𝑥𝑥 𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥

𝐿𝐿 = −𝐹𝐹 � 𝑥𝑥 −
𝑞𝑞 � 𝑥𝑥 − 𝑙𝑙

2
2

2
𝑥𝑥 ≤

𝑙𝑙
2 𝑥𝑥 ≥

𝑙𝑙
2

𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥
𝐿𝐿 = −𝐹𝐹 � 𝑥𝑥 −

�𝑞𝑞 � 𝑥𝑥 − 𝑙𝑙
2

2

2
𝑥𝑥 >

𝑙𝑙
2

Ohybový moment:

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ = 𝐹𝐹 �

𝑥𝑥2

2
+
�𝑞𝑞 � 𝑥𝑥 − 𝑙𝑙

2
3

6
+ 𝐶𝐶1

𝑥𝑥 >
𝑙𝑙
2

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹 �
𝑥𝑥3

6
+
�𝑞𝑞 � 𝑥𝑥 − 𝑙𝑙

2
4

24
+ 𝐶𝐶1 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2

𝑥𝑥 >
𝑙𝑙
2

Zadání:

Lze vyjádřit jedním výrazem:

Pouze 2 neznámé integrační konstanty

𝐹𝐹 𝑞𝑞

�𝑙𝑙 2 �𝑙𝑙 2
+𝑥𝑥 𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦= konst.

𝑎𝑎 𝑐𝑐 𝑏𝑏

Clebschův způsob integrace:
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥

″ = −𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥

33
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𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹 �
𝑥𝑥3

6
+
�𝑞𝑞 � 𝑥𝑥 − 𝑙𝑙

2
4

24
+ 𝐶𝐶1 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2

𝑥𝑥 >
𝑙𝑙
2

Z okrajových podmínek:

𝐹𝐹 �
𝑙𝑙2

2
+
𝑞𝑞 � 𝑙𝑙 − 𝑙𝑙

2
3

6
+ 𝐶𝐶1 = 0 → 𝐶𝐶1 = −

𝐹𝐹 � 𝑙𝑙2

2
−
𝑞𝑞 � 𝑙𝑙3

48

𝐹𝐹 �
𝑙𝑙3

6
+
𝑞𝑞 � 𝑙𝑙 − 𝑙𝑙

2
4

24
+ 𝐶𝐶1 � 𝑙𝑙 + 𝐶𝐶2 = 0 → 𝐶𝐶2 = −𝐹𝐹 �

𝑙𝑙3

6
+ 𝐹𝐹 �

𝑙𝑙3

2
−
𝑞𝑞 � 𝑙𝑙4

384
+
𝑞𝑞 � 𝑙𝑙4

48
→ 𝐶𝐶2 =

𝐹𝐹 � 𝑙𝑙3

3
+

7 � 𝑞𝑞 � 𝑙𝑙4

384

Příklad 2 – určení integračních konstant

𝐹𝐹 𝑞𝑞

�𝑙𝑙 2 �𝑙𝑙 2
+𝑥𝑥 𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦= const.

𝑎𝑎 𝑐𝑐 𝑏𝑏

𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙
′ = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 = 0

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ = 𝐹𝐹 �

𝑥𝑥2

2
+
�𝑞𝑞 � 𝑥𝑥 − 𝑙𝑙

2
3

6
+ 𝐶𝐶1

𝑥𝑥 >
𝑙𝑙
2
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Příklad 2 – výsledné rovnice
Pootočení – sklon tečny k ohybové čáře

Rovnice ohybové čáry

Určení největšího průhybu: 𝑤𝑤max = 𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 =
1

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
�
𝐹𝐹 � 𝑙𝑙3

3
+

7 � 𝑞𝑞 � 𝑙𝑙4

384

𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ =

1
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦

� 𝐹𝐹 �
𝑥𝑥2

2
+
�𝑞𝑞 � 𝑥𝑥 − 𝑙𝑙

2
3

6
−
𝐹𝐹 � 𝑙𝑙2

2
−
𝑞𝑞 � 𝑙𝑙3

48
𝑥𝑥 >

𝑙𝑙
2

𝑤𝑤 𝑥𝑥 =
1

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
� 𝐹𝐹 �

𝑥𝑥3

6
+
�𝑞𝑞 � 𝑥𝑥 − 𝑙𝑙

2
4

24
+ −

𝐹𝐹 � 𝑙𝑙2

2
� 𝑥𝑥 −

𝑞𝑞 � 𝑙𝑙3

48
� 𝑥𝑥 +

𝐹𝐹 � 𝑙𝑙3

3
+

7 � 𝑞𝑞 � 𝑙𝑙4

384
𝑥𝑥 >

𝑙𝑙
2
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Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000

								2.5359		8.660254		0.000000		0.039590
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Pootočení

Pootočení



		



Délka nosníku

Průhyb
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		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		3.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost zatížení F [kN] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		6.00				0.00		0.000000		-0.081000		0.164411

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.30		-4.500000		-0.080229		0.140188

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		-9.000000		-0.077914		0.116428

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.90		-13.500000		-0.074057		0.093594

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.20		-18.000000		-0.068657		0.072148

								1.50		-22.500000		-0.061714		0.052554

								1.80		-27.270000		-0.053198		0.035276

								2.10		-32.580000		-0.042953		0.020808

								2.40		-38.430000		-0.030795		0.009695

								2.70		-44.820000		-0.016539		0.002540

								3.00		-51.750000		-0.000000		0.000000
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Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000

								2.5359		8.660254		0.000000		0.039590
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		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		3.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost zatížení F [kN] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		6.00				0.00		0.000000		-0.081000		0.164411

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.30		-4.500000		-0.080229		0.140188

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		-9.000000		-0.077914		0.116428

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.90		-13.500000		-0.074057		0.093594

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.20		-18.000000		-0.068657		0.072148

								1.50		-22.500000		-0.061714		0.052554

								1.80		-27.270000		-0.053198		0.035276

								2.10		-32.580000		-0.042953		0.020808

								2.40		-38.430000		-0.030795		0.009695

								2.70		-44.820000		-0.016539		0.002540

								3.00		-51.750000		-0.000000		0.000000





		



Ohybový moment

Ohybový moment



		



Pootočení



		



Průhyb





06/12/22 ho u použitelnostiDimenzování nosného prvku namáhaného ohybem podle mezní stav

Realizace

Předpoklady řešení:
• Pružné chování materiálu.
• Zanedbán vliv smykových napětí.

Posouzení

Návrh nosné 
konstrukce

Dimenzování

Dimenzování ohýbaného prvku podle MSP

𝛿𝛿 ≤ 𝛿𝛿max

Zvýšit
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼

𝑀𝑀𝐸𝐸𝑘𝑘 = max 𝑀𝑀𝑘𝑘 , 𝐼𝐼min,𝐸𝐸, 𝛿𝛿max
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06/12/22 Dimenzování nosného prvku namáhaného ohybem

Vstupní údaje

Příklad 3

𝑔𝑔𝑘𝑘 = 2,0 kN/m
𝑞𝑞𝑘𝑘 = 6,0 kN/m

𝛾𝛾𝐺𝐺 = 1,35
𝛾𝛾𝑄𝑄 = 1,5

Ocel S235

𝑓𝑓𝑦𝑦𝑘𝑘 = 235 MPa 𝛾𝛾𝑀𝑀 = 1,0

𝐸𝐸 = 210 GPa

𝛿𝛿max =
𝑙𝑙

300
= 20 mm

𝑙𝑙 = 6 m

37

Nadimenzujte ohýbaný nosný prvek z profilu IPN

Dimenzování prvku namáhaného ohybem



06/12/22 Dimenzování nosného prvku namáhaného ohybem

𝑀𝑀𝐸𝐸𝐸𝐸 =
1
8
� 𝑝𝑝𝐸𝐸 � 𝑙𝑙2 =

1
8
� 11,7 � 62

= 52,65 kNm

Ohybový moment

𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑔𝑔𝑘𝑘 + 𝑞𝑞𝑘𝑘 = 2 + 6 =
= 8 kN/m

𝑝𝑝𝐸𝐸 = 𝑔𝑔𝑘𝑘 � 𝛾𝛾𝐺𝐺 + 𝑞𝑞𝑘𝑘 � 𝛾𝛾𝑄𝑄 =
= 2 � 1,35 + 6 � 1,5 = 11,7 kN/m
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Příklad 3 Dimenzování prvku namáhaného ohybem



Navržen profil podle mezního 
stavu únosnosti: IPN220

06/12/22 Dimenzování nosného prvku namáhaného ohybem 39

𝑊𝑊min =
𝑀𝑀𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑓𝑓𝑦𝑦𝑘𝑘
𝛾𝛾𝑀𝑀

=
52,65 � 103

235 � 106
1,0

=

= 2,24 � 10−4 m3

𝑊𝑊𝑦𝑦 IPN220 = 2,78 � 10−4 m3

Příklad 3 Dimenzování prvku namáhaného ohybem
Návrh podle mezního stavu únosnosti:



06/12/22 Dimenzování nosného prvku namáhaného ohybem

𝐼𝐼min =
5

384
�
𝑝𝑝𝑘𝑘 � 𝑙𝑙4

𝐸𝐸 � 𝛿𝛿max
=

=
5

384
�

8 � 103 � 64

210 � 109 � 20 � 103
=

= 3,21 � 10−5 m4

𝐼𝐼𝑦𝑦 IPN240 = 4,25 � 10−5 m4

Výsledný návrh podle obou mezních stavů: navržen profil IPN240
(𝑊𝑊𝑦𝑦 = 3,54 � 10−4 m3, 𝐼𝐼𝑦𝑦 = 4,25 � 10−5 m4)

40

Příklad 3 Dimenzování prvku namáhaného ohybem
Návrh podle mezního stavu 
použitelnosti:

Navržen profil podle mezního stavu použitelnosti: IPN240



06/12/22 Dimenzování nosného prvku namáhaného ohybem

𝑀𝑀𝐸𝐸𝐸𝐸

𝑀𝑀𝑅𝑅𝐸𝐸
=

52,65
83,19

≅ 0,6329 ≤ 1,0

𝑀𝑀𝑅𝑅𝐸𝐸 = 𝑓𝑓𝑦𝑦𝐸𝐸 � 𝑊𝑊𝑦𝑦 = 235 � 106 � 3,54 � 10−4 = 83,19 � 103 Nm = 83,19 kNm

Posudek spolehlivosti:
Mezní stav únosnosti

Mezní stav použitelnosti

Vyhoví na ohyb podle mezního stavu 
únosnosti - rezerva 36,71 %.

𝛿𝛿 =
5

384
�
𝑝𝑝𝑘𝑘 � 𝑙𝑙4

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼y
=

5
384

�
8 � 103 � 64

210 � 109 � 4,25 � 10−5
= 0,01516 m = 15,16 mm

𝛿𝛿 = 15,16 mm ≤ 𝛿𝛿max = 20 mm
Vyhoví na ohyb podle mezního stavu 
použitelnosti. 
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Příklad 3 Dimenzování prvku namáhaného ohybem







06/12/22 Přetvoření nosníků namáhaných ohybem s proměnným průřezem

Soustava 2 � 𝑛𝑛 lineárních rovnic, 2 � 𝑛𝑛 neznámých 𝐶𝐶1,𝑗𝑗 ;𝐶𝐶2,𝑗𝑗 𝑗𝑗 = 1 …𝑛𝑛

Podmínky spojitosti:

Náročná integrace,neboť 𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 ≠ konst. (𝐼𝐼𝑦𝑦 = 𝐼𝐼 𝑥𝑥 )

Řešení:

Okrajové podmínky:

Přetvoření ohýbaných nosníků proměnného průřezu 

𝑏𝑏𝑎𝑎

𝐹𝐹

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 𝑅𝑅𝑏𝑏𝑧𝑧

𝑙𝑙
2

𝑙𝑙
2

Δ𝑥𝑥 Δ𝑥𝑥 Δ𝑥𝑥 Δ𝑥𝑥 Δ𝑥𝑥Δ𝑥𝑥

𝑎𝑎𝑗𝑗 𝑗𝑗 = 1 … 𝑛𝑛 − 1

1 2 𝑗𝑗 𝑛𝑛 − 1

1 2 j n-1 n𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 = konst.

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 = 0 𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 = 0

𝑤𝑤𝑗𝑗, 𝑎𝑎𝑗𝑗 = 𝑤𝑤𝑗𝑗+1, 𝑎𝑎𝑗𝑗 𝑤𝑤𝑗𝑗, 𝑎𝑎𝑗𝑗
′ = 𝑤𝑤𝑗𝑗+1, 𝑎𝑎𝑗𝑗

′
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06/12/22 s Ukázky stavebních konstrukcí proměnným průřezem

Donau-wald bridge, Winzer, Německo
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06/12/22 Ukázky stavebních konstrukcí s proměnným průřezem

Donau-wald bridge, Winzer, Německo
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06/12/22 Ukázky stavebních konstrukcí s proměnným průřezem

Bogenberg bridge, Bogen, Německo
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06/12/22 Ukázky stavebních konstrukcí s proměnným průřezem

Kingstone Bridge, Glasgow, Skotsko
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06/12/22 Ukázky stavebních konstrukcí s proměnným průřezem

Kingstone Bridge, Glasgow, Skotsko
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06/12/22 Ukázky stavebních konstrukcí s proměnným průřezem

Kingstone Bridge, Glasgow, Skotsko
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06/12/22 Ukázky stavebních konstrukcí s proměnným průřezem

Lávka pro pěší přes řeku Ostravici, Ostrava-Kamenec
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06/12/22 Ukázky stavebních konstrukcí s proměnným průřezem 50

Lávka pro pěší přes řeku Ostravici, Ostrava-Kamenec



06/12/22 Ukázky stavebních konstrukcí s proměnným průřezem 51

Centrum energetických a environmentálních technologií, VŠB-TUO

Konzola ochozu:  
• Ocelový svařovaný a válcovaný 

profil I
• Trapézový plech

• Betonová podlaha



06/12/22 Staticky neurčité případy ohybu

Metody výpočtu staticky neurčitých ohýbaných nosníků:
a) Přímá integrace diferenciální rovnice ohybové čáry IV. řádu
b) Silová metoda
c) Metody založené na energetických principech

Přímá integrace diferenciální rovnice ohybové čáry IV. řádu

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
‴ = �𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 = −𝑉𝑉𝑧𝑧 𝑥𝑥

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
″ = �𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2 = −𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ = �𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 �

𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶2 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶3

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 = ����𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 �
𝑥𝑥3

6
+ 𝐶𝐶2 �

𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶3 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶4

↓
4 okrajové 
podmínky

Řešení: 4 neznámé 
integrační konstanty

𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3,𝐶𝐶4

Schwedlerovy vztahy

𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
″

𝑉𝑉𝑧𝑧 𝑥𝑥 = −𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
‴

𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 = 𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′

𝑤𝑤 𝑥𝑥 =?

Integrace diferenciální rovnice ohybové čáry IV. řádu

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥
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06/12/22 Staticky neurčité případy ohybu

Typ okraje Deformační okrajové 
podmínky

Statické okrajové 
podmínky

𝑤𝑤 𝑎𝑎 ≠ 0
𝜑𝜑 𝑎𝑎 ≠ 0

𝑀𝑀 𝑎𝑎 = 0 → 𝑤𝑤 𝑎𝑎
″ = 0

𝑉𝑉 𝑎𝑎 = 0 → 𝑤𝑤 𝑎𝑎
‴ = 0

𝑤𝑤 𝑎𝑎 = 0
𝜑𝜑 𝑎𝑎 ≠ 0

𝑀𝑀 𝑎𝑎 = 0 → 𝑤𝑤 𝑎𝑎
″ = 0

𝑉𝑉 𝑎𝑎 ≠ 0 → 𝑤𝑤 𝑎𝑎
‴ ≠ 0

𝑤𝑤 𝑎𝑎 = 0
𝜑𝜑 𝑎𝑎 = 0

𝑀𝑀 𝑎𝑎 ≠ 0 → 𝑤𝑤 𝑎𝑎
″ ≠ 0

𝑉𝑉 𝑎𝑎 ≠ 0 → 𝑤𝑤 𝑎𝑎
‴ ≠ 0

𝑎𝑎

𝑎𝑎

𝑎𝑎

Volný okraj

Prostě 
podepřený 

okraj

Vetknutí

Statické a deformační okrajové podmínky
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06/12/22 Staticky neurčité případy ohybu

−𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
″ = �𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2 =

𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑙𝑙
�
𝑥𝑥3

6
+ 𝐶𝐶1 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2

Příklad 4
Zadání: Stanovte statické a přetvárné veličiny staticky 
neurčitého nosníku metodou přímé integrace 
diferenciální rovnice ohybové čáry IV. řádu.

Řešení: Zatížení
Posouvající síla

Ohybový moment

Pootočení

Ohybová čára

𝑎𝑎

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 𝑅𝑅𝑏𝑏𝑧𝑧
𝑙𝑙

𝑞𝑞𝑧𝑧

𝑀𝑀𝑏𝑏𝑦𝑦

𝑞𝑞 𝑥𝑥 =
𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑙𝑙
� 𝑥𝑥

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 = konst.
𝑏𝑏

↓
4 okrajové 
podmínky

Řešení: 4 neznámé 
integrační konstanty

𝐶𝐶1,𝐶𝐶2,𝐶𝐶3,𝐶𝐶4

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 =

𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑙𝑙
� 𝑥𝑥

−𝑉𝑉𝑧𝑧 𝑥𝑥 = 𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
‴ = �𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 = �

𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑙𝑙
� 𝑥𝑥 d𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 =

𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑙𝑙
�
𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶1

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ = �𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 �

𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶2 � 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶3 =

𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑙𝑙
�
𝑥𝑥4

24
+ 𝐶𝐶1 �
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2
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𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 � 𝑤𝑤 𝑥𝑥 = ����𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1 �
𝑥𝑥3
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+ 𝐶𝐶2 �

𝑥𝑥2

2
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Na každém okraji lze definovat 2 okrajové podmínky:

𝑤𝑤 𝑥𝑥=0 = 0

𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥=0 = 0 𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 = 0

𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙
′ = 0

1.

2.

𝐶𝐶4 = 0

Určení integračních konstant:

Levý okraj Pravý okraj

Deformační Deformační

DeformačníStatická

3.

𝐶𝐶3 =
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙3

1204.

𝐶𝐶1 = −
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙

102 rovnice
o 2 neznámých 𝐶𝐶1 a 𝐶𝐶3

Příklad 4 – okrajové podmínky a integrační konstanty
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Posouvající síla: Rovnice po dosazení 
vypočtených integračních konstant

Příklad 4 – výsledné rovnice

𝑎𝑎

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑧𝑧 𝑅𝑅𝑏𝑏𝑧𝑧
𝑙𝑙

𝑞𝑞𝑧𝑧

𝑀𝑀𝑏𝑏𝑦𝑦

𝑞𝑞 𝑥𝑥 =
𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑙𝑙
� 𝑥𝑥

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 = konst.

𝑏𝑏𝐶𝐶1 = −
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙

10
𝐶𝐶2 = 0 𝐶𝐶3 =

𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙3

120
𝐶𝐶4 = 0

56


Graf1

		0

		0.6

		1.2

		1.8

		2.4

		3

		3.6

		4.2

		4.8

		5.4

		6



Posouvající síla

6

5.7

4.8

3.3

1.2

-1.5

-4.8

-8.7

-13.2

-18.3

-24



Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000

								2.5359		8.660254		0.000000		0.039590





Příklad 1

		



Ohybový moment

Ohybový moment



Příklad 2

		



Pootočení

Pootočení



Příklad 3
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		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		3.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost zatížení F [kN] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		6.00				0.00		0.000000		-0.081000		0.164411

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.30		-4.500000		-0.080229		0.140188

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		-9.000000		-0.077914		0.116428

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.90		-13.500000		-0.074057		0.093594

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.20		-18.000000		-0.068657		0.072148

								1.50		-22.500000		-0.061714		0.052554

								1.80		-27.270000		-0.053198		0.035276

								2.10		-32.580000		-0.042953		0.020808

								2.40		-38.430000		-0.030795		0.009695

								2.70		-44.820000		-0.016539		0.002540

								3.00		-51.750000		-0.000000		0.000000
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		Vstupní údaje
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		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		10.00				[m]		[kN]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		6.000		0.000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		5.700		3.540

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		4.800		6.720

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		3.300		9.180

								2.40		1.200		10.560

								3.00		-1.500		10.500
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								4.20		-8.700		4.620

								4.80		-13.200		-1.920
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Ohybový moment



		



Pootočení



		



Průhyb



		



Posouvající síla





Staticky neurčité případy ohybu

0,
0

3,
5

6,
7

9,
2

10
,6

10
,5

8,
6 4,

6 -1
,9

-1
1,

3

-2
4,

0

0,
00

0,
60

1,
20

1,
80

2,
40

3,
00

3,
60

4,
20

4,
80

5,
40

6,
00

Ohybový moment

My

𝑀𝑀𝑦𝑦 𝑥𝑥 = −
𝑞𝑞𝑧𝑧
𝑙𝑙
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𝑥𝑥3
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6
+
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30 � 𝑙𝑙

� 3 � 𝑙𝑙2 − 5 � 𝑥𝑥2
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Výsledné integrační konstanty:

Ohybový moment - rovnice po dosazení 
vypočtených integračních konstant:
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Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000

								2.5359		8.660254		0.000000		0.039590





Příklad 1

		



Ohybový moment

Ohybový moment



Příklad 2

		



Pootočení

Pootočení



Příklad 3

		



Délka nosníku

Průhyb

Průhyb



		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		3.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost zatížení F [kN] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		6.00				0.00		0.000000		-0.081000		0.164411

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.30		-4.500000		-0.080229		0.140188

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		-9.000000		-0.077914		0.116428

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.90		-13.500000		-0.074057		0.093594

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.20		-18.000000		-0.068657		0.072148

								1.50		-22.500000		-0.061714		0.052554

								1.80		-27.270000		-0.053198		0.035276
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		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		10.00				[m]		[kN]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		6.000		0.000
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Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000

								2.5359		8.660254		0.000000		0.039590
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Průhyb
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		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		3.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost zatížení F [kN] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		6.00				0.00		0.000000		-0.081000		0.164411

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.30		-4.500000		-0.080229		0.140188

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		-9.000000		-0.077914		0.116428

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.90		-13.500000		-0.074057		0.093594

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.20		-18.000000		-0.068657		0.072148

								1.50		-22.500000		-0.061714		0.052554

								1.80		-27.270000		-0.053198		0.035276

								2.10		-32.580000		-0.042953		0.020808

								2.40		-38.430000		-0.030795		0.009695

								2.70		-44.820000		-0.016539		0.002540

								3.00		-51.750000		-0.000000		0.000000
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		Délka konzoly l [m] :		6.00				x		-w'''(x).EJ=V(x)		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		10.00				[m]		[kN]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		6.000		0.000		0.020571

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		5.700		3.540		0.019347

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		4.800		6.720		0.015799

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		3.300		9.180		0.010296

								2.40		1.200		10.560		0.003456

								3.00		-1.500		10.500		-0.003857
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Výsledné integrační konstanty:

Ohybová čára - rovnice po dosazení vypočtených 
integračních konstant:

Koncové hodnoty:

Největší průhyb → 𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ = 0

06/12/22 59

Příklad 4 – výsledné rovnice

𝐶𝐶1 = −
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙

10
𝐶𝐶2 = 0 𝐶𝐶3 =

𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙3

120
𝐶𝐶4 = 0


Graf4

		0

		0.6

		1.2

		1.8

		2.4

		3

		3.6

		4.2

		4.8

		5.4

		6



Průhyb

0

0.0120972343

0.0227503543

0.03066336

0.03483648

0.0347142857

0.0303338057

0.02247264

0.0127970743

0.0040101943

2.03012210217171E-17



Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000

								2.5359		8.660254		0.000000		0.039590
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Příklad 3
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		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		3.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost zatížení F [kN] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		6.00				0.00		0.000000		-0.081000		0.164411

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.30		-4.500000		-0.080229		0.140188

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		-9.000000		-0.077914		0.116428

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.90		-13.500000		-0.074057		0.093594

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.20		-18.000000		-0.068657		0.072148

								1.50		-22.500000		-0.061714		0.052554

								1.80		-27.270000		-0.053198		0.035276

								2.10		-32.580000		-0.042953		0.020808

								2.40		-38.430000		-0.030795		0.009695

								2.70		-44.820000		-0.016539		0.002540

								3.00		-51.750000		-0.000000		0.000000
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		Délka konzoly l [m] :		6.00				x		-w'''(x).EJ=V(x)		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		10.00				[m]		[kN]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		6.000		0.000		0.020571		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		5.700		3.540		0.019347		0.012097

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		4.800		6.720		0.015799		0.022750

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		3.300		9.180		0.010296		0.030663

								2.40		1.200		10.560		0.003456		0.034836

								3.00		-1.500		10.500		-0.003857		0.034714

								3.60		-4.800		8.640		-0.010533		0.030334

								4.20		-8.700		4.620		-0.015213		0.022473

								4.80		-13.200		-1.920		-0.016293		0.012797

								5.40		-18.300		-11.340		-0.011921		0.004010

								6.00		-24.000		-24.000		-0.000000		0.000000
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Největší průhyb → 𝜑𝜑𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 𝑤𝑤 𝑥𝑥
′ = 0

Řešením lze získat 4 kořeny:
𝑥𝑥1 = 𝑙𝑙

𝑥𝑥2 = −𝑙𝑙
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5

5
� 𝑙𝑙 ≅ 0,447213 � 𝑙𝑙 𝑥𝑥4 = −

5
5
� 𝑙𝑙

Největší průhyb: 𝑤𝑤max = 𝑤𝑤 𝑥𝑥3 =
2 � 5
1875

�
𝑞𝑞𝑧𝑧. 𝑙𝑙4

𝐸𝐸. 𝐼𝐼𝑦𝑦

Reálný kořen

Příklad 4 – největší průhyb
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Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000

								2.5359		8.660254		0.000000		0.039590
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Příklad 3

		



Délka nosníku
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		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		3.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost zatížení F [kN] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		6.00				0.00		0.000000		-0.081000		0.164411

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.30		-4.500000		-0.080229		0.140188

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		-9.000000		-0.077914		0.116428

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.90		-13.500000		-0.074057		0.093594

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.20		-18.000000		-0.068657		0.072148

								1.50		-22.500000		-0.061714		0.052554

								1.80		-27.270000		-0.053198		0.035276

								2.10		-32.580000		-0.042953		0.020808

								2.40		-38.430000		-0.030795		0.009695

								2.70		-44.820000		-0.016539		0.002540

								3.00		-51.750000		-0.000000		0.000000





		



Ohybový moment

Ohybový moment



		



Pootočení



		



Průhyb



		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		6.00				x		-w'''(x).EJ=V(x)		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		10.00				[m]		[kN]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		6.000		0.000		0.020571		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		5.700		3.540		0.019347		0.012097

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		4.800		6.720		0.015799		0.022750

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		3.300		9.180		0.010296		0.030663

								2.40		1.200		10.560		0.003456		0.034836

								3.00		-1.500		10.500		-0.003857		0.034714

								3.60		-4.800		8.640		-0.010533		0.030334

								4.20		-8.700		4.620		-0.015213		0.022473

								4.80		-13.200		-1.920		-0.016293		0.012797

								5.40		-18.300		-11.340		-0.011921		0.004010

								6.00		-24.000		-24.000		-0.000000		0.000000
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Příklad 1

		Vstupní údaje

		Délka nosníku l [m] :		6.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost momentového zatížení Ma [kNm] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		15.000000		0.034286		0.000000

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		13.500000		0.024514		0.017589

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		12.000000		0.015771		0.029623

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		10.500000		0.008057		0.036720

								2.40		9.000000		0.001371		0.039497

								3.00		7.500000		-0.004286		0.038571

								3.60		6.000000		-0.008914		0.034560

								4.20		4.500000		-0.012514		0.028080

								4.80		3.000000		-0.015086		0.019749

								5.40		1.500000		-0.016629		0.010183

								6.00		0.000000		-0.017143		0.000000

								2.5359		8.660254		0.000000		0.039590
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Příklad 2

		



Pootočení
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Příklad 3

		



Délka nosníku

Průhyb

Průhyb



		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		3.00				x		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost zatížení F [kN] :		15.00				[m]		[kNm]		[rad]		[m]

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		6.00				0.00		0.000000		-0.081000		0.164411

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.30		-4.500000		-0.080229		0.140188

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		-9.000000		-0.077914		0.116428

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				0.90		-13.500000		-0.074057		0.093594

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.20		-18.000000		-0.068657		0.072148

								1.50		-22.500000		-0.061714		0.052554

								1.80		-27.270000		-0.053198		0.035276

								2.10		-32.580000		-0.042953		0.020808

								2.40		-38.430000		-0.030795		0.009695

								2.70		-44.820000		-0.016539		0.002540

								3.00		-51.750000		-0.000000		0.000000





		



Ohybový moment

Ohybový moment



		



Pootočení



		



Průhyb



		Vstupní údaje

		Délka konzoly l [m] :		6.00				x		-w'''(x).EJ=V(x)		-w''(x).EJ=M(x)		w'(x)		w(x)

		Velikost spojitého zatížení q [kN/m] :		10.00				[m]		[kN]		[kNm]		[rad]		[m]

		Modul pružnosti v tahu a v tlaku E [MPa] :		210000				0.00		6.000		0.000		0.020571

		Šířka obdélníkového průřezu b [m] :		0.050				0.60		5.700		3.540		0.019347

		Výška obdélníkového průřezu h [m] :		0.100				1.20		4.800		6.720		0.015799

		Moment setrvačnosti Jy [m4] :		4.166667E-06				1.80		3.300		9.180		0.010296

								2.40		1.200		10.560		0.003456

								3.00		-1.500		10.500		-0.003857

								3.60		-4.800		8.640		-0.010533

								4.20		-8.700		4.620		-0.015213

								4.80		-13.200		-1.920		-0.016293

								5.40		-18.300		-11.340		-0.011921

								6.00		-24.000		-24.000		-0.000000
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Vliv smyku na přetvoření ohýbaného nosníku

𝑤𝑤max, 𝑀𝑀 = 𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 =
1
8
�
𝑞𝑞 � 𝑙𝑙4

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦

𝛾𝛾𝑥𝑥𝑧𝑧 =
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧
𝐺𝐺Z Hookova zákona ve smyku:

Smykové napětí: 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧 =
𝑉𝑉𝑧𝑧
𝐴𝐴∗ 𝐴𝐴∗ … redukovaná průřezová plocha (smyková)

𝛾𝛾𝑥𝑥𝑧𝑧 =
𝑉𝑉𝑧𝑧

𝐺𝐺.𝐴𝐴∗
= 𝑤𝑤𝐼𝐼′

Typ průřezu 𝐴𝐴∗ Typ průřezu 𝐴𝐴∗

obdélník 0,833 � 𝐴𝐴 kruh 0,844 � 𝐴𝐴
I-profil 𝐴𝐴𝑤𝑤 mezikruží 0,5 � 𝐴𝐴

Průhyb bez účinku smyku

Pootočení
vlivem smyku:

Vliv smyku na přetvoření ohýbaného nosníku
𝑞𝑞𝑧𝑧𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑙𝑙
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 = konst.𝑥𝑥
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Vliv smyku na přetvoření ohýbaného nosníku

𝑤𝑤max, 𝐼𝐼 = 𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 =
𝑞𝑞𝑧𝑧

𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗
� 𝑙𝑙 � 𝑙𝑙 −

𝑙𝑙2

2
=

1
2
�
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙2

𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗

𝑤𝑤𝐼𝐼′ =
𝑉𝑉𝑧𝑧

𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗
=
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙 − 𝑥𝑥
𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗

𝑤𝑤𝐼𝐼 = �
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙 − 𝑥𝑥
𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗

d𝑥𝑥 + 𝐶𝐶1∗ =
𝑞𝑞𝑧𝑧

𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗
� 𝑙𝑙 � 𝑥𝑥 −

𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶1∗

Okrajová podmínka

𝑤𝑤𝐼𝐼 =
𝑞𝑞𝑧𝑧

𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗
� 𝑙𝑙 � 𝑥𝑥 −

𝑥𝑥2

2
→

𝑤𝑤 𝑥𝑥 = 𝑤𝑤𝑀𝑀 𝑥𝑥 + 𝑤𝑤𝐼𝐼 𝑥𝑥 →

Pootočení
vlivem smyku:

Vz +
𝑉𝑉𝑧𝑧 𝑥𝑥
𝑅𝑅 = 𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙 − 𝑥𝑥

𝑞𝑞𝑧𝑧𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑙𝑙
𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦 = konst.𝑥𝑥

𝑤𝑤max, 𝑀𝑀 = 𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 =
1
8
�
𝑞𝑞 � 𝑙𝑙4

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
+

1
2
�
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙2

𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗
Přetvoření včetně vlivu smyku

𝐶𝐶1∗ = 0𝑤𝑤𝐼𝐼 𝑥𝑥=0 = 0 →
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Vliv smyku na přetvoření ohýbaného nosníku

𝑤𝑤max = 𝑤𝑤 𝑥𝑥=𝑙𝑙 =
1
3
�
𝐹𝐹 � 𝑙𝑙3

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
+

𝐹𝐹 � 𝑙𝑙
𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗

𝑤𝑤max = 𝑤𝑤
𝑥𝑥=𝑙𝑙2

=
5

384
�
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙4

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
+

1
8
�
𝑞𝑞𝑧𝑧 � 𝑙𝑙2

𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗

𝑤𝑤max = 𝑤𝑤
𝑥𝑥=𝑙𝑙2

=
1

48
�
𝐹𝐹 � 𝑙𝑙3

𝐸𝐸 � 𝐼𝐼𝑦𝑦
+

1
4
�
𝐹𝐹 � 𝑙𝑙
𝐺𝐺 � 𝐴𝐴∗

Čím je nosník štíhlejší, tím je vliv 
smyku na jeho přetvoření menší:
𝑙𝑙 … rozpětí nosníku
ℎ … výška průřezu

a l b

F

zq

ba

l

ba

2
l

F

2
l

⁄𝑙𝑙 ℎ = 10 10%
⁄𝑙𝑙 ℎ = 20 2,5%
⁄𝑙𝑙 ℎ > 20 Lze zanedbat
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Ukázky stavebních konstrukcí s nosnými prvky významně namáhaných smykem

Vierendeelův (rámový) nosník:  
• Realizace  1968 až 1973
• Půdorys 59x83 m  
• 6 pilířů

Nová budova Národního muzea, Praha
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Ukázky stavebních konstrukcí s nosnými prvky významně namáhaných smykem

Silniční most přes řeku Olši, Karviná-Darkov

Železobetonový obloukový 
most z roku 1925:
• Vierendeelův (rámový) 

nosník
• Unikátní příčné ztužení
• Výška 6,25 m
• Délka mostovky 55,8 m
• Šířka 5,6 m

Foto: 
Ing. Renata Zdařilová, Ph.D.
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Ukázky stavebních konstrukcí s nosnými prvky významně namáhaných smykem

Silniční most přes řeku Olši, Karviná-Darkov

Železobetonový obloukový 
most z roku 1925:
• Vierendeelův (rámový) 

nosník
• Unikátní příčné ztužení
• Výška 6,25 m
• Délka mostovky 55,8 m
• Šířka 5,6 m

Foto: 
Ing. Renata Zdařilová, Ph.D.
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Ukázky stavebních konstrukcí s nosnými prvky významně namáhaných smykem

Silniční most přes řeku Olši, Karviná-Darkov

Železobetonový obloukový 
most z roku 1925:
• Vierendeelův (rámový) 

nosník
• Unikátní příčné ztužení
• Výška 6,25 m
• Délka mostovky 55,8 m
• Šířka 5,6 m

Foto: 
Ing. Renata Zdařilová, Ph.D.
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Ukázky stavebních konstrukcí s nosnými prvky významně namáhaných smykem

Silniční most přes řeku Olši, Karviná-Darkov

Železobetonový obloukový 
most z roku 1925:
• Vierendeelův (rámový) 

nosník
• Unikátní příčné ztužení
• Výška 6,25 m
• Délka mostovky 55,8 m
• Šířka 5,6 m

Foto: 
Ing. Renata Zdařilová, Ph.D.
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Ukázky stavebních konstrukcí s nosnými prvky významně namáhaných smykem

Železobetonový obloukový 
most z roku 1925:
• Vierendeelův (rámový) 

nosník
• Unikátní příčné ztužení
• Výška 6,25 m
• Délka mostovky 55,8 m
• Šířka 5,6 m

Foto: 
Ing. Renata Zdařilová, Ph.D.

Silniční most přes řeku Olši, Karviná-Darkov
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Hala Tatran / Bonver Aréna, Ostrava
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