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Kruhové a mezikruhoveé
nosné desky




rUhové a mezikruhove desky
(rotacne symetricke)

Pri jejich reseni je vhodne pouziti
valcovych (cylindrickych) souradnic.

\/ pudoryse je poloha urcena polarnimi
souradnicemi r a @.

Ve valcovych souradnicich pribyva jeste
souradnice z. Posuvy pak |soUu u, v a w.

Méerne vnitrni sily jsou obecneé:

m ohybove momenty radialni,
ohybove momenty tangencialni,
kKroutici momenty,

q, posouvajici sily radialni,

q, pOSouvajici sily tangencialni.
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(rotacne symetricke)

U rotacne symetrickych uloh se predpoklada:

rotacne symetricke podepreni, osa rotagni | p
rotacné symetrické zatizeni, Symeme |

. , . . , |

izotropni nebo rotacne anizotropni —L4& . 1T,

vlastnosti materialu desky.

Yz

U rotacni symetrie jsou vsechny veliciny funkci jedine

promenne r. Posunuti v je nulove.

Nenulove merne vnitrni sily jsou:
m ohybove momenty radialni,

r

m, ohybove momenty tangencialni,

q, posouvajici sily radialni.
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" Kruhové a mezikruhovée desky,
geometricke a fyzikalni rovnice

Predpoklady Kirchhoffovy teorie zUstavaji v platnosti.

normala ke stiednicové roviné

_K'K'—KK_(r+u)d(0—dq0:u w
r

8(/) — == .z
KK rdo r
)w' (pootoceni)
u (posun bodu K - zaporny) , ,
e - Po dosazeni do Hookova zakona:
| K K vlakno po deformaci
| o 5 o ; ’
I I E; ptivodni tvar B E B E » W
el o o. = e, +ue_ |)=— \w+tu— |-z
Tk S P ( P TH ¢) 1—u’ “ r
4 u(<0) E E ’
w ”
o_= et ue |J=— . +u-w |-z
. l_luz((o e, ) l_ﬂZ(r " j
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” Kruhove a mezikruhoveé desky,
merne ohybove momenty

Pri znalosti normalovych napeéti lze odvodit pomoci
iNntegrace momentovych Ucinku po tloustce kruhove
nosne desky merne ohybove momenty:

o = £ (8+ 8)_— E (w”+ K,z

1—u —uw\r
% / A 3 / /
m, = J-arzdzz— £ 2(W"+,um) J-zzdzz— Eh > ( "+,um)=—D [W”-I—,umj
iy — U r )y 12(1—,u ) ¥ ¥
% 4 A 3 / /
m¢=Ja¢ZdZ:— Z(W + 1 wjj.zzdzz— Eh . (W + 1 w”j:—D (K+,u w”j
12 r 3 12(-2) Lr r



Oh Ové 5 ez K U N oV e ® as KV’
podminky rovnovahny

U radialne symetrickych uloh staci formulovat pouze

2 podminky rovnovahy - silovou ve smeru osy z

a momentovou k tecne ose. K radialni ose je podminka
rovnovahy splnéna identicky.

SF.=0: gq,-rdp-(q,+q, -dr)-(r+dr)-dp-p-dr-r-dp=0

ZMZ.’A =0: —m_-r-do+(m +m’-dr)-(r+dr)-de—
% —m,-dr-dp—gq,-r-de-dr=0

Po Upravach (viz dale) plati:

(g,7) +p-r=0  (m,r)—q,-r=m,=0

P resp.
‘Q\ (mrr)”—m;+p-r=0
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—

PKruhové a mezikruhove des Ky,
podminky rovnovahy

2 F.=0:

g,-r-dp—(g, +q,-dr)-(r+dr)-dp—p-dr-r-dp=0

q,-r—q,-r—q,-dr—q.-r-dr—q.-dr-dr—p-dr-r=0

qg,+q, r+q. -dr+p-r=0 g -dr=0
(qr-l") +p-]/’:O qr+q:°7’:(qr.r)'
ZMz‘,A =0: obecné: (uv) =u -v+u-v

—m, -r-dp+(m, +m-dr)-(r+dr)-dp—m,-dr-dp—gq, -r-de-dr=0
—m,-r+m, -r+m, -dr+m -r-dr+m,-dr-dr—m,-dr—gq,-r-dr=0

m, +m, - r+m-dr—m,—q,-r=0 m.-dr=0
’ 4

(m,r) —m,—q, r=0 m_+m -r=(mr)
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deskova rovnice

DO rovnice:

7”

m.r) —m +p-r=0
(m, -r) —m,+p

se dosadi prislusneé derivace radialnino a tangencialniho
momentu:

mr=—D-(w”+,uK,) m,=-D- ( ,+,u wj
r r
(mr°r),,=—D-( 2w - w”) ( (/)),:—D ({—?h& wj
PO Uprave se dostane deskova rovnice ve tvaru:

”"+g w’ . w +i w=2

2 3
& 4 & D
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” Kruhoveé a mezikruhoveé desky,
deskova rovnice, odvozeni

7 , » W, W, ”
(mr-r) -m,+p-r=0 mr:—D-(w +,uj m(p:—D-(+,u-wj
r

(m, -r)

144

(m.-r) ==D-W +r W+ +u-w)==D-W"r+2-w +u-w")

(m¢),=—D (”—W,w w j

r r

4 4
’ ” w 4 w /
=m._+r-m, =—D-(w +ﬂ7+r-w —,ur+,u-wj

—D- (W r+2- W+ u-w")+ D-(W—M;+,u W j+p r=0
ror
|: V722 2 /U W” W, /’l m:|
D-r- +—w+—w—2+3— W= p-r
r r roor
IIII 2 1 1
+—- W - W +— W—£
r r r D
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" Kruhoveé a mezikruhove desky,
deskova rovnice, obecne reseni

2 1 1
W,,,,+—-W,”——2~W”+—3°W,:£
4 4 4 D

Deskova rovnice:

Obecne reseni Eulerovy linearni, nehomogenni
diferencialni rovnice 4. radu:

w(r)=w,(r)+C,+C,-r*+C,-Inr+C, -r*-Inr

C,. G, C;, C,... integracni konstanty, vyplyvajici
z okrajovych podminek
(plne kruhove desky: C;=0; pokud neni v r=0
bodove zatizeni nebo podepreni, pak C,=0),

w, ... partikularni integral, predstavuje reseni uplne
deskove rovnice (ostatni Cleny predstavuji reseni
homogenni rovnice), zavisi na plosnem zatizeni p,

D ... deskova tuhost.
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12

partikularni integral

. . 14444 2 mw 1 ” 1 ,
Deskovou rovnici: w7 +Z W’ —— - w+—-w=L
r r r D

14
/7))

Ize upravit na tvar: <r-{l-(r-D-w’)} - =7-p
r

Upravou lze ziskat partikularni integral obecného feseni
deskove rovnice:

’
7" ’

,r.[l.(r.D.W')'} > :r.pj[l.(,,p.w')'} :j%dr.jr.pdr

r r

N\

(r-D-w'),:r-J-%dr-J.r-pdr:D-w’z%-“.rdr-“.%dr-‘[r-pdr

W, =%-I%dr-jrdr-j%dr-jr-pdr
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partikularni integral '>:<‘ )
| | f

IHHHHHH

|

"
I
Pro p =konst. Ize z partikularnino integralu obecneho

reseni deskove rovnice odvodit:

wo(r)=%-j%dr-jrdr-j%dr-_“r-pdr

wo(r):£ J.%dr-jrdr J‘% r—dr:%- %dr-jr-%dr:
_E.Il.’”4 _P(r P
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partikularni integral e S i
%ﬁ\'\ a
i r |
: ‘ 4
Pro p=p“
a

reseni deskove rovnice obdobne odvodit:

wo(l”):%j%dr-jrdr-jldr-jrz-p“ dr

a

Wo(r)=%’-j%dr-jrdr ;ﬁdr—p“ j dr- Ir —dr—

r 45 225-a-D

1 .
— pa J‘ V dr_ pa 7"
D-a
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” Kruhoveé a mezikruhové desky,
oartikularni reseni deskove rovnice

Partikularni reseni deskove rovnice pro pripady podle
obr.:

2 1 1
W,,,,+—-W,”——2-W”—I——3-W,=£
14 4 A D

e wy(r) predstavuje tzv.
: /ﬁ partikularni integral, tedy
w(r) =2 TTITITITIT] libovolné feseni deskove

64-D T 4 ) | rovnice vcetné prave
f ‘ 1 strany
5 > i

O spravnosti techto reseni
. se |ze presvedcit

7—4 dosazenim do deskove

! T rovnice
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i

” Kruhove a mezikruhoveé desky.
oartikularni reseni deskove rovnice

0 5
| I /_ o 4
Napf. ST w()=L2"
i| P |a ‘ 64-D

3-p, 23 pr 1 .3-p-r2+ 1 .p-rS B
r 8D r* 16-D > 16-D

8-D
_p.(3+6_3+1 _p (6+12-3+1)_p
D\8 8 16 16 D 16 D
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” Kruhoveé a mezikruhové desky,
merne posouvajicl sily

/ rovnice:

’

(m -r) —q, -r—m, =0

lze odvodit po dosazeni za merne ohybove momenty
Meérnou posouvaijici silu ¢,

’

m, =—D-(w"+,ulj
r
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'Uhové a mezikruhove desky.
okrajove podminky

Integracni konstanty C,, C,, C; a C, vyplyvaji z okrajovych
podminek. Opet plati:

prosté podepfeni: w=20 m.=0
m.=-D (W”-I-,u ﬁ}o
r
vetknuti: w=0 w =0
volny okraij: m.=0 q.=0
m, =—D-(w"+,u-%j=0

18
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P Zakladni vztahy pro wpocet
kruhovych a mezikruhovych desek

w(r)=w,(r)+C, +C,-r*+C,-Inr+C,-r*-Inr re<0,a>
Nz 4 M .
TN w,()=2" e wy
L e 64-D 225 a-D
| a = I ]
m. =-D- W”-I—,LL'K, ’ ’ G
r B} w(r)zwo(r)+2-C2-r+7+2-C4-r-lnr+C4-r
——D w 4 C
e W(r)=wi(r)+2:C, =3 +(2:Cy Inr+2:C, )+ C,
1 1
— DW= - - ” 2-C;, 2-C
o D(W +rw r’ W) w”(r)=wilr)+ r33+ r4
3
D E-h
12-(1- )

19
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¥ Piiklad 1: kruhova deska rovnomeérné
zatizena, na okraji vetknuta

»le
& ! /ﬂ »
w(r)z ()+C +C,-r"+C;-Inr+C,-r"-Inr o I
S
p-r4 re<0,a> : a
Reseni: C,=C,=0 WO(r)=64-D
Okrajove podminky
4 4
w(r=a)=0 =a)=L2 yC +C,-a’>=0 _pa
r=a) == ’ “ =D
3 2
R (. p-a :_p-a
wW(r=a)=0 w(r=a) 16-D+2C a=0 C, 19D

.y =
64 D 64-D 32-D 64-D

w(r)= ()+C +C, -1’ _ B pa pa 2= -(r4+a4—2-a2-r2)
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” Piiklad 1: kruhova deska rovnomeérné
zatizena, na okraji vetknuta

S , Funkce vyslednych veliéin:
) | M D L v w(r)=wi(r)+2-C,-r
TR ()= 2 (g2 )
64-D w(r)=wl(r)+2-C,
3 2
W)= Bl P P (2 )

16-D 32-D 16-D
pr

%\ m w(r)= > —2 pa __p (6-r2—2-a2)

& 16-D 32.D 32-D
1+y /
_H 16 w ”
N pa’ + - =D\ —4+yu-
() B (W - j " (r : Wj
l+',u
. m, 6 r’=2-a ) K. PT -(rz—az)}
32-D r 16-D
mr=%-[a2-(l+ﬂ)—r2-(3+ﬂ)] m(p=%-[a2-(l+ﬂ)—r2-(l+3-u)]

21 www.fast.vsb.cz



——

¥ Piiklad 1: kruhova deska rovnomeérné
zatizena, na okraji vetknuta

ke
Funkce vyslednych veliéin: ) : /ﬂ :
| | TR
=-D- ,”-I—— oW | r
o (W r " P Wj re(0,a) { z )
3 2 .
w'(r)= pr _2.p a = p-r -(rz—az)
16-D  32-D 16-D
2 2 . .
W”(V):3 pr _2]9 a _ P ‘(6'7"2—2'612) W,”(I/')=3 p-r
16-D 32.D 32-D 3.D

__p|3pr 1 P (g 5L P o o
1= D[&D 32D (6:r°~2-a’) r? 16-D I a)}

1

[EI=="—"f]] -y g, == pr
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2 2 /
w(r)=w,(r)+C, +C, - ¥’ +C,-Inr+C, - 7> Inr ALT] i ¢
R
Okrajove podminky: Lsm | 1.5m [, LSm | 1.5m
4 a a a=3m y'
wo(r):pr wr=— :O mr y=— :O :
64'D 2 2 Y ZW
wir=a)=0 w(r=a)=0
13,136 12,4871 _ 16,605 10,7531 ;7
RN L R CL...1 8 S U )
0 2 3 )
m =—D.| 2P +2-cz—%3+c4-(2.1nr+3)+ﬁ.(p s +2.r-cz+Q+c4-r-(2-1nr+1)]
| 16-D r r (16 r
[ 3 2
m, =-D- %-(lpg..;-l-z-r-cz+%+C4-r-(2-1nr+1)}+ﬂ-[31.52 +2-C2—%+C4-(2-lnr+3)ﬂ




/adani dalsich prikladu k procviceni

p =10kNm'2 I s E:)
: | __p=20kNm " p=10kNm’
j
4

!

T,
1 2
2m‘ 2m= 2m.| 2m

a=4m |
Vz,w

}‘ a=5m

<

/adani prikladu I. /adani prikladu Il
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| /adani dalsich prikladu k procviceni

w(b)=0 w(a) =0

m(b) =0 w(a)=0
| 2

600 Ny, bl L

5 | 4
|
|
i
|
| [
> !
i m(b)=0 M w(a)=0 : A
|
|
|
|
|
X
|
|
|

] - 1,5m | 1,5Sm ! 1,5m | 1,5m _|

“ ¢ e i iy "l
wb)=0 | m(a)=0 . a=3m !
Wb)=0 y g@=q,  [* g

f — I

i v Z, W

i | Zadani prikladu IlI.

5 4 :
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” Pfiklad 3: kruhova deska zatizena
bremenem ve svém stredu

>l

w(r)=w,(#)+C,+C, - r* +C,-Inr+C, -r*-Inr |

P

Reseni: w,(r)=0 C,=0 l
PAY - Z5

w(r)=C +C,-r*+C, -r*-Inr |

- \
w(r)=2-C,-r+2-C,-r-Inr+C, -r . i . ‘
w(r)=2-C,+2-C, - Inr+3-C, W (r) =4 . |
r
qr=—D-(w”'+l-w”—L2-w'j
r r
I 1 1
qr:—D-[2-C4-;+;-(2-C2+2-C4-lnr+3-C4)—r—2-(2-C2-r+2-C4-r-lnr+C4-r)}
C P P
q, =—4-D-— =~ =C, = Rovnovaha vytatéeho kotouce
r 2-7T-r 8-mw-D
2 P 2
w(r)=C, +C,-r* + r”-Inr
8-m-D
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” Pfiklad 3: kruhova deska zatizena
bremenem ve svém stredu

Rovnovaha na vytatem kotoudi:

P
P
q,=—
i D71
q,
Rovnovaha

| |

|P vytatéeho |P

* kotouce *

P

| ) | J |
9 | q 1 il q
i | 1 i | |

b | b

2f

Plati za predpokladu
rovnomerneho rozlozeni sily
na plose (vytatem kotouci)
O polomeru b

Poznamka: posouvajici sila
g, Ma ve skutecnosti
zaporne znamenko.
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——

P Piiklad 3: kruhova deska zatizend
bremenem ve svém stredu

59
|
P P
W(’"):C1+C2'r2+8.ﬂ'.D.r2.lnr i + ya\
Okrajove podminky: ‘—" \
w(r=a)=0 m(r=a)=0

P-a® 3+u

C, = -
16-7-D 1+ u

5

2

C2 :_16PD£21HCI+T:5) \:
[

\i

} \i

w(r)= F -{3+ﬂ-(a2—r2)+2-r2-ln1
16-D | 1+ u a

mrz—i-(l+,u)-ln£ m¢=i-{(l—ﬂ)—(l+ﬂ)-lnl} q.= F

4.1 a
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” Pfiklad 3: kruhova deska zatizena
bremenem ve svém stredu

V3
Redlné prubéhy ohybovych P
momentu v okoli stfedu 9 =0
kruhové desky: 9,
| Rovnovaha |
|P vytatého |P
* P kotouce *
Pri rovnomernem rozlozeni {1 I J
sily na plose (vytatem | i B H‘ |
kotouci) o polomeru b plati T’
phbllzné = Realné pribéhy
' ohybovych
p b m, _ momentU v okoli
— Z fedu kruhové
mr(O):m¢(O)zm =_4.7[.[1—(1+ﬂ).1nﬂ fjt;‘:k; ruhove
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