
Obyčejné diferenciálńı rovnice

Obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi (ODR) budeme nazývat rovnice, ve kterých
se vyskytuj́ı derivace neznámé funkce jedné reálné proměnné.

Př́ıklad. Bud’ dána funkce f : R→R. Necht’ J ⊂R je otevřený interval. Pak funkce
ϕ vyhovuje ODR

y′(x) = f (x)
v každém bodě intervalu J právě tehdy, když ϕ je primitivńı funkćı k funkci f na J.

Řád ODR udává nejvyšš́ı derivace neznámé funkce, která se v rovnici ”efektivně”
vyskytuje. Např́ıklad rovnice

y′(x) = sinx, 0 · y′′(x)+ y′(x) = cosx

jsou ODR 1. řádu, rovnice y′′′(x)+ y′(x) = cosx je ODR 3. řádu.

Př́ıklad. Pohyb hmotného bodu po př́ımce lze popsat podle Newtonova zákona śıly
vztahem

F = m ·a
(F je p̊usob́ıćı śıla, m je hmotnost bodu, a je jeho zrychleńı). Označ́ıme-li čas ṕıs-
menem t a polohu hmotného bodu v čase t symbolem y(t), pak a = y′′(t). Předpo-
kládejme, že hmotnost bodu na čase nezáviśı, a že zadaná śıla F záviśı pouze na
čase t, poloze y(t) a rychlosti y′(t) bodu. Potom lze psát

my′′(t) = F(t,y(t),y′(t)) .

Tato rovnice představuje ODR 2. řádu.

Úmluva. V zadáńı ODR proměnnou u neznámé funkce a jejich derivaćı většinou
nevypisujeme, předchoźı rovnici tak zaṕı̌seme ve tvaru

my′′ = F(t,y,y′).

Podobně např́ıklad nahrad́ıme zápis ODR

y′ (x)− sin(x)y(x) = ex

stručněǰśım tvarem
y′− sin(x)y = ex .

Linárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu. Necht’ jsou zadány funkce a, b definované
na otevřeném intervalu J ⊂ R. ODR tvaru

(1) y′+a(x)y = b(x)

nazýváme lineárńı diferenciálńı rovnićı 1. řádu.

Je-li speciálně pravá strana v uvedené rovnici nulová, rovnice přecháźı v rovnici

(2) y′+a(x)y = 0,

kterou nazýváme homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnićı 1. řádu.

Mějme ještě zadána č́ısla x0 ∈ J, y0 ∈ R. Podmı́nku

(3) y(x0) = y0

budeme nazývat počátečńı podmı́nkou (kladenou na řešeńı zadané diferenciálńı rov-
nice).
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Definice. Necht’ funkce ϕ splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

• D(ϕ) = I, kde I ⊂ R je otevřený interval,
• pro každé x ∈ I plat́ı ϕ′ (x)+a(x)ϕ(x) = b(x).

Pak funkci ϕ nazýváme řešeńım rovnice (1) na I. Splňuje-li řešeńı ϕ nav́ıc zadanou
počátečńı podmı́nku, tj. plat́ı

• ϕ(x0) = y0,

pak řekneme, že ϕ je řešeńım Cauchyovy úlohy (1), (3) na I.

Věta. Necht’ a, b jsou spojité funkce definované na otevřeném intervalu J. Necht’
x0 ∈ J. Pak plat́ı:

• Existuje právě jedna funkce ϕ, která je na J řešeńım Cauchyovy úlohy (1),
(3).

• Množina všech řešeńı rovnice (2) na J tvoř́ı vektorový prostor dimenze 1.
• Řešeńı rovnice (2) na J neměńı na J znaménko.
• Necht’ yp je řešeńı rovnice (1) na J. Zvolme libovolně řešeńı yh rovnice (2)

na J . Pak funkce

y(x) = yh (x)+ yp (x) , x ∈ J

je opět řešeńım rovnice (1) na J.
• Necht’ yp je nějaké, pevně zvolené řešeńı rovnice (1) na J. Pak ke každému

řešeńı y rovnice (1) na J existuje právě jedno řešeńı yh homogenńı lineárńı
diferenciálńı rovnice (2) na J takové, že pro všechna x ∈ J plat́ı:

y(x) = yh (x)+ yp (x) .

Popǐsme nyńı metodu ”přenásobeńı”, která umožňuje řešit zadané lineárńı diferen-
ciálńı rovnice.

• Nejprve nalezneme ”maximálńı” interval J, na kterém jsou koeficient a rov-
nice a pravá strana b rovnice spojitými funkcemi. Je-li zadána počátečńı
podmı́nka y(x0) = y0, ověř́ıme, že x0 ∈ J.

• Vypočteme
∫

a(x) dx na J.
• Rovnici (1) přenásob́ıme kladnou a diferencovatelnou funkćı

e
∫

a(x)dx, x ∈ J :

y′ · e
∫

a(x) + y · e
∫

a(x) ·a(x) = e
∫

a(x)dx ·b(x) .

Źıskáme tak diferenciálńı rovnici, která má zřejmě stejnou množinu všech
řešeńı jako rovnice (1) (hovoř́ıme o ekvivalentńıch rovnićıch). Po využit́ı
vzorce pro derivaci součinu na levé straně přenásobené rovnice źıskáváme
na J vztah (

y · e
∫

a(x)dx
)′

= e
∫

a(x)dx ·b(x) .

Po integraci obou stran plat́ı

y(x) · e
∫

a(x)dx ≈
∫

e
∫

a(x) ·b(x) dx , x ∈ J,

tento vztah lze pomoćı použit́ı ”integračńı konstanty C” zapsat takto:

y(x) · e
∫

a(x)dx =
∫

e
∫

a(x) ·b(x) dx+C , x ∈ J, (C ∈ R) .



Množinu všech řešeńı naš́ı rovnice na intervalu J pak lze po úpravě popsat
vzorcem (nazýváme jej obecným řešeńım rovnice)

y(x) = C · e−
∫

a(x)dx +C · e−
∫

a(x)dx ·
∫

e
∫

a(x) ·b(x) dx, x ∈ J, (C ∈ R) .

• Je-li zadána počátečńı podmı́nka y(x0) = y0, zjist́ıme dosazeńım konkrétńı
hodnotu C a naṕı̌seme př́ıslušné řešeńı Cauchyovy úlohy.

Př́ıklad. Určete řešeńı Cauchyovy úlohy

y′−3x2y = 0 , y(1) = 2e3.

Řešeńı. Zřejmě je a(x) = −3x2, b(x) = 0. Funkce daná předpisem −3x2 je spojitá
na J = R. Zřejmě plat́ı

∫ (
−3x2

)
dx = −x3, takže po přenásobeńı zadané rovnice

kladnou a diferencovatelnou funkćı

e−x3

dostáváme ekvivalentńı rovnici

y′ · e−x3
+ y ·

(
e−x3 ·

(
−3x2)) = 0 .

Po úpravě přecháźı levá strana v derivaci součinu:(
y · e−x3

)′
= 0,

takže po integraci obou stran a přidáńı ”integračńı konstanty” C :

y(x) · e−x3
= C, C ∈ R .

Po přenásobeńı funkćı ex3
źıskáváme ”obecné řešeńı” zadané rovnice:

y(x) = Cex3
, C ∈ R .

Z počátečńı podmı́nky y(1) = 2e3 (v předchoźım vztahu dosad́ıme č́ıslo 2e3 mı́sto
y(x) a č́ıslo 1 za x) źıskáváme rovnici pro C:

2e3 = Ce13
=⇒ C = 2e2 .

Nyńı jsme již schopni zapsat hledané řešeńı ϕ zadané Cauchyovy úlohy:

ϕ(x) = 2e2ex3
= 2ex3+2.

Ukázka stručného zápisu řešeńı téhož př́ıkladu (se kterým si vystač́ıte u zkoušky):

Př́ıklad. Určete řešeńı Cauchyovy úlohy

y′−3x2y = 0 , y(1) = 2e3 .

Řešeńı.
y′−3x2y = 0

∣∣ · e∫
−3x2dx

y′e−x3 −3x2ye−x3
= 0(

y · e−x3
)′

= 0

y · e−x3
= C, C ∈ R

y = Cex3
, C ∈ R

2e3 = Ce =⇒ C = 2e2

ϕ(x) = 2ex3+2

Uved’me ještě stručné řešeńı daľśıho př́ıkladu.



Př́ıklad. Určete řešeńı Cauchyovy úlohy

y′+
1
x

y = x , y(−1) = 2.

Řešeńı. −1 ∈ (−∞,0) =⇒ J = (−∞,0),

y′+
1
x

y = x
∣∣ · e∫ 1

x dx, x ∈ (−∞,0)
[
eln|x| =−x, pro x < 0

]

−y′x− y =−x2, x < 0

(−yx)′ =−x2, x < 0

−yx = C− x3

3
, x < 0, C ∈ R

y =
C
x

+
x2

3
, x ∈ (−∞,0) , C ∈ R

y(−1) = 2 =⇒ 2 =−C +
1
3

=⇒ C =−5
3

ϕ(x) =− 5
3x

+
x2

3
, x ∈ (−∞,0)

Separovatelné diferenciálńı rovnice. Necht’ jsou zadány funkce h, g. ODR tvaru

(4) y′ = h(x) ·g(y)

nazýváme rovnićı se separovatelnými proměnnými. Podobně jako v př́ıpadě lineárńı
diferenciálńı rovnice prvńıho řádu definujeme řešeńı rovnice (4) na otevřeném in-
tervalu J ⊂ R jako takovou funkci ϕ, D(ϕ) = J, která po dosazeńı změńı uvedenou
rovnici v rovnost dvou funkćı na J:

ϕ
′ (x) = h(x) ·g(ϕ(x)) , x ∈ J .

Plat́ı-li pro řešeńı ϕ rovnice (4) na J nav́ıc vztah ϕ(x0) = y0, tj. splňuje-li uvedené
řešeńı počátečńı podmı́nku

(5) y(x0) = y0 ,

ř́ıkáme, že funkce ϕ je řešeńım Cauchyovy úlohy (4), (5) na J.

Věta. Necht’ h je spojitá funkce definovaná na otevřeném intervalu I ⊂ R. Necht’
funkce g má na otevřeném intervalu K spojitou derivaci. Necht’ x0 ∈ I, y0 ∈K. Pak
existuje otevřený interval J ⊂ I a právě jedna funkce ϕ, která je řešeńım Cauchyovy
úlohy (4), (5) na J.



Řešeńı separovatelné diferenciálńı rovnice lze při splněńı předpoklad̊u uvedené věty
hledat pomoćı následuj́ıćı úvahy. Předpokládejme, že funkce y řeš́ı (4) na otevřeném
intervalu J, tj. plat́ı:

(6) y′ (x) = h(x) ·g(y(x)) , x ∈ J .

Předpokládejme nav́ıc, že pro pro každé x ∈ J plat́ı g(y(x)) 6= 0 . Pak obě strany
rovnosti můžeme dělit g(y(x)):

1
g(y(x))

· y′ (x) = h(x)

Po následné integraci a použit́ı ”integračńı konstanty” C pak źıskáváme vztah∫ 1
g(y(x))

· y′ (x) dx =
∫

h(x) dx+C, (C ∈ R) .

Na levou stranu předchoźıho výrazu nyńı můžeme použ́ıt prvńı substitučńı metodu
s volbou Y = y(x), takže∫ 1

g(Y )
dY

∣∣
Y=y(x) =

∫
h(x) dx+C, (C ∈ R) .

Z posledńıho vztahu se někdy podař́ı vyjádřit předpis y(x) pro hledaná řešeńı. Hod-
notu C pak zjǐst’ujeme dosazeńım počátečńı podmı́nky, podobně jako při řešeńı
lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu.

Př́ıklad. Určete řešeńı Cauchyovy úlohy

y′ = 2x · y, y(0) = 2 .

Řešeńı. Zadaná rovnice je vlastně lineárńı homogenńı diferenciálńı rovnićı y′−2xy =
0, o které v́ıme, že jej́ı řešeńı na R neměńı znaménko. Z počátečńı podmı́nky je vidět,
že hledáme řešeńı nabývaj́ıćı pouze kladných hodnot. Můžeme tedy psát

1
y(x)

y′ (x) = 2x,∫ 1
y(x)

y′ (x) dx =
∫

2xdx+C, (C ∈ R) ,∫ dY
Y

∣∣
Y=y(x) = x2 +C, (C ∈ R) ,

ln |y(x)|= ln(y(x)) = x2 +C, (C ∈ R) ,

y(x) = ex2+C = eC · ex2
, (C ∈ R) .

Po dosazeńı počátečńı podmı́nky źıskáváme

ln2 = C,

takže pro řešeńı ϕ zadané Cauchyovy úlohy plat́ı

ϕ(x) = 2ex.

Poznámka. Z řešeńı předchoźıho př́ıkladu je patrné, že homogenńı linearńı dife-
renciálńı rovnice můžeme kromě metody ”přenásobeńı” úspěšně řešit rovněž jako
rovnice se separovatelnými proměnnými.



Poznámka. Popsaná metoda řešeńı separovatelných rovnic se často stručně me-
chanicky popisuje pomoćı následných zjednodušuj́ıćıch zápisk̊u (pro derivaci y′ je
použito značeńı dy

dx
, mı́sto substituce Y = y(x) se použije y = y(x)):

dy
dx

= h(x) ·g(y) ,

pro g(y(x)) 6= 0 :
dy

g(y)
= h(x)dx,

∫ dy
g(y)

=
∫

h(x)dx+C .

Poznámka. Možnou existenci č́ısla x ∈ J, pro něž g(y(x)) = 0 lze diskutovat v kon-
krétńıch př́ıpadech - můžeme tak źıskat daľśı řešeńı zadané Cauchyovy úlohy. T́ım
se ovšem na tomto mı́stě nebudeme zabývat (Podle kolegy K. K. člověk nemuśı
umět všechno).

Př́ıklad. Vypočtěte řešeńı Cauchyovy úlohy

y′ = 2xy2, y(0) =
1
4
.

Řešeńı.
dy
dx

= 2xy2

Předpoklad ∀x ∈ J : y2 (x) 6= 0. ∫ dy
y2 =

∫
2xdx+C,

− 1
y(x)

= x2 +C,

y(x) =
1

C− x2 , C ∈ R

y(0) =
1
4

=⇒ 1
4

=
1

C−02 =⇒ C = 4,

ϕ(x) =
1

4− x2 .

Zkouška:

∀x ∈ (−2,2) : ϕ
′ (x) =− −2x

(4− x2)2 = 2x ·
(

1
4− x2

)2

= 2xϕ
2 (x) ,

ϕ(0) =
1
4

.

Výsledek:

ϕ(x) =
1

4− x2 , x ∈ (−2,2) .

Poznámka. Věta o existenci a jednoznačnosti řešeńı pro separovatelné rovnice ne-
obsahuje bližš́ı informaci o intervalu J (na kterém je definováno řešeńı úlohy) ani
o neměnnosti znaménka řešeńı. Použijeme-li proto mechanicky výše popsaný algo-
ritmus, je nutné přesvědčit se o správnosti nalezeného řešeńı zkouškou.



Poznámka. Často se rovnice, ∫ dy
g(y)

=
∫

h(x)dx+C

pro řešeńı y(x) nepodař́ı vzhledem k této funkci explicitně rozzřešit. V takovém
př́ıpadě jsme alespoň diferenciálńı rovnici převedli na rovnici bez derivaćı neznámé
funkce. Daľśı informace o řešeńı nám pak může poskytnout tzv. věta o implicitńı
funkci.

Př́ıklad. Řešte diferenciálńı rovnici(
x3 +1

)
y+ x

(
y2−1

)
y′ = 0.

Řešeńı. Jestliže y(x) 6= 0, pak(
y2−1

)
y

dy
dx

=−
(

x2 +
1
x

)
,

takže ∫ y2−1
y

dy =−
∫ (

x2 +
1
x

)
dx+C,

1
2

y2− ln |y|=−1
3

x3− ln |x|+C,

1
3

x3 + ln |x|+ 1
2

y2− ln |y|= C, C ∈ R .


