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Úvodem
Text, který právě čtete, vzniká jako alternativní studijní materiál k předmětu Diskrétní matematika pro ba-
kalářské studium na technické vysoké škole.

Při výběru témat a přípravě textu jsem vycházel z osnov dané dokumentem Computer Science Curricula
s podtitulem „Curriculum Guidelines for Undergraduate Degree Programs in Computer Scienceÿ, který
garant bakalářského studijního programu „Informatikaÿ vybral jako vzor při sestavování náplně velké části
předmětů.

Pokud máte pocit, že v textu je nějaká nesrovnalost, dejte mi vědět. Je velmi pravděpodobné, že se
jedná o chybu nebo překlep. Budu rád, když mne upozorníte i na méně srozumitelné pasáže, abych je
v dalších verzích textu mohl vylepšit.

Jak číst tento text
Nultá kapitola shrnuje základní pojmy a symboly, které se objeví v dalších kapitolách. Doporučuji čtenářům
ji prolistovat a při čtení pozdějších kapitol se případně vrátit k příslušnému tématu.

Na konci každé podkapitoly najdete příklady k procvičení probrané látky. Protože není smysluplné
vybudovat nejdříve celou teorii a teprve potom řešit příklady, tak některá cvičení se odvolávají na pojmy,
které budou zavedeny teprve v pozdějších kapitolách. Věřím, že není problém nalistovat si příslušnou definici
(na konci textu najdete rejstřík) a pak takové příklady vyřešit.

K použitým symbolům
Příklady označené „*ÿ patří k náročnějším. Jejich řešení obvykle vyžaduje delší výpočet nebo pečlivější
rozbor. Pro řešení příkladů označených „**ÿ je třeba nějaký nápad nebo výsledek z jiné oblasti matematiky.
Zdůrazněme ale, že hvězdička neznamená nutně „to nikdy nevyřešímÿ. Naproti tomu příklady označené „♡ÿ
jsou tak lehké, že jejich řešení je možné zpaměti a jen s užitím základních pojmů.

V Krmelíně 26. srpna 2026.
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Kapitola 5. Rekurentně zadané posloupnosti

V Kapitole ?? jsme ukázali, že ne vždy je možné počty jistých výběrů vyjádřit pomocí jednoduchých
vztahů probraných v Kapitole ?? Pro některé výběry dokonce neexistuje vzorec v uzavřeném tvaru, tedy
ve tvaru bez volných proměnných a sum. V této kapitole nejprve ukážeme několik početních problémů,
pro které vyčíslení možností přirozeně vede na rekurentní vztahy. Typicky se bude jednat o řešení úloh,
které lze popsat rekurzivním postupem nebo řešit pomocí rekurentních algoritmů.

Poté zavedeme pojem rekurentních rovnic obecně a ukážeme, jak některé jednoduché rekurentní vztahy
můžeme vyčíslit (vyřešit). Zejména ukážeme, jak můžeme vyčíslit složitost některých vybraných algoritmů.

Typické příklady rekurentních algoritmů či postupů zahrnují merge sort, úlohy dynamického programo-
vání, nebo konkrétněji počty uzávorkování n+1 činitelů pomocí n závorek, nebo například počty „pěstova-
ných kořenových stromůÿ, které jsme zavedli v Kapitole 4 předmětu Úvod do teorie grafů.

Pokud se chcete dozvědět, jak řešit lineární homogenní rekurentní rovnice, podrobný popis včetně pří-
kladů najdete v sekci 5.3. Postup, jak řešit vybrané lineární nehomogenní rekurentní rovnice je popsán
v sekci 5.4.

5.1. Motivační příklady

Fibonacciho posloupnost
Velmi známý je klasický příklad tzv. Fibonacciho posloupnosti, který uvádí téměř všechny učebnice diskrétní
matematiky.

Příklad 5.1. Fibonacciho posloupnost
Na ostrově byl vysazen pár malých králíků. Předpokládejme, že králíci se rozmnožují až od věku 2 měsíců
a že pár vychová každý měsíc další pár králíků. Jaký je počet fn párů králíků po n měsících?
Ze zadání ihned vidíme, že pro počet párů králíků v prvních měsících platí f1 = f2 = 1. Pro n ≥ 3 je

počet párů králíků fn určen součtem dvou hodnot

• počtem párů v předchozím měsíci fn−1,
• a počtem párů starých dva měsíce fn−2, kteří nyní dosáhli dospělosti a mají mladé.

Celkem dostáváme rekurentní vztah
fn = fn−1 + fn−2

párů, jestliže neuvažujeme umírání populace. Řešení, tj. vztah pro fn bez znalosti dvou předešlých členů,
odvodíme v sekci 5.5. na straně 14.

Odkazy:

• https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_sequence
S Fibonacciho čísly se můžeme setkat v řadě dalších situací, objevují se například při popisu růstu

rostlin (spirální uspořádání listů, rozmístění semínek slunečnice nebo spirály šišek), při analýze složitosti
Euklidova algoritmu, při hashování v kryptografii.

Hanojské věže
Francouzský matematik Édouard Lucas v roce 1883 zveřejnil hlavolam, kterému se říká „hanojské věžeÿ.
Hlavolam spočívá v přemísťování disků mezi kolíky podle daných pravidel.

Obrázek 5.1.: Hanojské věže, autorem je Édouard Lucas (1842 – 1891).
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Příklad 5.2. Hanojské věže
Máme tři kolíky a sadu disků různých velikostí. Všechny disky jsou seřazeny podle velikosti na prostředním
kůlu. Úkolem je přemístit všechny disky na jiný kůl, přičemž

• v každém tahu se přesunuje pouze jeden disk,
• nikdy nesmí ležet větší disk na menším disku.

Ptáme se, jaký je nejmenší nutný počet tahů Hn pro přemístění celé věže s n disky z jednoho kolíku na jiný
kolík?
Abychom přemístili největší disk, musí být n−1 disků přemístěno na jiný kůl Hn−1 tahy. Celkový počet

tahů Hn rozdělíme na tři části.

• Nejprve Hn−1 tahy přemístíme n− 1 menších disků na třetí kůl,
• pak jedním tahem přemístíme největší disk na krajní kůl,
• nakonec Hn−1 tahy přemístíme n− 1 menších disků na největší disk.

Celkový počet tahů je dán rekurentním vztahem

Hn = Hn−1 + 1 +Hn−1 = 2Hn−1 + 1,

přičemž je jasné, že H1 = 1. Řešení, tj. vztah pro Hn odvodíme v sekci 5.5. na straně 15.
Problém Hanojských věží je pěkným modelem, který pomáhá pochopit nejen odvození a řešení reku-

rentních rovnice, ale i princip rekurzivních algoritmů a odvození složitosti algoritmů.

Odkazy:

• https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of_Hanoi

Bitové řetězce bez sousedních nul
Při sestavení čárových kódů narazíme na následující otázku.

Příklad 5.3. Ptáme se, kolik existuje takových bitových řetězců délky n sestavených z nul a jedniček,
které neobsahují sousední nuly?
Označme an počet hledaných bitových řetězců s n bity. Pro vyjádření an rozlišíme, zda řetězec n bitů

končí 0 nebo 1 (předpokládejme, že n ≥ 3).
• Pokud řetězec délky n končí 1, tak takových řetězců je právě an−1, kdy jsme na konec bitového řetězce
bez sousedních nul délky n− 1 přidali bit 1,

• pokud řetězec délky n končí 0, tak předposlední bit musí být 1 a takových řetězců je právě an−2, kdy
jsme na konec vhodného bitového řetězce délky n− 2 přidali dva bity 10 v tomto pořadí.

Jiná možnost, jak sestavit hledaný řetězec délky n, není, proto celkový počet řetězců délky n, které neobsahují
sousední nuly, je

an = an−1 + an−2.

Zbývá si uvědomit, že a1 = 2, a2 = 4 − 1 = 3, neboť oba řetězce délky 1 splňují požadavek zadání a pouze
jeden řetězec „00ÿ délky 2 ze čtyř možných požadavek zadání nesplňuje.

V sekci 5.5. na straně 16 odvodíme vztah pro an.
Všimněte si : Posloupnost čísel an je podobná, ale jiná než posloupnost Fibonacciho čísel fn. Protože

se liší první členy posloupnosti, bude se jednat o jinou posloupnost.
Bitové řetězce bez sousedních nul se využívají k vytvoření kódovacích schémat, která zajišťují, že nedojde

k záměně nebo kolizi při dekódování. Minimalizuje riziko, že dvě různá kódová slova budou dekódována jako
stejná. V některých přenosových systémech může dlouhá sekvence nul způsobit ztrátu synchronizace. Použití
bitových řetězců bez sousedních nul tomu zabraňuje, což je výhodné například při satelitní komunikaci nebo
v telekomunikacích obecně.

Dekadická kódová slova se sudým počtem nul
Je snadné určit, kolik je všech n-ciferných dekadických čísel. V kapitole ?? jsme počítali počty takových
čísel s různými omezujícími podmínkami. Požadovali jsme například, aby žádné dvě sousední cifry nebyly
stejné. Nyní ukážeme, jak určit počet takových čísel, jestliže některá pevně zvolená cifra musí mít sudý
počet opakování.

Příklad 5.4. Dekadická kódová slova se sudým počtem nul
Počítačový systém pracuje s kódovými slovy sestavenými z cifer 0, 1, . . . , 9. Platné kódové slovo obsahuje
sudý počet cifer 0. Kolik takových kódových slov délky n existuje?

2

https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of_Hanoi


Petr Kovář, 5. Rekurentně zadané posloupnosti 26. srpna 2026

Označme xn počet hledaných kódových slov s n ciframi. Při sestavení rekurentního vztahu rozlišíme, zda
kódové slovo s n ciframi končí 0 nebo ne (předpokládáme, že n ≥ 2).

• kódových slov, která nekončí 0, je právě 9xn−1, neboť jsme na konec některého z xn−1 kódových slov
délky n− 1 přidali některou cifru z 1, 2, . . . , 9,

• kódových slov, která končí 0, je právě tolik, kolik je chybných kódových slov xn−1 délky n− 1.
Jiná možnost není, proto celkový počet kódových slov délky n, které obsahují sudý počet nul, je dán vztahem

xn = 9xn−1 + (10
n−1 − xn−1) = 8xn−1 + 10

n−1.

Zbývá si uvědomit, že x1 = 9.
Hledáme vztah xn pro n-tý člen. Řešení ukážeme v sekci 5.5. na straně 16.
Kódová slova se specifickým počtem některého znaku (například se sudým počtem nul) se využijí v jed-

noduchých paritních kódech, kdy je sudý počet nul používán k detekci chyb během přenosu nebo ukládání
dat.

Počty uzávorkování n+ 1 činitelů pomocí n závorek

Příklad 5.5. Máme výraz složený z n + 1 činitelů, uzávorkujeme pomocí n párů závorek. Kolik existuje
různých způsobů uzávorkování Cn?
Pro malé počty párů n závorek určíme hodnoty Cn snadno

• C0 = 1, neboť x1 je jediný způsob, jak napsat výraz s jediným operandem.
• C1 = 1, neboť (x1 ⊕ x2) je jediný způsob, jak napsat výraz se dvěma operandy a jediným párem
závorek.

• C2 = 2, neboť existují dva způsoby, jak uzávorkovat tři operandy pomocí dvou párů závorek.

((x1 ⊕ x2)⊕ x3), (x1 ⊕ (x2 ⊕ x3))

• C3 = 5, neboť existuje pět způsobů, jak uzávorkovat čtyři operandy pomocí tří párů závorek.

(((x1⊕x2)⊕x3)⊕x4), ((x1⊕(x2⊕x3))⊕x4), ((x1⊕x2)⊕(x3⊕x4)), (x1⊕((x2⊕x3)⊕x4)), (x1⊕(x2⊕(x3⊕x4)))

Obecně ve vnější závorce je vždy právě jeden operátor „⊕ÿ. Všimneme si, že výraz se skládá z operace
dvou menších výrazů, přičemž počet operátorů uvnitř výrazu vlevo může nabývat n různých hodnot k =
= 0, 1, . . . n−1 s počtem Ck různých uzávorkování činitelů a naopak počet operátorů výrazu vpravo odpovídá
n− 1− k = n− 1, n− 2, . . . , 0 s počtem Cn−1−k různých uzávorkování činitelů.

Cn =
n−1∑
k=0

CkCn−k−1 (1)

Rekurentní posloupnost Cn =
∑n−1

k=0 CkCn−k−1 se objevuje v řadě praktických problému, čísla Cn jsou
tzv. Catalanova čísla.
Na Catalanova čísla narazíme při řešení řady dalších kombinatorických nebo informatických problémů.

Catalanova čísla vyjadřují nejen počet způsobů uzávorkování, ale popisují také počet úplných binárních
stromů výšky n, vyjadřují počet platných sekvencí operací push a pop pro zásobník, vyjadřují počet způsobů,
jak se pohybovat v mřížce pomocí kroků doprava a nahoru, aniž by byla překročena diagonála mřížky a další.
V případě rekurence (1) se nejedná o lineární rekurentní rovnici a řešení takových rekurencí je nad rámec

tohoto kurzu.

Odkazy:

• https://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_number

5.2. Rekurentně zadané posloupnosti
V této sekci nejprve připomeneme různé způsoby popisu posloupností a podrobně popíšeme lineární reku-
rentní rovnice. Připomeňme, že posloupnost můžeme zadat

• výčtem několika prvních prvků,
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• rekurentně, například an = 2an−1 + 1, a0 = 1,
• vztahem pro n-tý člen.

Příklad 5.6. Uveďme jednoduché příklady, jak zadáváme posloupnosti.

1) Posloupnost zadaná výčtem několika prvních prvků je například 1, 3, 7, 15, 31, . . .
2) Posloupnost zadaná rekurentně je například an = 2an−1 + 1, a0 = 1,
3) Posloupnost zadaná vztahem pro n-tý člen je například an = 2n − 1.

V této kapitole se zabýváme rekurentně zadanými posloupnostmi, kdy známe několik prvních členů posloup-
nosti a další členy posloupnosti se vždy určí výpočtem na základě předcházejících členů.

Hlavní úloha
Hlavní úlohou řešení rekurentních rovnice spočívá v nalezení vztahu pro n-tý člen, pokud takový vztah
existuje a pokud jej najít lze.

Definice Lineární homogenní rekurentní rovnice řádu k s konstantními koeficienty
Lineární homogenní rekurentní rovnice řádu k s konstantními koeficienty je rekurentně zadaná posloupnost
tvaru

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k, (2)

kde c1, c2, . . . , ck jsou reálná čísla, ck ̸= 0.

Rozeberme definici rekurentní rovnice. Rovnice (2)

• je lineární, protože se jedná o lineární kombinaci předchozích členů,
• je homogenní, protože v rovnici není člen, který by nebyl násobkem ai,
• je řádu k, protože an je vyjádřen pomocí nejvýše k předchozích členů a ck ̸= 0,
• je s konstantními koeficienty , neboť každý koeficient ci členu ai je konstanta, nikoli funkce parametru n.

Pro jednoznačné určení posloupnosti dané rekurencí řádu k musíme zadat k členů posloupnosti. Zpravidla
zadáváme první členy posloupnosti, protože bývá jednodušší je určit.

Na následujících jednoduchých příkladech ukážeme jednotlivé části definice.

Příklad 5.7. Pro rekurentní rovnice uveďte, zda jsou lineární, jakého jsou řádu zda jsou s konstantními
koeficienty.

1) Rovnice an = −
√
3an−1 je homogenní lineární rekurentní rovnice prvního řádu s konstantními koefici-

enty.
2) Rovnice an = 5an−3 je homogenní lineární rekurentní rovnice třetího řádu s konstantními koeficienty.
3) Rovnice an = n2an−1 je homogenní lineární rekurentní rovnice prvního řádu, která nemá konstantní
koeficienty.

4) Rovnice an = 7an−2 − n je lineární rekurentní rovnice druhého řádu s konstantními koeficienty, která
není homogenní.

Dále ukážeme, které motivační příklady z úvodu kapitoly spadají mezi lineární rekurentní rovnice a ur-
číme jejich vlastnosti.

Příklad 5.8. Fibonacciho posloupnost daná rekurentním vztahem fn = fn−1+fn−2 je lineární homogenní
rekurentní rovnice druhého řádu s konstantními koeficienty. První členy posloupnosti jsou f1 = 1, f2 = 1.
Někdy se uvádí, že první členy Fibonaccioho posloupnosti jsou f0 = 0, f1 = 1.

Příklad 5.9. Posloupnost nutného počtu kroků Hn pro přemístění celé hanojské věže s n disky , který je
daný rekurentním vztahem Hn = 2Hn−1 + 1, je lineární rekurentní rovnice prvního řádu s konstantními
koeficienty, která není homogenní. První člen posloupnosti je H1 = 1.

Příklad 5.10. Posloupnost počtu bitových řetězců délky n, které neobsahují sousední nuly a která je daná
rekurentním vztahem an = an−1 + an−2, je lineární homogenní rekurentní rovnice druhého řádu s konstant-
ními koeficienty. První členy posloupností jsou a1 = 2, a2 = 3.

Příklad 5.11. Počet kódových slov sestavených z cifer 0, 1, . . . , 9, kde navíc každé kódové slovo obsahuje
sudý počet cifer 0, je lineární rekurentní rovnice prvního řádu s konstantními koeficienty xn = 8xn−1+10n−1.
První člen posloupnosti je x1 = 9. Tato rovnice není homogenní, neboť člen 10n−1 není násobkem ai.
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Příklad 5.12. Posloupnost Catalanových čísel Cn =
∑n−1

k=0 CkCn−k−1 je určena rekurentní homogenní
rovnicí. První členy posloupnosti jsou C1 = 1, C2 = 2. Tato rekurentní rovnice není lineární, protože členy
Ck, Cn−k násobíme, a není pevného řádu, neboť počet sčítanců roste s n.

Příklad 5.13. Rekurentně zadaná posloupnost an = an−1 · an−2 je rekurentní homogenní rovnice druhého
řádu s konstantními koeficienty. První členy posloupnosti jsou a1 = 1, a2 = 2. Tato rekurentní rovnice není
lineární, protože členy an−1, an−2 násobíme. Člen an není lineární kombinací předchozích členů.

5.3. Metody řešení homogenních lineárních rekurentních rovnic
V této kapitole nejprve zavedeme pojem řešení rekurentních rovnic. Potom ukážeme, jak pro vybrané lineární
rekurentní rovnice řešení najít.

Poznámka 5.1. Hlavní úloha řešení rekurentních rovnic
Je-li lineární rekurentní rovnice

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k

(malého) řádu k s konstantními koeficienty dána rekurentním vztahem a známe-li nebo umíme-li určit do-
statek prvních členů posloupnosti, můžeme tuto rovnici „vyřešitÿ. To znamená, že budeme hledat vztah
pro n-tý člen, pomocí kterého lze vyjádřit an bez znalosti předchozích členů.

Pokud máme lineární rekurentní rovnici k-tého řádu s konstantními koeficienty, avšak neznáme první
členy posloupnosti, můžeme najít tvar obecného řešení s k parametry (parametry budeme zpravidla značit
α1, α2, . . . , αk).

Příklad 5.14. Řešením rekurentní rovnice an = 2an−1 pro a1 = 5 je vztah an = 5 · 2n−1, který dává
hodnotu n-tého prvku posloupnosti dosazením za proměnnou n.

Ihned vidíme, že například a1 = 5 · 20 = 5, a2 = 5 · 2 = 10, ale také a10 = 5 · 29 = 2 560.

Příklad 5.15. Dokážeme, že vztah an = 5 · 2n−1 je řešením rekurentní rovnice an = 2an−1 pro n ∈ N.
Vztah an = 5 · 2n−1 dosadíme do rekurentní rovnice. Pokud nastane rovnost pro všechna n ∈ N, tak vztah
an = 5 · 2n−1 je řešením rekurentní rovnice.

Levá strana po dosazení dává ihned L = 5 · 2n−1. Pravá strana po dosazení an−1 = 5 · 2n−2 dává
P = 2 · 5 · 2n−2 = 5 · 2n−1.

Vidíme, že rovnost L = P nastává bez ohledu na hodnotu parametru n, proto je vztah an = 5 · 2n−1
řešením rekurentní rovnice. ✓
Při řešení Příkladu 5.15. jsme mohli využít pozorování, že rekurentní rovnice an = 2an−1 je evidentně

geometrická posloupnost s kvocientem 2. Zvolili jsme nicméně obecnější postup, který využijeme u dalších
příkladů, například ihned u následujícího příkladu.

Příklad 5.16. Ukážeme, že vztah an = 5 · 3n není řešením rekurentní rovnice an = 2an−1.
Vztah an = 5 · 3n dosadíme do rekurentní rovnice.

Levá strana po dosazení dává ihned L = 5 · 3n. Pravá strana po dosazení an−1 = 5 · 3n−1 dává
P = 2 · 5 · 3n−1 = 10 · 3n−1. Porovnání L = P dostaneme rovnici

5 · 3n = 10 · 3n−1

5 · 3 = 10
15 = 10

která nemá řešení, a proto vztah an = 5 · 3n není řešením rekurentní rovnice an = 2an−1. ✓
Tvar obecného řešení rekurentních rovnic
Dá se ukázat, že řešení lineárních rekurentních rovnic s konstantními koeficienty bude funkce tvaru f(n) =
= αrn, kde r je tzv. kořen charakteristické rovnice a α je vhodná konstanta (charakteristickou rovnici
zavedeme na straně 7).

Příklad 5.17. Ukážeme, že funkce tvaru f(n) = αrn je pro libovolné číslo α řešením rekurentní rovnice

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k,

jestliže nenulové číslo r je kořenem charakteristické rovnice.
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Dosazením f(n) = αrn do rekurentní rovnice an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k ihned dostaneme

αrn = c1 · αrn−1 + c2 · αrn−2 + · · ·+ cn−k · αrn−k

αrn = α(c1r
n−1 + c2r

n−2 + · · ·+ cn−kr
n−k)

α(rn − c1r
n−1 − c2r

n−2 − · · · − cn−kr
n−k) = α0.

Uvedená rovnost je triviálně splněna, pokud α = 0, nebo pokud rn − c1r
n−1 − c2r

n−2 − · · · − cn−kr
n−k = 0,

tj. pokud nenulové číslo r je kořenem charakteristické rovnice dané lineární homogenní rekurentní rovnice
k-tého řádu. ✓
V Příkladu 5.17. jsme „uhodliÿ, v jakém tvaru můžeme očekávat řešení. Z uvedené ukázky však

nevyplývá, zda takto najdeme všechna přípustná řešení. Dá se však ukázat, že uvedeným postupem získáme
všechna řešení.

V další části textu proto budeme pracovat s řešeními lineárních rekurentních rovnic ve tvaru mocninných
funkcí f(n) = αrn.

Postup hledání obecného řešení
Popíšeme, jak je při řešení rekurentní rovnice možné obecně postupovat. Řešení současně ukážeme na velmi
jednoduchém příkladu.

1) Nejprve sestavíme tzv. charakteristickou rovnici ,
2) potom, pokud to je možné, najdeme všechny kořeny charakteristické rovnice.
3) V závislosti na počtu kořenů charakteristické rovnice zvolíme tvar obecného řešení
4) a nakonec v závislosti na hodnotě prvních členů posloupnosti dopočítáme neznámé koeficienty.

Postup řešení homogenní lineárních rekurentních rovnice nejprve stručně ilustrujeme na řešení rekurentní
rovnice z Příkladu 5.14.

Příklad 5.18. Mějme homogenní lineární rekurentní rovnici 1. řádu s konstantními koeficienty an = 2an−1
a s prvním členem a1 = 5. Najdeme její řešení.
Do rekurence dosadíme předpokládaný tvar řešení f(n) = αrn. Za an dosadíme αrn a za an−1 dosadíme
αrn−1.

rn = 2rn−1

Po úpravách pro r ̸= 0 dostaneme charakteristickou rovnici

r − 2 = 0.

Ihned vidíme jediný kořen charakteristické rovnice r = 2. Jak naznačil Příklad 5.17. a jak vyplyne z Věty 5.1.,
očekávaný tvar řešení je

an = αrn = α2n. (3)

A konečně dosazením n = 1 a známé první hodnoty a1 = 5 do rovnice (3) dostaneme rovnici

a1 = 5 = α21,

ze které vypočítáme koeficient α = 5/2. Hledané řešení rekurentní rovnice an = 2an−1 s prvním členem a1 =
= 5 je

an = αrn =
5
2
· 2n = 5 · 2n−1.

Že se vskutku jedná o řešení rekurentní rovnice jsme již ověřili v Příkladu 5.15. ✓
Charakteristická rovnice a její kořeny
Je možno ukázat (například postupem s pomocí tzv. vytvořujících funkcí), že řešení lineárních homogenních
rekurentních rovnic s konstantními koeficienty bude funkce tvaru an = rn, kde r je vhodná konstanta,
případně lineární kombinace takových funkcí. Nicméně téma vytvořujících funkcí je nad rámec našeho
kurzu.

Dosazením očekávaného tvaru řešení do rekurentního předpisu lineární homogenní rekurentní rovnice
k-tého řádu s konstantními koeficienty dostaneme

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k

rn = c1r
n−1 + c2r

n−2 + · · ·+ ckr
n−k

dále zkrátíme nenulovým výrazem rn−k a dostaneme
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rk = c1r
k−1 + c2r

k−2 + · · ·+ ckr
k−k

rk − c1r
k−1 − c2r

k−2 − · · · − ck = 0. (4)

Poslední rovnice se nazývá charakteristická rovnice rekurentní rovnice. Jestliže rekurence byla lineární
rekurentní rovnice s konstantními koeficienty, tak charakteristická rovnice bude vždy polynomická rovnice
s polynomem stupně k a s konstantními koeficienty.

Je zřejmé, že řešení této rovnice v proměnné r jsou hledané kořeny, tj. čísla ri pro i = 1, 2, . . . , k. Říkáme
jim kořeny charakteristické rovnice.

Poznámka 5.2. Nalezení kořenů samozřejmě závisí na tom, zda charakteristickou rovnici umíme vyřešit.
To obecně nemusí být možné. V dalším textu však budeme předpokládat, že řešíme takové problémy, jejichž
řešení budeme umět najít.

Postupné zobecnění řešení
Pro názornost rozdělíme řešení lineárních homogenních rekurentních rovnic s konstantními koeficienty do ně-
kolika kroků. Začneme jednoduchými případy. Každý další krok zahrne větší množinu rekurentních rovnic.

1) Nejprve ukážeme, jak vypadá obecné řešení lineární homogenní rekurentní rovnice 2. řádu s konstant-
ními koeficienty, jestliže máme dva různé reálné kořeny a následně jestliže máme dva stejné reálné
kořeny.

2) Dále ukážeme, jak vypadá obecné řešení lineární homogenní rekurentní rovnice řádu k s konstantními
koeficienty, jsou-li kořeny charakteristické rovnice různé.

3) Potom ukážeme, jak vypadá obecné řešení lineární homogenní rekurentní rovnice řádu k s konstantními
koeficienty i v případě, když charakteristická rovnice má násobné kořeny.

4) Nakonec ukážeme, jak vypadá obecné řešení lineární nehomogenní rekurentní rovnice řádu k s kon-
stantními koeficienty. Další zobecnění jen zmíníme na konci sekce.

Tvar řešení rekurentní rovnice 2. řádu se dvěma různými kořeny
Nejprve ukážeme, jak vypadá tvar obecného řešení homogenní lineární rekurentní rovnice 2. řádu s konstant-
ními koeficienty, kdy charakteristická rovnice má dva různé kořeny.

Věta 5.1. Mějme dvě reálná čísla c1, c2. Pokud má charakteristická rovnice r2 − c1r − c2 = 0 dva různé
(reálné) kořeny r1, r2, tak řešení rekurentní rovnice an = c1an−1 + c2an−2 má tvar an = α1r

n
1 + α2r

n
2 ,

pro všechna n ∈ N0.
Důkaz tvrzení zde neuvádíme.

Poznámka 5.3. Platí dokonce silnější tvrzení, kořeny charakteristické rovnice nemusí být reálná čísla,
přesto řešení můžeme v uvedené tvaru vyjádřit.

Příklad 5.19. Najdeme řešení rekurentní rovnice an = an−1 + 2an−2, kde a0 = 2, a1 = 7.
Postupujeme podle návodu uvedeného na straně 6.
Předpokládáme řešení tvaru an = rn. Dosazením an = rn do rekurentní rovnice dostaneme po úpravě

charakteristickou rovnici
r2 − r − 2 = 0

(r + 1)(r − 2) = 0.

Kořeny charakteristické rovnice jsou r1 = 2, r2 = −1. Podle Věty 5.1. je obecné řešení tvaru

an = α12
n + α2(−1)n. (5)

Dosazením a0 = 2, a1 = 7 do obecného řešení (5) dostaneme dvě rovnice o neznámých α1, α2.

a0 = 2 = α1 · 1 + α2 · 1
a1 = 7 = α1 · 2 + α2 · (−1)

Řešením soustavy dostaneme α1 = 3, α2 = −1, proto obecné řešení rekurentní rovnice je tvaru

an = 3 · 2n − 1 · (−1)n. (6)

✓
Ještě ukážeme, že jsme vskutku našli hledané řešení rekurentní rovnice. Oba vztahy
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1) rekurentní rovnice (5) dané vztahem an = an−1 + 2an−2, kde a0 = 2, a1 = 7
2) i vypočítané řešení (6) dané vztahem an = 3 · 2n − 1(−1)n pro n = 0, 1, 2, . . .
popisují stejnou posloupnost

2, 7, 11, 25, 47, 97, 191, 385, 767, 1 537, 3 071, . . .

Příklad 5.20. Firma vyrábí počítačové čipy a každý rok výrazně zvyšuje produkci. Počet vyrobených
čipů v daném roce závisí na výrobě v předchozích dvou letech. Ukázalo se, že počet vyrobených čipů lze
popsat následující rekurentní rovnicí

cn = 4cn−1 − 3cn−2,

kde cn je počet čipů vyrobených v roce n, cn−1 je počet čipů vyrobených v předchozím roce a cn−2 je
počet čipů vyrobených o dva roky dříve. V prvním roce firma vyrobila c1 = 5000 čipů a ve druhém roce se
produkce zvýšila na c2 = 8000 čipů. Najdeme obecné řešení rekurentní rovnice pro počet čipů cn.

Jaký je dlouhodobý trend výroby? Bude produkce čipů stále růst, nebo se ustálí na nějaké hodnotě?
Podle zadání víme, že c1 = 5000 a c2 = 8000 čipů. Budeme hledat řešení rekurentní rovnice

cn = 4cn−1 − 3cn−2,

kde cn−1 je počet čipů vyrobených v předchozím roce a cn−2 je počet čipů vyrobených před dvěma lety.
Z rekurentní rovnice cn = 4cn−1 − 3cn−2 sestavíme charakteristickou rovnici

r2 − 4r + 3 = (r − 1)(r − 3) = 0.

Kořeny charakteristické rovnice jsou
r1 = 1, r2 = 3.

Obecné řešení rekurentní rovnice proto bude tvaru

cn = α1 · rn1 + α2 · rn2 = α1(1)
n + α23

n = α1 + α23
n.

Abychom určili koeficienty α1, α2, dosadíme do obecného řešení známé první dva členy.

c1 = α1 + α2 · 31

c2 = α1 + α2 · 32

Dosazením c1 = 5000, c2 = 8000 a dostaneme

5000 = α1 + α2 · 3
8000 = α1 + α2 · 9.

Řešením soustavy dostaneme hledané koeficienty

α1 = 3500, α2 = 500.

Obecné řešení pro n ∈ N je
cn = 3500 + 500 · 3n.

Dlouhodobý trend produkce čipů je neudržitelný. Počet vyrobených čipů se neustálí na nějaké pevné hodnotě,
ale roste nade všechny meze s exponenciální funkcí 3n. ✓
Tvar řešení rekurentní rovnice 2. řádu s dvojnásobným kořenem
Nyní se podíváme na případ, kdy hledáme řešení homogenní lineární rekurentní rovnice 2. řádu s konstant-
ními koeficienty, přičemž charakteristická rovnice má násobné kořeny.

Věta 5.2. Mějme dvě reálná čísla c1, c2, kde c2 ̸= 0. Pokud má charakteristická rovnice r2 − c1r − c2 =
= 0 jeden dvojnásobný (reálný) kořen r0, tak řešení rekurentní rovnice an = c1an−1 + c2an−2 má tvar
an = α1r

n
0 + α2nr

n
0 , pro všechna n ∈ N0.

Všimněte si, že druhý člen obecného tvaru řešení je vynásoben parametrem n.

Příklad 5.21. Najdeme řešení rekurentní rovnice an = 10an−1 − 25an−2, kde a0 = 3, a1 = 5.
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Opět postupujeme podle návodu, který je uvedený na straně 6.
Předpokládáme řešení tvaru an = rn. Dosazením do rekurentní rovnice dostaneme charakteristickou

rovnici
r2 − 10r + 25 = 0
(r − 5)(r − 5) = 0.

Kořeny charakteristické rovnice jsou r1 = r2 = 5, označme r0 = 5. Podle Věty 5.2. je obecné řešení
tvaru

an = α15
n + α2n5

n. (7)

Dosazením a0 = 3, a1 = 5 do obecného řešení (7) dostaneme dvě rovnice o neznámých α1, α2.

a0 = 3 = α1 · 1 + 0
a1 = 5 = α1 · 5 + α2 · 5

Řešením soustavy dostaneme α1 = 3, α2 = −2, proto řešení dané rekurentní rovnice je

an = 3 · 5n − 2n5n. (8)

✓
V Příkladu 5.21. jsme našli vztah pro n-tý člen posloupnosti an.

1) Vztah an = 3 · 5n − 2n5n popisuje stejnou posloupnost jako
2) rekurentní rovnice an = 10an−1 − 25an−2, kde a0 = 3, a1 = 5.
Posloupnost je

3, 5,−25,−375,−3 125,−21 875,−140 625, . . .

Příklad 5.22. Stavební firma dostala zakázku na opravu starého schodiště v historické budově. Schodiště
je velmi dlouhé a je nutné ho opravit postupně, přičemž podle smlouvy každý den se opraví určitý počet
schodů. Smlouva určuje následující podmínky: každý den se má opravit dvojnásobek schodů, kolik opravili
v předchozím dni, mínus počet schodů opravených o dva dny dříve. První den opravy mají dělníci opravit
10 schodů a druhý den 20 schodů. Určíme počet schodů, které opraví n-tý den.
Označme sn počet schodů, kolik dělníci opraví n-tý den. Podle zadání víme, že s1 = 10 a s2 = 20 schodů.
Smlouva určuje rekurentní rovnici

sn = 2sn−1 − sn−2,

kde sn−1 je počet opravených schodů v předchozím dni a sn−2 je počet opravených schodů o dva dny dříve.
Z rekurentní rovnice an = 2an−1 − an−2 sestavíme charakteristickou rovnici

r2 − 2r + 1 = (r − 1)2 = 0,

kde r je reálná proměnná. Řešením rovnice jsou kořeny r1 = 1, r2 = 1, označíme r0 = 1. Obecné řešení
rekurentní rovnice proto bude tvaru

sn = α1 · rn0 + α2 · n · rn0 = α1(1)
n + α2 · n · 1n = α1 + α2n.

Abychom určili koeficienty α1, α2, sestavíme rovnice dle výchozích podmínek.

s1 = α1 + α2 · n
s2 = α1 + α2 · n

Dosadíme s1 = 10, a2 = 20 a dostaneme

10 = α1 · 1 + α2 · 1
20 = α1 · 1 + α2 · 2.

Řešení soustavy dostaneme
α1 = 0, α2 = 10.

9
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Obecné řešení pro n ∈ N je
sn = 0 + 10n.

počet opravených schodů v n-tý den je sn = 10n. ✓
U Příkladu 5.22. je zajímavé si všimnout, že řešení má tvar aritmetické posloupnosti, třebaže rekurentní

rovnice zpravidla mají řešení ve tvaru lineární kombinace exponenciálních posloupností. Protože dvojnásobný
kořen charakteristické rovnice je číslo 1, tak exponenciální členy se základem 1 dávají po vyčíslení konstantní
hodnoty.

Tvar řešení rekurentní rovnice vyššího řádu s různými kořeny
Řešení lineárních rekurentních rovnic je možné dále zobecnit pro vyšší řády. Tvar obecného řešení ukáže
následující věta.

Věta 5.3. Mějme reálná čísla c1, c2, . . . , ck. Pokud má charakteristická rovnice rk−c1r
k−1−c2r

k−2−· · ·−
ck = 0 různých k kořenů r1, r2, . . . , rk, tak řešení rekurentní rovnice an = c1an−1 + c2an−2 + · · · + ckan−k

má tvar an = α1r
n
1 + α2r

n
2 + · · ·+ αkr

n
k , pro všechna n ∈ N0.

Důkaz zde opět neuvádíme.
Použití Věty 5.3. ukážeme na následujícím příkladu.

Příklad 5.23. Najdeme řešení rekurentní rovnice an = 4an−1 − an−2 − 6an−3, pro první členy a0 = 6,
a1 = 5, a2 = 13.
Opět postupujeme podle návodu uvedeného na straně 6. Předpokládáme řešení tvaru an = rn. Dosazením
do rekurentní rovnice dostaneme charakteristickou rovnici

r3 − 4r2 + r + 6 = 0.

Kořeny charkateristické rovnice jsou r1 = −1, r2 = 2, r3 = 3. Podle Věty 5.3. je obecné řešení tvaru

an = α1(−1)n + α22
n + α33

n.

Dosazením a0, a1, a2 pro n = 0, 1, 2 dostaneme tři rovnice o neznámých α1, α2, α3.

a0 = 6 = α1 + α2 + α3

a1 = 5 = −α1 + 2α2 + 3α3
a2 = 13 = α1 + 4α2 + 9α3

Řešením soustavy dostaneme α1 = 2, α2 = 5, α3 = −1, proto řešení dané rekurentní rovnice je

an = 2 · (−1)n + 5 · 2n − 3n

pro n ∈ N0. ✓
Příklad 5.24. Při vývoji nového léku zkoumají lékaři koncentraci účinné látky v těle. Lék se podává
v pravidelných intervalech jednou denně. Koncentrace účinné látky v těle pacienta v každém dni závisí nejen
na dávce podané daný den, ale i na jejím postupném vstřebávání, tedy na koncentraci účinné látky v těle
z předchozích dní. Výzkumníci tvrdí, že koncentrace účinné látky v těle pacienta lze popsat vzorcem

ln = 3ln−1 + 10ln−2 − 24ln−3,

kde ln představuje koncentraci účinné látky (v mg) v těle pacienta n-tý den, zatímco ln−1, ln−2 a ln−3 jsou
koncentrace účinné látky v předchozích třech dnech. Na začátku studie lékaři naměřili následující koncentrace
účinné látky: první den l1 = 100 mg, druhý den koncentrace klesla na l2 = 80 mg a třetí den l3 = 90 mg.
Najděte obecné řešení této rekurentní rovnice a určete koncentraci účinné látky v n-tý den.

Je trend koncentrace udržitelný?
Podle zadání hledáme řešení rekurentní lineární homogenní rekurentní rovnice ln = 3ln−1 +10ln−2 − 24ln−3
s počátečními podmínkami l1 = 100, l2 = 80, l3 = 90. Opět postupujeme podle návodu uvedeného
na straně 6. Předpokládáme řešení tvaru an = rn a dosazením do rekurentní rovnice dostaneme cha-
rakteristickou rovnici

r3 − 3r2 − 10r + 24 = (r − 2)(r + 3)(r − 4) = 0.

10
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Kořeny charakteristické rovnice jsou r1 = 2, r2 = −3 a r3 = 4. Podle Věty 5.3. je obecné řešení tvaru

ln = α1(2)
n + α2(−3)n + α34

n.

Dosazením l1 = 100, l2 = 80, l3 = 90 pro n = 1, 2, 3 dostaneme tři rovnice o neznámých α1, α2, α3.

l1 = 100 = 2α1 − 3α2 + 4α3
l2 = 80 = 4α1 + 9α2 + 16α3
l3 = 90 = 8α1 − 27α2 + 64α3

Řešením soustavy dostaneme α1 = 119
2 , α2 = − 8221 , α3 = − 21528 , proto řešení dané rekurentní rovnice je

ln =
119
2

· 2n − 82
21

· (−3)n − 215
28

· 4n

pro n ∈ N. Koncentrace účinné látky v n-tý den užívání je dána vztahem ln = 119
2 · 2n − 82

21 · (−3)
n − 215

28 4
n

pro n ∈ N.
Všimneme si, že nejrychleji roste člen 4n se záporným koeficientem. Vyčíslíme-li několik prvních členů

posloupnosti, tak dostaneme
100, 80, 90,−1 330,−5 010,−30 490, . . .

Zdá se, že rekurentní formule neodpovídá reálné situaci, protože počínaje čtvrtým týdnem, by koncentrace
léku podle vzorce měla být záporná. ✓
Tvar obecného řešení homogenní lineární rekurentní rovnice s konstantními koeficienty
Následující věta formuluje tvar obecného řešení homogenní lineární rekurentní rovnice s konstantními koefi-
cienty.

Věta 5.4. Mějme reálná čísla c1, c2, . . . , ck. Pokud má charakteristická rovnice rk − c1r
k−1 − c2r

k−2 −
· · · − ck = 0 různých t kořenů r1, r2, . . . , rt s násobnostmi m1,m2, . . . ,mt, tak řešení rekurentní rovnice
an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k má pro n = 0, 1, 2, . . . tvar

an = (α1,1 + α1,2n+ · · ·+ α1,m1n
m1−1)rn1+

+ (α2,1 + α2,2n+ · · ·+ α2,m2n
m2−1)rn2+

+ · · ·+ (αt,1 + αt,2n+ · · ·+ αt,mtn
mt−1)rnt

pro všechna n ∈ N0.
Abychom našli řešení homogenní lineární rekurentní rovnice s konstantními koeficienty, tak

1) sestavíme charakteristickou rovnici,
2) určíme kořeny charakteristické rovnice (pokud to lze),
3) sestavíme obecné řešení v předpokládaném tvaru s koeficienty αi,j ,
4) dosadíme k prvních (známých) členů,
5) vyřešíme soustavu rovnic s k neznámými,
6) sestavíme řešení.

5.4. Metody řešení nehomogenních lineárních rekurentních rovnic
V této kapitole nejprve zavedeme pojem partikulárního řešení a potom ukážeme, jak pro vybrané nehomo-
genní lineární rekurentní rovnice řešení najít.

Obecné řešení lineární nehomogenní rekurentní rovnice s konstantními koeficienty
Zatím umíme řešit pouze homogenní rekurentní rovnice. Nyní ukážeme, jak lze řešit i nehomogenní rekurentní
rovnice. Následující věta říká, že řešení nehomogenních rekurentních rovnic můžeme získat jako součet dvou
částí:

1) obecného řešení přidružené homogenní rekurentní rovnice,
2) jednoho partikulárního řešení lineární nehomogenní rekurentní rovnice.
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Věta 5.5. Mějme reálná čísla c1, c2, . . . , ck, mějme funkci F (n) různou od konstantní nulové funkce.

Jestliže a(p)n je partikulární řešení lineární nehomogenní rekurentní rovnice s konstantními koeficienty

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k + F (n),

tak pro každé n ∈ N0 je každé řešení ve tvaru an = a
(p)
n + a

(h)
n , kde a

(h)
n je řešení přidružené lineární

homogenní rekurentní rovnice s konstantními koeficienty

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k.

Důkaz tvrzení v tomto kurzu neuvádíme.
Věta říká, že najdeme-li alespoň jedno řešení nehomogenní rekurence, tak jej můžeme sečíst s obec-

ným řešením přidružené homogenní lineární rekurentní rovnice. Výsledný součet pak je obecným řešením
nehomogenní lineární rekurentní rovnice.
Nejprve na příkladech ukážeme, jak partikulární řešení nehomogenní rovnice poznáme. Postup hledání

partikulárního řešení ukážeme později.

Příklad 5.25. Ukážeme, že a(p)n = −n− 2 je (partikulárním) řešením rekurentní rovnice an = 2an−1+n.
Abychom partikulární řešení ověřili, stačí partikulární řešení dosadit do rekurence a porovnat obě strany
rovnice.

an = 2an−1 + n

−n− 2 = 2 (−(n− 1)− 2) + n

−n− 2 = −2n+ 2− 4 + n

−n− 2 = −n− 2.

Rovnost nastává pro libovolnou hodnotu parametru n. Všimněte si, že partikulární řešení rekurence s neho-
mogenní funkcí F (n) = n má tvar a(p)n = cn+ d. ✓

Příklad 5.26. Ukážeme, že a(p)n = c · 7n je vhodný tvar (partikulárního) řešení rekurentní rovnice an =
= 5an−1 − 6an−2 + 7n.
Abychom tvar partikulárního řešení ověřili, tvar řešení dosadíme do rekurence a porovnáme obě strany
rovnice.

an = 5an−1 − 6an−2 + 7n

c · 7n = 5c · 7n−1 − 6c · 7n−2 + 7n

c =
49
20

.

Mocninná část tvaru partikulárního řešení se odečetla, to znamená, že rovnost nastane pro libovolnou
hodnotu parametru n v případě, že hodnota koeficientu c bude c = 49

20 .
Opět si všimněte, že partikulární řešení rekurence s nehomogenní funkcí F (n) = 7n má tvar partikulár-

ního řešení a(p)n = c · 7n. Dosazením jsme určili, že hodnota koeficientu c = 49
20 . ✓

Tvar partikulárního řešení pro vybrané nehomogenity
Pozorování z předchozích příkladů můžeme obecně zformulovat a lze dokázat následující větu.

Věta 5.6. Mějme k reálných čísel c1, c2, . . . , ck, mějme funkci F (n), která není konstantní a rovna nule.
Předpokládejme, že a(p)n je řešení nehomogenní lineární rekurentní rovnice s konstantními koeficienty

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k + F (n),

kde F (n) = (btnt + bt−1n
t−1 + · · ·+ b1n+ b0)sn. Potom platí následující tvrzení.

1) Jestliže s není kořenem charakteristické rovnice přidružené lineární homogenní rekurentní rovnice, tak

a
(p)
n má tvar

(ptn
t + pt−1n

t−1 + · · ·+ p1n+ p0)s
n.

12
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2) Jestliže s je kořenem s násobností m charakteristické rovnice přidružené lineární homogenní rekurentní

rovnice, tak a(p)n má tvar

nm(ptn
t + pt−1n

t−1 + · · ·+ p1n+ p0)s
n.

Nyní ukážeme, jak s využitím Věty 5.6. najít obecné řešení nehomogenní lineární rekurentní rovnice.

Příklad 5.27. Řešme rekurentní rovnici an = 2an−1 + n2n.
Nejprve určíme řešení přidružené lineární homogenní rekurentní rovnice

an = 2an−1.

Její charakteristická rovnice rn = 2rn−1 má nenulový kořen r = 2, proto tvar obecného řešení je

a(h)n = α2n. (9)

Hodnotu koeficientu α můžeme vyčíslit až budeme znát také partikulární řešení a nějaký člen posloupnosti.
Dále určíme partikulární řešení původní lineární nehomogenní rekurentní rovnice. Podle Věty 5.6.

předpokládáme tvar partikulárního řešení

a(p)n = n(cn+ d)2n,

neboť základ 2 je kořenem charakteristické rovnice.
Pro určení neznámých konstant dosadíme partikulární řešení a(p)n = n(cn+ d)2n do rekurentní rovnice

an = 2an−1 + n2n. Dostaneme

n(cn+ d)2n = 2 · (n− 1)(c(n− 1) + d)2n−1 + n2n

(cn2 + dn)2n = 2 · (c(n− 1)2 + d(n− 1))2n−1 + n2n

(cn2 + dn)2n = (cn2 − 2cn+ c+ dn− d+ n)2n

dn = (−2c+ d+ 1)n+ (c− d).

Porovnáním koeficientů polynomů u n1 a n0 dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých

n1 : d = −2c+ d+ 1

n0 : 0 = c− d.

Soustavu vyřešíme a dostaneme c = 1
2 , d =

1
2 a partikulární řešení je a

(p)
n = n( 12n +

1
2 )2

n = (n2 + n)2n−1.
Obecný tvar řešení dané rekurentní rovnice je

an = a(h)n + a(p)n = α · 2n + (n2 + n)2n−1 = (n2 + n+ 2α)2n−1. (10)

Hodnotu konstanty α nelze určit, aniž bychom znali nějaký člen posloupnosti, například počáteční hod-
notu a1. ✓
V předchozím příkladu jsme našli obecné řešení nehomogenní rekurentní rovnice prvního řádu. Neznámé

koeficienty c, d partikulárního řešení souvisí s tvarem rekurentní rovnice a tvarem partikulárního řešení.
Určení hodnoty koeficientu α ukážeme v následujícím příkladu.

Příklad 5.28. Navážeme na Příklad 5.27. Najdeme řešení rekurentní rovnice an = 2an−1 + n2n pro za-
danou hodnotu a1 = 3.
Dosadíme hodnotu n = 1 a a1 = 3 do řešení nehomogenní rekurentní rovnice (10). Dostaneme rovnici
s jedinou neznámou α.

an = (n
2 + n+ 2α)2n−1

a1 = (1 + 1 + 2α)2
0

3 = (2 + 2α) · 1
1 = 2α

α =
1
2

13
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Řešení dané rekurentní rovnice s počáteční hodnotou a1 = 3 je

an = (n
2 + n+ 2α)2n−1 = (n2 + n+ 1)2n−1. (11)

✓
Všimněte si, že při výpočtu koeficientu α jsme pracovali s obecným řešením celé nehomogenní rekurentní

rovnice včetně partikulárního řešení. Dostali jsme posloupnost, která je vskutku řešením zadané rekurence.
Dosazením n = 1, 2, . . . do (11) dostaneme

3, 14, 52, 168, 496, 1376, . . . ,

což je stejná posloupnost, která je dána v zadání rekurentním vztahem an = 2an−1 + n2n pro zadanou
hodnotu a1 = 3.

Pokud bychom hodnotu koeficientu α počítali pouze pro přidruženou homogenní rekurentní rovnici,
dostaneme jinou hodnotu pro jinou úlohu. Nejednalo by se o řešení zadané nehomogenní rovnice.

Příklad 5.29. Jako varovný příklad vypočítáme hodnotu koeficientu α nehomogenní rekurentní rovnice
z Příkladu 5.27. jako by se jednalo o homogenní rovnici. Dosadíme počáteční hodnotu a1 = 3 do obecného
řešení přidružené homogenní rekurentní rovnice (9).
Dosadíme hodnotu n = 1 a a1 = 3 do řešení obecného řešení přidružené homogenní rekurentní rovnice (9).
Dostaneme rovnici s jedinou neznámou α.

a(h)n = α2n

a1 = α21

3 = 2α

α =
3
2

Pokud bychom takové řešení považovali za řešení nehomogenní lineární rekurentní rovnice pro počáteční
hodnotou a1 = 3, tak bychom dostali posloupnost

an = (n
2 + n+ 2α)2n−1 = (n2 + n+ 3)2n−1,

což není řešení dané rekurentní rovnice. Jednalo by se o posloupnost

5, 18, 60, 184, 528, 1440, . . . ,

což je jiná posloupnost, než která je dána v zadání rekurentním vztahem an = 2an−1+n2n pro a1 = 3. ✓

Cvičení
5.4.1. Obchodník otevírá síť poboček. V prvním roce otevřel 3 pobočky. Počínaje druhým rokem se k po-
bočkám z minulého roku otevřou navíc nové pobočky, přičemž počet nově otevřených poboček v roce n bude
2n, protože každý rok budou nově otevřené pobočky generovat dostatek příjmů na otevření nových poboček.
Obchodník dále ustanovil pravidlo, že každý rok uzavře jednu starší pobočku, která generuje nejmenší zisk. a)
Kolik poboček bude mít obchodník otevřených po 6 letech? b) Kolik poboček bude mít obchodník otevřených
po n letech?

5.4.2. V horském středisku byla 1. února výška sněhové pokrývky 80 cm. Každý den odtálo 15 % sněhu
oproti předchozímu dni a každý den napadlo 5 cm nového sněhu. Jak vysoká bude sněhová pokrývka poslední
den měsíce (28. února)?

5.5. Řešení motivačních příkladů z úvodu kapitoly
Nyní ukážeme, jak lze vyřešit motivační úlohy z podkapitoly 5.1. K jejich řešení využijeme metody z pod-
kapitol 5.3. až 5.4.

Příklad 5.30. Fibonacciho posloupnost – řešení
Najdeme řešení rekurentní rovnice fn = fn−1 + fn−2, kde f0 = 0, f1 = 1.

14
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Jedná se o lineární homogenní rekurentní rovnice druhého řádu s konstantními koeficienty a s prvními členy
f1 = 1, f2 = 1. Sestavíme charakteristickou rovnici

r2 − r − 1 = 0.

Kořeny charakteristické rovnice jsou dvě různá reálná čísla r1 = (1+
√
5)/2, r2 = (1−

√
5)/2. Obecné řešení

je proto tvaru

fn = α1

(
1 +

√
5

2

)n

+ α2

(
1−

√
5

2

)n

.

Dosazením počátečních hodnot f0 = 0, f1 = 1 dostaneme dvě rovnice o neznámých α1, α2.

0 = α1 · 1 + α2 · 1

1 = α1 ·

(
1 +

√
5

2

)
+ α2 ·

(
1−

√
5

2

)

Řešením soustavy dostaneme α1 =
√
5
5 , α2 = −

√
5
5 , proto obecné řešení dané rekurentní rovnice je

fn =

√
5
5

·

(
1 +

√
5

2

)n

−
√
5
5

·

(
1−

√
5

2

)n

.

✓
Příklad 5.31. Hanojské věže – řešení
Najdeme řešení rekurentní rovnice Hn = 2Hn−1 + 1, kde H1 = 1.
Jedná se o nehomogenní lineární rekurentní rovnici prvního řádu. Nejprve najdeme obecné řešení přidružené
homogenní rovnice Hn = 2Hn−1.
Charakteristická rovnice má velmi jednoduchý tvar r = 2. Charakteristická rovnice má jediný kořen,

proto tvar obecného řešení je Hn = α · 2n. Hodnotu konstanty α můžeme určit až budeme znát obecný tvar
řešení včetně partikulárního řešení.

Protože funkce F (n) = 1, tak partikulární řešení H(p)n čekáme tvaru c · 1. Abychom určili hodnotu c,
tak partikulární řešení dosadíme do rekurentní rovnice.

Hn = 2Hn−1 + 1

c = 2c+ 1

−1 = c

Partikulární řešení je H(p)n = −1 a obecné řešení nehomogenní rovnice je tvaru Hn = α · 2n − 1.
Nyní můžeme vyčíslit hodnotu koeficienty α dosazením počáteční podmínky H1 = 1. Dosazením dosta-

neme rovnici 1 = α · 21 − 1, odkud vyčíslíme α = 1.
Hledané řešení lineární nehomogenní rovnice počtu tahů řešení hanojských věží je Hn = 2n − 1. ✓
Protože nehomogenní rekurentní rovnice z Příkladu 5.31. je rekurentní rovnice prvního řádu, řešení lze

odvodit i jinak. Pro zajímavost postup ukážeme.

Příklad 5.32. Hanojské věže – jiné řešení
Najdeme řešení rekurentní rovnice Hn = 2Hn−1 + 1, kde H1 = 1.
Protože rekurentní rovnice popisující počet tahů řešení Hanojských věží je velmi jednoduchá, jedná se o re-
kurentní rovnici prvního řádu, tak lze odvodit její řešení i opakovaným dosazením. Všimneme si

Hn = 2Hn−1 + 1

= 2(2Hn−2 + 1) + 1 = 2
2Hn−2 + 2 + 1

= 22(2Hn−3 + 1) + 2 + 1 = 2
3Hn−2 + 2

2 + 2 + 1

...

= 2n−1H1 + 2
n−2 + 2n−3 + · · ·+ 2 + 1

= 2n−1 + 2n−2 + 2n−3 + · · ·+ 2 + 1
= 2n − 1.

15



Petr Kovář, 5. Rekurentně zadané posloupnosti 26. srpna 2026

Hledané řešení lineární nehomogenní rovnice hanojských věží je

Hn = 2
n − 1.

✓
Příklad 5.33. Bitové řetězce bez sousedních nul – řešení
Najdeme řešení rekurentní rovnice an = an−1 + an−2, kde a1 = 2, a2 = 3.
Jedná se o homogenní lineární rekurentní rovnici druhého řádu. Sestavíme charakteristickou rovnici a do-
staneme

r2 − r − 1 = 0.

Kořeny charakteristické rovnice jsou r1 = (1 +
√
5)/2, r2 = (1−

√
5)/2. Obecné řešení je proto tvaru

an = α1

(
1 +

√
5

2

)n

+ α2

(
1−

√
5

2

)n

.

Dosazením počátečních hodnot a1 = 2, a2 = 3 dostaneme dvě rovnice o neznámých α1, α2.

2 = α1 ·

(
1 +

√
5

2

)
+ α2 ·

(
1−

√
5

2

)

3 = α1 ·

(
1 +

√
5

2

)2
+ α2 ·

(
1−

√
5

2

)2

Řešením soustavy dostaneme α1 = 5+
√
5

10 , α2 =
5−

√
5

10 , obecné řešení je

an =
5 +

√
5

10
·

(
1 +

√
5

2

)n

+
5−

√
5

10
·

(
1−

√
5

2

)n

.

✓
Příklad 5.34. Dekadická kódová slova se sudým počtem nul – řešení
Najdeme řešení rekurentní rovnice xn = 8xn−1 + 10n−1, kde x1 = 9.
Jedná se o nehomogenní lineární rekurentní rovnici s konstantními koeficienty. Nejprve najdeme obecné
řešení přidružené homogenní rekurentní rovnice

xn = 8xn−1.

Její charakteristická rovnice rn = 8rn−1 má nenulový kořen r = 8. Proto tvar obecného řešení je x(h)n = α8n.
Konstantu α můžeme určit až budeme znát partikulární řešení.

Dále určíme partikulární řešení původní lineární nehomogenní rekurentní rovnice. Podle věty předpo-
kládáme tvar partikulárního řešení

x(p)n = c · 10n,

neboť základ 10 není kořenem charakteristické rovnice.
Pro určení konstanty c dosadíme partikulární řešení x(p)n = c · 10n do rekurentní rovnice xn = 8xn−1 +

+ 10n−1. Dostaneme

c10n = 8 · c10n−1 + 10n−1

10c = 8c+ 1

2c = 1

c =
1
2
.

Nyní obecné řešení rekurentní rovnice xn = 8xn−1 + 10n−1 je

xn = x(h)n + x(p)n = α · 8n + 1
2
· 10n.
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Hodnotu konstanty α určíme dosazením x1 = 9 a n = 1 do obecného řešení xn = α · 8n+ 12 · 10
n. Dostaneme

9 = α · 8 + 1
2
· 10

9− 5 = 8α

α =
1
2
.

Řešení dané rekurentní rovnice včetně počáteční podmínky je

xn =
1
2
· 8n + 1

2
· 10n.

✓

5.6. Další typy rekurentních rovnic

Merge sort je dobře známý algoritmus, který slouží k seřazení posloupnosti n prvků. Jedná se o re-
kurzivní algoritmus. Známe-li algoritmus, tak snadno nahlédneme, že počet porovnání a počet operací Mn

pro seřazení posloupnosti n prvků můžeme shora odhadnout rekurentní rovnicí

Mn = 2M⌈n/2⌉ + n,

kde M1 = 1. Tuto lineární nehomogenní rekurentní rovnici neumíme řešit, protože nemá pevný řád .
Je možno ukázat (například s využitím tzv. Kuchařkové věty, anglicky „Master Theoremÿ, že řešení,

tj. počet kroků Merge sort algoritmu, je funkce složitosti

Mn = O(n log n).
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Kapitola 6. Kongruence a modulární aritmetika
Moderní elektronická komunikace se neobejde bez kódování dat a bez kryptografie jednak při přenosu dat
nebo při ukládání dat.

• kódování – uložení či přenos zpráv, kdy může dojít k nežádoucímu porušení dat a my přesto potřebu-
jeme minimalizovat ztráty

• kryptografie – uložení či přenos zpráv, které nemají být přístupně třetím stranám
Praktické aplikace stojí na výsledcích teorie čísel a teorie grup. Příklady z praxe zahrnují

• záznam CD, mp3
• telefonní hovory
• čárové kódy, ISBN
• RSA šifrování

Některé zmíníme v následující podkapitole.
Dále v textu uvedeme několik klíčových pojmů a tvrzení z úvodu do teorie čísel. V celé kapitole budeme

počítat s celými čísly, dokonce zpravidla z omezené množiny celých čísel (například 8 bitů, 16 bitů nebo
32 bitů . . . ). Ukážeme, jak počítat v modulární aritmetice a jak vyřešit některé základní početní úlohy.
Zavedeme lineární kongruence o jedné neznámé a ukážeme, jak je řešit.

6.1. Motivační příklady
Na konci kapitoly budeme umět zodpovědět následující otázky.

Příklad 6.1. Zařízení přečetlo UPC čárový kód. Je 041331021641 platný UPC kód?

Příklad 6.2. Zapsali jsme si ISBN knihy 0-03-001559-5. Je to platný ISBN kód?
Později ukážeme, jak některé chyby nejen poznat, ale i opravit.

Příklad 6.3. Víme-li, že nejspíš čtvrtá cifra UPC kódu 041331021641 je chybná, jaká je správná cifra?

Příklad 6.4. Víme, že ISBN knihy 0-03-001559-5 je chybné. Víme, že při psaní často omylem prohazujeme
sousední znaky. Jak zjistit správný ISBN kód?
Další příklady – rodné číslo, číslo šeku
Tady chybí část textu, kterou je třeba doplnit.

6.2. Dělitelnost

Definice Dělitelnost
Mějme dvě celá čísla a, b. Řekneme, že a dělí b, jestliže existuje takové celé číslo k, že a · k = b, zapisujeme
a | b.

V opačném případě říkáme, že a nedělí b, zapisujeme a ∤ b.
Číslu a říkáme dělitel čísla b a číslu b říkáme násobek čísla a.

Příklad 6.5. Uveďme několik příkladů.

1) Platí 4 | 8, 7 | 35.
2) Dále platí 3 | −6, 6 | −6 a 7 | 0.
3) Naproti tomu 8 ∤ 4, 2 ∤ 5, 4 ∤ −6, 0 ∤ 1.
4) Platí však 0 | 0, neboť 0 = k0, dokonce pro libovolné k ∈ Z. Nulou sice nemůžeme dělit, avšak nula
může být dělitelem, byť je dělitelem pouze nuly.

Relace dělitelnosti není operace dělení
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Ačkoliv slova dělitelnost a dělení mají stejný gramatický základ, tak v matematice se jedná o dva principiálně
odlišené pojmy. Zatímco dělení je operací, kdy pro dvě různá čísla vypočítám třetí číslo, jejich podíl,
Symbolicky můžeme operaci dělení zapsat jako zobrazení

Z× (Z \ {0})→ Q.

Příklad 6.6. Platí 18 : 3 = 6, 0 : 7 = 0, 18 : 4 = 9
2 .

Zatímco dělení je operace s číselným výsledkem, tak relace dělitelnosti je vztah mezi dvěma celými čísly,
kde odpovědí je „anoÿ, nebo „neÿ. Dvě čísla (v daném pořadí) buď jsou v relaci – jedno je dělitelem druhého,
nebo nejsou. Symbolicky můžeme zapsat

|⊂ Z× Z.

Příklad 6.7.

1) Číslo 3 dělí číslo 18.
2) Číslo 7 dělí číslo 0.
3) Číslo 4 nedělí číslo 18.
4) Dokonce číslo 0 je dělitelem čísla 0 a říkáme, že „nula dělí nuluÿ. To ale neznamená, že má smysl
hledat jejich podíl.

Vlastnosti dělitelnosti
Pro relaci dělitelnosti platí následující jednoduchá tvrzení. jejich důkaz vynecháme.

Věta 6.1. Mějme celá čísla b, c a nenulové celé číslo a. Platí

1) Jestliže a | b a současně a | c, pak a | (b+ c).
2) Jestliže a | b pak a | bc pro všechna celá čísla c.
3) Jestliže a | b a současně b | c, pak a | c.

Příklad 6.8. Protože 3 | 12, tak z tvrzení Věty 6.1. ihned plyne, 3 | 12c pro libovolné celé číslo c.
Dále z věty plyne, že 3 dělí také 12c+ 3, 12c+ 6 a 12c+ 9.
Důsledkem Věty 6.1. je, že pokud číslo a dělí obě čísla b a c, tak dělí také jejich libovolnou lineární

kombinaci.

Důsledek 6.2. Mějme celá čísla b, c a nenulové celé číslo a. Jestliže a | b a současně a | c, pak a | rb+ sc
pro libovolná celá čísla r, s.

Věta o jednoznačnosti podílu a zbytku
Při celočíselném dělení se zbytkem můžeme sice odečíst libovolný násobek dělitele, ale zbytek musí být
nezáporné celé číslo menší než dělitel.

Věta 6.3. Věta o jednoznačnosti podílu a zbytku
Pro každé celé číslo a a každé přirozené číslo b existují taková jednoznačně určená celá čísla q a r, kde
0 ≤ r < b, že a = qb+ r.

Číslu q říkáme podíl a číslu r zbytek po dělení čísla a číslem b.

Příklad 6.9. Pro a = 111 a b = 9 platí:

111 = 10 · 9 + 21
111 = 11 · 9 + 12
111 = 12 · 9 + 3 pro zbytek musí platit 0 ≤ r < 9

111 = 13 · 9− 6
111 = 14 · 9− 15.

Pouze prostřední z těchto rovností vyjadřuje celočíselný podíl čísla 111 číslem 9 se zbytkem 3.

Příklad 6.10. Platí 7 | 21, proto 21 = 3 · 7 + 0, zbytek po dělení čísla 21 číslem 3 je r = 0.
Platí 8 ∤ 21, proto 21 = 2 · 8 + 5, zbytek po dělení čísla 21 číslem 8 je r = 5.

19



Petr Kovář, 6. Kongruence a modulární aritmetika 26. srpna 2026

Dvě operace dělení se zbytkem
Podle Věty o dělení celých čísel se zbytkem můžeme každé dvojici celých čísel jednoznačně přidělit celočíselný
podíl a zbytek po celočíselném dělení. Tím jsou definovány dvě operace: celočíselný podíl a celočíselný zbytek.
Tyto dvě operace jsou implementovány v řadě programovacích jazyků,

Definice Operace dělení se zbytkem
Mějme dvě celá čísla a, b. V rovnosti

a = q · b+ r(12)

dané ve Větě 6.3. (Věta o dělení celých čísel) je číslo a dělencem, číslo b je dělitelem, číslo q je celočíselným
podílem a číslo r je zbytkem po dělení čísla a číslem b.
Následující zápis zavádí pro operátor celočíselného podílu značení „divÿ a pro operátor zbytku při ce-

ločíselném dělení značení „modÿ.
q = a div b, r = amod b

S oběma operátory pracujeme jako s jinými operátory, například klasickými operátory součtu „+ÿ.

Příklad 6.11. Pro a = 111 a b = 9 z předchozího příkladu platí

111 div 9 = 12, 111mod 9 = 3.

Pozor, je nutno rozlišovat operátor zbytku při celočíselném dělení „modÿ, například

10mod 3 = 1

a zápis modulu v relacích kongruence, například

10 ≡ 1 (mod 3).

Modul vždy zapisujeme v závorce „ (mod m)ÿ. Relace kongruence zavedeme v následující kapitole 6.3.

6.3. Relace kongruence
V kapitole 6.2. jsme zavedli relaci dělitelnosti. Relace říká, zda nějaké dva prvky (nějaká dvě čísla) spolu
v relaci jsou nebo nejsou. Podobně zavedeme relaci kongruence, která říká, zda některá dvě celá čísla dávají
stejný zbytek po dělení modulem m nebo ne.

Definice Kongruence
Mějme celá čísla a, b a přirozené číslo m. Řekneme, že čísla a, b jsou kongruentní modulo m, jestliže dávají
stejný zbytek po dělení číslem m. Zapisujeme

a ≡ b (mod m).

V opačném případě píšeme
a ̸≡ b (mod m).

Číslu m říkáme modul .

Formálně můžeme definice relace kongruence zapsat pomocí operace „modÿ

a ≡ b (mod m) ⇔ amodm = bmodm.

Příklad 6.12.

1) Platí 7 ≡ 1 (mod 2), protože číslo 7 je liché.
2) Platí 12 ≡ 0 (mod 2), protože číslo 12 je sudé.
3) Platí 61 725 ≡ 0 (mod 3), protože 61 725 je násobek čísla 3.
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Ekvivalentní formulace kongruence dvou čísel
Podle definice jsou dvě celá čísla kongruentní modulo m, jestliže po dělení přirozeným číslem m dávají stejný
zbytek. Následující dvě lemmata dávají alternativní způsoby, jak kongruenci dvou čísel určit.

Lemma 6.4. Mějme celá čísla a, b a přirozené číslo m. Potom a ≡ b (mod m) právě tehdy, když
m | (b− a).

Vypočítat rozdíl dvou čísel a určit zda je dělitelný modulem může být v některých příkladech jednodušší,
než určovat zbytky po dělení.

Příklad 6.13. Platí 8 298 ≡ 8 228 (mod 7), protože rozdíl čísel 8 298− 8 228 = 70 je násobek 7.
Následující lemma dává elegantní nástroj, jak zbytek po dělní určit pomocí ručního výpočtu odečítáním

násobku modulu.

Lemma 6.5. Mějme celá čísla a, b a přirozené číslo m. Potom a ≡ b (mod m) právě tehdy, když existuje
celé číslo k takové, že b = a+ km.

Využití Lemmatu 6.5. a postup výpočtu zbytku po dělení ukážeme na následujícím příkladu.

Příklad 6.14. Určete 748 549mod 7 (zbytek po dělení čísla 748 549 číslem 7).
Platí 748 549 = 700 000+48 549 ≡ 48 549 = 49 000−451 ≡ −451 = −490+39 ≡ 39 = 35+4 ≡ 4 (mod 7).
Alternativně můžeme počítat 748 549 = 700 000+ 48 549 ≡ 48 549 = 42 000+ 6 549 ≡ 6 549 = 6 300+

+ 249 ≡ 249 = 210 + 39 ≡ 39 = 35 + 4 ≡ 4 (mod 7). ✓
Vlastnosti kongruencí
Podobně jako můžeme řešit soustavy rovnic a můžeme soustavy rovnic upravovat, tak můžeme upravovat
soustavy kongruencí. Uvedeme několik tvrzení, které shrnou nejběžnější ekvivalentní operace s kongruencemi.

Následující věta říká, že kongruence se stejným modulem můžeme sčítat i násobit.

Věta 6.6. Mějme celá čísla a, b, c, d a přirozené číslo m.
Jestliže platí a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m), potom platí také a + c ≡ b + d (mod m), ac ≡ bd

(mod m).

Příklad 6.15. Protože 7 ≡ 12 (mod 5) a −7 ≡ 3 (mod 5), tak také
7− 7 ≡ 12 + 3 (mod 5) a 7 · (−7) ≡ 12 · 3 (mod 5).
Je dobré upozornit, že opačná implikace obecně neplatí! Kongruenci nemůžeme rozdělit na dvě kongru-

ence, jak ukazuje následující příklad.

Příklad 6.16. Například platí 3 + 6 ≡ 7 + 5 (mod 3), neboť 9 ≡ 12 (mod 3). Ale přitom 3 ̸≡ 7
(mod 3), ani 6 ̸≡ 5 (mod 3). Všimněte si, že zbytky po dělení třemi na levých a pravých stranách rozdělené
kongruence se liší, jejich součet v první kongruenci je však stejný.

Podobně platí 10 · 6 ≡ 4 · 15 (mod 5), ale 10 ̸≡ 4 (mod 5), ani 6 ̸≡ 15 (mod 5).
Pomocí Bézoutovy věty (Věta 6.12.), kterou uvedeme v podkapitole 6.6., lze snadno ukázat následující

tvrzení.

Věta 6.7. Mějme přirozená čísla a, b, c. Jestliže a | bc a přitom (a, b) = 1, tak a | c.
Další věta ukazuje, že v kongruencích můžeme krátit číslem nesoudělným s modulem m.

Věta 6.8. Mějme celá čísla a, b, c a přirozené číslo m. Jestliže ac ≡ bc (mod m) a přitom (m, c) = 1,
tak a ≡ b (mod m).

V kongruencích můžeme také krátit společným dělitelem obou stran a modulu m.

Věta 6.9. Mějme celá čísla a, b, c a přirozené číslo m. Jestliže ac ≡ bc (mod cm), tak a ≡ b (mod m).

Tato pozorování využijeme v poslední části této kapitoly.

6.4. Modulární aritmetika
Zbytky po dělení stejným dělitelem (modulem) můžeme sčítat a násobit. Výsledek vyjádříme opět jako
zbytek po dělení modulem m. Říkáme, že počítáme v modulární aritmetice.

Definice Mějme celá čísla a, b. Zavedeme operace „+mÿ a „·mÿ pomocí klasického součtu a operace
„modÿ.

a+m b = (a+ b)modm, a ·m b = (a · b)modm.
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Říkáme také, že počítáme se zbytkovými třídami modulo m.

Mezi klasické příklady modulární aritmetiky patří počítání na hodinách, kdy zpravidla pracujeme pouze
s čísly 1 až 12.

Příklad 6.17. Počítání na hodinách: 9+12 5 = 2, (9 + 5)mod 12 = 2.

Příklad 6.18. Součet dvou sudých čísel nebo součet dvou lichých čísel je sudé číslo.

a+m b = (a+ b)mod 2.

Vezmeme-li reprezentanty zbytkových tříd S a L, můžeme psát

S+m S = S, L+m L = S, L+m S = L, S+m L = L.

Vlastnosti modulárních operátorů
Takto definované operace „+mÿ a „·mÿ mají pěkné vlastnosti.
1) Jsou uzavřené na množině {0, 1 . . . ,m− 1} (zbytků modulo m),
2) jsou komutativní, platí

a+ mb = b+ ma, a ·m b = b ·m a,

3) jsou asociativní,

a+ m(b+ mc) = (a+ mb) + mc, a ·m (b ·m c) = (a ·m b) ·m c,

4) jsou i distributivní vzhledem ke sčítání,

a ·m (b+ mc) = a ·m b+ ma ·m c,

5) existují opačná čísla −a = m− a.

Pozor inverzní čísla vzhledem k modulárnímu násobení existovat nemusí! Jestliže modul m je prvočíslo,
inverze existuje vždy, pokud ale modul m je složené číslo, tak existence inverze čísla a vzhledem k modulu m
zaručena není.

Příklad 6.19.

1) Opačným číslem k číslu 7 modulo 10 je číslo 3, protože 7 + 3 = 10 ≡ 0 (mod 10).
2) Opačným číslem k číslu 7 modulo 13 je číslo 6, protože 7 + 6 = 13 ≡ 0 (mod 13).
3) Inverzí k číslu 7 modulo 10 je číslo 3, protože 7 · 3 = 21 ≡ 1 (mod 10).
4) Inverzí k číslu 7 modulo 13 je číslo 2, protože 7 · 2 = 14 ≡ 1 (mod 13).
5) Inverze k číslu 6 modulo 10 neexistuje, protože pro žádné celé číslo z neplatí 6 · z ≡ 1 (mod 10).

6.5. Euklidův algoritmus
Euklidův algoritmus není součástí kurzu Diskrétní matematiky, ale probírá se v jiných kurzech programování
nebo matematiky. Zde jen stručně připomeneme hlavní myšlenku algoritmu, který umí

1) najít největšího společného dělitele dvou celých čísel,
2) navazujícím postupem vyjádřit největšího společného dělitele dvou celých čísel jako jejich lineární
kombinaci.

Pro nalezení největšího společného dělitele čísel a, b není nutné hledat prvočíselný rozklad čísel a, b,
Euklidův algoritmus je zejména pro velká čísla výrazně jednodušší a rychlejší.

Věta 6.10. Euklidův algoritmus
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Mějme dvě přirozená čísla a, b. Vydělíme číslo a číslem b se zbytkem (s využitím Věty o jednoznačnosti
podílu a zbytku) a dále opakovaně dělíme dělitele zbytkem, dokud nedostaneme nulový zbytek.

a = bq1 + r1

b = r1q2 + r2

r1 = r2q3 + r3
...

rn−2 = rn−1qn−1 + rn

rn−1 = rnqn + 0

Poslední nenulový zbytek rn je hledaným největším společným dělitelem.

Příklad 6.20. Najděte největšího společného dělitele čísel 414 a 662.
Označíme čísla a = 414, b = 662. Určitě je šikovnější označit a = 662, b = 414, ale ukážeme, že algoritmus
bude fungovat i v tomto případě.

Postupujeme dle Euklidova algoritmu (Věta 6.10.).

414 = 662 · 0 + 414
662 = 414 · 1 + 248
414 = 248 · 1 + 166
248 = 166 · 1 + 82
166 = 82 · 2 + 2
82 = 2 · 41 + 0

Největší společný dělitel čísel 444 a 662 je NSD(414, 662) = 2. ✓
Implementace Euklidova algoritmu
Výhodou Euklidova algoritmu je jeho snadná implementace.

Algoritmus 6.11. Euklidův algoritmus
Na vstupu máme dvě přirozená čísla a, b. Opakovaně dělíme se zbytkem.

int a,b; // přirozená čísla
x = a; // dělenec
y = b; // dělitel
while (y<>0) {
r = x mod y; // určíme zbytek r
x = y; // budeme dělit dělitele
y = r; // dělíme zbytkem z předchozí iterace

}
return x; // (a,b) je poslední nenulový zbytek

Proměnná x obsahuje poslední nenulový zbytek, což je hledaný největší společný dělitel čísel a, b.

Další využití Euklidova algoritmu
Euklidův algoritmus je možno použít nejen pro celá čísla, ale funguje na dalších množinách se dvěma „pěk-
nýmiÿ operacemi typu sčítání a násobení svázaných distributivními zákony. Euklidův algoritmus lze použít

1) pro hledání společných faktorů polynomů,
2) pro tzv. Gaussova celá čísla.

6.6. Bézoutova věta
Následující věta říká, že největší společný dělitel dvou čísel a,b je možno vyjádřit jako jejich lineární kombi-
naci.

Věta 6.12. Bézoutova věta
Mějme přirozená čísla a, b. Existují celá čísla r, s taková, že NSD(a, b) = ra+ sb.
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Tvrzení lze dokonce ještě zesílit, neboť nejmenší kladné číslo, které lze naspat ve tvaru ra + sb je právě
největší společný dělitel čísel a, b.
Později v této kapitole ukážeme, že Bézoutova věta dává šikovný nástroj pro praktické řešení některých

úloh souvisejících s kongruencemi. Výše uvedený Euklidův algoritmus je snadné rozšířit a neznámé koefici-
enty r, s z Bézoutovy rovnosti určit. Stačí z předposlední rovnosti Euklidova algoritmu zpětně dosazovat
za dělitele vždy z předchozí rovnosti a dostaneme vyjádření největšího společného dělitele.

Příklad 6.21. Ukázali jsme, že největší společný dělitel čísel 414 a 662 je 2. Najděte Bézoutovy koeficienty
r, s tak, aby platilo 2 = r · 414 + s · 662.
Postupem dle Euklidova algoritmu jsme v Příklady 6.20. určili:

662 = 414 · 1 + 248
414 = 248 · 1 + 166
248 = 166 · 1 + 82
166 = 82 · 2 + 2
82 = 2 · 41 + 0

Nyní z předposlední rovnosti vyjádříme NSD(414, 662) a za dělitele postupně dosadíme z předchozích rov-
ností. Dostaneme

2 = 166− 2 · 82
2 = 166− 2 · (248− 166 · 1) = (−2) · 248 + 3 · 166
2 = (−2) · 248 + 3 · (414− 248 · 1) = 3 · 414 + (−5) · 248
2 = 3 · 414 + (−5) · (662− 414 · 1) = 8 · 414 + (−5) · 662

Hledané koeficienty jsou r = 8, s = −5. Platí 2 = 8 · 414 + (−r) · 662. ✓
Implementace rozšířeného Euklidova algoritmu
Rozšířený Euklidův algoritmus je také možno snadno implementovat.

Algoritmus 6.13. Rozšířený Euklidův algoritmus
Na vstupu máme dvě přirozená čísla a, b. Opakovaně dělíme se zbytkem a navíc v každém kroku vypočítáme
příslušné koeficienty.

int a,b; // přirozená čísla
x = a; // dělenec
y = b; // dělitel
s0 = 1; // předpředchozí koeficient čísla a
t0 = 0; // předpředchozí koeficient čísla b
s1 = 0; // předchozí koeficient čísla a
t1 = 1; // předchozí koeficient čísla b
while (y<>0) {
q = x div y; // určíme celočíselný podíl
r = x mod y; // určíme zbytek r
x = y; // budeme dělit dělitele
y = r; // dělíme zbytkem z předchozí iterace
s = s0 - q*s1; // aktuální koeficient s
t = t0 - q*t1; // aktuální koeficient t
s0 = s1; s1 = s; // posun
t0 = t1; t1 = t; // posun

}
return (x,s0,t0); // platí x=(a,b)=s*a+t*b

Proměnná x obsahuje poslední nenulový zbytek, což je hledaný největší společný dělitel čísel a, b. Proměnné
s0 a t0 jsou koeficienty zbytku dle Bézoutovy věty.

6.7. Největší společný dělitel a nejmenší společný násobek
Víme, že prvočíslo je takové přirozené číslo, které má právě dva přirozené dělitele: jedničku a sebe sama.
Prvočísla hrají důležitou roli v řadě praktických aplikací. Je důležité prvočísla algoritmicky rozpoznat. Je
důležité také znát složitost algoritmu, s jakou lze najít prvočíslený rozklad daného čísla. Například pro RSA
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šifrování je naprosto zásadní, že na běžné počítači není možné v krátké době najít prvočíslený rozkl daného
přirozeného čísla.

Proč není číslo 1 prvočíslo?
Číslo 1 se zpravidla za prvočíslo nepovažuje. Pokud bychom připustili, že číslo 1 je prvočíslo, tak by nebyl
prvočíslený rozklad čísel jednoznačný až na pořadí činitelů. Například číslo 6 by bylo možno rozložit na součin
dvou, tří nebo více prvočísel: G = 3 · 2 = 3 · 2 · 1 = 3 · 2 · 1 · · · 1.

Definice Mějme dvě celá čísla a, b, z nichž alespoň jedno je nenulové. Největší společný dělitel čísel a,
b je takový kladný společný dělitel m čísel a, b, který je dělitelný jejich libovolným společným dělitelem.
Největší společný dělitel značíme NSD(a, b) nebo jen (a, b). Jestliže navíc NSD(a, b) = 1, říkáme, že a, b jsou
nesoudělná čísla.

Příklad 6.22.

1) Čísla 77 a 91 jsou soudělná čísla, jejich největší společný dělitel je NSD(77, 91) = 7.
2) Čísla 77 a 92 jsou nesoudělná, jejich největší společný dělitel je NSD(77, 92) = 1.
3) Čísla −11 a 77 jsou soudělná čísla, jejich největší společný dělitel je NSD(−11, 77) = 11.
4) Čísla −8 a 0 jsou soudělná čísla, jejich největší společný dělitel je NSD(−8, 0) = 8.
5) Pro čísla a = 0 a b = 0 není jejich největší společný dělitel definován. Vezmeme-li libovolné (libovolně
velké) celé číslo k, tak platí k | 0, a proto nemá smysle hledat jejich největšího společného dělitele.

Můžeme mít celou množinu čísel, která jsou po dvou nesoudělná. Hovoříme pak o množině nesoudělných
čísel.

Příklad 6.23.

1) Čísla 15, 77 a 92 jsou po dvou nesoudělná, největší společný dělitel každá dvojice čísel je NSD(15, 77) =
= 1, NSD(15, 92) = 1 NSD(77, 92) = 1.

2) Libovolná množina různých prvočísel je množina po dvou nesoudělných čísel.
3) Čísla 15, 23 a 92 netvoří množinu nesoudělných čísel, protože největší společný dělitel NSD(23, 92) =
= 23.

Nalezení prvočíselného rozkladu, resp. ověření, zda číslo je prvočíslo, je náročná úloha. Tady chybí část
textu, kterou je třeba doplnit.

Mechanismy hodinových strojů
Při návrhu hodinových strojů, například orloje na Staroměstském náměstí, je důležitý poměr počtu zubů
ozubených kol, které do sebe zapadají. Není vhodné zvolit poměr počtu zubů například 1 : 12, protože
při každé otočce většího kola se potkají vždy stejné zuby menšího kola a jakákoliv konstrukční nedokonalost
nebo poškození jednoho zubu se opakovaně přenáší jen na stejné vybrané zuby menšího kola a naopak.
Jestliže se ale zvolí poměry zubů, které jsou nesoudělné, tak se opotřebení rovnoměrně rozprostře mezi
všechny zuby každého ozubeného kola, což prodlužuje životnost celé soustavy.

Obrázek 6.1.: Soukolí Staroměstského orloje.

25



Petr Kovář, 6. Kongruence a modulární aritmetika 26. srpna 2026

Příklad 6.24. Jestliže ozubená kola počtem zubů 10a 120, jejichž poměr je 1 : 12 rozdělíme místo jediné
dvojice ozubených kol do trojice ozubených kol s poměrem počtu zubů 1 : 5 a 5 : 12, dostaneme žádaný
poměr 1 : 12, kde v soukolí jsou jednak velikosti kol více souměřitelné a jednak nesoudělné.

6.8. Lineární kongruence
V této kapitole ukážeme praktická využití lineárních kongruencí a jak lineární kongruence řešit.

Definice Mějme celá čísla a, b, přirozené číslo m a proměnnou x. Kongruenci

ax ≡ b (mod m)

nazýváme lineární kongruence o jedné neznámé .

Vyřešit kongruenci znamená najít všechny hodnoty proměnné x, pro které je kongruence splněna. jedná se
o takové hodnoty x, kdy levá i pravá strana kongruence dávají stejný zbytek dle daného modulu m. Řešení
lineární kongruence zpravidla buď existuje nekonečně mnoho, nebo neexistuje žádné.

Příklad 6.25.

1) Řešením kongruence x ≡ 1 (mod 2) jsou právě všechna lichá čísla.
2) Řešením kongruence x ≡ 4 (mod 7) jsou všechna čísla x = 7k + 4, k ∈ Z.
3) Řešením kongruence 3x ≡ 0 (mod 7) jsou všechna čísla x = 7k, k ∈ Z.
4) Řešením kongruence 3x ≡ 4 (mod 7) jsou všechna čísla x = 7k + 6, k ∈ Z.
5) Kongruence 3x ≡ 1 (mod 6) nemá žádné řešení.

Řešení lineárních kongruencí
Nyní ukážeme, jak řešení najít, pokud nějaké řešení existuje. Pro řešení kongruencí jsou (stejně jako pro řešení
lineárních rovnic) je šikovné použít tzv. inverze podle modulu m, pokud inverzi známe nebo pokud inverzi
umíme snadno určit.

Definice Mějme celé číslo a a přirozené číslo m, kde m > 1. Celé číslo a nazveme inverzí k číslu a
modulo m, jestliže platí a · a ≡ 1 (mod m).

Příklad 6.26.

1) Číslo 5 je inverzí čísla 3 modulo 7, protože 5 · 3 = 15 ≡ 1 (mod 7).
2) Číslo 5 není inverzí čísla 3 modulo 8, protože 5 · 3 = 15 ≡ 7 (mod 8).
3) Číslo 3 je inverzní samo k sobě modulo 8, protože 3 · 3 ≡ 1 (mod 8).
4) Číslo 7 je inverzí čísla 3 modulo 10, protože 7 · 3 ≡ 1 (mod 10).
5) Číslo 8 nemá inverzi modulo 10, protože 8 · x je sudé a 8 · x ̸≡ 1 (mod 10).

Následující věta ukazuje, kdy inverze nějakého čísla a modulo m existuje.

Věta 6.14. Mějme celé číslo a a přirozené číslo m, kde m > 1. Jestliže jsou čísla a, m nesoudělná, tak
existuje inverze a čísla a modulo m a je (až na modularitu) jediná modulo m.

Důkaz existence je konstruktivní, dává návod jak k a inverzi a najít.
Důkaz. Protože čísla a, m jsou podle předpokladu nesoudělná, tak podle Bézoutovy věty (Věta 6.12.)
existují taková celá čísla r, s, že

r · a+ s ·m = 1.

To znamená, že
r · a+ s ·m ≡ 1 (mod m)

r · a ≡ 1 (mod m)

Číslo r je hledanou inverzí a modulo m, platí a = r.
Jednoznačnost nyní nebudeme dokazovat. Tady chybí část textu, kterou je třeba doplnit. □
Tvrzení věty by bylo možno ještě zesílit: pokud NSD(a,m) > 1, tak inverze čísla a modulo m neexistuje.

Příklad 6.27. Protože NSD(3, 7) = 1, tak s využitím Bézoutovy věty (Věta 6.12.) můžeme psát

1 = 5 · 3− 2 · 7 ≡ 3 · 5 (mod 7).
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Číslo 5 je inverzí k číslu 3 modulo 7, platí 3 = 5. Všimněte si, že současně číslo 3 je inverzí k číslu 5 modulo 7,
platí 5 = 3 modulo 7.
Pozor, pokud číslo a je soudělné s modulem m, tak inverze nemusí existovat!

Příklad 6.28. Mějme čísla 14, 6. Platí NSD(14, 6) = 2, a podle Bézoutovy věty můžeme napsat 2 =
= 1 · 14− 2 · 6. Menší číslo než 2 s touto vlastností neexistuje. Proto pro žádné číslo a nemůže platit 14a ≡ 1
(mod 6).
Řešitelnost lineárních kongruencí můžeme shrnout do následující věty.

Věta 6.15. Mějme celá čísla a, b a přirozené číslo m. Lineární kongruence ax ≡ b (mod m) má řešení
právě tehdy, když NSD(a,m) dělí b.

Řešení lineárních kongruencí s využitím inverze
Pokud umíme najít inverze dle daného modulu, tak můžeme řešit lineární kongruence o jedné neznámé
analogicky jako se řeší lineární rovnice.

Příklad 6.29. Najdeme všechna řešení lineární kongruence 3x ≡ 4 (mod 7).
Nejprve najdeme k číslu 3 inverzi modulo 7. Podle Příkladu 6.27. víme 3 = 5.
Nyní obě strany kongruence vynásobíme inverzí 5. Dostaneme

5 · 3x ≡ 5 · 4 (mod 7)

x ≡ 20 (mod 7)
x ≡ 6 (mod 7)

Poslední kongruence říká, že řešením jsou všechna celá čísla, která po dělení 7 dávají zbytek 6.
Řešením kongruence jsou čísla x = 7k + 6, kde k ∈ Z. ✓Nejpracnější část popsaného postupu řešení

je nalezení inverze modulo m.

Řešení lineárních kongruencí s využitím úprav
Pro úpravy a zjednodušení kongruencí využijeme následující vlastnosti.

Věta 6.16. Mějme celá čísla a, b, c, d a přirozené číslo m. Mějme kongruence a ≡ b (mod m), c ≡ d
(mod m).

(i) Kongruence se stejným modulem můžeme sčítat.

a+ c ≡ b+ d (mod m)

(ii) Kongruence se stejným modulem můžeme násobit.

ac ≡ bd (mod m)

(iii) Kongruence můžeme roznásobit libovolným číslem c.

ac ≡ bc (mod m)

(iv) V kongruencích můžeme krátit číslem c nesoudělným s modulem, tj. pro (c,m) = 1 můžeme využít
následují tvrzení.

Jestliže ac ≡ bc (mod m) potom a ≡ b (mod m).

(v) V kongruencích můžeme krátit číslem c = NSD(a, b,m).

Jestliže ac ≡ bc (mod mc) potom a ≡ b (mod m).

Šikovně zvolené úpravy nám umožní lineární kongruenci nejen zjednodušit, ale i vyřešit, jak ukazuje
následující příklad.

Příklad 6.30. Najděte řešení kongruence 5x ≡ 2 (mod 13) a ověřte korektnost řešení.
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S využitím inverze 5 = 8 modulo 13 roznásobením obou stran kongruence číslem 8 dostaneme

5x ≡ 2 (mod 13)

x ≡ 16 (mod 13)
x ≡ 3 (mod 13),

tedy x = 13t+ 3, kde t ∈ Z.
Jiné řešení:
Jiné řešení: přičtením modulu 13 k pravé straně 5x ≡ 2 + 13 (mod 13). Krácením 5 dostaneme x ≡ 3
(mod 13), tedy x = 13t+ 3, t ∈ Z.
Abychom ověřili korektnost řešení, stačí dosadit do zadání. Dostaneme 5(13t+3) ≡ 5 ·13t+15 ≡ 0t+2

(mod 13). ✓
Příklad 6.31. Najděte řešení kongruence 3x ≡ 2 (mod 15).
Tato kongruence nemá řešení, protože NSD(3, 15) = 3 a kongruenci nelze krátit číslem 3.
Stejný závěr můžeme udělat s využitím Věty 6.15. Protože NSD(3, 15) = 3 a 3 ∤ 2, tak kongruence

3x ≡ 2 (mod 15) nemá řešení. ✓
Příklad 6.32. Najděte řešení kongruence 3x ≡ 6 (mod 15).
Nejprve vykrátíme číslem 3 obě strany kongruence i modul 15. Dostaneme x ≡ 2 (mod 5).

Tato kongruence má řešení x = 5t+ 2, kde t ∈ Z, přestože (3, 15) = 3.
Existence řešení plyne také z Věty 6.15. Protože NSD(3, 15) = 3 a 3 | 6, tak kongruence 3x ≡ 6

(mod 15) má řešení. ✓
Úlohy vedoucí na řešení lineárních kongruencí
Řešení lineárních kongruencí přirozeně vyvstává při využití kontrolních kódů.

Příklad 6.33. Oprava ISBN kódu
Kamarád měl výbornou učebnici jazyka C. Její ISBN-10 kód je 80-05-001?4-1. Osmou cifru nemůžeme
přečíst. Jaká to má být cifra?
Víme, že ISBN-10 kód musí splňovat kontrolní schéma

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 + 6x6 + 7x7 + 8x8 + 9x9 + 10x10 ≡ 0 (mod 11).

Sestavíme lineární kongruenci.

8 + 0 + 0 + 20 + 0 + 0 + 7 + 8x8 + 36 + 10 ≡ 0 (mod 11)
8x8 + 81 ≡ 0 (mod 11)

8x8 ≡ −81 (mod 11)
8x8 ≡ 7 (mod 11)

7 · 8x8 ≡ 7 · 7 (mod 11)
x8 ≡ 49 ≡ 5 (mod 11)
x8 = 11t+ 5, pro t ∈ Z

Chybějící cifra ISBN-10 kódu je 5. Při řešení jsme využili, že 8 = 7 modulo 11. Hledaný ISBN-10 kód
učebnice je 80-05-00154-1. ✓

6.9. Čínská zbytková věta
Následující věta říká, že každá soustava lineárních kongruencí s navzájem nesoudělnými moduly má řešení
a že toto řešení je jednoznačné. Větě se říká „Čínská zbytková větaÿ, protože ve starém čínském rukopisu
z pátého století je vyřešen problém (bez důkazu korektnosti postupu), který bychom dnes formulovali jako
řešení soustavy kongruencí.

Věta 6.17. Čínská zbytková věta
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Mějme po dvou nesoudělná přirozená čísla m1,m2, . . . ,mn větší než jedna. Mějme celá čísla a1, a2, . . . , an.
Soustava kongruencí

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)

...

x ≡ an (mod mn)

má jediné řešení modulo m1 ·m2 · · ·mn.

Důkaz čínské zbytkové věty je konstruktivní, často však lze řešení najít jednodušeji (případnou) úpravou
a zpětným dosazením kongruencí. Hledané řešení není těžké vyčíslit. Na příkladu ukážeme obecnou metodu,
jak řešení soustav kongruencí najít.

Příklad 6.34. Najděte řešení soustavy kongruencí

x ≡ 1 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 6)
x ≡ 3 (mod 7)

Na základě předchozích tvrzení vidíme, že řešení první kongruence

x ≡ 1 (mod 5)

je x = 1 + 5t, kde t ∈ Z.
Toto řešení dosadíme do druhé kongruence

1 + 5t ≡ 2 (mod 6)
5t ≡ 1 (mod 6)
−t ≡ 1 (mod 6)
t ≡ −1 = 5 (mod 6).

Řešení druhé kongruence
t ≡ 5 (mod 6)

je t = 6u+ 5, kde u ∈ Z.
Dosazením zpět do x = 1 + 5t dostáváme řešení prvních dvou kongruencí

x = 1 + 5(6u+ 5) = 30u+ 26, u ∈ Z,

což dosadíme do třetí kongruence.
Dostáváme

30u+ 26 ≡ 3 (mod 7)

2u− 2 ≡ 3 (mod 7)

2u ≡ 5 (mod 7)
4 · 2u ≡ 4 · 5 (mod 7)

u ≡ 6 (mod 7).

Řešením je u = 7v+6, kde v ∈ Z, což dosadíme do řešení soustavy prvních dvou kongruencí. Dostáváme
řešení soustavy všech tří kongruencí.

x = 30u+ 26 = 30(7v + 6) + 26 = 210v + 206, v ∈ Z.

✓

6.10. Využití kongruencí
V této sekci ukážeme několik typických případů, které vedou na řešení lineárních kongruencí.
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Hashovací funkce
Při ukládání velkého objemu dat můžeme nové záznamy x přidávat na konec databáze. To je nevýhodné
při vyhledávání záznamů – musíme prohledat celou databázi.

Je-li počet záznamů m, tak potřebujeme O(m) kroků.
Myšlenka hashovací funkce: Odhadneme očekávanou velikost databáze m a alokujeme odpovídající

paměť. Nový záznam s klíčem k vložíme do databáze na pozici h(k), kde

h(k) = kmodm,

případně na další volné místo za h(k).
Místo prohledávání databáze záznam pak hledáme na pozici h(k).

Příklad 6.35. Databáze na škole s 15 000 studenty, rodné číslo.
Hashovací funkce by mohla být h(k) = rodne cislomod 15 000. Lépe však bude fungovat h(k) = rodne cislomod 30 000.
✓
Pseudonáhodná čísla
Opravdu náhodné číslo je výpočetně „drahéÿ.
Pseudonáhodné vypočítáme snadno a rychle

xn+1 = (axn + b)modm,

kde a, b, m jsou vhodně zvolená čísla. Inicializační hodnota x0 je „seedÿ.

Příklad 6.36. Například pro a = 7, b = 4, m = 9 a x0 = 1 dostáváme

x1 = (7x0 + 4)mod 9 = 11mod 9 = 2

x2 = (7x1 + 4)mod 9 = 18mod 9 = 0

x3 = (7x2 + 4)mod 9 = 4mod 9 = 4

x4 = (7x3 + 4)mod 9 = 32mod 9 = 5

...

Dostaneme posloupnost 1, 2, 0, 4, 5, 3, 7, 8, 6, 1, 2, 0, 4, . . .
Často využívaný náhodný generátor je pseudonáhodný generátor s parametry a = 75, b = 0, m = 231 − 1.

Kontrolní součty
Řada kódů obsahuje kontrolní cifru, díky které můžeme odhalit celou řadu chyb při čtení nebo přenosu kódů.

Příklad 6.37. Paritní součty
Mějme zprávu s n bity x1, x2, . . . , xn.

Vysílající přidá další bit, kontrolní součet

xn+1 = (x1 + x2 + · · ·+ xn)mod 2.

Pokud nastane jedna (případně lichý) počet chyb, příjemce zjistí, že

x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1 ̸≡ 0 (mod 2)

a může vyžádat znovuzaslání/znovupřečetní zprávy.
Pokud je kontrolních bitů více, můžeme chybná data OPRAVIT. Samoopravné kódy jsou náplní jiného

předmětu.

UPC kódy

Obrázek 6.2.: Příklad čárového UPC-A kódů.
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Příklad 6.38. UPC kódy (Universal Product Code)
Existuje řada variant UPC kódů, zpravidla obsahují nějaký kontrolní součet. UPC-A kód má 12 číslic,
pro které musí platit

3x1 + x2 + 3x3 + x4 + 3x5 + x6 + 3x7 + x8 + 3x9 + x10 + 3x11 + x12 ≡ 0 (mod 10)

Příklad 6.39. Je 041331021641 platný UPC kód?
Platí 0 + 4 + 3 + 3 + 9 + 1 + 0 + 2 + 3 + 6 + 12 + 1 = 44 ≡ 4 (mod 10). Kontrolní součet není kongruentní
s nulou modulo 10, proto kód není platný. ✓
Příklad 6.40. Rekonstrukce UPC kódu čísla
Podle Příkladu 6.39. víme, že UPC kód 041331021641 není platný. Podrobnějším zkoumáním vidíme, že
čtvrtý znak kódu je znehodnocen. Jaký je správný UPC kód?
Víme, že cifry UPC kódu 041?31021641 musí splňovat

3x1 + x2 + 3x3 + x4 + 3x5 + x6 + 3x7 + x8 + 3x9 + x10 + 3x11 + x12 ≡ 0 (mod 10)

Sestavíme lineární kongruenci

0 + 4 + 3 + x4 + 9 + 1 + 0 + 2 + 3 + 6 + 12 + 1 ≡ 0 (mod 10)
x4 + 41 ≡ 0 (mod 10)

x4 ≡ −1 (mod 10)
x4 ≡ 9 (mod 10)

Hledaná cifra UPC kódu je 9. UPC kód je 041931021641.
Snadno ověříme, že

3x1 + x2 + 3x3 + x4 + 3x5 + x6 + 3x7 + x8 + 3x9 + x10 + 3x11 + x12 =

= 0 + 4 + 3 + 9 + 9 + 1 + 0 + 2 + 3 + 6 + 12 + 1 = 50 ≡ 0 (mod 10)

Další využití kongruencí

• ISBN/ISSN
• rodná čísla
• čísla bankovek
• čísla bankovních účtů
• jednoduché šifry

Příklad 6.41. Rekonstrukce rodného čísla
Babička zapomněla své rodné číslo. Pamatuje si samozřejmě data narození a část posledního čtyřčíslí.
Podařilo se zrekonstruovat následující část rodného čísla: 346509?248. Jaká je chybějící cifra?
Víme, že pro cifry rodného čísla musí platit

x1x2 + x3x4 + x5x6 + x7x8 + x9x10 ≡ 0 (mod 11).

Sestavíme lineární kongruenci

34 + 65 + 9 + (10x+ 2) + 48 ≡ 0 (mod 11)
1− 1− 2 + 10x+ 2 + 4 ≡ 0 (mod 11)

10x ≡ −4 (mod 11)
−x ≡ −4 (mod 11)
x ≡ 4 (mod 11)

Hledaná cifra je 4. ✓
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Rejstřík
Kurzívou jsou v rejstříku označeny stránky, kde najdete definici příslušného pojmu.
bitové řetězce, 2, 4, 16

Catalanova čísla, 3
celočíselný podíl, 20
celočíselný zbytek, 20

čísla
Catalanova, 3

dělí, 18
dělitel, 18

Fibonacciho posloupnost, 1 , 4, 14

Hanojské věže, 1 , 4, 15
homogenní rovnice
přidružená, 11

charakteristická rovnice, 6, 6, 6, 8, 9, 9, 10, 10

inverze, 26
modulo, 26

kódová slova, 2, 4, 16
kongruence, 20
lineární, 26

lineární kongruence, 26
lineární rekurentní rovnice, 4

modul, 20

násobek, 18

nedělí, 18
nehomogenní

rekurentní rovnice, 11

partikulární řešení, 11 , 13
posloupnost

Fibonacciho, 1 , 4, 14

rekurence, 1
rekurentní rovnice

hlavní úloha, 5
homogenní, 4
charakteristická rovnice, 6
lineární, 4
nehomogenní, 11
obecné řešení, 6
partikulární řešení, 11 , 13
přidružená homogenní, 11
řád, 4
řešení, 5

rekurentní vztah, 1
relace

kongruence, 20
rovnice

charakteristická, 6, 8, 9, 9, 10, 10

uzávorkování, 3, 5

věta
Euklidův algoritmus, 23
o jednoznačnosti podílu a zbytku, 19

zpětné dosazení, 29
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Přehled použitých symbolů
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