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Uvodem
Text, ktery prave Ctete, vznika jako alternativni studijni material k predmétu Diskrétni matematika pro ba-
kalarské studium na technické vysoké skole.

Pfi vybéru témat a pfipraveé textu jsem vychdzel z osnov dané dokumentem Computer Science Curricula
s podtitulem , Curriculum Guidelines for Undergraduate Degree Programs in Computer Science®, ktery
garant bakalarského studijniho programu , Informatika“ vybral jako vzor pii sestavovani naplné velké ¢asti
predméti.

Pokud mate pocit, ze v textu je néjakd nesrovnalost, dejte mi védét. Je velmi pravdépodobné, ze se
jedna o chybu nebo preklep. Budu rad, kdyZz mne upozornite i na méné srozumitelné pasaze, abych je
v dalsich verzich textu mohl vylepsit.

Jak ¢ist tento text
Nulta kapitola shrnuje zakladni pojmy a symboly, které se objevi v dalSich kapitolach. Doporucuji ¢tenaitim
ji prolistovat a pfi ¢teni pozdéjsich kapitol se pfipadné vratit k prislusnému tématu.

Na konci kazdé podkapitoly najdete ptiklady k procvi¢eni probrané latky. Protoze neni smysluplné
vybudovat nejdiive celou teorii a teprve potom fesit priklady, tak né€ktera cviceni se odvolavaji na pojmy,
které budou zavedeny teprve v pozdéjsich kapitolach. Vérim, ze neni problém nalistovat si pfislusnou definici
(na konci textu najdete rejstiik) a pak takové piiklady vyfesit.

K pouzitym symbolim

Piiklady oznadené ,*“ patf{ k ndroc¢néjsim. Jejich feSeni obvykle vyZaduje delsi vypodet nebo peclivéjsi
rozbor. Pro feSeni piikladii oznacenych ,**“ je tfeba n&jaky ndpad nebo vysledek z jiné oblasti matematiky.
Zdtraznéme ale, ze hvézdi¢ka neznamens nutné ,to nikdy nevy¥esim“. Naproti tomu piiklady oznacené , ¢
jsou tak lehké, Ze jejich feSeni je mozné zpaméti a jen s uzitim zékladnich pojmi.

V Krmeliné 26. srpna 2026.
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Kapitola 5. Rekurentné zadané posloupnosti

V Kapitole 7?7 jsme ukézali, Ze ne vzdy je mozné pocty jistych vybéru vyjadrit pomoci jednoduchych
vztaha probranych v Kapitole 77 Pro nékteré vybéry dokonce neexistuje vzorec v uzavieném tvaru, tedy
ve tvaru bez volnych proménnych a sum. V této kapitole nejprve ukazeme nékolik pocetnich problémi,
pro které vycisleni moznosti pfirozené vede na rekurentni vztahy. Typicky se bude jednat o feseni uloh,
které lze popsat rekurzivnim postupem nebo Fesit pomoci rekurentnich algoritmi.

Poté zavedeme pojem rekurentnich rovnic obecné a ukazeme, jak nékteré jednoduché rekurentni vztahy
mizeme vycislit (vyfesit). Zejména ukdzeme, jak mizeme vy¢islit slozitost nékterych vybranych algoritmi.

Typické priklady rekurentnich algoritmu ¢i postupt zahrnuji merge sort, tlohy dynamického programo-
vani, nebo konkrétnéji pocty uzavorkovani n + 1 ¢initeld pomoci n zavorek, nebo napiiklad pocty ,,péstova-
nych kofenovych stromti“, které jsme zavedli v Kapitole 4 piedmétu Uvod do teorie grafii.

Pokud se chcete dozvédét, jak Tesit linedrni homogenni rekurentni rovnice, podrobny popis véetné pti-
kladd najdete v sekci BEZ31 Postup, jak feSit vybrané linedrni nehomogenni rekurentni rovnice je popsan
v sekci B0

5.1. Motivacni priklady

Fibonacciho posloupnost
Velmi znamy je klasicky ptiklad tzv. Fibonacciho posloupnosti, ktery uvadi témét vSechny ucebnice diskrétni
matematiky.

Priklad 5.1. Fibonacciho posloupnost
Na ostrové byl vysazen par malych kraliki. Predpokladejme, Ze kralici se rozmnozuji az od véku 2 mésictu
a ze par vychova kazdy mésic dalsi par kralika. Jaky je pocet f, paru kralikti po n mésicich?
Ze zadani ihned vidime, Ze pro pocet parta kraliki v prvnich mésicich plati f; = fo = 1. Pron > 3 je
pocet para kralika f,, uréen souctem dvou hodnot
e poctem paru v predchozim meésici f,_1,
e a poctem paru starych dva mésice f,_o, ktefi nyni dosahli dospélosti a maji mladé.

Celkem dostavame rekurentni vztah

f% ::fn71'+'fn72
part, jestlize neuvazujeme umirani populace. ReSeni, tj. vztah pro f,, bez znalosti dvou pfedesljch ¢lent,
odvodime v sekci B3] na strané [4.

Odkazy:

® pttps://en.wikipedia.org/wiki/Fibonaccl_sequencq

S Fibonacciho ¢isly se muzeme setkat v fadé dalsich situaci, objevuji se napfiklad pfi popisu ristu
rostlin (spiralni uspofadani listl, rozmisténi seminek sluneénice nebo spirdly Sisek), pii analyze sloZitosti
Euklidova algoritmu, pfi hashovani v kryptografii.

Hanojské véze
Francouzsky matematik Edouard Lucas v roce 1883 zveiejnil hlavolam, kterému se fika ,hanojské véze“.
Hlavolam spoéiva v premistovani diskt mezi koliky podle danych pravidel.

Obrézek 5.1.: Hanojské véZe, autorem je Edouard Lucas (1842 — 1891).
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Priklad 5.2. Hanojské véze
Maéme t1i koliky a sadu diskd rtiznych velikosti. VSechny disky jsou sefazeny podle velikosti na prostiednim
ktlu. Ukolem je pfemistit vSechny disky na jiny kil, pficemz

e v kazdém tahu se pfesunuje pouze jeden disk,

e nikdy nesmi lezet vétsi disk na mensim disku.
Ptame se, jaky je nejmensi nutny pocet taht H,, pro pfemisténi celé véze s n disky z jednoho koliku na jiny
kolik?

Abychom pfemistili nejvétsi disk, musi byt n— 1 diskd pfemisténo na jiny kul H,,_1 tahy. Celkovy pocet

tahtt H,, rozdélime na tii ¢asti.

e Nejprve H,,_; tahy premistime n — 1 mensich diski na tfeti kil,

e pak jednim tahem premistime nejvétsi disk na krajni kil,

e nakonec H,_; tahy premistime n — 1 mensich disk na nejvétsi disk.

Celkovy pocet tahii je ddn rekurentnim vztahem
H,=H, 1+1+H, 1=2H, 1 +1,

pricemz je jasné, ze H; = 1. ReSeni, tj. vztah pro H,, odvodime v sekci B23] na strané 3.
Problém Hanojskych vézi je péknym modelem, ktery poméaha pochopit nejen odvozeni a fesSeni reku-
rentnich rovnice, ale i princip rekurzivnich algoritmt a odvozeni slozitosti algoritmi.

Odkazy:

® https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of_Hanol|

Bitové retézce bez sousednich nul
Pri sestaveni ¢arovych kodi narazime na nasledujici otazku.

Priklad 5.3. Ptame se, kolik existuje takovych bitovych fetézcu délky n sestavenych z nul a jednicek,
které neobsahuji sousedni nuly?

Oznacme a,, pocet hledanych bitovych fetézct s n bity. Pro vyjadfeni a,, rozlisime, zda Tetézec n bit
kon¢i 0 nebo 1 (pfedpokladejme, Zze n > 3).

e Pokud fetézec délky n konci 1, tak takovych fetézci je praveé a,—_1, kdy jsme na konec bitového fetézce
bez sousednich nul délky n — 1 pridali bit 1,

e pokud retézec délky n konci 0, tak predposledni bit musi byt 1 a takovych fetézci je praveé a,_o, kdy
jsme na konec vhodného bitového fetézce délky n — 2 pridali dva bity 10 v tomto poradi.

Jind moznost, jak sestavit hledany fetézec délky n, neni, proto celkovy pocet fetézct délky n, které neobsahuji
sousedni nuly, je
Ap = Ap—1 + Ap—2.

Zbyva si uvédomit, ze a; = 2, ap = 4 — 1 = 3, nebof oba Fetézce délky 1 spliiuji pozadavek zadani a pouze
jeden fetézec ,,00“ délky 2 ze ¢tyf moznych pozadavek zadani nespliiuje.

V sekci B na strané M@ odvodime vztah pro a,,.

Vsimneéte si: Posloupnost Cisel a,, je podobnd, ale jina nez posloupnost Fibonacciho ¢isel f,. Protoze
se lisi prvni ¢leny posloupnosti, bude se jednat o jinou posloupnost.

Bitové Fetézce bez sousednich nul se vyuzivaji k vytvoreni kédovacich schémat, ktera zajistuji, Ze nedojde
k zadméné nebo kolizi pri dekédovani. Minimalizuje riziko, ze dvé riiznéa kédova slova budou dekdédovana jako
stejna. V nékterych prenosovych systémech mize dlouhé sekvence nul zptisobit ztratu synchronizace. Pouziti
bitovych fetézct bez sousednich nul tomu zabranuje, coz je vyhodné napiiklad pii satelitni komunikaci nebo
v telekomunikacich obecné.

Dekadicka kédova slova se sudym poétem nul

Je snadné urcit, kolik je vSech n-cifernych dekadickych ¢isel. V kapitole ??7 jsme pocitali pocty takovych
¢isel s riznymi omezujicimi podminkami. Pozadovali jsme napiiklad, aby zddné dvé sousedni cifry nebyly
stejné. Nyni ukazeme, jak urcit pocet takovych cisel, jestlize nékterda pevné zvolena cifra musi mit sudy
pocet opakovani.

Priklad 5.4. Dekadicka kédova slova se sudym pocétem nul
Pocitacovy systém pracuje s kodovymi slovy sestavenymi z cifer 0, 1, ..., 9. Platné kédové slovo obsahuje
sudy pocet cifer 0. Kolik takovych kédovych slov délky n existuje?
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Ozna¢me z,, pocet hledanych kédovych slov s n ciframi. Pfi sestaveni rekurentniho vztahu rozlisime, zda
kédové slovo s n ciframi konéi 0 nebo ne (pfedpokladame, ze n > 2).

e kédovych slov, kterd nekondéi 0, je pravé 9zx,,_1, nebot jsme na konec nékterého z x,,_1 kédovych slov
délky n — 1 pridali nékterou cifruz 1, 2, ..., 9,
e kédovych slov, ktera konci 0, je praveé tolik, kolik je chybngch kédovych slov x,_1 délky n — 1.

Jind moznost neni, proto celkovy pocet kédovych slov délky n, které obsahuji sudy pocet nul, je dan vztahem
Tp =92, 1+ (10" —z, 1) =8z, 1 + 10" L.

Zbyva si uvédomit, ze x; = 9.

Hledame vztah z,, pro n-ty ¢len. Reseni ukdZeme v sekci B na strané [A.

Kdédova slova se specifickym poétem nékterého znaku (napiiklad se sudym poétem nul) se vyuziji v jed-
noduchych paritnich kédech, kdy je sudy pocet nul pouzivan k detekci chyb béhem prenosu nebo ukladani
dat.

Pocty uzavorkovani n 4 1 ¢initelt pomoci n zavorek

Priklad 5.5. Mame vyraz slozeny z n + 1 ¢initelll, uzavorkujeme pomoci n paru zavorek. Kolik existuje
ruznych zpusobu uzavorkovani C),7
Pro malé pocty para n zavorek ur¢ime hodnoty C), snadno

e Cy =1, nebot z; je jediny zptlisob, jak napsat vyraz s jedinym operandem.

e (1 = 1, nebot (x; @ x2) je jediny zpiisob, jak napsat vyraz se dvéma operandy a jedinym péarem
zavorek.

e (5 = 2, nebot existuji dva zpusoby, jak uzavorkovat t¥i operandy pomoci dvou pari zavorek.

((z1 @ 22) B 23), (21 & (22 © 3))
e C3 = 5, nebof existuje pét zplisobil, jak uzdvorkovat étyfi operandy pomoci t¥ part zavorek.

(21 ®22) D3) D24), (21D (22D 73))DT4), ((21D72) D (23D 74)), (21D (22D 23) D24)), (21D (22D (23D 74)))

Obecné ve vnéjsi zavorce je vzdy pravé jeden operator . Vsimneme si, ze vyraz se sklada z operace
dvou mensich vyrazi, pficemz pocet operatori uvnitf vyrazu vlevo mize nabyvat n riznych hodnot k =
=0,1,...n—1 s po¢tem C}, riznych uzavorkovani ¢initeli a naopak pocet operatort vyrazu vpravo odpovida

n—1—-k=n—-1n-—2,...,0 s po¢tem C,_1_j riznych uzdvorkovani ¢initela.
n—1
Cn =) CiCnk (1)
k=0
Rekurentni posloupnost C,, = Z;é CyCh—_k—1 se objevuje v fadé praktickych problému, ¢isla C), jsou

tzv. Catalanova cisla.

Na Catalanova ¢isla narazime pfi feSeni fady dalsich kombinatorickych nebo informatickych problému.
Catalanova ¢isla vyjadiuji nejen pocet zpusobu uzavorkovani, ale popisuji také pocet uplnych bindrnich
stromu vysky n, vyjadfuji pocet platnych sekvenci operaci push a pop pro zasobnik, vyjadiuji pocet zptsob1,
jak se pohybovat v mfizce pomoci krokt doprava a nahoru, aniz by byla prekrocena diagonala miizky a dalsi.

V pripadé rekurence se nejedna o linearni rekurentni rovnici a feseni takovych rekurenci je nad ramec
tohoto kurzu.

Odkazy:

® https://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_numbe

5.2. Rekurentné zadané posloupnosti

V této sekci nejprve pripomeneme riizné zptisoby popisu posloupnosti a podrobné popiseme linedrni reku-
rentni rovnice. Pfipomenme, Ze posloupnost mtizeme zadat

e vyctem nékolika prvnich prvki,
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e rekurentné, naptiklad a, = 2a,_1 + 1, ag = 1,
e vztahem pro n-ty Clen.

Priiklad 5.6. Uvedme jednoduché priklady, jak zadédvame posloupnosti.

1) Posloupnost zadand vyc¢tem nékolika prvnich prvki je napiiklad 1,3,7,15,31,...
2) Posloupnost zadané rekurentné je napiiklad a,, = 2a,—1 + 1, ap = 1,
3) Posloupnost zadand vztahem pro n-ty ¢len je napfiklad a,, = 2" — 1.

V této kapitole se zabyvame rekurentné zadanymi posloupnostmi, kdy zname nékolik prvnich ¢lent posloup-
nosti a dalsi ¢leny posloupnosti se vzdy urcéi vypoctem na zdkladé predchézejicich c¢leni.

Hlavni tloha
Hlavni dlohou feSeni rekurentnich rovnice spocivd v nalezeni vztahu pro n-ty Clen, pokud takovy vztah
existuje a pokud jej najit 1ze.

Definice Linearni homogenni rekurentni rovnice radu k s konstantnimi koeficienty
Linedarni homogenni rekurentni rovnice rddu k s konstantnimi koeficienty je rekurentné zadana posloupnost
tvaru

Ap = C1Ap—1 + C20p—2 + -+ + CxQp—k, (2)

kde ¢y, co, ..., ¢k jsou redlna cisla, ¢ # 0.
Rozeberme definici rekurentni rovnice. Rovnice [2]

e je linedrni, protoze se jedna o linearni kombinaci pfedchozich ¢leni,

e je homogenni, protoZe v rovnici neni ¢len, ktery by nebyl ndsobkem a;,

e je 7ddu k, protoze a,, je vyjadien pomoci nejvyse k predchozich ¢lenu a cx # 0,

e je s konstantnimi koeficienty, nebot kazdy koeficient ¢; ¢lenu a; je konstanta, nikoli funkce parametru n.

Pro jednoznac¢né urceni posloupnosti dané rekurenci fadu k musime zadat k clentd posloupnosti. Zpravidla
zadavame prvni ¢leny posloupnosti, protoze byva jednodussi je urcit.
Na nasledujicich jednoduchych prikladech ukazeme jednotlivé ¢asti definice.

Priiklad 5.7. Pro rekurentni rovnice uvedte, zda jsou linedrni, jakého jsou faddu zda jsou s konstantnimi
koeficienty.

1) Rovnice a,, = —v/3a,_1 je homogenni lineérni rekurentni rovnice prvniho fadu s konstantnimi koefici-
enty.

2) Rovnice a,, = 5a,,_3 je homogenni linedrni rekurentni rovnice t¥etiho fadu s konstantnimi koeficienty.

3) Rovnice a,, = n%a,_1 je homogenni linedrni rekurentni rovnice prvniho fadu, kterd nema konstantni
koeficienty.

4) Rovnice a,, = Ta,_s — n je linedrni rekurentni rovnice druhého ¥ddu s konstantnimi koeficienty, kterd
neni homogenni.

Dale ukazeme, které motivacni pfiklady z avodu kapitoly spadaji mezi linedrni rekurentni rovnice a ur-
¢ime jejich vlastnosti.

Priklad 5.8. Fibonacciho posloupnost dand rekurentnim vztahem f,, = f,_1 + f_2 je linedrni homogenni
rekurentni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Prvni ¢leny posloupnosti jsou f; =1, fo = 1.
Nékdy se uvadi, ze prvni ¢leny Fibonaccioho posloupnosti jsou fo =0, f1 = 1.

Piiklad 5.9. Posloupnost nutného poctu kroki H, pro premisténi celé hanojské véze s n disky, ktery je
dany rekurentnim vztahem H,, = 2H,,_; + 1, je linearni rekurentni rovnice prvniho fadu s konstantnimi
koeficienty, ktera neni homogenni. Prvni ¢len posloupnosti je H; = 1.

Priklad 5.10. Posloupnost poctu bitovych tetézci délky n, které neobsahuji sousedni nuly a ktera je dana
rekurentnim vztahem a,, = a,,_1 + a,,_2, je linedrni homogenni rekurentni rovnice druhého fadu s konstant-
nimi koeficienty. Prvni ¢leny posloupnosti jsou a; = 2, as = 3.

Piiklad 5.11. Pocet kédovych slov sestavenych z cifer 0, 1, ..., 9, kde navic kazdé kédové slovo obsahuje
sudy pocet cifer 0, je linearni rekurentni rovnice prvniho fadu s konstantnimi koeficienty z,, = 8x,,_; +10""1.
Prvni ¢len posloupnosti je 1 = 9. Tato rovnice neni homogenni, nebot ¢len 10"~ nens nasobkem a;.
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v P -1 . . . ,
Priklad 5.12. Posloupnost Catalanovych éisel C,, = >°_) CrCp_p_1 je urcena rekurentni homogenni
rovnici. Prvni ¢leny posloupnosti jsou C; = 1, Cy = 2. Tato rekurentni rovnice nent linedrni, protoze cleny
C}, C,,_. nasobime, a neni pevného rddu, nebot pocet s¢itanct roste s n.

Priklad 5.13. Rekurentné zadand posloupnost a,, = a,_1 - a,_o je rekurentni homogenni rovnice druhého
fadu s konstantnimi koeficienty. Prvni ¢leny posloupnosti jsou a3 = 1, ag = 2. Tato rekurentni rovnice nent
linedrni, protoze ¢leny a, _1, a,_» nasobime. Clen a,, nent linedrni kombinaci pfedchozich ¢lentl.

5.3. Metody resSeni homogennich linearnich rekurentnich rovnic

V této kapitole nejprve zavedeme pojem feseni rekurentnich rovnic. Potom ukazeme, jak pro vybrané lineadrni
rekurentni rovnice feSeni najit.

Poznamka 5.1. Hlavni tloha reSeni rekurentnich rovnic
Je-1i linearni rekurentni rovnice

Qp = C1ap—1 + C2Gp—2 + -+ + Ckln—k

(malého) fadu k s konstantnimi koeficienty dana rekurentnim vztahem a zndme-li nebo umime-li uréit do-
statek prvnich ¢lentt posloupnosti, mizeme tuto rovnici ,vytesit“. To znamend, ze budeme hledat vztah
pro n-ty ¢len, pomoci kterého lze vyjadrit a,, bez znalosti predchozich clent.

Pokud mame linedrni rekurentni rovnici k-tého radu s konstantnimi koeficienty, avsak nezname prvni
¢leny posloupnosti, mizeme najit tvar obecného feSeni s k parametry (parametry budeme zpravidla znacit
a1, Q.. Q).

Piiklad 5.14. ReSenim rekurentni rovnice a, = 2a,_1 pro a1 = 5 je vztah a, = 5- 2" !, ktery dava
hodnotu n-tého prvku posloupnosti dosazenim za proménnou n.
Thned vidime, Ze napiiklad a1 =5-2° =5, ay = 5 - 2 = 10, ale také a;o = 5 - 22 = 2 560.

Piiklad 5.15. Dokéazeme, Ze vztah a, = 5-2""! je feSenim rekurentni rovnice a, = 2a,_1 pro n € N.
Vztah a,, = 5-2""! dosadime do rekurentni rovnice. Pokud nastane rovnost pro véechna n € N, tak vztah
a, =5-2""1 je feSenim rekurentni rovnice.

Leva strana po dosazeni dava ihned L = 5-2"~!. Pravi strana po dosazeni a,_; = 52" 2 dava
P=2.5.2n"2=75.2n"1

Vidime, Ze rovnost L = P nastéva bez ohledu na hodnotu parametru n, proto je vztah a,, = 52"~}
FeSenim rekurentni rovnice. v

P1i feSeni Prikladu T3] jsme mohli vyuzit pozorovani, ze rekurentni rovnice a,, = 2a,,—1 je evidentné
geometricka posloupnost s kvocientem 2. Zvolili jsme nicméné obecnéjsi postup, ktery vyuzijeme u dalsich
priklad, naptiklad ihned u néasledujiciho ptikladu.

Priklad 5.16. Ukéazeme, Ze vztah a,, = 5 - 3™ neni FeSenim rekurentni rovnice a,, = 2a,,_1.
Vztah a, =5 - 3™ dosadime do rekurentni rovnice.

Leva strana po dosazeni déva ihned L = 5-3". Prava strana po dosazeni a,_; = 5- 3" ! dava
P=2.5-3""1=10-3""1. Porovnani L = P dostaneme rovnici

5.3"=10-3""1

5.-3=10
15=10
kterd nemaé fesSeni, a proto vztah a,, = 5 - 3™ neni feSenim rekurentni rovnice a,, = 2a,,_1. v

Tvar obecného feseni rekurentnich rovnic

D4 se ukézat, Ze feSeni linedrnich rekurentnich rovnic s konstantnimi koeficienty bude funkce tvaru f(n) =
= ar™, kde r je tzv. kofen charakteristické rovnice a « je vhodnd konstanta (charakteristickou rovnici
zavedeme na strané 0).

i 7. Azeme, ze fun varu f(n) = ar™ je pro libovolné ¢islo o feSenim rekurentni rovni
Priklad 5.17. Ukazeme, ze funkce tvaru | ™ je pro libovolné ¢islo « fFese ekurentni rovnice
Qp = C1Ap—1 + C2Gp—2 + -+ - + CkAp—k,

jestlize nenulové ¢islo r je korenem charakteristické rovnice.

5
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Dosazenim f(n) = ar™ do rekurentni rovnice a,, = ¢1a,—1 + C2an—2 + - - - + cxan_j ihned dostaneme

ar” =ci-ar" P e ar” 4 e p o ar™ P
ar™ = aler™ !t F e 4 cn_krnfk)
a(r™ — e — e — o — g™ F) = a0
Uvedené rovnost je trivialné splnéna, pokud o = 0, nebo pokud 7™ — c;r" ™! —cor™ ™2 — - — ¢, _pr"F =0,
tj. pokud nenulové ¢islo r je kofenem charakteristické rovnice dané linedrni homogenni rekurentni rovnice
k-tého radu. v

V Prikladu BT jsme ,uhodli“, v jakém tvaru mutzeme ocekavat feSeni. Z uvedené ukazky vsak
nevyplyva, zda takto najdeme vSechna pripustna feSeni. D4 se vSak ukézat, Ze uvedenym postupem ziskame
vSechna TeSeni.

V dalsi ¢asti textu proto budeme pracovat s feSenimi lineadrnich rekurentnich rovnic ve tvaru mocninnych
funkci f(n) = ar™.

Postup hledani obecného Feseni
Popiseme, jak je pfi feseni rekurentni rovnice mozné obecné postupovat. Reseni soucasné ukazeme na velmi
jednoduchém prikladu.

1) Nejprve sestavime tzv. charakteristickou rovnici,

2) potom, pokud to je moZné, najdeme vSechny kofeny charakteristické rovnice.

3) V zévislosti na po¢tu kofenii charakteristické rovnice zvolime tvar obecného FeSeni

4) a nakonec v zavislosti na hodnoté prvnich ¢lenti posloupnosti dopoc¢itdme neznamé koeficienty.

Postup feseni homogenni linearnich rekurentnich rovnice nejprve stru¢né ilustrujeme na reseni rekurentni
rovnice z Prikladu BT
Priklad 5.18. Mg¢jme homogenni linedrni rekurentni rovnici 1. fddu s konstantnimi koeficienty a,, = 2a,,_1
a s prvnim ¢lenem a; = 5. Najdeme jeji feseni.
Do rekurence dosadime piedpoklddany tvar feseni f(n) = ar™. Za a, dosadime ar™ a za a,_; dosadime
ar™ 1,
rt = 2rnt

Po apravach pro r # 0 dostaneme charakteristickou rovnici
r—2=0.

Thned vidime jediny kofen charakteristické rovnice r = 2. Jak naznacil P¥iklad BT a jak vyplyne z Véty B0,
oc¢ekavany tvar feseni je

a, = ar™ = a2™. (3)
A kone¢né dosazenim n = 1 a zndmé prvni hodnoty a; = 5 do rovnice [3] dostaneme rovnici

a1 =5 =a2t,

ze které vypocitame koeficient oo = 5/2. Hledané feSeni rekurentni rovnice a,, = 2a,,—1 s prvnim ¢lenem a; =

=35 je

n

ap =ar®==.2" =5.92""1,

N | Ot

Ze se vskutku jedné o Feseni rekurentni rovnice jsme jiz ovérili v Prikladu BET5] v

Charakteristicka rovnice a jeji kofeny
Je mozno ukédzat (naptiklad postupem s pomoci tzv. vytvorujicich funkci), Ze feseni linedrnich homogennich
rekurentnich rovnic s konstantnimi koeficienty bude funkce tvaru a, = 7", kde r je vhodna konstanta,
pfipadné linedrni kombinace takovych funkci. Nicméné téma vytvorujicich funkci je nad ramec naseho
kurzu.

Dosazenim oc¢ekavaného tvaru feseni do rekurentniho predpisu linedrni homogenni rekurentni rovnice
k-tého tadu s konstantnimi koeficienty dostaneme

Ay = C1Ap—1 + C20p_2 + -+ + CrOp_k
P = ClTn_l +C2rn—2 4t Ck’l"n_k

dale zkratime nenulovym vyrazem "% a dostaneme

6
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Tk

e a2 4 g e
k k—1 k—2

T —ert T —er Tt — =, = 0. (4)

Posledni rovnice se nazyva charakteristickd rovnice rekurentni rovnice. Jestlize rekurence byla linearni
rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty, tak charakteristickd rovnice bude vzdy polynomicka rovnice
s polynomem stupné k a s konstantnimi koeficienty.

Je ziejmé, Ze Feseni této rovnice v proménné r jsou hledané koteny, tj. éisla r; proi = 1,2,..., k. Rikdme
jim koveny charakteristické rovnice.

Poznamka 5.2. Nalezeni kofenti samoziejmé zavisi na tom, zda charakteristickou rovnici umime vyftesit.
To obecné nemusi byt mozné. V dalsim textu vSak budeme predpokladat, ze fesime takové problémy, jejichz
feSeni budeme umét najit.

Postupné zobecnéni feseni
Pro nazornost rozdélime feseni linearnich homogennich rekurentnich rovnic s konstantnimi koeficienty do né-
kolika krokt. Zacneme jednoduchymi piipady. Kazdy dalsi krok zahrne vétsi mnozinu rekurentnich rovnic.

1) Nejprve ukdZeme, jak vypada obecné feSeni linedrni homogenni rekurentni rovnice 2. fddu s konstant-
nimi koeficienty, jestlize mame dva rizné redlné kofeny a nasledné jestlize mame dva stejné redlné
koreny.

2) Dale ukazeme, jak vypada obecné feseni linedrni homogenni rekurentni rovnice fadu k s konstantnimi
koeficienty, jsou-li kofeny charakteristické rovnice ruzné.

3) Potom ukazeme, jak vypada obecné feseni linedrni homogenni rekurentni rovnice ¥ddu k s konstantnimi
koeficienty i v pripadé, kdyz charakteristickd rovnice ma nasobné kofeny.

4) Nakonec ukidZeme, jak vypadd obecné feSeni linedrni nehomogenni rekurentni rovnice ¥adu k s kon-
stantnimi koeficienty. Dalsi zobecnéni jen zminime na konci sekce.

Tvar FeSeni rekurentni rovnice 2. fadu se dvéma ruznymi kofreny
Nejprve ukazeme, jak vypada tvar obecného feseni homogenni linearni rekurentni rovnice 2. fadu s konstant-
nimi koeficienty, kdy charakteristicka rovnice mé dva rizné kofeny.

Véta 5.1. Méjme dvé redlnd c¢isla c1, ca. Pokud md charakteristickd rovnice r? — cir — co = 0 dva rizné
(redlné) koteny ry, ro, tak teseni rekurentni rovnice a, = c1an_1 + C2an_2 md tvar a, = oirf + aory,
pro vsechna n € Ny.

Dikaz tvrzeni zde neuvadime.

Poznamka 5.3. Plati dokonce silnéjsi tvrzeni, kofeny charakteristické rovnice nemusi byt realna dcisla,
presto feseni muzeme v uvedené tvaru vyjadrit.

Piiklad 5.19. Najdeme feSeni rekurentni rovnice a,, = a,_1 + 2a,_o, kde ag =2, ay = 7.
Postupujeme podle navodu uvedeného na strané B.

Predpokladame feSeni tvaru a,, = ™. Dosazenim a,, = r™ do rekurentni rovnice dostaneme po tpravé
charakteristickou rovnici

r2—r—2=0
(r+1)(r—2)=0.
Koreny charakteristické rovnice jsou r; = 2, 7o = —1. Podle Véty B0 je obecné feseni tvaru
an = a12" + ag(—1)™. (5)

Dosazenim ag = 2, a; = 7 do obecného feseni [5] dostaneme dvé rovnice o nezndmych oy, as.

ap=2=a1-14+ay-1
a1:7:a1~2—|—a2-(—1)

Resenim soustavy dostaneme a; = 3, ay = —1, proto obecné feseni rekurentni rovnice je tvaru

an=3-2"—1.-(-1)™ (6)

Jesté ukazeme, ze jsme vskutku nasli hledané feSeni rekurentni rovnice. Oba vztahy
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1) rekurentni rovnice [5] dané vztahem a,, = ap_1 + 2a,_2, kde ag =2, a1 =7
2) i vypocitané feseni [6)] dané vztahem a, = 3-2" — 1(-1)" pron =0,1,2,...

popisuji stejnou posloupnost

2,7,11,25,47,97,191, 385, 767, 1 537,3 071, . ..

Priklad 5.20. Firma vyrabi pocitacové Cipy a kazdy rok vyrazné zvysuje produkci. Pocet vyrobenych
¢ipti v daném roce zavisi na vyrobé v predchozich dvou letech. Ukézalo se, Ze pocet vyrobenych cipt lze
popsat nésledujici rekurentni rovnici

Cnp =4cp—1 — 3Cp_2,

kde ¢, je pocet ¢ipit vyrobenych v roce n, c¢,_1 je pocet ¢ipit vyrobenych v predchozim roce a c,_o je
pocet ¢ipu vyrobenych o dva roky dfive. V prvnim roce firma vyrobila ¢; = 5000 ¢ipt a ve druhém roce se
produkce zvysila na co = 8000 ¢ipti. Najdeme obecné feseni rekurentni rovnice pro pocet ¢ipt ¢,.

Jaky je dlouhodoby trend vyroby? Bude produkce ¢ipu stale rist, nebo se ustali na néjaké hodnoté?
Podle zadani vime, ze ¢; = 5000 a c; = 8000 ¢ipti. Budeme hledat feseni rekurentni rovnice

Cn = 4cp_1 — 3Cp—2,

kde ¢,,_1 je pocet Cipti vyrobenych v predchozim roce a c¢,_o je pocet ¢ipil vyrobenych pired dvéma lety.
7 rekurentni rovnice ¢,, = 4c¢,,_1 — 3¢, _o sestavime charakteristickou rovnici

2 —4r+3=(r—1)(r—3)=0.
Koreny charakteristické rovnice jsou
r = 1, ro = 3.

Obecné feseni rekurentni rovnice proto bude tvaru
en =01 17 +az-ry =a1(1)" + 23" = a1 + a23™.
Abychom uréili koeficienty o, s, dosadime do obecného FeSeni zndmé prvni dva ¢leny.

=01 +ay 3t

Co =1+ Qg - 32
Dosazenim ¢; = 5000, co = 8000 a dostaneme

5000 = a1 +as -3
8000 = a1 + - 9.

Resenim soustavy dostaneme hledané koeficienty
a1 = 3500, ag = 500.

Obecné feseni pro n € N je
¢n = 3500 4 500 - 3™.

Dlouhodoby trend produkce ¢ipt je neudrzitelny. Pocet vyrobenych ¢ipti se neustali na néjaké pevné hodnoté,
ale roste nade vSechny meze s exponencialni funkei 3™. v

Tvar feSeni rekurentni rovnice 2. fadu s dvojnasobnym korenem

Nyni se podivame na pripad, kdy hledame feseni homogenni linearni rekurentni rovnice 2. fadu s konstant-
nimi koeficienty, pfi¢emz charakteristickd rovnice ma nésobné koteny.

Véta 5.2. Méjme dvé redlnd ¢isla c1, co, kde co # 0. Pokud md charakteristickd rovnice r? — c1r — ¢y =
= 0 jeden dvojndsobny (redlny) koten ro, tak TeSeni rekurentni rovnice a, = 1,1 + CoG,—o md tvar
an = 17y + canry, pro vsechna n € Ny.

Vsimnéte si, ze druhy ¢len obecného tvaru feseni je vynasoben parametrem n.

Priklad 5.21. Najdeme feSeni rekurentni rovnice a,, = 10a,,_1 — 25a,,_2, kde ag = 3, a1 = 5.

8
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Opét postupujeme podle navodu, ktery je uvedeny na strané B.
Predpokladame feSeni tvaru a,, = r". Dosazenim do rekurentni rovnice dostaneme charakteristickou

rovnici
r* —10r +25 =0

(r—>5)(r—5)=0.

Koreny charakteristické rovnice jsou r; = ro = 5, oznatme ry = 5. Podle Véty B2 je obecné feseni
tvaru

an = 015" + aonb™. (7)

Dosazenim ag = 3, a; = 5 do obecného feSeni [7] dostaneme dvé rovnice o nezndmych oy, as.

Resenim soustavy dostaneme o = 3, ap = —2, proto feseni dané rekurentni rovnice je

an =3-5" —2nb". (8)

V Prikladu BEZ0 jsme nasli vztah pro n-ty ¢len posloupnosti a,,.
1) Vztah a, = 3- 5™ — 2n5™ popisuje stejnou posloupnost jako
2) rekurentni rovnice a,, = 10a,—1 — 25a,,—2, kde a9 = 3, a; = 5.

Posloupnost je
3,5,—25,—-375,—-3 125, —21 875, —140 625, ...

Priklad 5.22. Stavebni firma dostala zakazku na opravu starého schodisté v historické budové. Schodisté
je velmi dlouhé a je nutné ho opravit postupné, pricemz podle smlouvy kazdy den se opravi urcity pocet
schodti. Smlouva urcuje nésledujici podminky: kazdy den se mé opravit dvojnasobek schodi, kolik opravili
v predchozim dni, minus pocet schodti opravenych o dva dny drive. Prvni den opravy maji délnici opravit
10 schodti a druhy den 20 schodtd. Urcéime pocet schodii, které opravi n-ty den.

Oznacme s, pocet schodu, kolik dé€lnici opravi n-ty den. Podle zadani vime, ze s; = 10 a s3 = 20 schodd.
Smlouva urc¢uje rekurentni rovnici

Spn = 28p-1 — Sp—2,

kde s,_1 je pocet opravenych schodt v predchozim dni a s,_o je po¢et opravenych schodt o dva dny dfive.
7Z rekurentni rovnice a,, = 2a,,_1 — a,_2 sestavime charakteristickou rovnici

r?—2r+1=(r—172=0,

kde r je redlnd proménna. ReSenim rovnice jsou kofeny ;1 = 1, ro = 1, ozna¢ime ro = 1. Obecné feseni
rekurentni rovnice proto bude tvaru

sp=a1-ritag-n-rg=a1(1)" +az-n-1" = a; + azn.
Abychom uréili koeficienty o, aso, sestavime rovnice dle vychozich podminek.

S1 =1 +ayn

So =1+ N
Dosadime s; = 10, as = 20 a dostaneme

100=a1-14+as-1
20:Oél'l+0é2'2.

Reseni soustavy dostaneme
a1 = 0, Qg = 10.
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Obecné feseni pro n € N je
Sn =0+ 10n.

pocet opravenych schodu v n-ty den je s, = 10n. v

U Prikladu B2 je zajimavé si v§imnout, Ze feseni méa tvar aritmetické posloupnosti, tfebaze rekurentni
rovnice zpravidla maji feSeni ve tvaru linearni kombinace exponencidlnich posloupnosti. Protoze dvojnasobny
kofen charakteristické rovnice je ¢islo 1, tak exponencialni ¢leny se zdkladem 1 davaji po vycisleni konstantni
hodnoty.

Tvar feSeni rekurentni rovnice vyssiho fadu s riuznymi kofreny
Reseni linedrnich rekurentnich rovnic je mozné dale zobecnit pro vyssi fady. Tvar obecného feseni ukaze
nasledujici véta.

Véta 5.3. Méyme redlnd cisla ¢y, ca, . .., cx. Pokud md charakteristickd rovnice rh—eprbmt —egpb—2
c = 0 ruznych k koreni ri,7ra, ..., 1%, tak resent rekurentni rovnice a, = C1Gn_1 + Colp_o + -+ + CLUp_}
md tvar a, = o171y 4+ aary + - - 4+ agry, pro vsechna n € Ny.
Ditikaz zde opét neuvadime.

Pouziti Véty B231 ukazeme na nasledujicim prikladu.
Piiklad 5.23. Najdeme teSeni rekurentni rovnice a,, = 4a,_1 — G,_2 — 6a,_3, pro prvni ¢leny ag = 6,

a1 = 5, a9 = 13.
Opét postupujeme podle ndvodu uvedeného na strané B. Predpokladame YeSeni tvaru a, = r". Dosazenim
do rekurentni rovnice dostaneme charakteristickou rovnici

-4’ +r4+6=0.
Koreny charkateristické rovnice jsou r; = —1, 7o = 2, r3 = 3. Podle Véty BE231 je obecné Teseni tvaru
an = a1(—=1)" + a2™ + a33".
Dosazenim ag, a1, az pro n =0, 1,2 dostaneme tfi rovnice o nezndmych oy, as, asg.

ag=6=a1+as +ag
a1 =95=—aj1 + 2as + 3ag
a2:13:a1+4a2+90¢3

Resenim soustavy dostaneme a; = 2, ay = 5, a3 = —1, proto feSeni dané rekurentni rovnice je
anp=2-(-1)"+5-2"-3"

pro n € Ny. v

Priklad 5.24. Pii vyvoji nového léku zkoumaji 1ékari koncentraci uc¢inné latky v téle. Lék se podava
v pravidelnych intervalech jednou denné. Koncentrace uc¢inné latky v téle pacienta v kazdém dni zavisi nejen
na davce podané dany den, ale i na jejim postupném vstiebavani, tedy na koncentraci G¢inné latky v téle
z predchozich dni. Vyzkumnici tvrdi, Ze koncentrace ac¢inné latky v téle pacienta lze popsat vzorcem

l'n, - 317;,—1 + 10ln_2 — 24[7,/_37

kde [,, predstavuje koncentraci G¢inné latky (v mg) v téle pacienta n-ty den, zatimco l,,_1, l,—2 a [, _3 jsou
koncentrace uc¢inné latky v predchozich tfech dnech. Na zacatku studie 1ékafi namétili nasledujici koncentrace
uc¢inné latky: prvni den /; = 100 mg, druhy den koncentrace klesla na l; = 80 mg a ttreti den I3 = 90 mg.
Najdéte obecné Teseni této rekurentni rovnice a urcete koncentraci t¢inné latky v n-ty den.
Je trend koncentrace udrzitelny?

Podle zadani hleddme feSeni rekurentni linedrni homogenni rekurentni rovnice I,, = 3l,,_1 + 10,,_o — 24l,,_3
s pocatecnimi podminkami [y = 100, I = 80, I3 = 90. Opét postupujeme podle navodu uvedeného
na strané BO. Predpokldaddame feSeni tvaru a, = 7" a dosazenim do rekurentni rovnice dostaneme cha-
rakteristickou rovnici

3 —3r% —10r +24 = (r — 2)(r +3)(r —4) = 0.
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Kofeny charakteristické rovnice jsou r; = 2, ro = —3 a r3 = 4. Podle Véty BE23 je obecné feseni tvaru

ln = a1(2)" + az(—3)" + az4™.
Dosazenim [; = 100, I; = 80, I3 = 90 pro n = 1,2, 3 dostaneme tfi rovnice o nezndmych oy, aq, as.

l1 =100 = 2a1 — 3ag + 4ag
lo = 80 = 41 + 9as + 163
13 =90 = 8&1 — 270[2 + 64&3

Resenim soustavy dostaneme o = 1%, = —%, ag = —%, proto feseni dané rekurentni rovnice je
119 82 215
lp=—-2"——-(=3)" — — -4"
2 21 28
pro n € N. Koncentrace u¢inné latky v n-ty den uzivani je dana vztahem [, = % -2 — % (=3)" — %4”

pron € N.
Vsimneme si, Ze nejrychleji roste ¢len 4™ se zapornym koeficientem. Vycislime-li nékolik prvnich ¢lent
posloupnosti, tak dostaneme
100, 80,90, —1 330, —5 010, —30 490, ...

Zda se, ze rekurentni formule neodpovidé realné situaci, protoze pocinaje ¢tvrtym tydnem, by koncentrace
léku podle vzorce méla byt zaporna. v

Tvar obecného feSeni homogenni linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

Nasledujici véta formuluje tvar obecného feseni homogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koefi-

cienty.

Véta 5.4. Mé&jme redind ¢isla ci1,ca,. .., cp. Pokud md charakteristickd rovnice m* — cyr*~t — corF=2 —
- —cr = 0 ruznych t korentd r1,79,...,7¢ § nasobnostmi mi, Mo, ..., my, tak Tesenti rekurentni rovnice

Ap = C1Ap_1 + C2Gp_o + -+ Cpap_ md pron =20,1,2,... tvar

~1
anp = (1 +a1on+ -+ aq mn™ )i+
12—13,.n
+ (02,1 + ()(2271 + -4 a(z.'”znmg )rél_"_

—1y,.n
+oo (o Fagan 4 F a0y

pro vSechna n € Ny.
Abychom nasli feSeni homogenni linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty, tak

1) sestavime charakteristickou rovnici,
2) ur¢ime kofeny charakteristické rovnice (pokud to lze),
3) sestavime obecné FeSeni v pfedpokladaném tvaru s koeficienty «; ;,
4) dosadime k prvnich (zndmych) ¢lent,
5) vyfesime soustavu rovnic s k neznamymi,
)

6) sestavime FeSeni.

5.4. Metody resSeni nehomogennich linearnich rekurentnich rovnic

V této kapitole nejprve zavedeme pojem partikularniho feSeni a potom ukazeme, jak pro vybrané nehomo-
genni linearni rekurentni rovnice feSeni najit.

Obecné Feseni linearni nehomogenni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty
Zatim umime fesit pouze homogenni rekurentni rovnice. Nyni ukazeme, jak 1ze fesit i nehomogenni rekurentni
rovnice. Nasledujici véta fika, Ze feSeni nehomogennich rekurentnich rovnic mtizeme ziskat jako soucet dvou
casti:

1) obecného feseni pridruiené homogenni rekurentni rovnice,

2) jednoho partikuldrniho 7e$ent linedrni nehomogenni rekurentni rovnice.

11
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Véta 5.5. Méjme redlnd cisla c1,ca,...,c,, mé&ime funkci F(n) riznou od konstantni nulové funkce.

()

Jestlize a;l’ je partikuldrni vesend linedrni nehomogenni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

Ap = C1Ap—1 + C2Gp—2 + -+ + COp— + F(”’)a

v 7 . N DA N h h) . o . .. PR TS
tak pro kazdé n € Ny je kaZdé reseni ve tvaru a, = a%p) + a% >, kde asl,) je rTesent pridruzené linearni
homogenni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

p = C10p—1 + C2Gpn—2 + -+ + CkOp—f-

Dikaz tvrzeni v tomto kurzu neuvadime.

Véta tika, ze najdeme-li alesponn jedno feseni nehomogenni rekurence, tak jej muzeme secist s obec-
nym Fesenim pridruzené homogenni linearni rekurentni rovnice. Vysledny soucet pak je obecnym feSenim
nehomogenni linearni rekurentni rovnice.

Nejprve na prikladech ukézeme, jak partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice pozname. Postup hledani
partikularniho feseni ukdzeme pozdéji.

Priklad 5.25. Ukézeme, ze ag’) = —n — 2 je (partikuldrnim) feSenim rekurentni rovnice a,, = 2a,—1 + n.
Abychom partikuldrni feseni ovéfili, stac¢i partikularni feSeni dosadit do rekurence a porovnat obé strany
rovnice.

ap = 20p_1+n
—n—-2=2(-(n—-1)—2)+n
—n—2=-2n+2-4+n

-n—2=-n-—2.

Rovnost nastava pro libovolnou hodnotu parametru n. Vsimnéte si, ze partikuldrni feseni rekurence s neho-
mogenni funkci F(n) = n mé tvar a? = en +d. v

Priiklad 5.26. Ukazeme, ze a?) =c.m je vhodny tvar (partikuldrniho) feseni rekurentni rovnice a,, =
= 5(17171 — 6(1,”,2 + 7.
Abychom tvar partikularniho feseni ovérili, tvar feSeni dosadime do rekurence a porovname obé strany

rovnice.
ap = 5ap_1 —6ay,_o + 7"

c- T =5c-T 1 —6c.- 247

49

20"

Mocninnd ¢ast tvaru partikularniho feSeni se odecetla, to znamend, ze rovnost nastane pro libovolnou

hodnotu parametru n v pfipadé, zZe hodnota koeficientu ¢ bude ¢ = %.

Opét si vimnéte, ze partikuldrni feSeni rekurence s nehomogenni funkci F'(n) = 7™ mé tvar partikulér-

niho feSeni a%p ) — ¢+ 7" Dosazenim jsme urcili, Ze hodnota koeficientu ¢ = ;—g. v

CcC =

Tvar partikularniho fesSeni pro vybrané nehomogenity
Pozorovani z predchozich prikladit mtzeme obecné zformulovat a lze dokazat nasledujici vétu.

Véta 5.6. Méjme k redlnych cisel ¢y, ca, ..., cp, méme funkci F(n), kterd neni konstantni a rovna nule.

v z - v P - v v ’ s 7. z s , - s . .
Predpokldadejme, Ze agf) je reseni nehomogenni linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

Ap = C1ap_1 + C20n_3 + - + cxan—i + F(n),

kde F(n) = (byn' + b;_1n'=1 + -+ 4 byn + bg)s™. Potom plati ndsledujici tvrzend.
1) Jestlize s nent kotenem charakteristické rovnice pridruzené linedrni homogenni rekurentni rovnice, tak

af,p ) ma tvar

(pin’ + p_an' ™+ -+ pin+ po)s™.

12
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2) Jestlize s je kotenem s nasobnosti m charakteristické rovnice pridruzené linedrni homogenni rekurentni

rovnice, tak aE,p) mda tvar

n"™(pen® + peoin' ™t + -+ pin -+ po)s”

Nyni ukdzeme, jak s vyuzitim Véty BB najit obecné feSeni nehomogenni linearni rekurentni rovnice.

Priklad 5.27. ReSme rekurentni rovnici a,, = 2a,,—1 + n2™.
Nejprve urc¢ime feseni pridruzené linearni homogenni rekurentni rovnice

Ay = 20p,—1.-

n—1

Jeji charakteristicka rovnice r™ = 2r ma nenulovy kofen r = 2, proto tvar obecného feseni je

aM = a2, (9)

Hodnotu koeficientu a mtzeme vycislit az budeme znat také partikularni feseni a néjaky ¢len posloupnosti.
Déle uréime partikularni feseni ptvodni linedrni nehomogenni rekurentni rovnice. Podle Véty BT
predpokladame tvar partikularniho feseni

aP) = n(en + d)2"

nebot zdklad 2 je kovenem charakteristické rovnice.
Pro urceni neznamych konstant dosadime partikuldrni reseni P = ) = n(cn + d)2™ do rekurentni rovnice
ay = 2a,—1 + n2". Dostaneme

n(en +d)2" =2-(n—1)(c(n — 1) + d)2"~ + n2"
(en? +dn)2" =2 - ((n—l) +d(n —1))2" ! 4 n2"
(en? ern) en? —2cn + ¢ +dn —d +n)2"

= (
(=

2c+d+1Dn+ (c—d).

Porovnanim koeficient® polynomii u n! a n® dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznadmych

n': d=—-2c+d+1
n® 0=c—d.
Soustavu vyfesime a dostaneme ¢ = 3, d = 1 a partikulérni feSeni je al? = n(in + 3)2" = (n? + n)2n~ 1.

1
. .2
Obecny tvar feSeni dané rekurentni rovnice je

an = a4 aP) =a-2" + (n? +n)2" "t = (n2 4+ n +2a)2" L (10)

Hodnotu konstanty « nelze urcit, aniz bychom znali néjaky c¢len posloupnosti, napriklad poc¢atec¢ni hod-
notu a;. v

V predchozim prikladu jsme nasli obecné feseni nehomogenni rekurentni rovnice prvniho fddu. Neznadmé
koeficienty ¢, d partikularniho feSeni souvisi s tvarem rekurentni rovnice a tvarem partikularniho fesSeni.
Urceni hodnoty koeficientu o ukdzeme v nasledujicim piikladu.

Priiklad 5.28. Navazeme na Piiklad BEEZ0 Najdeme feSeni rekurentni rovnice a,, = 2a,_1 + n2" pro za-
danou hodnotu a; = 3.
Dosadime hodnotu n = 1 a a; = 3 do FeSeni nehomogenni rekurentni rovnice [I0]. Dostaneme rovnici
s jedinou neznamou a.

= (n®+n+2a)2"!
(1+1+2a)2°

a; =
3=(242a)-1
1=2a

1
o= =

2

13
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Reseni dané rekurentni rovnice s po¢ateéni hodnotou a; = 3 je
_ 2 n—1 __ 2 n—1
ap =" +n+2a)2"" =" +n+1)2""". (11)

v

Vsimnéte si, ze pti vypoctu koeficientu a jsme pracovali s obecnym feSenim celé nehomogenni rekurentni

rovnice véetné partikuldrniho reseni. Dostali jsme posloupnost, kterd je vskutku Fesenim zadané rekurence.
Dosazenim n = 1,2, ... do [II] dostaneme

3,14, 52, 168,496, 1376, . . .,

coz je stejnd posloupnost, kterd je ddna v zadani rekurentnim vztahem a, = 2a,_1 + n2" pro zadanou
hodnotu a; = 3.

Pokud bychom hodnotu koeficientu « pocitali pouze pro pridruzenou homogenni rekurentni rovnici,
dostaneme jinou hodnotu pro jinou ulohu. Nejednalo by se o reseni zadané nehomogenni rovnice.

Priklad 5.29. Jako varovny piiklad vypocitame hodnotu koeficientu o nehomogenni rekurentni rovnice
z Piikladu BEZA jako by se jednalo o homogenni rovnici. Dosadime pocate¢ni hodnotu a; = 3 do obecného
feseni pridruzené homogenni rekurentni rovnice [9]).

Dosadime hodnotu n = 1 a a; = 3 do FeSeni obecného FeSeni pfidruzené homogenni rekurentni rovnice [J].
Dostaneme rovnici s jedinou nezndmou a.

aM = a2
a1 = a2!
3 =2«
3
“=3

Pokud bychom takové feSeni povazovali za TeSeni nehomogenni linedrni rekurentni rovnice pro pocatecni
hodnotou a; = 3, tak bychom dostali posloupnost

an = (n*+n+2a)2" = (n? +n+3)2"
coz nent feseni dané rekurentni rovnice. Jednalo by se o posloupnost
5,18,60,184,528,1440,.. .,

coz je jind posloupnost, nez kterd je dana v zadani rekurentnim vztahem a,, = 2a,_1 +n2" proa; =3. VvV
Cviceni

5.4.1.  Obchodnik otevird sit pobocek. V prunim roce oteviel 8 pobocky. Pocinaje druhym rokem se k po-
bockam z minulého roku oteviou navic nové pobocky, pricemz pocet nové otevrenych pobocek v roce n bude
2" protoZe kazdy rok budou move otevrene pobocky generovat dostatek priymi na otevieni novych pobocek.
Obchodnik ddle ustanovil pravidlo, Ze kazdy rok uzavre jednu starsi pobocku, kterd generuje nejmenst zisk. a)

Kolik poboéek bude mit obchodnik otevrengch po 6 letech? b) Kolik pobocek bude mit obchodnik otevienygch
po n letech?

5.4.2. 'V horském stiedisku byla 1. unora viyska snéhové pokryvky 80 cm. Kazdy den odtdlo 15 % snéhu
oproti predchozimu dni a kaZdy den napadlo 5 cm nového snéhu. Jak vysokd bude snéhovd pokryvka posledni
den mésice (28. inora)?

5.5. ReSeni motivaénich p¥ikladi z tivodu kapitoly

Nyni ukazeme, jak lze vyfesit motivaéni tlohy z podkapitoly B0 K jejich feSeni vyuzijeme metody z pod-
kapitol B231 az B0

Priklad 5.30. Fibonacciho posloupnost — feSeni
Najdeme feSeni rekurentni rovnice f, = fr—1 + fn—2, kde fo =0, f1 = 1.

14
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Jedna se o linedrni homogenni rekurentni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty a s prvnimi ¢leny
fi =1, fo = 1. Sestavime charakteristickou rovnici

r?—r—1=0.

Koteny charakteristické rovnice jsou dvé rtizna realn ¢isla 1 = (14+/5)/2, 12 = (1 —+/5)/2. Obecné feseni

je proto tvaru
145\ 1-v5)"

Dosazenim pocateénich hodnot fy = 0, f; = 1 dostaneme dvé rovnice o nezndmych a;q, as.

O0=a1-14+as-1

1+5 1-5
o (5 ()

V5 V5
5 )

ap = —*2, proto obecné feSeni dané rekurentni rovnice je

Resenim soustavy dostaneme a; =

VB (148 VB [1-vB\"
=% 2 S5\ 2

=

¥

Priklad 5.31. Hanojské véze — reseni
Najdeme teseni rekurentni rovnice H,, = 2H,,_1 + 1, kde H; = 1.
Jedna se o nehomogenni linearni rekurentni rovnici prvniho fadu. Nejprve najdeme obecné feseni pridruzené
homogenni rovnice H,, = 2H,,_1.

Charakteristickd rovnice ma velmi jednoduchy tvar » = 2. Charakteristickd rovnice ma jediny kofen,
proto tvar obecného feSeni je H,, = « - 2. Hodnotu konstanty « mtizeme urcit az budeme znat obecny tvar
feSeni véetné partikularniho feSeni.

)

ProtoZe funkce F'(n) = 1, tak partikularni feSeni HP) &ekéme tvaru c - 1. Abychom ur¢ili hodnotu c,

tak partikularni feseni dosadime do rekurentni rovnice.

H, =2H, 1 +1

c=2c+1
—-1=c
Partikularni feSeni je H,(Lp ) — _1 a obecné feseni nehomogenni rovnice je tvaru H,, = o - 2" — 1.

Nyni muZzeme vy¢islit hodnotu koeficienty o dosazenim pocateéni podminky Hy, = 1. Dosazenim dosta-
neme rovnici 1 = o - 2 — 1, odkud vy¢islime a = 1.
Hledané teseni linearni nehomogenni rovnice poc¢tu tahti feSeni hanojskych vézi je H, = 2" — 1. v
Protoze nehomogenni rekurentni rovnice z Prikladu B30 je rekurentni rovnice prvniho fadu, feSeni lze
odvodit i jinak. Pro zajimavost postup ukazeme.
Priklad 5.32. Hanojské véze — jiné feSeni
Najdeme teSeni rekurentni rovnice H,, = 2H,, 1 + 1, kde H; = 1.
Protoze rekurentni rovnice popisujici pocet tahi feseni Hanojskych vézi je velmi jednoducha, jedna se o re-
kurentni rovnici prvniho fadu, tak lze odvodit jeji feSeni i opakovanym dosazenim. VSimneme si

H,=2H, ;+1

=202H, o+ 1)+1=2%H, 54+2+1
=22(2H, 5+ 1)+2+1=2°H, 5 +22+2+1

=" H +2nr2n 21
="l n 242 4241
=2" —1.
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Hledané teSeni linearni nehomogenni rovnice hanojskych vézi je

H,=2"-1

Priklad 5.33. Bitové fetézce bez sousednich nul — feseni
Najdeme TeSeni rekurentni rovnice a,, = a,,_1 + @, _2, kde a; = 2, as = 3.
Jedna se o homogenni linearni rekurentni rovnici druhého fadu. Sestavime charakteristickou rovnici a do-
staneme
r?—r—1=0.

Kofeny charakteristické rovnice jsou r; = (1 + V/5) /2,19 =(1— v/5)/2. Obecné feseni je proto tvaru

145\ 1-v5)
o (55 ()

Dosazenim pocateénich hodnot a; = 2, as = 3 dostaneme dvé rovnice o neznamych «aq, as.

1+5 1-+5
22&1.( 2 >+a2< 2 )
1—&-\/5 ? 1—\/5 ?

Resenim soustavy dostaneme o = 5*1(‘]/5, Qg = 5_1(‘)/5, obecné TeSeni je
5+v5 (1+5 ”+5—\/5 1-v5\"
a - . .
" 10 2 10 2

¥ ,

Priklad 5.34. Dekadicka kédova slova se sudym poctem nul — feseni

Najdeme Feeni rekurentni rovnice x,, = 8z,_; + 10”1, kde z; = 9.

Jedna se o nehomogenni linedrni rekurentni rovnici s konstantnimi koeficienty. Nejprve najdeme obecné
feseni pridruzené homogenni rekurentni rovnice

Ty = 8Tp_1.

Jeji charakteristicka rovnice 7 = 87"~ ! m4 nenulovy kofen r = 8. Proto tvar obecného Feseni je x%h) = a8".
Konstantu « mizeme urcit az budeme znat partikularni feSeni.
Déle urcime partikularni feseni pivodni linearni nehomogenni rekurentni rovnice. Podle véty predpo-
kladame tvar partikularniho feseni
P =107,

nebot zaklad 10 nend kofenem charakteristické rovnice.
Pro urceni konstanty ¢ dosadime partikularni feseni :cﬁf’ ) — ¢.10" do rekurentni rovnice Ty = 8Ty 1+
+10"~1. Dostaneme

10" =8 ¢10" 1 4+ 1071

10c =8c+1
2c=1
1
c=—.
2

Nyni obecné FeSeni rekurentni rovnice z,, = 8z,_1 + 107! je
1
z, =M 4 2P = .87+ 3 10™.
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Hodnotu konstanty « ur¢ime dosazenim x7; = 9 a n = 1 do obecného feseni x,, = - 8" + % -10™. Dostaneme

1
g . —~]_
9 a8+2 0

9—-5=38«x
1

o= —.
2

Reseni dané rekurentni rovnice véetné pocatecni podminky je

L 8”—|—1 10™
Ty = = - — . .
2 2

5.6. Dalsi typy rekurentnich rovnic

Merge sort je dobfe znamy algoritmus, ktery slouzi k sefazeni posloupnosti n prvki. Jedna se o re-
kurzivni algoritmus. Zname-li algoritmus, tak snadno nahlédneme, Ze pocet porovnani a pocet operaci M,
pro sefazeni posloupnosti n prvkt mtzeme shora odhadnout rekurentni rovnici

M, = 2M"n/2" +n,
kde M; = 1. Tuto linedrni nehomogenni rekurentni rovnici neumime fesit, protoze nemd pevny rad.
Je mozno ukédzat (napiiklad s vyuzitim tzv. Kuchaikové véty, anglicky ,Master Theorem®, Ze FeSeni,

tj. pocet krokti Merge sort algoritmu, je funkce slozitosti

M, = O(nlogn).
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Kapitola 6. Kongruence a modularni aritmetika

Moderni elektronickd komunikace se neobejde bez kédovani dat a bez kryptografie jednak pfi prenosu dat
nebo pii ukladani dat.
e kédovani — ulozZeni ¢i prenos zprav, kdy muze dojit k nezddoucimu poruseni dat a my presto potiebu-
jeme minimalizovat ztraty
e kryptografie — ulozeni ¢i prenos zprav, které nemaji byt pfistupné tfetim stranam
Praktické aplikace stoji na vysledcich teorie Cisel a teorie grup. Priklady z praxe zahrnuji

e ziznam CD, mp3
e telefonni hovory
e Carové koédy, ISBN
e RSA sifrovani
Nékteré zminime v nasledujici podkapitole.

Dale v textu uvedeme nékolik kliCovych pojmu a tvrzeni z ivodu do teorie ¢isel. V celé kapitole budeme
pocitat s celymi ¢isly, dokonce zpravidla z omezené mnoziny celych ¢isel (naptiklad 8 biti, 16 bitd nebo
32 bith ...). Ukézeme, jak pocitat v modulérni aritmetice a jak vyfesit nékteré zakladni pocetni tlohy.
Zavedeme linearni kongruence o jedné neznamé a ukazeme, jak je fesit.

6.1. Motivac¢ni priklady

Na konci kapitoly budeme umét zodpovédét nasledujici otazky.
Priklad 6.1. Zatizeni ptrecetlo UPC ¢arovy kéd. Je 041331021641 platny UPC kéd?

Priklad 6.2. Zapsali jsme si ISBN knihy 0-03-001559-5. Je to platny ISBN kéd?
Pozdéji ukdzeme, jak nekteré chyby nejen poznat, ale i opravit.

Piiklad 6.3. Vime-li, Ze nejspis ¢tvrta cifra UPC kédu 041331021641 je chybnd, jaka je spravna cifra?

Priiklad 6.4. Vime, ze ISBN knihy 0-03-001559-5 je chybné. Vime, Ze pii psani ¢asto omylem prohazujeme
sousedni znaky. Jak zjistit spravny ISBN kod?

Dalsi priklady — rodné cislo, ¢islo seku

Tady chybi cast textu, kterou je treba doplnait.

6.2. Délitelnost

Definice Délitelnost
Méjme dvé cela ¢isla a, b. Rekneme, Ze a déli b, jestlize existuje takové celé ¢islo k, ze a - k = b, zapisujeme
a|b.

V opa¢ném pfipadé fikame, %e a nedéli b, zapisujeme a 1 b.

Cislu a fikdme délitel ¢isla b a ¢islu b ikame ndsobek cisla a.

Priklad 6.5. Uvedme nékolik prikladii.
1) Plati 4|8, 7] 35.
2) Déle plati 3| —6, 6|—6 a 7]0.
3) Naproti tomu 814, 245, 44—6, 0f1.
4) Plati v8ak 0 | 0, nebot 0 = k0, dokonce pro libovolné k € Z. Nulou sice nemtZeme délit, avSak nula
muze byt délitelem, byt je délitelem pouze nuly.

Relace délitelnosti neni operace déleni
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Ackoliv slova délitelnost a déleni maji stejny gramaticky zaklad, tak v matematice se jedna o dva principidlné
odlisené pojmy. Zatimco déleni je operaci, kdy pro dvé ruzna ¢isla vypocitam treti ¢islo, jejich podil,
Symbolicky mtzeme operaci déleni zapsat jako zobrazeni

Zx (2\{0}) = Q.

Priklad 6.6. Plat{18:3=6, 0:7=0, 18:4=12.

Zatimco déleni je operace s ¢iselnym vysledkem, tak relace délitelnosti je vztah mezi dvéma celymi ¢isly,
kde odpovédi je ,,ano“, nebo ,ne“. Dvé éisla (v daném potadi) bud jsou v relaci — jedno je délitelem druhého,
nebo nejsou. Symbolicky mizeme zapsat

|CZ x Z.

Priklad 6.7.

1) Cislo 3 déli ¢islo 18.

2) Cislo 7 dali ¢islo 0.

3) Cislo 4 nedéli ¢islo 18.

4) Dokonce ¢islo 0 je délitelem ¢isla 0 a fikame, Ze ,nula déli nulu“. To ale neznamend, Ze ma smysl
hledat jejich podil.

Vlastnosti délitelnosti
Pro relaci délitelnosti plati nasledujici jednoducha tvrzeni. jejich dikaz vynechame.
Véta 6.1. Méjme celd ¢isla b, ¢ a nenulové celé ¢islo a. Plati

1) Jestlize a | b a soucasné a | ¢, pak a | (b+ c).
2) Jestlize a | b pak a | be pro viechna celd cisla c.
3) Jestlize a | b a soucasné b | ¢, pak a | c.

Priklad 6.8. Protoze 3| 12, tak z tvrzeni Véty B0 ihned plyne, 3 | 12¢ pro libovolné celé ¢islo c.

Dale z véty plyne, ze 3 déli také 12c+ 3, 12¢+ 6 a 12¢ + 9.

Disledkem Véty B je, ze pokud ¢islo a déli obé cisla b a ¢, tak déli také jejich libovolnou linearni
kombinaci.

Dausledek 6.2. Mé¢jme celd ¢isla b, ¢ a nenulové cel€ ¢islo a. Jestlize a | b a soucasné a | ¢, pak a | rb+ sc
pro libovolnd cela cisla r, s.

Véta o jednoznacnosti podilu a zbytku
P1i celociselném déleni se zbytkem muizeme sice odecist libovolny nasobek délitele, ale zbytek musi byt
nezaporné celé ¢islo mensi nez délitel.

Véta 6.3. Véta o jednoznacénosti podilu a zbytku
Pro kazdé celé cislo a a kazdé prirozené cislo b existuji takovd jednoznacné uréend celd ¢isla q a r, kde
0<r<b, Zea=qgb+r.

Cislu q fikédme podil a &islu r zbytek po déleni &isla a ¢islem b.

Priiklad 6.9. Pro a =111 a b =9 plati:

111=10-9+21

111 =11-9+12

111 =12-9+ 3 pro zbytek musi platit 0 <r < 9
111=13-9-6

111=14-9 — 15.

Pouze prostiedni z téchto rovnosti vyjadiuje celociselny podil ¢isla 111 ¢islem 9 se zbytkem 3.

Priklad 6.10. Plati 7| 21, proto 21 = 3 -7+ 0, zbytek po déleni ¢isla 21 ¢islem 3 je r = 0.
Plati 8 1 21, proto 21 = 2 -8 + 5, zbytek po déleni ¢isla 21 ¢islem 8 je r = 5.
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Dvé operace déleni se zbytkem

Podle Véty o déleni celych ¢isel se zbytkem muzeme kazdé dvojici celych ¢isel jednoznacné pridélit celociselny
podil a zbytek po celociselném déleni. Tim jsou definovany dvé operace: celociselny podil a celociselny zbytek.
Tyto dvé operace jsou implementovany v fadé programovacich jazyki,

Definice Operace déleni se zbytkem
Me¢jme dve cela cisla a, b. 'V rovnosti

a=q-b+r(12)

dané ve Vété B3 (Véta o déleni celych ¢isel) je ¢islo a délencem, ¢islo b je délitelem, ¢islo ¢ je celoéiselnym
podilem a cislo r je zbytkem po déleni ¢isla a ¢islem b.
Nasledujici zapis zavadi pro operator celoc¢iselného podilu znaceni ,div“ a pro operadtor zbytku pfi ce-
lociselném déleni znaceni ,mod“.
qg=adivb, r=amodb

S obéma operatory pracujeme jako s jinymi operatory, napriklad klasickymi operatory souc¢tu ,,+*.

Priklad 6.11. Pro a =111 a b = 9 z predchoziho piikladu plati

111div9 = 12, 111mod 9 = 3.

Pozor, je nutno rozlisovat operator zbytku pfi celo¢iselném déleni ,,mod“, napiiklad
10mod3 =1
a zapis modulu v relacich kongruence, napiiklad
10=1 (mod 3).

Modul vzdy zapisujeme v zévorce ,, (mod m)“. Relace kongruence zavedeme v nésledujici kapitole B3

6.3. Relace kongruence

V kapitole B2 jsme zavedli relaci délitelnosti. Relace iikd, zda né&jaké dva prvky (néjaka dvé éisla) spolu
v relaci jsou nebo nejsou. Podobné zavedeme relaci kongruence, ktera rika, zda néktera dvé cela ¢isla davaji
stejny zbytek po déleni modulem m nebo ne.

Definice Kongruence
Me¢jme cela cisla a, b a prirozené ¢islo m. Rekneme, ze ¢isla a, b jsou kongruentni modulo m, jestlize davaji
stejny zbytek po déleni ¢islem m. Zapisujeme

a=b (modm).

V opacném pripadé piseme
azb (modm).
Cislu m fikame modul.

Forméalné muzeme definice relace kongruence zapsat pomoci operace ,,mod“

a=b (modm) < amodm = bmodm.

Priklad 6.12.

1) Plati 7=1 (mod 2), protoze ¢islo 7 je liché.
2) Plati 12=0 (mod 2), protoZe ¢islo 12 je sudé.
3) Plati 61 725 =0 (mod 3), protoze 61 725 je nasobek ¢isla 3.
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Ekvivalentni formulace kongruence dvou é&isel
Podle definice jsou dvé cela ¢isla kongruentni modulo m, jestlize po déleni pfirozenym ¢islem m davaji stejny
zbytek. Nasledujici dvé lemmata davaji alternativni zpusoby, jak kongruenci dvou ¢isel urcit.

Lemma 6.4. M¢éjme celd éisla a, b a prirozené cislo m. Potom a = b (mod m) pravé tehdy, kdyz
m| (b—a).

Vypocitat rozdil dvou ¢isel a urcit zda je délitelny modulem mize byt v nékterych piikladech jednodussi,
nez urcovat zbytky po déleni.

Priklad 6.13. Plati 8 298 =8 228 (mod 7), protoze rozdil éisel 8 298 — 8 228 = 70 je nésobek 7.
Nésledujici lemma davé elegantni nastroj, jak zbytek po délni uréit pomoci rué¢niho vypoctu odecitanim
nasobku modulu.

Lemma 6.5. Mé&jme celd ¢isla a, b a prirozené ¢islo m. Potom a =b (mod m) pravé tehdy, kdyZ existuje
celé cislo k takove, Ze b= a + km.
Vyuziti Lemmatu B3] a postup vypoctu zbytku po déleni ukdzeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 6.14. Urcete 748 549 mod 7 (zbytek po déleni éisla 748 549 ¢islem 7).

Plati 748 549 = 700 000 + 48 549 = 48 549 = 49 000 — 451 = —451 = —490+39=39=35+4=4 (mod 7).
Alternativné mtzeme pocitat 748 549 = 700 000 + 48 549 = 48 549 = 42 000 + 6 549 = 6 549 = 6 300 +

+249 =249 =210+39=39=35+4=4 (mod 7). v

Vlastnosti kongruenci
Podobné jako muzeme feSit soustavy rovnic a mizeme soustavy rovnic upravovat, tak mizeme upravovat

soustavy kongruenci. Uvedeme nékolik tvrzeni, které shrnou nejbéznéjsi ekvivalentni operace s kongruencemi.
Nasledujici véta 1ika, ze kongruence se stejnym modulem miizeme sc¢itat i nasobit.

Véta 6.6. Meéjme cela cisla a, b, ¢, d a prirozené c¢islo m.
Jestlize plati a = b (mod m), ¢ = d (mod m), potom plati také a + ¢ =b+d (mod m), ac = bd
(mod m).

Priklad 6.15. Protoze 7=12 (mod 5) a —7=3 (mod 5), tak také

7—7=124+3 (modb5)a7-(=7)=12-3 (mod 5).

Je dobré upozornit, Ze opacna implikace obecné neplati! Kongruenci nemtuzeme rozdélit na dvé kongru-
ence, jak ukazuje nasledujici ptiklad.

Priklad 6.16. Napiiklad plati 3+ 6 = 7+ 5 (mod 3), nebot 9 = 12 (mod 3). Ale pfitom 3 % 7
(mod 3),ani 6 Z5 (mod 3). VSimnéte si, Ze zbytky po déleni tfemi na levych a pravych strandch rozdélené
kongruence se 1isi, jejich soucet v prvni kongruenci je vsak stejny.

Podobné plati 10-6 =4-15 (mod 5), ale 10 4 (mod 5), ani 6 # 15 (mod 5).

Pomoci Bézoutovy véty (Véta BI2), kterou uvedeme v podkapitole B4, lze snadno ukdzat nasledujici
tvrzeni.

Véta 6.7. Méjme prirozend ¢isla a, b, c. Jestlize a | be a pFitom (a,b) = 1, tak a | c.

Dalsi véta ukazuje, Zze v kongruencich miizeme kratit ¢islem nesoudélnym s modulem m.

Véta 6.8. Meéjme celd ¢isla a, b, ¢ a pFirozené c¢islo m. Jestlize ac = be  (mod m) a pritom (m,c) =1,
tak a =b (mod m).

V kongruencich miizeme také kratit spolecnym délitelem obou stran a modulu m.

Véta 6.9. Méjme celd ¢isla a, b, ¢ a prirozené cislo m. Jestlize ac = be  (mod ¢m), taka =b (mod m).

Tato pozorovéani vyuzijeme v posledni ¢asti této kapitoly.

6.4. Modularni aritmetika

Zbytky po déleni stejnym délitelem (modulem) muZeme s¢itat a nasobit. Vysledek vyjadiime opét jako
zbytek po déleni modulem m. Rikame, Ze poéitame v moduldrni aritmetice.

Definice Méjme celd cisla a, b. Zavedeme operace ,+,,“ a ,-,“ pomoci klasického souc¢tu a operace

,mod*“.
a+m, b= (a+b)modm, @+ b= (a-b)modm.
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Rikame také, Ze pocitame se zbytkovymi tfidami modulo m.

Mezi klasické priklady modularni aritmetiky patfi pocitani na hodinach, kdy zpravidla pracujeme pouze
s Cisly 1 az 12.
Priklad 6.17. Pocitani na hodinach: 9+125=2, (9+5)mod12 = 2.

Priiklad 6.18. Soucet dvou sudych ¢isel nebo soucet dvou lichych ¢&isel je sudé éislo.
a+mb=(a+b)mod2.
Vezmeme-li reprezentanty zbytkovych tiid S a L, mtzeme psat

S+nS=S5 L+,L=S L+,S=L, S+,L=0L.

Vlastnosti modularnich operatoru

Takto definované operace ,+,,“ a ,,n“ maji pékné vlastnosti.

1) Jsou uzaviené na mnoziné {0,1...,m — 1} (zbytkd modulo m),
2) jsou komutativni, plati
a+ mb=b+ ,a, amb=b-,a,

3) jsou asociativni,
a+ m(b+ me) = (a+ mb) + me, @ (bome)=(amd) mec,
4) jsou i distributivni vzhledem ke séitani,
am b+ me) =a mb+ma-mec,

5) existuji opa¢nd ¢isla —a = m — a.
Pozor inverzni ¢isla vzhledem k modularnimu nasobeni existovat nemusi! Jestlize modul m je prvoéislo,
inverze existuje vzdy, pokud ale modul m je sloZené ¢islo, tak existence inverze ¢isla a vzhledem k modulu m
zarucena neni.

Priklad 6.19.

1) Opacnym ¢islem k ¢islu 7 modulo 10 je ¢islo 3, protoze 743 =10=0 (mod 10).

2) Opacnym ¢islem k éislu 7 modulo 13 je ¢islo 6, protoze 7+ 6 =13 =0 (mod 13).

3) Inverzi k ¢islu 7 modulo 10 je ¢islo 3, protoze 7-3 =21 =1 (mod 10).

4) Inverzi k ¢islu 7 modulo 13 je ¢islo 2, protoze 7-2=14=1 (mod 13).

5) Inverze k ¢islu 6 modulo 10 neexistuje, protoze pro zadné celé ¢islo z neplati 6 - z =1 (mod 10).

6.5. Euklidav algoritmus

Euklidtv algoritmus neni soucasti kurzu Diskrétni matematiky, ale probira se v jinych kurzech programovani
nebo matematiky. Zde jen stru¢né pripomeneme hlavni myslenku algoritmu, ktery umi

1) najit nejvétsiho spoleéného délitele dvou celych ¢isel,
2) navazujicim postupem vyjadiit nejvétsiho spolecného délitele dvou celych &isel jako jejich linedrni
kombinaci.

Pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele ¢isel a, b neni nutné hledat prvociselny rozklad ¢isel a, b,
Euklidtv algoritmus je zejména pro velkd ¢isla vyrazné jednodussi a rychlejsi.

Véta 6.10. Eukliduv algoritmus
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Méjme dvé prirozend cisla a, b. Vydélime ¢islo a cislem b se zbytkem (s vyuZitim Veéty o jednoznacnosti
podilu a zbytku) a ddle opakované délime délitele zbytkem, dokud nedostaneme nulovy zbytek.

a=bqy +1r
b=r1g2 + 12

Ty =T2q¢3 + 73

Tn—2 = Tn-1qn—-1 +Tn

Tn—1 = Tnqn + 0
Posledni nenulovy zbytek r,, je hledanym nejvétsim spolecnym délitelem.

Priklad 6.20. Najdéte nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel 414 a 662.
Oznacime ¢isla a = 414, b = 662. Urcité je sikovnéjsi oznacit a = 662, b = 414, ale ukazeme, ze algoritmus
bude fungovat i v tomto pfipadé.

Postupujeme dle Euklidova algoritmu (Vé&ta EI).

414 =662-0+ 414
662 = 414 -1 + 248
414 = 248 -1 + 166
248 =166 - 1 4- 82

166 =82-2+2
82=2-41+0
Nejvétsi spolecny délitel ¢isel 444 a 662 je NSD(414,662) = 2. v

Implementace Euklidova algoritmu
Vyhodou Euklidova algoritmu je jeho snadnd implementace.

Algoritmus 6.11. Euklidav algoritmus
Na vstupu mame dvé prirozend c¢isla a, b. Opakované delime se zbytkem.

int a,b; // p¥irozena &isla
X = a; // dé&lenec
y = b; // délitel
while (y<>0) {
r = x mod y; // urCime zbytek r
X =7y; // budeme dé&lit dé&litele
y =r; // d&lime zbytkem z pfedchozi iterace
}
return x; // (a,b) je posledni nenulovy zbytek

Proménné x obsahuje posledni nenulovy zbytek, coz je hledany nejvétsi spoleény délitel ¢isel a, b.

Dalsi vyuziti Euklidova algoritmu
Euklidav algoritmus je moZno pouzit nejen pro cela ¢isla, ale funguje na dalsich mnozZinach se dvéma ,,pek-
nymi“ operacemi typu s¢itani a nasobeni svazanych distributivnimi zadkony. Euklidav algoritmus lze pouzit

1) pro hledani spoleénych faktori polynomd,
2) pro tzv. Gaussova celd ¢isla.

6.6. Bézoutova véta
Nasledujici véta tika, ze nejvétsi spolecny délitel dvou ¢isel a,b je mozno vyjadiit jako jejich linedrni kombi-
naci.

Véta 6.12. Bézoutova véta
Méjme prirozend éisla a, b. Existuji celd ¢isla r, s takovd, Ze NSD(a,b) = ra + sb.
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Tvrzeni lze dokonce jesté zesilit, nebot nejmensi kladné ¢islo, které lze naspat ve tvaru ra + sb je pravé
nejvétsi spolecny délitel cisel a, b.

Pozdéji v této kapitole ukdzeme, ze Bézoutova véta dava Sikovny nastroj pro praktické reseni nékterych
uloh souvisejicich s kongruencemi. Vyse uvedeny Eukliduv algoritmus je snadné rozsifit a neznamé koefici-
enty r, s z Bézoutovy rovnosti uré¢it. Stac¢i z predposledni rovnosti Euklidova algoritmu zpétné dosazovat
za délitele vzdy z pfedchozi rovnosti a dostaneme vyjadfeni nejvétsiho spolecného délitele.

Piiklad 6.21. Ukazali jsme, Ze nejvétsi spolecény délitel ¢isel 414 a 662 je 2. Najdéte Bézoutovy koeficienty
r, s tak, aby platilo 2 = r - 414 + s - 662.
Postupem dle Euklidova algoritmu jsme v Piiklady urdili:

662 = 414 - 1 + 248
414 = 248 - 1 + 166
248 =166 - 1 4 82
166 =82-2+2
82=2-41+0

Nyni z pfedposledni rovnosti vyjadiime NSD(414,662) a za délitele postupné dosadime z pfedchozich rov-

nosti. Dostaneme
2=166—2-82

2 =166 —2- (248 — 166 - 1) = (—2) - 248 + 3 - 166
2=(—2)-248 +3- (414 — 248 - 1) = 3- 414 + (—5) - 248
2=3-414+ (=5) - (662 — 414 -1) = 8 - 414 + (—5) - 662

Hledané koeficienty jsou r = 8, s = —5. Plati 2 = 8- 414 + (—r) - 662. v

Implementace rozsifeného Euklidova algoritmu
Rozsifeny Euklidiv algoritmus je také mozno snadno implementovat.

Algoritmus 6.13. Rozsifeny Eukliduv algoritmus
Na vstupu mdme dvé prirozend cisla a, b. Opakované delime se zbytkem a navic v kaZdém kroku vypocitdame
prislusné koeficienty.

int a,b; // pfirozena &isla
X = a; // d&lenec
y = b; // d&litel
sO = 1; // predptedchozi koeficient &isla a
t0 = 0; // predptedchozi koeficient &isla b
sl = 0; // predchozi koeficient &isla a
tl = 1; // pfedchozi koeficient &isla b
while (y<>0) {
q = x div y; // ur&ime celoiselny podil
r = xmod y; // uréime zbytek r
X =7y; // budeme d&lit dé&litele
y = 1; // d&lime zbytkem z pfedchozi iterace
s = sO - g*sl; // aktudlni koeficient s
t = t0 - g*tl; // aktudlni koeficient t
sO = s1; sl = s; // posun
t0 = t1l; t1 = t; // posun
}
return (x,s0,t0); // plati x=(a,b)=s*att*b

Proménnéa x obsahuje posledni nenulovy zbytek, coz je hledany nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b. Proménné
s0 a t0 jsou koeficienty zbytku dle Bézoutovy véty.

6.7. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek

Vime, ze prvocislo je takové prirozené cislo, které ma prdvé dva prirozené délitele: jednicku a sebe sama.
Prvocisla hraji dilezitou roli v fadé praktickych aplikaci. Je dilezité prvodisla algoritmicky rozpoznat. Je
dilezité také znat slozitost algoritmu, s jakou lze najit prvocisleny rozklad daného ¢isla. Napiiklad pro RSA
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Sifrovani je naprosto zasadni, Ze na bézné pocitac¢i neni mozné v kratké dobé najit prvocisleny rozkl daného
prirozeného d¢isla.

Proc¢ neni ¢islo 1 prvocislo?

Cislo 1 se zpravidla za prvoéislo nepovazuje. Pokud bychom pfipustili, Ze ¢islo 1 je prvoéislo, tak by nebyl
prvocisleny rozklad ¢isel jednoznacny az na poradi ¢initeld. Napiiklad ¢islo 6 by bylo mozno rozlozit na soucin
dvou, tii nebo vice prvocisel: G =3-2=3-2-1=3-2-1---1.

Definice Méjme dvé celd cisla a, b, z nichz alespon jedno je nenulové. Nejuétsi spolecny délitel cisel a,
b je takovy kladny spoleény délitel m cisel a, b, ktery je délitelny jejich libovolnym spoleénym délitelem.
Nejvétsi spolecny délitel znac¢ime NSD(a, b) nebo jen (a,b). Jestlize navic NSD(a,b) = 1, fikdme, Ze a, b jsou
nesoudélnd cisla.

Priklad 6.22.
1) Cisla 77 a 91 jsou soudéln4 &isla, jejich nejvétsi spoleény délitel je NSD(77,91) = 7.
2) Cisla 77 a 92 jsou nesoudéln4, jejich nejvétsi spole¢ny délitel je NSD(77,92) = 1.
3) Cisla —11 a 77 jsou soudélna ¢isla, jejich nejvétsi spolecny délitel je NSD(—11,77) = 11.
4) Cisla —8 a 0 jsou soudélné &isla, jejich nejvetsi spoleény délitel je NSD(—8,0) = 8.
5) Pro ¢isla a = 0 a b = 0 neni jejich nejvétsi spolecény délitel definovan. Vezmeme-li libovolné (libovolné
velké) celé ¢islo k, tak plati &k | 0, a proto nema smysle hledat jejich nejvétsiho spole¢ného délitele.

Mutzeme mit celou mnozinu ¢isel, ktera jsou po dvou nesoudélnd. Hovofime pak o mnoziné nesoudélnych
Cisel.
Priklad 6.23.
1) Cisla 15, 77 a 92 jsou po dvou nesoudélna, nejvétsi spolecny délitel kazda dvojice &isel je NSD(15, 77) =
=1, NSD(15,92) = 1 NSD(77,92) = 1.
2) Libovolnd mnozina ruznych prvocisel je mnozina po dvou nesoudélnych ¢isel.
3) Cisla 15, 23 a 92 netvoi{ mnoZinu nesoudélnych éisel, protoze nejvétsi spole¢ny délitel NSD(23,92) =
= 23.

Nalezeni prvociselného rozkladu, resp. ovéfeni, zda ¢islo je prvocislo, je naro¢na uloha. Tady chybi cast
textu, kterou je treba doplnit.

Mechanismy hodinovych stroju

P#i navrhu hodinovych stroji, napiiklad orloje na Staroméstském namésti, je dulezity pomér poctu zubu
ozubenych kol, které do sebe zapadaji. Neni vhodné zvolit pomér poc¢tu zubti naptiklad 1 : 12, protoze
pri kazdé otocce vétsiho kola se potkaji vzdy stejné zuby mensiho kola a jakakoliv konstrukéni nedokonalost
nebo poskozeni jednoho zubu se opakované prendsi jen na stejné vybrané zuby mensiho kola a naopak.
Jestlize se ale zvoli poméry zubt, které jsou nesoudélné, tak se opotfebeni rovnomérné rozprostie mezi
vSechny zuby kazdého ozubeného kola, coz prodluzuje zivotnost celé soustavy.

-
|

Obrazek 6.1.: Soukoli Staroméstského orloje.
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Priiklad 6.24. Jestlize ozubend kola poctem zubtu 10a 120, jejichz pomér je 1 : 12 rozdélime misto jediné
dvojice ozubenych kol do trojice ozubenych kol s pomérem poctu zubti 1 : 5 a 5 : 12, dostaneme zaddany
pomér 1 : 12, kde v soukoli jsou jednak velikosti kol vice souméritelné a jednak nesoudélné.

6.8. Linearni kongruence

V této kapitole ukdzeme prakticka vyuziti linedrnich kongruenci a jak linedrni kongruence resit.

Definice Méjme celd ¢isla a, b, pfirozené ¢islo m a proménnou z. Kongruenci
ar =b (mod m)

nazyvame linedrni kongruence o jedné nezndame.

Vyftesit kongruenci znamena najit vsechny hodnoty proménné z, pro které je kongruence splnéna. jedna se
o takové hodnoty z, kdy leva i prava strana kongruence davaji stejny zbytek dle daného modulu m. Reseni
linearni kongruence zpravidla bud existuje nekone¢né mnoho, nebo neexistuje zadné.

Priklad 6.25.
1) ReSenim kongruence z =1 (mod 2) jsou pravé vsechna lich4 ¢isla.
2) Resenim kongruence x =4 (mod 7) jsou vSechna ¢isla v = Tk + 4, k € Z.
3) ReSenim kongruence 3z =0 (mod 7) jsou vsechna ¢isla z = 7k, k € Z.
4) Resenim kongruence 3x =4 (mod 7) jsou vSechna &isla x = 7k + 6, k € Z.
5) Kongruence 3z =1 (mod 6) nemd zadné FeSeni.

ResSeni linearnich kongruenci

Nyni ukdzeme, jak FeSeni najit, pokud né&jaké Feseni existuje. Pro feSen{ kongruenci jsou (stejné jako pro feseni
linedrnich rovnic) je Sikovné pouzit tzv. inverze podle modulu m, pokud inverzi zndme nebo pokud inverzi
umime snadno urcit.

prirozené cislo m, kde m > 1. Celé cislo @ nazveme inverzi k cislu a

Definice Méjme celé cislo a a
=1 (mod m).

modulo m, jestlize plati @ - a

Priklad 6.26.

1) Cislo 5 je inverzi ¢isla 3 modulo 7, protoze 5-3=15=1 (mod 7).

2) Cislo 5 neni inverzi ¢isla 3 modulo 8, protoze 5-3 =15=7 (mod 8).

3) Cislo 3 je inverzni samo k sobé modulo 8, protoze 3-3 =1 (mod 8).

4) Cislo 7 je inverzi ¢isla 3 modulo 10, protoze 7-3 =1 (mod 10).

5) Cislo 8 nem4 inverzi modulo 10, protoze 8 - = je sudé a 8 - # 1 (mod 10).

Nasledujici véta ukazuje, kdy inverze néjakého c¢isla a modulo m existuje.

Véta 6.14. Meéjme celé cislo a a prirozené cislo m, kde m > 1. Jestlize jsou ¢isla a, m nesoudélnd, tak
existuje inverze @ ¢isla a modulo m a je (az na modularitu) jedind modulo m.

Ditikaz existence je konstruktivni, dava navod jak k a inverzi @ najit.
Dikaz. Protoze ¢isla a, m jsou podle pfedpokladu nesoudélnd, tak podle Bézoutovy véty (Véta EIZ)
existuji takova celd ¢isla r, s, ze

r-a+s-m=1.

To znamena, ze
r-a+s-m=1 (modm)

r-a=1 (modm)

Cislo 7 je hledanou inverzi @ modulo m, plati @ = r.
Jednoznac¢nost nyni nebudeme dokazovat. Tady chybi cdst textu, kterou je treba doplnit. O

Tvrzeni véty by bylo mozno jesté zesilit: pokud NSD(a,m) > 1, tak inverze ¢isla a modulo m neexistuje.

Priklad 6.27. Protoze NSD(3,7) = 1, tak s vyuzitim Bézoutovy véty (Véta EIZ) mizeme psat
1=5-3—-2-7=3-5 (mod 7).
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Cislo 5 je inverzi k ¢slu 3 modulo 7, plati 3 = 5. Viimnéte si, Ze soucasné ¢islo 3 je inverzi k ¢islu 5 modulo 7,
plati 5 = 3 modulo 7.
Pozor, pokud ¢islo a je soudélné s modulem m, tak inverze nemusi existovat!

Priklad 6.28. M¢éjme ¢isla 14, 6. Plati NSD(14,6) = 2, a podle Bézoutovy véty mizeme napsat 2 =
=1-14—2-6. Mensi ¢islo nez 2 s touto vlastnosti neexistuje. Proto pro zadné ¢islo @ nemtize platit 14da = 1
(mod 6).

Resitelnost linearnich kongruenci mfizeme shrnout do nasledujici véty.

Véta 6.15. Méjme celd éisla a, b a prirozené ¢islo m. Linedrni kongruence ax = b (mod m) md reSend

pravé tehdy, kdyz NSD(a,m) déli b.

Reseni linearnich kongruenci s vyuZitim inverze
Pokud umime najit inverze dle daného modulu, tak mtzeme feSit linearni kongruence o jedné neznamé
analogicky jako se fesi linedrni rovnice.

Priklad 6.29. Najdeme vSechna TFeSeni linedrni kongruence 3z =4 (mod 7).
Nejprve najdeme k ¢islu 3 inverzi modulo 7. Podle P¥ikladu EZZ vime 3 = 5.
Nyni obé strany kongruence vynasobime inverzi 5. Dostaneme

5-3x=5-4 (mod 7)
=20 (mod7)
x=6 (mod?7)

Posledni kongruence fika, ze fesenim jsou vSechna celd Cisla, ktera po déleni 7 davaji zbytek 6.

Resenim kongruence jsou éisla x = 7k + 6, kde k € Z. v Nejpracnéjsi ¢ast popsaného postupu Feseni
je nalezeni inverze modulo m.

e vs . . Siie
ResSeni linedrnich kongruenci s vyuzitim Gprav
Pro apravy a zjednoduseni kongruenci vyuzijeme nasledujici vlastnosti.

Véta 6.16. Méjme celd ¢isla a, b, ¢, d a prirozené ¢éislo m. Méjme kongruence a = b (mod m), ¢ = d
(mod m).

(i) Kongruence se stejngm modulem miZeme séitat.
a+c=b+d (modm)
(ii) Kongruence se stejngm modulem mizZeme ndsobit.
ac=bd (mod m)
(iii) Kongruence mizeme rozndasobit libovolngm cislem c.
ac=bc (mod m)

(iv) V kongruencich mizeme krdtit c¢islem ¢ nesoudélngm s modulem, tj. pro (¢,m) = 1 miZeme vyuZit
nasleduji tvrzend.

Jestlize ac = be  (mod m) potom a=0>b (mod m).
(v) V kongruencich miZeme krdtit ¢islem ¢ = NSD(a, b, m).

Jestlize ac = be  (mod mc) potom a=0b (mod m).

Sikovné zvolené tipravy nadm umozni linearni kongruenci nejen zjednodusit, ale i vyiesit, jak ukazuje
nasledujici priklad.

Priklad 6.30. Najdéte feseni kongruence 52 =2 (mod 13) a ovéfte korektnost feseni.
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S vyuzitim inverze 5 = 8 modulo 13 rozndsobenim obou stran kongruence ¢islem 8 dostaneme

52 =2 (mod 13)
x=16 (mod 13)
x=3 (mod 13),

tedy x = 13t + 3, kde t € Z.
Jiné Feseni:
Jiné feSeni: pfictenim modulu 13 k pravé strané 5z = 2 4+ 13  (mod 13). Kracenim 5 dostaneme x = 3
(mod 13), tedy x = 13t + 3, ¢t € Z.

Abychom ovéfili korektnost feseni, sta¢i dosadit do zad4ni. Dostaneme 5(13t+3) = 5-13¢t+15 = 0t + 2
(mod 13). v

Priklad 6.31. Najdéte feseni kongruence 3z =2 (mod 15).
Tato kongruence nemd FeSeni, protoze NSD(3,15) = 3 a kongruenci nelze kratit ¢islem 3.

Stejny zavér mizeme udélat s vyuzitim Véty EIn1 Protoze NSD(3,15) = 3 a 3 { 2, tak kongruence
3z =2 (mod 15) nem4 FeSeni. v
Priklad 6.32. Najdéte feseni kongruence 3z =6 (mod 15).

Nejprve vykratime ¢éislem 3 obé strany kongruence i modul 15. Dostaneme 2 =2 (mod 5).

Tato kongruence ma feSeni x = 5t + 2, kde ¢ € Z, prestoze (3,15) = 3.

Existence feSeni plyne také z Véty EIn1 Protoze NSD(3,15) = 3 a 3 | 6, tak kongruence 3z = 6
(mod 15) mé FeSeni. v
Ulohy vedouci na FeSeni linedrnich kongruenci
Reseni linearnich kongruenci piirozené vyvstava pfi vyuziti kontrolnich kédii.

Piiklad 6.33. Oprava ISBN kédu

Kamarad mél vybornou ucebnici jazyka C. Jeji ISBN-10 kéd je 80-05-00174-1. Osmou cifru nemiuizeme
precist. Jaka to méa byt cifra?

Vime, ze ISBN-10 kéd musi spliiovat kontrolni schéma

x1 + 229 + 3x3 + 4x4 + 55 + 626 + Ta7 + 818 + 99 + 102190 =0 (mod 11).
Sestavime linearni kongruenci.

8+04+0+20+0+0+7+82xg+36+10=0 (mod 11)
8rs +81 =0 (mod 11)

8xg = —81 (mod 11)
8xg =7 (mod 11)

7-8xg=7-7 (mod 11)

g =49=5 (mod 11)

rg =11t +5,prot € Z

Chybéjici cifra ISBN-10 kédu je 5. Pfi feSeni jsme vyuZili, ¢ 8 = 7 modulo 11. Hledany ISBN-10 kéd
ucebnice je 80-05-00154-1. v

6.9. Cinska zbytkova véta

Nasledujici véta tika, ze kazdéa soustava linedrnich kongruenci s navzdjem nesoudélnymi moduly ma feseni
a Ze toto feseni je jednoznadné. Vété se ifka ,Cinska zbytkova véta“, protoZe ve starém &inském rukopisu
z patého stoleti je vyfesen problém (bez diikazu korektnosti postupu), ktery bychom dnes formulovali jako
feseni soustavy kongruenci.

Véta 6.17. Cinska zbytkova véta
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Meéjme po dvou nesoudélnd prirozend c¢isla my, ma, ..., M, vEtsi neZ jedna. Méjme celd cisla ay,as, ..., Q.
Soustava kongruenci
x=a; (mod my)

as (mod my)

a, (mod m,)

Il

ma jediné reseni modulo my - Mgy - - My, .

Dikaz ¢inské zbytkové véty je konstruktivni, asto vSak lze FeSeni najit jednoduseji (pfipadnou) tpravou
a zpétnym dosazenim kongruenci. Hledané feSeni neni tézké vycislit. Na prikladu ukdzeme obecnou metodu,
jak feseni soustav kongruenci najit.

Priklad 6.34. Najdéte feSeni soustavy kongruenci

z=1 (mod 5)
x=2 (mod 6)
r=3 (mod7)

Na zakladé ptedchozich tvrzeni vidime, zZe feSeni prvni kongruence
z=1 (mod 5)

jex=1+5t kdet € Z.
Toto feseni dosadime do druhé kongruence

1+5t=2 (mod 6)
5t=1 (mod 6)
—t=1 (mod 6)

t=-1=5 (mod 6).

Reseni druhé kongruence
t=5 (mod 6)

jet=06u+>5, kde u e Z.
Dosazenim zpét do x = 1 4 5t dostavame FeSeni prvnich dvou kongruenci

x =14 5(6u+5)=30u+26,u € Z,

coz dosadime do tfeti kongruence.

Dostavame
30u+26=3 (mod?7)
2u—2=3 (mod7)
2u=5 (mod7)
4-2u=4-5 (mod 7)
u=6 (mod 7).

Resenim je u = 7v+6, kde v € Z, coz dosadime do feseni soustavy prvnich dvou kongruenci. Dostadvame
feseni soustavy vsech t¥i kongruenci.

x = 30u + 26 = 30(7v + 6) + 26 = 210v + 206, v € Z.

6.10. Vyuziti kongruenci

V této sekci ukdzeme nékolik typickych pripadii, které vedou na feseni linedrnich kongruenci.
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Hashovaci funkce
P1i uklddani velkého objemu dat miuZeme nové zaznamy x pridavat na konec databaze. To je nevyhodné
pri vyhledavani zaznami — musime prohledat celou databazi.

Je-li pocet zdznamt m, tak potiebujeme O(m) kroku.

Myslenka hashovaci funkce: Odhadneme ocekavanou velikost databidze m a alokujeme odpovidajici
pamét. Novy zdznam s kliéem k vlozime do databaze na pozici h(k), kde

h(k) = kmodm,
pfipadné na dalsi volné misto za h(k).
Misto prohledavani databéaze zdznam pak hleddme na pozici h(k).

Piiklad 6.35. Databaze na skole s 15 000 studenty, rodné ¢islo.
Hashovaci funkce by mohla byt h(k) = rodne_cislomod 15 000. Lépe vSak bude fungovat h(k) = rodne_cislo mod 30 000.J]
v

Pseudonahodnj éisla
Opravdu ndhodné ¢islo je vypocetné ,drahé.
Pseudondhodné vypocitame snadno a rychle

Zpi1 = (az, + b) modm,
kde a, b, m jsou vhodné zvolena ¢isla. Inicializa¢ni hodnota xq je ,seed®.
Piiklad 6.36. Napiiklad proa=7,b=4, m =9 a zg = 1 dostavame
21 = (7o +4)mod9 = 11mod9 = 2
29 = (721 +4) mod 9 = 18 mod 9 = 0
23 = (T2 +4)mod9 =4mod9 =4
24 = (Tz3+4)mod9 =32mod9 =5

Dostaneme posloupnost 1,2,0,4,5,3,7,8,6,1,2,0,4,...
Casto vyuzivany nadhodny generator je pseudondhodny generator s parametry a = 7°, b = 0, m = 23! — 1.

Kontrolni souéty
Rada kédti obsahuje kontrolni cifru, diky které mtizeme odhalit celou fadu chyb pii éteni nebo pfenosu kédi.

Piiklad 6.37. Paritni soucty
Méjme zpravu s n bity x1, o, ..., Ty
Vysilajici prida dalsi bit, kontrolni soucet

Tp41 = (-7/‘1 + X9+ -+ m'n,) mod 2.
Pokud nastane jedna (pfipadné lichy) pocet chyb, piijemce zjisti, ze
T1+x+ -+ Ty + Ty Z0 (mod 2)

a muze vyzadat znovuzaslani/znovupieéetni zpravy.
Pokud je kontrolnich bitd vice, mizeme chybnéa data OPRAVIT. Samoopravné kédy jsou naplni jiného
predmétu.

UPC kédy

0" 36000 " 29145 "2
Obrazek 6.2.: Priklad é¢drového UPC-A kddi.
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Priklad 6.38. UPC kédy (Universal Product Code)
Existuje fada variant UPC koédu, zpravidla obsahuji néjaky kontrolni soucet. UPC-A kéd ma 12 ¢islic,
pro které musi platit

3.”L'1 “+ 2o + 3.L'3 + x4 + 315 + xg + 3ZL'7 + xrg + 319 + T19 + 3IL'11 + T2 = 0 (I’IlOd 10)

Piiklad 6.39. Je 041331021641 platny UPC kéd?
Plati0+4+34+34+9+1+0+2+3+6+124+1=44=4 (mod 10). Kontrolni soucet neni kongruentni
s nulou modulo 10, proto kéd neni platny. v

Priklad 6.40. Rekonstrukce UPC kédu éisla

Podle Prikladu vime, ze UPC kdéd 041331021641 neni platny. Podrobnéjsim zkoumanim vidime, ze
¢tvrty znak kédu je znehodnocen. Jaky je spravny UPC kéd?

Vime, ze cifry UPC kédu 041731021641 musi spliiovat

321 + 2o + 3w3 + x4 + 35 + w6 + 327 + 28 + 3x9 + 10 + 3211 + 212 =0 (mod 10)
Sestavime linearni kongruenci

0+4+3+244+9+14+04+24+3+6+12+1=0 (mod 10)
z4+41=0 (mod 10)

24 =-1 (mod 10)
24 =9 (mod 10)

Hledana cifra UPC kédu je 9. UPC kéd je 041931021641.

Snadno ovérime, Ze

3x1 + 29 + 3x3 + x4 + 325 + 6 + 37 + 8 + 39 + X190 + 3T11 + X102 =
— 04443494941 40+2+34+6+12+1=50=0 (mod 10)

Dalsi vyuziti kongruenci

e ISBN/ISSN

e rodnj cisla

e (Cisla bankovek

e Cisla bankovnich ¢t
e jednoduché sifry

Piiklad 6.41. Rekonstrukce rodného cisla

Babicka zapomnéla své rodné c¢islo. Pamatuje si samoziejmé data narozeni a ¢ast posledniho Ctyrcisli.
Podatilo se zrekonstruovat nasledujici ¢ast rodného cisla: 3465097248. Jaka je chybéjici cifra?

Vime, Ze pro cifry rodného ¢isla musi platit

T1%2 + T3T4 + T5xe + Trxs + T9x10 =0  (mod 11).
Sestavime linearni kongruenci

34+65+9+ (10 +2)+48=0 (mod 11)
1-1-2410z+24+4=0 (mod 11)

10z = —4 (mod 11)

—z=-4 (mod 11)
r=4 (mod 11)

Hledana cifra je 4. v
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Rejstrik

Kurzivou jsou v rejstiiku oznaceny stranky, kde najdete definici pfislusného pojmu.

bitové Tetézce, O, A, @
Catalanova ¢isla, B
celociselny podil,

celodiselny zbytek, 20

¢isla
Catalanova, B

dsli, m3
dalitel, 3

Fibonacciho posloupnost, O, @, 4
Hanojské véze, O, @, 3
homogenni rovnice
pridruzena, [
charakteristicka rovnice, B, B, B, B, 8, A, [0, [

inverze,
modulo,

kédova slova, B, @, I3
kongruence,

linearni,

linearni kongruence,
linearni rekurentni rovnice,

modul,

nésobek, I3
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nedéli, I3
nehomogenni
rekurentni rovnice, [

partikulérni feseni, [, I3
posloupnost
Fibonacciho, O, @, 4

rekurence, 0

rekurentni rovnice
hlavni tloha, B
homogenni,

charakteristicka rovnice, O

linearni,
nehomogenni, [l
obecné feseni, B

partikularni feseni, [, I3
pfidruzena homogenni, [

rad,

feseni, O
rekurentni vztah, 0
relace

kongruence, E0
rovnice

charakteristicka, B, B, @, @, [, @

uzavorkovani, B, B

véta

Eukliddv algoritmus, 23
o jednoznacnosti podilu a zbytku, 4

zpétné dosazeni,
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