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11 Podgrafy, isomorfismus graf̊u

11.1. Určete v grafu G na obrázku

Obrázek 11.1: Graf G.

(a) nejvěťśı nezávislou množinu vrchol̊u. Řekneme, že X ⊆ V (G) je nejvěťśı nezávislá množina, pokud
obsahuje nejvěťśı možný počet vrchol̊u grafu G takových, že mezi žádnými dvěma neńı hrana.

(b) podgraf nejdeľśı cesty a nejdeľśıho cyklu.

(c) nejdeľśı indukovanou cestu a nejdeľśı indukovaný cyklus. Řekneme, že indukovaný cyklus resp. cesta
je indukovaný podgraf grafu G isomorfńı s nějakým cyklem resp. cestou.

(a) Cyklus délky 8 obsahuje nejvýše 4 nezávislé vrcholy (viz Obrázek 11.2).

Obrázek 11.2: Nezávislá množina grafu G.

(b) Graf G obsahuje (nejdeľśı možnou) hamiltonovskou cestu a (nejdeľśı možný) hamiltonovský cyklus.

Obrázek 11.3: Nejdeľśı cesta a cyklus v grafu G.

(c) Do indukované cesty můžeme z každého trojúhelńıku vybrat nejvýše jednu hranu. Nejdeľśı indukovaná
cesta má délku 4 (viz Obrázek 11.4).

Každý cyklus v grafu délky alespoň 4 má chordálu (hrana mezi vrcholy cyklu, které nejsou v cyklu
sousedńı), proto má nejdeľśı indukovaný cyklus délku 3.

Obrázek 11.4: Nejdeľśı indukovaná cesta a cyklus v grafu G.

11.2. Máme dány grafy G, H a I na Obrázku 11.5.

(a) Jsou grafy G a H isomorfńı? Pokud ano popǐste isomorfismus mezi nimi.

(b) Jsou grafy G a I isomorfńı? Pokud ano popǐste isomorfismus mezi nimi.

(c) Jsou grafy H a I isomorfńı? Pokud ano popǐste isomorfismus mezi nimi.
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Obrázek 11.5: Grafy G, H a I.

(a) Při hledáńı isomorfismu se můžeme pokusit překreslit graf G tak, aby byl kopíı grafu H. Využijeme
toho, že v grafu G i v grafu H je vždy jediný vrchol stupně 4, které se v př́ıpadném isomorfismu muśı
zobrazit na sebe navzájem. Oč́ıslujeme vrcholy (viz Obrázek 11.6).
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Obrázek 11.6: Grafy G a H.

Potom oč́ıslujeme vrcholy grafu H tak, že kopie vrchol̊u v G a H maj́ı stejná č́ısla (viz Obrázek 11.6)
a poṕı̌seme isomorfismus f : V (G) → V (H) tak, že f(i) = i pro i = 1, 2, . . . , 7.

Jiné řešeńı:

Grafy G a I jsou isomorfńı, existuj́ı dva r̊uzné isomorfismy, jeden z nich je f : V (G) → V (H) daný
předpisem

f(u1) = v1, f(u2) = v2, f(u3) = v6, f(u4) = v4, f(u5) = v3, f(u6) = v5, f(u7) = v7.

Druhý isomorfismus je

f(u1) = v5, f(u2) = v4, f(u3) = v6, f(u4) = v2, f(u5) = v3, f(u6) = v1, f(u7) = v7.

(b) Grafy G a I jsou isomorfńı, existuj́ı dva r̊uzné isomorfismy, jeden z nich je f : V (G) → V (I) daný
předpisem

f(u1) = w7, f(u2) = w1, f(u3) = w6, f(u4) = w3, f(u5) = w2, f(u6) = w5, f(u7) = w4.

Druhý isomorfismus je

f(u1) = w5, f(u2) = w3, f(u3) = w6, f(u4) = w1, f(u5) = w2, f(u6) = w7, f(u7) = w4.

(c) Grafy H a I jsou isomorfńı, existuj́ı dva r̊uzné isomorfismy, jeden z nich je f : V (H) → V (I) daný
předpisem

f(v1) = w7, f(v2) = w1, f(v3) = w2, f(v4) = w3, f(v5) = w5, f(v6) = w6, f(v7) = w4.

Druhý isomorfismus je

f(v1) = w5, f(v2) = w3, f(v3) = w2, f(v4) = w1, f(v5) = w7, f(v6) = w6, f(v7) = w4.

11.3. Máme dány grafy G, H a I na Obrázku 11.7.
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(a) Jsou grafy G a H isomorfńı? Pokud ano popǐste isomorfismus mezi nimi.

(b) Jsou grafy G a I isomorfńı? Pokud ano popǐste isomorfismus mezi nimi.

(c) Jsou grafy H a I isomorfńı? Pokud ano popǐste isomorfismus mezi nimi.
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Obrázek 11.7: Grafy G, H a I.

(a) Při hledáńı isomorfismu se můžeme pokusit překreslit graf G tak, aby byl kopíı grafu H. Oč́ıslujeme
vrcholy (viz Obrázek 11.8).

Potom oč́ıslujeme vrcholy grafu H tak, že kopie vrchol̊u v G a H maj́ı stejná č́ısla (viz Obrázek 11.8)
a stanov́ıme isomorfismus f : V (G) → V (H) tak, že f(i) = i pro i = 1, 2, . . . , 10.
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Obrázek 11.8: Grafy G a H.

Jiné řešeńı:

Grafy G a H jsou isomorfńı. (Dokonce je možno dokázat, že existuje 120 r̊uzných isomorfismů.) Jeden
z nich je f : V (G) → V (H) daný předpisem

f(u1) = v1, f(u2) = v2, f(u3) = v7, f(u4) = v8, f(u5) = v9,

f(u6) = v5, f(u7) = v3, f(u8) = v6, f(u9) = v4, f(u10) = v10.

(b) Grafy G a I jsou isomorfńı. (Existuje 120 r̊uzných isomorfismů.) Jeden z nich je f : V (G) → V (I)
daný předpisem

f(u1) = w3, f(u2) = w4, f(u3) = w7, f(u4) = w1, f(u5) = w2,

f(u6) = w8, f(u7) = w5, f(u8) = w10, f(u9) = w6, f(u10) = w9.

(c) Grafy H a I jsou isomorfńı. (Existuje 120 r̊uzných isomorfismů.) Jeden z nich je f : V (H) → V (I)
daný předpisem

f(v1) = w3, f(v2) = w4, f(v3) = w5, f(v4) = w6, f(v5) = w8,

f(v6) = w10, f(v7) = w7, f(v8) = w1, f(v9) = w2, f(v10) = w9.
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11.4. Nalezněte alespoň dva neisomorfńı grafy se stupňovou posloupnost́ı

(a) (3, 3, 3, 3, 3, 3)

(b) (3, 3, 2, 2).

(c) (4, 4, 3, 3, 3, 3)

(d) (4, 4, 4, 3, 3)

(e) (2, 2, 2, 2, 2)

(f) (3, 3, 3, 3, 2, 2)

Je to ve všech uvedených př́ıpadech možné? Vysvětlete!

(a) Dva neisomorfńı grafy s uvedenou stupňovou posloupnost́ı existuj́ı. Grafy G a H na Obrázku 11.9
jsou neisomorfńı, nebot’ H obsahuje trojúhelńık a G ne.

Jiné řešeńı:

Grafy G a H nejsou isomorfńı, protože doplňkem grafu G je 2C3, zat́ımco doplňkem H je graf C6. A
protože maj́ı G a H r̊uzné (neisomorfńı) doplňky, nejsou isomorfńı.

Obrázek 11.9: Grafy G a H.

(b) Graf se stupňovou posloupnost́ı (3, 3, 3, 3) je kompletńı graf K4 (každý vrchol má tři sousedy). Podle
Věty 1.1. je počet hran v tomto grafu 1

2 · 3 · 4 = 6. V grafu se stupňovou posloupnost́ı (3, 3, 2, 2) je
5 hran. Proto graf se stupňovou posloupnost́ı (3, 3, 2, 2) vznikne z K4 vynecháńım jedné (libovolné)
hrany. Takový graf je (až na isomorfismus) jediný. (To je pěkně vidět i protože doplněk grafu je jediný
graf se stupňovou posloupnost́ı (0, 0, 1, 1), což je jedině K2 spolu se dvěma izolovanými vrcholy.)

(c) Graf G se stupňovou posloupnost́ı (4, 4, 3, 3, 3, 3) obsahuje podle Věty 1.1 deset hran. Doplněk grafu G
má stupňovou posloupnost (2, 2, 2, 2, 1, 1). Takových doplňk̊u existuje několik, třeba P6, K2∪C4 nebo
P3 ∪ C3. Proto i p̊uvodńıch graf̊u existuje několik.

(d) Graf se stupňovou posloupnost́ı (4, 4, 4, 3, 3) je kompletńı graf K5 bez jedné (libovolné) hrany. Takový
graf je (až na isomorfismus) jediný. (To je pěkně vidět i protože doplněk grafu je jediný graf se
stupňovou posloupnost́ı (0, 0, 0, 1, 1), což je jedině K2 spolu se třemi izolovanými vrcholy.)

(e) Protože každý vrchol má alespoň dva sousedy, můžeme při putováńı po nějaké cestě z libovolného
vrcholu grafu vždy pokračovat do jiného vrcholu a nejpozději po pěti kroćıch uzavř́ıt cyklus. Každý
graf, jehož všechny vrcholy jsou stupně alespoň 2, proto obsahuje cyklus. Každý cyklus muśı být
délky alespoň 3 a protože máme jen pět vrchol̊u, máme v grafu cyklus nejvýše jeden. Daný graf je
právě cyklus C5.

(f) Pro nalezeńı neisomorfńıch graf̊u můžeme někdy použ́ıt konstrukci z d̊ukazu věty Havla-Hakimiho.
(Pozor, ne všechny neisomorfńı grafy můžeme dostat konstrukćı z d̊ukazu věty Havla-Hakimiho.
Tentokrát se r̊uzné grafy podař́ı naj́ıt.) Nejprve zredukujeme danou stupňovou posloupnost:

(3, 3, 3, 3, 2, 2) ∼ (2, 2, 2, 2, 2) ∼ (2, 2, 2, 1, 1) ∼ (1, 1, 1, 1).
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Při rekonstrukci grafu je až po posloupnost (2, 2, 2, 2, 2) konstruováńı grafu jednoznačné (dostaneme
cyklus C5). V posledńım kroku, kdy přidáváme vrchol stupně 3, můžeme vytvořit dva neisomorfńı
grafy (viz Obrázek 11.10).

Obrázek 11.10: Neisomorfńı grafy se stejnou stupňovou posloupnost́ı.

Grafy nejsou isomorfńı, protože v prvńım grafu jsou vrcholy stupně 2 sousedńı zat́ımco v druhém
grafu ne.

11.5. Nalezněte alespoň dva neisomorfńı grafy se stupňovou posloupnost́ı (5, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 1). Zd̊uvodněte,
proč jsou neisomorfńı.

Opět se pokuśıme použ́ıt pro konstrukci těchto dvou neisomorfńıch graf̊u větu Havla-Hakimiho. (Pozor, ne
všechny neisomorfńı grafy můžeme dostat konstrukćı z d̊ukazu věty Havla-Hakimiho. Tentokrát se r̊uzné
grafy podař́ı naj́ıt.) Zredukujme postupně posloupnost (5, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 1) na (3, 2, 2, 2, 1, 1, 1), a pak na
(1, 1, 1, 1, 1, 1). Přidáńım vrcholu stupně 3 ke grafu se stupňovou posloupnost́ı (1, 1, 1, 1, 1, 1) dostaneme
např́ıklad graf na Obrázku 11.11.

Obrázek 11.11: Graf se stupňovou posloupnost́ı (3, 2, 2, 2, 1, 1, 1).

Dále při posledńım kroku můžeme vytvořit dva neisomorfńı grafy (viz Obrázek 11.11).

Obrázek 11.12: Graf se stupňovou posloupnost́ı (5, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 1).

Všimněme si, že G obsahuje např. dva sousedńı vrcholy stupně 2, ale H takové sousedńı vrcholy
neobsahuje. Proto jsou uvedené dva grafy neisomorfńı.

11.6. Máme dán graf G na Obrázku 11.13. Najděte graf se stejnou stupňovou posloupnost́ı, který s grafem G
neńı isomorfńı. Zd̊uvodněte proč grafy nejsou isomorfńı.

Obrázek 11.13: Graf G.
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Doplněk grafu G má stupňovou posloupnost (2, 2, 2, 1, 1, 0). Takovou posloupnost maj́ı dva neisomorfńı
grafy, jednak P5∪K1, který je doplňkem G, a také C3∪P2∪K1, který je doplňkem hledaného neisomorfńıho
grafu H.
Jiné řešeńı:
Zadaný graf má stupňovou posloupnost (5, 4, 4, 3, 3, 3). Užit́ım věty Havel-Hakimi posloupnost zredukujeme

(5, 4, 4, 3, 3, 3) ∼ (3, 3, 2, 2, 2) ∼ (2, 1, 1, 2) ∼ (2, 2, 1, 1) ∼ (1, 0, 1) ∼ (1, 1, 0).

(Pozor, ne všechny neisomorfńı grafy můžeme dostat konstrukćı z d̊ukazu věty Havla-Hakimiho. Tentokrát
se r̊uzné grafy podař́ı naj́ıt.) Zpětnou rekonstrukćı grafu podle redukovaných posloupnost́ı źıskáme graf
H (viz Obrázek 11.14), který má stejnou stupňovou posloupnost, ale neńı se zadaným grafem isomorfńı.
Vrcholy stupně 4 jsou v H sousedńı, zat́ımco v zadaném grafu ne.

Obrázek 11.14: Graf H.

11.7. Necht’ A = {1, 2, 3, 4}. Nakreslete graf G jehož vrcholová množina jsou všechny dvouprvkové
podmnožiny množiny A. Hranou jsou spojeny r̊uzné vrcholy (dvě r̊uzné dvouprvkové podmnožiny X,Y ⊆ A)
jestlǐze

(a) Součet všech čtyř č́ısel v obou podmnožinách je lichý. Nalezněte nejdeľśı cestu v grafu G.

(b) Součet všech čtyř č́ısel v obou podmnožinách je sudý. Nalezněte nejdeľśı indukovanou cestu v G.

(c) Podmnožiny maj́ı společný prvek (neprázdný pr̊unik). Nalezněte nejdeľśı cyklus (kružnici) v G.

(d) Podmnožiny nemaj́ı společný prvek (jsou disjunktńı). Určete δ(G), a ∆(G).

Množina A má
(
4
2

)
= 6 dvouprvkových podmnožin. Graf G má tedy ve všech př́ıpadech šest vrchol̊u.

(a) Řešeńım je graf K2,4. Nejdeľśı cesta, která je podgrafem K2,4 je P5 (Obrázek 11.15). Deľśı cesta než
se 4 hranami v G neexistuje, nebot’ z každého vrcholu {1, 3} a {2, 4} mohou odcházet nejvýše dvě
hrany a jiné hrany v grafu neexistuj́ı.

{2, 4}

{3, 4}{1, 2}

{1, 3}

{1, 4} {2, 3}

Obrázek 11.15: Graf G s vyznačeným podgrafem P5.

(b) Řešeńım je K4 ∪ P2. Nejdeľśı indukovanou cestou je P2 (Obrázek 11.16). Graf sestává ze dvou kom-
ponent – kompletńıch graf̊u a v kompletńım grafu je nejdeľśı indukovaná cesta délky 1.

{2, 4}

{3, 4}{1, 2}

{1, 3}

{1, 4} {2, 3}
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Obrázek 11.16: Graf G s vyznačenou cestou P2.

(c) Řešeńım je K6 bez úplného párováńı. Nejdeľśı cyklus je C6 (Obrázek 11.17).

{2, 4}

{3, 4}{1, 2}

{1, 3}

{1, 4} {2, 3}

Obrázek 11.17: Graf G s vyznačeným cyklem C6.

(d) Řešeńım je graf sestávaj́ıćı ze tř́ı komponent K2. Plat́ı δ(G) = ∆(G) = 1 (Obrázek 11.18).

{2, 4}

{3, 4}{1, 2}

{1, 3}

{1, 4} {2, 3}

Obrázek 11.18: Graf G.

11.8. Kolik existuje neisomorfńıch graf̊u na 4 vrcholech?

Je jich 11 (Obrázek 11.19). Že žádné dva nejsou isomorfńı je ihned vidět porovnáńım počtu hran a
stupňových posloupnost́ı.

Obrázek 11.19: Neisomorfńı grafy na 4 vrcholech.

11.9. Jsou grafy G a H zadané maticemi sousednosti isomorfńı?

(a) A(G) =



0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 0

, A(H) =



0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0



(b) A(G) =



0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0

, A(H) =



0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0


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(a) Nakresĺıme grafy G a H tak, že jejich vrcholy odpov́ıdaj́ı po řadě sloupc̊um (a řádk̊um) matice sou-
sednosti. Grafy G a H jsou na Obrázku 11.20. Isomorfńı nejsou, protože např́ıklad graf H neobsahuje
podgraf C3, zat́ımco graf G ano.

u1

u2u3

u4

u5 u6

v1

v2v3

v4

v5 v6

Obrázek 11.20: Grafy G a H.

(b) Nakresĺıme grafy G a H tak, že jejich vrcholy odpov́ıdaj́ı po řadě sloupc̊um (a řádk̊um) matice
sousednosti. Grafy G a H jsou na Obrázku 11.21. Tyto grafy isomorfńı jsou a jeden z možných
isomorfismů je např. f : V (G) → V (H), kde f(v1) = u1, f(v2) = u2, f(v3) = u5, f(v4) = u6,
f(v5) = u3, f(v6) = u4.

u1

u2u3

u4

u5 u6

v1

v2v3

v4

v5 v6

Obrázek 11.21: Grafy G a H.


