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Podgrafy, isomorfismus graft

Uréete v grafu G na obrdzku

Obrdzek 11.1: Graf G.

nejuétsi nezavislou mnozZinu vrcholi. Rekneme, Ze X C V(G) je nejuétsi nezdvisla mnoZina, pokud
obsahuje nejvétsi mozny pocet vrcholi grafu G takovijch, Ze mezi Zddnymi dvéma neni hrana.

podgraf nejdelsi cesty a nejdelsiho cyklu.

nejdelsi indukovanou cestu a nejdelsi indukovany cyklus. Rekneme, Ze indukovany cyklus resp. cesta
je indukovany podgraf grafu G isomorfni s néjakym cyklem resp. cestou.

Cyklus délky 8 obsahuje nejvyse 4 nezédvislé vrcholy (viz Obrazek 11.2).
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Obrazek 11.2: Nezdvisla mnozina grafu G.

Graf G obsahuje (nejdelsi moznou) hamiltonovskou cestu a (nejdelsi mozny) hamiltonovsky cyklus.
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Obrazek 11.3: Nejdelsi cesta a cyklus v grafu G.

Do indukované cesty muzeme z kazdého trojuhelniku vybrat nejvyse jednu hranu. Nejdelsi indukovand
cesta ma délku 4 (viz Obrazek 11.4).

Kazdy cyklus v grafu délky alespon 4 ma chordélu (hrana mezi vrcholy cyklu, které nejsou v cyklu
sousedni), proto mé nejdelsi indukovany cyklus délku 3.
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Obrazek 11.4: Nejdelsi indukovand cesta a cyklus v grafu G.

Mdme dany grafy G, H a I na Obrdzku 11.5.
Jsou grafy G a H isomorfni? Pokud ano popiSte isomorfismus mezi nimi.
Jsou grafy G a I isomorfni? Pokud ano popiste isomorfismus mezi nims.

Jsou grafy H a I isomorfni? Pokud ano popiste isomorfismus mezi nimi.
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Obrdzek 11.5: Grafy G, H a I.

(a) Pii hledani isomorfismu se muzeme pokusit prekreslit graf G tak, aby byl kopii grafu H. Vyuzijeme
toho, ze v grafu G i v grafu H je vzdy jediny vrchol stupné 4, které se v piipadném isomorfismu musi
zobrazit na sebe navzajem. Ocislujeme vrcholy (viz Obrézek 11.6).
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Obrézek 11.6: Grafy G a H.

Potom ocislujeme vrcholy grafu H tak, ze kopie vrcholu v G a H maji stejnd ¢isla (viz Obrazek 11.6)
a popiseme isomorfismus f : V(G) — V(H) tak, ze f(i) =i proi=1,2,...,7.

Jiné teseni:
Grafy G a I jsou isomorfni, existuji dva ruzné isomorfismy, jeden z nich je f : V(G) — V(H) dany
predpisem

flur) =v1,  fluz) =v2, flusz)=ve, f(wa)=vs, [f(us)=v3, [flug) =05, [flur)=0r.

Druhy isomorfismus je
flur) =vs,  flug) =va, fluz) =vs, [lus) =va, [flus)=wvs, [lug)=v1, f[lur)=u0r.

(b) Grafy G a I jsou isomorfni, existuji dva ruzné isomorfismy, jeden z nich je f : V(G) — V(I) dany
predpisem

flur) =wz,  flug) = w1, f(us) =ws, f(us) =ws, flus)=w2, f(us)=ws, [f(ur)=ws.

Druhy isomorfismus je
flur) =ws, fluz) =ws, fluz) =we, [f(ua) =w1, [flus)=w2, [flug)=wr, [flur)=uwa.

(¢) Grafy H a I jsou isomorfni, existuji dva ruzné isomorfismy, jeden z nich je f : V(H) — V(I) dany
predpisem

f(v) =wr, flv2) = w1, flvg) =w2, [f(va) =ws, f(vs)=ws, flvg) =ws, [(v7)=ws.
Druhy isomorfismus je

fvr) =ws, f(va) =w3, f(vz)=wa, [f(va)=w1, [f(vs)=wr, [flve)=ws, [f(vr)=wy.

11.3. Mdme ddny grafy G, H a I na Obrdzku 11.7.
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(a) Jsou grafy G a H isomorfni? Pokud ano popiste isomorfismus mezi nimi.
(b) Jsou grafy G a I isomorfni? Pokud ano popiste isomorfismus mezi nimi.
(c) Jsou grafy H a I isomorfni? Pokud ano popiste isomorfismus mezi nimi.
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Obrdzek 11.7: Grafy G, H a I.

(a) Pti hledani isomorfismu se muzeme pokusit prekreslit graf G tak, aby byl kopii grafu H. Ocislujeme
vrcholy (viz Obrézek 11.8).

Potom ocislujeme vrcholy grafu H tak, ze kopie vrcholu v G a H maji stejna ¢isla (viz Obrazek 11.8)
a stanovime isomorfismus f : V(G) — V(H) tak, ze f(i) =i proi=1,2,...,10.

Obrézek 11.8: Grafy G a H.

Jiné teSeni:
Grafy G a H jsou isomorfni. (Dokonce je mozno dokézat, ze existuje 120 ruznych isomorfismu.) Jeden
z nich je f : V(G) — V(H) dany predpisem

flur) = v, flu2) =wve, fluz) =wvr, f(ua)=vs, [f(us)=vo,
flug) =vs, flur) =wvs3, flug) =wvs, f(ug) =104, f(uio)=vio.

(b) Grafy G a I jsou isomorfni. (Existuje 120 ruznych isomorfismu.) Jeden z nich je f : V(G) — V(I)
dany predpisem

flur) = w3, flug) =ws, f(uz) =wr, flug) =w1, flus)=wo,
flug) = ws, f(ur) =ws, f(ug) =wio, [f(ug)=ws, [f(uio)= wy.

(¢) Grafy H a I jsou isomorfni. (Existuje 120 ruznych isomorfismu.) Jeden z nich je f : V(H) — V(1)
dany predpisem

flo1) =ws, f(ve) =ws, flv3) =ws, f(va)=ws, [f(vs)=ws,

f(ve) = wio, f(vr) =wrz, f(vg) =wi, f(vg) =w2, [f(vio)= wo.
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11.4.

Naleznéte alespori dva neisomorfni grafy se stupriovou posloupnosti

(a) (3,3,3,3,3,3)

(b) (3,3,2,2).

(¢)

(d) (4,4,4,3,3)

(e) (2,2,2,2,2)

(
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(f) (3,3,3,3,2,2)

Je to ve vsech uvedengjch pripadech mozné? Vysvétiete!

(a)

Dva neisomorfni grafy s uvedenou stupniovou posloupnosti existuji. Grafy G a H na Obrézku 11.9
jsou neisomorfni, nebot H obsahuje trojihelnik a G ne.

Jiné ieseni:
Grafy G a H nejsou isomorfni, protoze doplinkem grafu G je 2C3, zatimco doplikem H je graf Cg. A
protoze maji G a H ruzné (neisomorfni) dopliky, nejsou isomorfni.

Obrazek 11.9: Grafy G a H.

Graf se stupniovou posloupnosti (3, 3, 3,3) je kompletni graf K, (kazdy vrchol ma tii sousedy). Podle
Véty 1.1. je pocet hran v tomto grafu % -3-4 = 6. V grafu se stupniovou posloupnosti (3,3,2,2) je
5 hran. Proto graf se stupniovou posloupnosti (3, 3,2, 2) vznikne z K, vynechdanim jedné (libovolné)
hrany. Takovy graf je (az na isomorfismus) jediny. (To je pékné vidét i protoze doplnék grafu je jediny
graf se stupfiovou posloupnosti (0,0, 1, 1), coz je jediné Ko spolu se dvéma izolovanymi vrcholy.)

Graf G se stupniovou posloupnosti (4, 4, 3, 3, 3, 3) obsahuje podle Véty 1.1 deset hran. Doplnék grafu G
ma4 stupnovou posloupnost (2,2,2,2,1,1). Takovych dopliku existuje nékolik, tteba Py, KoUC4 nebo
P53 U (5. Proto i plivodnich grafu existuje nékolik.

Graf se stupriovou posloupnosti (4,4, 4, 3, 3) je kompletni graf K5 bez jedné (libovolné) hrany. Takovy
graf je (az na isomorfismus) jediny. (To je pékné vidét i protoze doplnék grafu je jediny graf se
stuptiovou posloupnosti (0,0,0,1,1), coz je jediné K, spolu se tfemi izolovanymi vrcholy.)

Protoze kazdy vrchol ma alespon dva sousedy, muzeme pii putovani po néjaké cesté z libovolného
vrcholu grafu vzdy pokracovat do jiného vrcholu a nejpozdéji po péti krocich uzaviit cyklus. Kazdy
graf, jehoz vSechny vrcholy jsou stupné alespon 2, proto obsahuje cyklus. Kazdy cyklus musi byt
délky alesponn 3 a protoze mame jen pét vrcholi, mame v grafu cyklus nejvyse jeden. Dany graf je
pravé cyklus Cs.

Pro nalezeni neisomorfnich grafi muzeme nékdy pouzit konstrukci z dukazu véty Havla-Hakimiho.
(Pozor, ne vSechny neisomorfni grafy muzeme dostat konstrukci z dukazu véty Havla-Hakimiho.
Tentokrat se ruzné grafy podaii najit.) Nejprve zredukujeme danou stupnovou posloupnost:

(3,3,3,3,2,2) ~ (2,2,2,2,2) ~ (2,2,2,1,1) ~ (1,1,1,1).



Typické priklady pro zdpoctové pisemky DiM 470-2301 (Kovdr, Kovdrovd, Kubesa)  (verze: January 4, 2023) 5

Pii rekonstrukei grafu je az po posloupnost (2,2,2,2,2) konstruovani grafu jednoznacéné (dostaneme
cyklus Cs). V poslednim kroku, kdy pfiddvame vrchol stupné 3, muzeme vytvorit dva neisomorfni
grafy (viz Obrézek 11.10).

Obrazek 11.10: Neisomorfni grafy se stejnou stupriovou posloupnosti.

Grafy nejsou isomorfni, protoze v prvnim grafu jsou vrcholy stupné 2 sousedni zatimco v druhém
grafu ne.

11.5. Naleznéte alespon dva neisomorfni grafy se stupriovou posloupnosti (5,4,3,3,2,2,2,1). Zdivodnéte,
proc¢ jsou neisomorfni.

Opét se pokusime pouzit pro konstrukei téchto dvou neisomorfnich grafi vétu Havla-Hakimiho. (Pozor, ne
vSechny neisomorfni grafy muzeme dostat konstrukei z dikazu véty Havla-Hakimiho. Tentokrat se ruzné
grafy podaii najit.) Zredukujme postupné posloupnost (5,4,3,3,2,2,2,1) na (3,2,2,2,1,1,1), a pak na
(1,1,1,1,1,1). Pfiddnim vrcholu stupné 3 ke grafu se stupniovou posloupnosti (1,1,1,1,1,1) dostaneme
napiiklad graf na Obrazku 11.11.

Obrézek 11.11: Graf se stupriovou posloupnosti (3,2,2,2,1,1,1).

Déle pii poslednim kroku muzeme vytvorit dva neisomorfni grafy (viz Obrazek 11.11).

Obréazek 11.12: Graf se stupriovou posloupnosti (5,4,3,3,2,2,2,1).
Vsimnéme si, ze G obsahuje napf. dva sousedni vrcholy stupné 2, ale H takové sousedni vrcholy

neobsahuje. Proto jsou uvedené dva grafy neisomorfni.

11.6. Mdame dan graf G na Obrdzku 11.13. Najdéte graf se stejnou stupriovou posloupnosti, ktery s grafem G
nent isomorfni. Zduvodnéte proé¢ grafy nejsou isomorfni.

Obrdzek 11.13: Graf G.
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Doplnék grafu G mé stupiiovou posloupnost (2,2,2,1,1,0). Takovou posloupnost maji dva neisomorfni
grafy, jednak PsUK7, ktery je doplitkem G, a také CsU P, UK, ktery je doplitkkem hledaného neisomorfniho

grafu H.

Jiné fesSeni:

Zadany graf ma stupnovou posloupnost (5,4, 4, 3, 3, 3). Uzitim véty Havel-Hakimi posloupnost zredukujeme
(5,4,4,3,3,3) ~ (3,3,2,2,2) ~ (2,1,1,2) ~ (2,2,1,1) ~ (1,0,1) ~ (1,1,0).

(Pozor, ne vSechny neisomorfni grafy muzeme dostat konstrukei z dikazu véty Havla-Hakimiho. Tentokrat
se ruzné grafy podaii najit.) Zpétnou rekonstrukei grafu podle redukovanych posloupnosti ziskame graf
H (viz Obréazek 11.14), ktery mé stejnou stupnovou posloupnost, ale neni se zadanym grafem isomorfni.
Vrcholy stupné 4 jsou v H sousedni, zatimco v zadaném grafu ne.

Obrézek 11.14: Graf H.

11.7. Necht A = {1,2,3,4}. Nakreslete graf G jehoZ wvrcholovd mnoZina jsou vsechny dvouprvkové
podmnoziny mnozZiny A. Hranou jsou spojeny ruzné vrcholy (dvé rizné dvouprvkové podmnoziny X, Y C A)
jestlize

(a) Soucet viech ctyr ¢isel v obou podmnozindch je lichy. Naleznéte nejdelsi cestu v grafu G.

(b) Soucet vsech ctyr ¢isel v obou podmnoZindch je sudy. Naleznéte nejdelsi indukovanou cestu v G.

(¢) Podmnoziny maji spoleény prvek (neprdzdny prunik). Naleznéte nejdelsi cyklus (kruznici) v G.

(d) Podmmnoziny nemaji spoleény prvek (jsou disjunktni). Urcete §(G), a A(G).

Mnozina A m4 (;1) = 6 dvouprvkovych podmnozin. Graf G mé tedy ve vS8ech piipadech Sest vrcholu.

(a) Resenim je graf Ko 4. Nejdelsf cesta, kterd je podgrafem Ky 4 je Ps (Obrézek 11.15). Delsi cesta nez
se 4 hranami v G neexistuje, nebot z kazdého vrcholu {1,3} a {2,4} mohou odchézet nejvyse dvé
hrany a jiné hrany v grafu neexistuji.

{1,2} {3,4}
{1,3} {2,4}

{1,4} {2,3}
Obrazek 11.15: Graf G s vyznacenym podgrafem Ps.

(b) Resenim je K4 U Py. Nejdelsf indukovanou cestou je Py (Obrézek 11.16). Graf sestévé ze dvou kom-
ponent — kompletnich grafii a v kompletnim grafu je nejdels{ indukovana cesta délky 1.

{1,2} {3,4}

{1,3} O O {2,4}

{1,4} {2,3}
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Obrazek 11.16: Graf G s vyznacenou cestou Ps.

(¢) Resenim je K¢ bez tiplného parovani. Nejdelsf cyklus je Cg (Obrazek 11.17).
{1,2} {3.4}

{1,3} {2,4}

{1,4} {2,3}
Obrazek 11.17: Graf G s vyznacenym cyklem Cg.

(d) Resenim je graf sestavajici ze tif komponent K. Plati 6(G) = A(G) =1 (Obrazek 11.18).
{1,2} {3,4}
o0—O

{1,3} o O {2,4}

oO———=O
{1.4} {2,3}
Obrazek 11.18: Graf G.

11.8. Kolik existuje neisomorfnich grafi na 4 vrcholech?

7

Je jich 11 (Obrézek 11.19). Ze zadné dva nejsou isomorfni je ihned vidét porovndnfm poctu hran a

stupniovych posloupnosti.
O O o0—oO oc—oO O—i i—i O i
O O O O oc—oO O

Obrazek 11.19: Neisomorfni grafy na 4 vrcholech.

11.9. Jsou grafy G a H zadané maticemi sousednosti isomorfni?

010001 010101
10100 1 101010
010110 010100

(@ AG=1001010] AE=|109101 0
001101 010101
110010, 10001 0
001010 0] 00100 0 17
100010 101000
000101 0107101

®AG=17 01010 AD=10091010
010101 000101
(001010, (10101 0|
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(a) Nakreslime grafy G a H tak, ze jejich vrcholy odpovidaji po fadé sloupcum (a fadkum) matice sou-
sednosti. Grafy G a H jsou na Obrazku 11.20. Isomorfni nejsou, protoze napiiklad graf H neobsahuje

podgraf ('3, zatimco graf G ano.
us U2 U3 U2

Uy U1 V4 U1

Us Ue Us Ve

Obrazek 11.20: Grafy G o H.

(b) Nakreslime grafy G a H tak, ze jejich vrcholy odpovidaji po fadé sloupcum (a fadkum) matice
sousednosti. Grafy G a H jsou na Obrazku 11.21. Tyto grafy isomorfni jsou a jeden z moznych
isomorfismu je napt. f : V(G) — V(H), kde f(v1) = w1, f(va) = ug, f(vs) = us, f(vs) = ug,
f(vs) = us, f(ve) = u.

us U2 U3 V2

Uy U1 Vg U1

us Ue Us Ve

Obrézek 11.21: Grafy G a H.



