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6 Princip inkluze a exkluze, kombinatorické identity

6.1. Ptali jsme se lidi, jak oteviraji bézné dvere s klikou. Zjistili jsme, Ze nékteri je oteviraji pravou, néekters
levou rukou a nékteri bez pouZiti rukou. Ddle jsme ziskali tyto bliZsi informace: 33 lidi otvird pravou, 30
lidi levou, 12 lidi bez pouZiti rukou, 16 pravou i levou, 4 pravou i bez pouZiti rukou, 9 levou a bez pouziti
rukou a 3 vSemi tremi zpusoby. Kolika lidi jsme se ptali?

Mnozinu vsech dotazovanych lidi, ktefi otviraji dvefe pravou rukou resp. levou rukou resp. bez pouziti
rukou ozna¢ime P resp. L resp. N.

Ze zadani vime, ze |P| =33,|L| = 30,|N| =12,|PNL|=16,|PNN|=4,|[LNN|=9,|[PNLNN|=3.
Pocet dotazovanych lidi je |P U LU N|. Ale z principu inkluze a exkluze vime, ze |[PULUN| = |P|+ |L|+
IN|—|PNL|—|PONN|—|LONN|+|PNLNN|=334+30+12—-16 -4 —9+ 3 =49.

6.2. Byli jsme tri, koutili pred skolou a trapili se predstavou, Ze kouteni muZe prindset vdziné zdravotni
komplikace. Tu pristoupil vysileny muz a rozdal nam 5 ruzngch reklamnich letackd tak, aby mél kazdy z nds
alespon jeden. Kolika zpusoby to mohl provést? Pokud nékdo dostal vice letiku, tak nerozlisujeme poradi,
ve kterém je dostal.

Libovolné pridéleni péti letacku tfem lidem si umime piredstavit, jako néjaké zobrazeni pétiprvkové mnoziny
do t¥fprvkové mnoziny. Takovych zobrazeni je 3°. Nékterd z nich oviem nepiidéli nékterému ze 3 lidf zadny
letacek. Kolik je tedy takovych zobrazeni, které kazdému ze t¥{ lidi pridéli alespon jeden letacek? To zjistime
tak, ze od poétu véech moznych zobrazeni ode¢teme pocet ,spatnych® zobrazeni. ,,Spatni“ zobrazeni jsou
takové, ktera na alesponi jeden prvek tiiprvkové mnoziny nezobrazi zadny prvek pétiprvkové mnoziny.

Ozna¢me L mnozinu v8ech reklamnich letacku a K = {1,2,3} mnozinu vSech néds kuidku. Déle defi-
nujme mnozinu K;, i = 1,2, 3 tak, ze je to mnozina vsech zobrazeni L do K, kde prvek ¢ € K neni obrazem
zadného prvku z L. Nenf tézké si uvédomit, ze pocet ,Spatnych® zobrazeni je ddn éislem \U?Zl K;|. My
ale vime dle principu inkluze a exkluze, ze | U§:1 Kj| = |Ki|+ | Ka| + |K3| — |[K1 N K| — | K1 N K3| — [K2N
K3’ + ’Kl NKoN Kg‘.

Chceme-li zjistit napft | K| resp. |[K7 N K3| resp. |[K; N Ky N K3| staci si uvédomit, ze to je pocet viech
zobrazeni L do dvouprvkové (v K chybi 1) resp. jednoprvkové (v K chybi 2 a 3) resp. prazdné mnoziny
(v K chybi viechny prvky). Tedy |Ki| = |Ks| = |K3| = 2°, |[Ki N Ky = |Ki N K3| = |[KoN K3 =15 a
|K1NKyN K3 =05=0.

Proto s vyuzitim principu inkluze a exkluze | U?‘:1 Kj|=3-2°>-3-1°4+1-0=96 — 3 = 93. Konecny
vysledek tedy bude 3% — 93 = 243 — 93 = 150.

Jiné feSeni:
Zkusme jesté tento ptiklad vyftesit za pouziti obecnéjsitho pohledu, a tedy méné lopotné.
Vyraz ‘K1| + |K2| + |K3| — |K1 ﬂKQ’ — |K1 ﬂKg‘ — |K2 ﬂK3| + |K1 NKo ﬂK3| muzeme vyjadiit ispornéji

takto 5
L
j=1 12, 1<)
J 1e(1123) lie
Mnozina ({1’2’2"’n}) je mnozina vsech j-prvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}. Mnozina I ma vzdy

J, 1 <5 <3, prvkil a my checeme uréit |(),.; K;|. To je ovSem pocet vSech zobrazeni L do K takovych, ze
na néjakych j prvki v K se nezobrazf nic. Takovych zobrazeni, pro pevné zvolenych j prvki, ale je (3—j)°.
Déle onéch j prvku jsme schopni vybrat (;’) zpusoby. Takze v8ech zobrazeni L do K, kterd na néjakych j

prvkua nezobrazi nic, je (?) (3 — 4)5. Z toho dostdvame ZIE({LQ_;}) |Nicr Ki| = 2?21 (3) (3—7)5. A tedy
J

3 ' 3 ' 3
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Vsimneéte si, ze uvedeny vyraz ma jen tfi s¢itance, na rozdil od predchoziho feSeni. Vime tedy zZe zobrazeni L
do K, které nejsou surjekce, je Z?Zl(—l)j_l (?) (3 — )% a véech zobrazeni L do K je 3°. Proto surjekci L na

Kied3?—33 (=1 1B =) =32 (=1)(3)(3—-4)5=3°-3.2°43.1°—1.0 = 243—96+3—0 = 150.
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6.3. Kolik existuje surjekci n-prvkové mnoziny na (n — 1)-prokovou mnozinu?

Vyjdeme ze vztahu pro princip inkluze a exkluze. Od poctu vSech zobrazeni (n — 1)" odecteme pocet
téch, které vynechaji néktery prvek, pricteme pocet vSech zobrazeni, které vynechaji nékteré dva prvky,
odecteme pocet vSech zobrazeni, které vynechaji nékteré tii prvky, ...

(n—1)" — (7%11)(”2)n+...+(1)n—2<2:;>1n

a dostaneme

6.4. Kolik existuje surjekci n-prvkové mnoziny na dvouprvkovou mnozinu?

Vyjdeme ze vztahu pro princip inkluze a exkluze.

Dostaneme 5 5
2" — 1" =2" — 2.
0 1
Jiné feSeni:

Ozna¢me prvni mnozinu N, |N| = n a druhou M = {z1,x2}. Celkové mame 2" zobrazeni mnoziny N do
M. 7 toho pouze dvé zobrazeni nejsou surjekce, a to ta, kterd vSechny prvky z N zobrazi pouze na x
resp. x2. Proto je 2" — 2 vSech surjekci N na M.

6.5. Ukazte, Ze plati nasledujici kombinatorické identity.

a) i (7) =2"
Obé strany rovnosti vyjadiuji pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny. Zatimco na levé strané
rovnosti s¢itame poc¢ty podmnozin vSech moznych velikosti, tak prava strana udéva vSechny moznosti,
kdy pro kazdy z n prvka vybiradme ze dvou moznosti: zda bude nebo nebude do podmnoziny zatazen.
Takovych vybéru je V*(2,n) = 2". Protoze obé strany vyjadiuji pocet vSech podmnozin, tak se obé
strany rovnaji.
Jiné ieseni:
Tvrzeni plyne i z binomické véty. Pokud do binomické véty
n .
1 n — (2
(z+1) Z <Z>m
1=0"
dosadime x = 1, dostaneme dokazovanou rovnost.
+1 +2\ _ (n+3
b) (5) + (1) +("27) =("2")
Tvrzeni ukazeme piimo. Nejprve si vSimneme, zZe (6‘) =1= (”gl). Opakovanym pouzitim rovnosti

() + (h) = (Zﬁ) dostaneme

0 (1) (1) -0 (1) () (1) 505
) TLii= ()

Tvrzeni ukdzeme piimo. Zatimco levd strana udavéa soucet n prvnich pfirozenych éisel n(n + 1)/2,
coz je vztah odvozeny v prvni kapitole, tak prava strana je

(” ; 1> = (n+ 1)n/2.

Tvrzeni plati.
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4 G +H6+G0+ 66 =)

Podame kombinatoricky dikaz. Zatimco prava strana udavé, kolika zpiisoby muzeme ze sedmiprvkové
mnoziny M vybrat tii prvky, tak leva strana rovnosti poskytuje podrobnéjsi pohled. Méjme naptiklad
mnozinu M = [1,7], tak rozebereme moznosti, kolik je vybrédno sudych a kolik lichych ¢isel. Mezi
prvnimi Sesti pfirozenymi ¢isly jsou tfi sudéd a ¢tyti lichd ¢isla. Nemusime vybrat zadné sudé ¢islo,
pak ale vybereme t#i licha ¢isla. Takovych vybéru je (é) (g) Muzeme vybrat jedno sudé ¢islo, pak
ale vybereme dvé licha ¢isla. Takovych vybéru je (11) (g) Déle muzeme vybrat dvé suda ¢isla, pak
ale vybereme jedno liché ¢islo. Takovych vybéra je (3) (11’)) A koneéné muzeme vybrat tii suda cisla
a zadné liché ¢fslo. Takovych vybeéri je (3)(2). Uzitim kombinatorického pravidla souctu je celkovy
pocet moznosti dan souc¢tem poctu jednotlivych disjunktnich moznosti, proto

)G+ ()E)+ )R+ ()6 -6)

Miuzeme obé strany vycislit. Zatimco leva strana je

D06 010001

prava strana je
7 7-6-5
= =7-5=35.
(3) =55

Obé strany davaji stejnou hodnotu a jsou si rovny.

Jiné FeSeni:

6.0. Zduvodnéte (kombinatoricky, bez vgpoctu kombinacnich ¢isel), Ze plati
2n n n
=2 2

Méjme mnozinu ¢isel A = [1,2n]. Vezmeme libovolné neuspofadané trojice z A. Trojic {sudé, sudé, sudé}
je (%), trojic {liché, liché, liché} také (%). Trojic {sudé, sudé, liché} je (3) - (7) = n(3}) a trojic {sudg,
liché, liché} je stejny pocet. Pocet vybéru viech trojic bez rozlisovani sudosti a lichosti muzeme jednoduse

vyjadrit jako (2;) Celkem dostédvame rovnost

o(5)+=(3)=(5)



