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6 Princip inkluze a exkluze, kombinatorické identity

6.1. Ptali jsme se lid́ı, jak otev́ıraj́ı běžné dveře s klikou. Zjistili jsme, že někteř́ı je otev́ıraj́ı pravou, někteř́ı
levou rukou a někteř́ı bez použit́ı rukou. Dále jsme źıskali tyto blǐzš́ı informace: 33 lid́ı otv́ırá pravou, 30
lid́ı levou, 12 lid́ı bez použit́ı rukou, 16 pravou i levou, 4 pravou i bez použit́ı rukou, 9 levou a bez použit́ı
rukou a 3 všemi třemi zp̊usoby. Kolika lid́ı jsme se ptali?

Množinu všech dotazovaných lid́ı, kteř́ı otv́ıraj́ı dveře pravou rukou resp. levou rukou resp. bez použit́ı
rukou označ́ıme P resp. L resp. N .

Ze zadáńı v́ıme, že |P | = 33, |L| = 30, |N | = 12, |P ∩L| = 16, |P ∩N | = 4, |L∩N | = 9, |P ∩L∩N | = 3.
Počet dotazovaných lid́ı je |P ∪L∪N |. Ale z principu inkluze a exkluze v́ıme, že |P ∪L∪N | = |P |+ |L|+
|N | − |P ∩ L| − |P ∩N | − |L ∩N |+ |P ∩ L ∩N | = 33 + 30 + 12− 16− 4− 9 + 3 = 49.

6.2. Byli jsme tři, kouřili před školou a trápili se představou, že kouřeńı m̊uže přinášet vážné zdravotńı
komplikace. Tu přistoupil vyśılený muž a rozdal nám 5 r̊uzných reklamńıch letáčk̊u tak, aby měl každý z nás
alespoň jeden. Kolika zp̊usoby to mohl provést? Pokud někdo dostal v́ıce leták̊u, tak nerozlǐsujeme pořad́ı,
ve kterém je dostal.

Libovolné přiděleńı pěti letáčk̊u třem lidem si umı́me představit, jako nějaké zobrazeńı pětiprvkové množiny
do tř́ıprvkové množiny. Takových zobrazeńı je 35. Některá z nich ovšem nepřiděĺı některému ze 3 lid́ı žádný
letáček. Kolik je tedy takových zobrazeńı, které každému ze tř́ı lid́ı přiděĺı alespoň jeden letáček? To zjist́ıme
tak, že od počtu všech možných zobrazeńı odečteme počet

”
špatných“ zobrazeńı.

”
Špatná“ zobrazeńı jsou

taková, která na alespoň jeden prvek tř́ıprvkové množiny nezobraźı žádný prvek pětiprvkové množiny.
Označme L množinu všech reklamńıch letáčk̊u a K = {1, 2, 3} množinu všech nás kuřák̊u. Dále defi-

nujme množinu Ki, i = 1, 2, 3 tak, že je to množina všech zobrazeńı L do K, kde prvek i ∈ K neńı obrazem
žádného prvku z L. Neńı těžké si uvědomit, že počet

”
špatných“ zobrazeńı je dán č́ıslem |

⋃3
j=1Kj |. My

ale v́ıme dle principu inkluze a exkluze, že |
⋃3

j=1Kj | = |K1|+ |K2|+ |K3| − |K1 ∩K2| − |K1 ∩K3| − |K2 ∩
K3|+ |K1 ∩K2 ∩K3|.

Chceme-li zjistit např |K1| resp. |K1 ∩K3| resp. |K1 ∩K2 ∩K3| stač́ı si uvědomit, že to je počet všech
zobrazeńı L do dvouprvkové (v K chyb́ı 1) resp. jednoprvkové (v K chyb́ı 2 a 3) resp. prázdné množiny
(v K chyb́ı všechny prvky). Tedy |K1| = |K2| = |K3| = 25, |K1 ∩ K2| = |K1 ∩ K3| = |K2 ∩ K3| = 15 a
|K1 ∩K2 ∩K3| = 05 = 0.

Proto s využit́ım principu inkluze a exkluze |
⋃3

j=1Kj | = 3 · 25 − 3 · 15 + 1 · 0 = 96− 3 = 93. Konečný

výsledek tedy bude 35 − 93 = 243− 93 = 150.
Jiné řešeńı:
Zkusme ještě tento př́ıklad vyřešit za použit́ı obecněǰśıho pohledu, a tedy méně lopotně.

Výraz |K1|+ |K2|+ |K3|−|K1∩K2|−|K1∩K3|−|K2∩K3|+ |K1∩K2∩K3| můžeme vyjádřit úsporněji
takto

3∑
j=1

(−1)j−1
∑

I∈({1,2,3}j )

∣∣∣∣∣⋂
i∈I

Ki

∣∣∣∣∣ .
Množina

({1,2,...,n}
j

)
je množina všech j-prvkových podmnožin množiny {1, 2, . . . , n}. Množina I má vždy

j, 1 ≤ j ≤ 3, prvk̊u a my chceme určit |
⋂

i∈I Ki|. To je ovšem počet všech zobrazeńı L do K takových, že
na nějakých j prvk̊u v K se nezobraźı nic. Takových zobrazeńı, pro pevně zvolených j prvk̊u, ale je (3−j)5.
Dále oněch j prvk̊u jsme schopni vybrat

(
3
j

)
zp̊usoby. Takže všech zobrazeńı L do K, která na nějakých j

prvk̊u nezobraźı nic, je
(
3
j

)
(3− j)5. Z toho dostáváme

∑
I∈({1,2,3}j )

∣∣⋂
i∈I Ki

∣∣ = ∑3
j=1

(
3
j

)
(3− j)5. A tedy

3∑
j=1
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⋂
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(3− j)5.

Všimněte si, že uvedený výraz má jen tři sč́ıtance, na rozd́ıl od předchoźıho řešeńı. Vı́me tedy že zobrazeńı L
do K, které nejsou surjekce, je

∑4
j=1(−1)j−1

(
3
j

)
(3− j)5 a všech zobrazeńı L do K je 35. Proto surjekćı L na

K je 35−
∑3

j=1(−1)j−1
(
3
j

)
(3− j)5 =

∑3
j=0(−1)j

(
3
j

)
(3− j)5 = 35−3·25+3·15−1·0 = 243−96+3−0 = 150.
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6.3. Kolik existuje surjekćı n-prvkové množiny na (n− 1)-prvkovou množinu?

Vyjdeme ze vztahu pro princip inkluze a exkluze. Od počtu všech zobrazeńı (n − 1)n odečteme počet
těch, které vynechaj́ı některý prvek, přičteme počet všech zobrazeńı, které vynechaj́ı některé dva prvky,
odečteme počet všech zobrazeńı, které vynechaj́ı některé tři prvky, . . .

(n− 1)n −
(
n− 1

1

)
(n− 2)n + · · ·+ (−1)n−2

(
n− 1

n− 2

)
1n

a dostaneme
n−2∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
(n− 1− i)n.

6.4. Kolik existuje surjekćı n-prvkové množiny na dvouprvkovou množinu?

Vyjdeme ze vztahu pro princip inkluze a exkluze.

1∑
i=0

(−1)i
(
2

i

)
(2− i)n

Dostaneme (
2

0

)
2n −

(
2

1

)
1n = 2n − 2.

Jiné řešeńı:
Označme prvńı množinu N , |N | = n a druhou M = {x1, x2}. Celkově máme 2n zobrazeńı množiny N do
M . Z toho pouze dvě zobrazeńı nejsou surjekce, a to ta, která všechny prvky z N zobraźı pouze na x1
resp. x2. Proto je 2n − 2 všech surjekćı N na M .

6.5. Ukažte, že plat́ı následuj́ıćı kombinatorické identity.

a)
∑n

i=0

(
n
i

)
= 2n

Obě strany rovnosti vyjadřuj́ı počet všech podmnožin n-prvkové množiny. Zat́ımco na levé straně
rovnosti sč́ıtáme počty podmnožin všech možných velikost́ı, tak pravá strana udává všechny možnosti,
kdy pro každý z n prvk̊u vyb́ıráme ze dvou možnost́ı: zda bude nebo nebude do podmnožiny zařazen.
Takových výběr̊u je V ∗(2, n) = 2n. Protože obě strany vyjadřuj́ı počet všech podmnožin, tak se obě
strany rovnaj́ı.

Jiné řešeńı:

Tvrzeńı plyne i z binomické věty. Pokud do binomické věty

(x+ 1)n =
∑
i=0n

(
n

i

)
xi

dosad́ıme x = 1, dostaneme dokazovanou rovnost.

b)
(
n
0

)
+
(
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1

)
+

(
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2

)
=

(
n+3
2

)
Tvrzeńı ukážeme př́ımo. Nejprve si všimneme, že

(
n
0

)
= 1 =

(
n+1
0

)
. Opakovaným použit́ım rovnosti(

n
k

)
+
(

n
k+1

)
=

(
n+1
k+1

)
dostaneme(

n

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+

(
n+ 2

2

)
=

(
n+ 1

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+

(
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2

)
=

(
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1

)
+

(
n+ 2

2

)
=

(
n+ 3

2

)
.

c)
∑n

i=1 i =
(
n+1
2

)
Tvrzeńı ukážeme př́ımo. Zat́ımco levá strana udává součet n prvńıch přirozených č́ısel n(n + 1)/2,
což je vztah odvozený v prvńı kapitole, tak pravá strana je(

n+ 1

2

)
= (n+ 1)n/2.

Tvrzeńı plat́ı.
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d)
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+
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+
(
4
3
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)
=

(
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3

)
Podáme kombinatorický d̊ukaz. Zat́ımco pravá strana udává, kolika zp̊usoby můžeme ze sedmiprvkové
množiny M vybrat tři prvky, tak levá strana rovnosti poskytuje podrobněǰśı pohled. Mějme např́ıklad
množinu M = [1, 7], tak rozebereme možnosti, kolik je vybráno sudých a kolik lichých č́ısel. Mezi
prvńımi šesti přirozenými č́ısly jsou tři sudá a čtyři lichá č́ısla. Nemuśıme vybrat žádné sudé č́ıslo,
pak ale vybereme tři lichá č́ısla. Takových výběr̊u je

(
4
0

)(
3
3

)
. Můžeme vybrat jedno sudé č́ıslo, pak

ale vybereme dvě lichá č́ısla. Takových výběr̊u je
(
4
1

)(
3
2

)
. Dále můžeme vybrat dvě sudá č́ısla, pak

ale vybereme jedno liché č́ıslo. Takových výběr̊u je
(
4
2

)(
3
1

)
. A konečně můžeme vybrat tři sudá č́ısla

a žádné liché č́ıslo. Takových výběr̊u je
(
4
3

)(
3
0

)
. Užit́ım kombinatorického pravidla součtu je celkový

počet možnost́ı dán součtem počtu jednotlivých disjunktńıch možnost́ı, proto(
4
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3

3

)
+

(
4

1

)(
3

2

)
+
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+
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)
=

(
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)
Jiné řešeńı:

Můžeme obě strany vyč́ıslit. Zat́ımco levá strana je(
4

0

)(
3

3

)
+

(
4

1

)(
3

2

)
+

(
4

2

)(
3

1

)
+

(
4

3

)(
3

0

)
= 1 · 1 + 4 · 3 + 6 · 3 + 4 · 1 = 35,

pravá strana je (
7

3

)
=

7 · 6 · 5
3 · 2

= 7 · 5 = 35.

Obě strany dávaj́ı stejnou hodnotu a jsou si rovny.

6.6. Zd̊uvodněte (kombinatoricky, bez výpočtu kombinačńıch č́ısel), že plat́ı(
2n

3

)
= 2

(
n

3

)
+ 2n

(
n

2

)

Mějme množinu č́ısel A = [1, 2n]. Vezmeme libovolné neuspořádané trojice z A. Trojic {sudé, sudé, sudé}
je

(
n
3

)
, trojic {liché, liché, liché} také

(
n
3

)
. Trojic {sudé, sudé, liché} je

(
n
2

)
·
(
n
1

)
= n

(
n
2

)
a trojic {sudé,

liché, liché} je stejný počet. Počet výběr̊u všech trojic bez rozlǐsováńı sudosti a lichosti můžeme jednoduše
vyjádřit jako

(
2n
3

)
. Celkem dostáváme rovnost

2

(
n

3

)
+ 2n

(
n

2

)
=

(
2n

3

)
.


