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5 Domaci ukol — pfiprava na pisemku

5.1. Mame dénu mnozinu ¢isel [1,10]. S vyuzitim Dirichletova principu ukazte, ze

(a) kdyz vybereme kterychkoliv Sest z nich, tak mezi vybranymi ¢isly bude alesporii jedna dvojice éisel,
ktera dava soucet 11,

yZ vybereme kterychkoliv sedm z nich, tak mezi vybranymi ¢isly budou alespori dvé dvojice Cisel,
b) kdyz vyb kterychkoliv sed ich, tak i vybranymi ¢isly bud 1 n dvé dvojice Cisel
které dava soucet 11,

(c) kdyz vybereme néjakych pét z nich, tak dvojice se souctem 11 mezi vybranymi éisly nemusi existovat.

5.2. Necht n,r jsou pfirozena ¢isla. Dokazte matematickou indukei nasledujici rovnost pro kazdé n > r.
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5.3. Dokazte matematickou indukci, Ze soucet prvnich n,n > 1, pfirozenych sudych cisel (mame tedy
na mysli soucet 2 +4 4+ --- 4 2n) je 2(n-2i-1).

5.4. Je zndmo, Ze soucet prvnich n pfirozenych lichych ¢isel je n?. Abychom tvrzeni dokézali, sta¢i ukézat,
7e 1+3+---+(2n+1) = n? Ale jiz pro n = 1 vztah nefunguje, nebot ¢len 2n + 1 na levé strané nabyva
hodnoty 3, a tedy pro n = 1 je leva strana 1 + 3 = 4 a prava n? = 12 = 1. Naleznéte chybu v uvaze a
opravte ji.

5.5. Dokazte matematickou indukci, ze plati 2" > 2n + 1 pro kazdé n > 2.

5.6. Pro kterd pfirozend ¢isla n plati 2" > n2?? Své tvrzeni dokazte. (P¥i dokazovani matematickou indukci
vyuzijte tvrzeni z predchazejicitho piikladu.)

5.7. Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo vétsi nez 7, s vyjimkou ¢isla 11, lze ziskat jako soucet ¢tyfek a pétek,
pricemz v souctu muize byti pouzit libovolny pocet s¢itancti a nemusime nutné pouzit obé cisla.
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5.8. Vyjadfete vzorcem s proménnou n, n > 2, bez pouziti sumy nésledujici vyrazy: > ;. , i
(Navod: Vyuzijte skute¢nosti, ze (1) () = w a vzorce (2) (1) + (r;fl) +-+ (1) =

pro r = 2.)

5.9. Dokazte, ze pro kazdé prirozené n > 1 plati
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(a) 1+2+3+ - +n= (n; >
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(0) 1+ 4474+ @Bn—2) = =

5.10. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené k > 0 (bereme k € Ny) a n > k + 1 plati
n n n+1
+ = .
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5.11. DokazZte matematickou indukci tvrzeni
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(a) 12+22+...+n2:n(n+ 23( nt ),pro pfirozena ¢isla n > 1,
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o= 1)(2n + 1) = 2nT:— 1) pro pfirozend ¢isla n > 1,
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(¢) 142422423 ... 42" =2"" _ 1 pro piirozena &isla n > 0,

(d) n! > 2", pro pfirozena ¢isla n > 4,

n
(e) Z (z) = 2", pro pfirozend ¢isla n > 0.
i=0

5.12. Dokazte, ze soucet lichého poctu lichych pfirozenych ¢isel je lichy.

2



