Vzorova semestralni pisemka Diskrétni matematika 457 —-519

Jméno: os. Cislo: — skupina: fada: sedadlo:
Prectéte si pozorn€ zadani. U kaZdého prikladu uvedte také postup viypoctu.

1. Kolika zptsoby je moZné napsat cislo 50 jako souéet 30-ti s¢itanct — jednicek a dvojek. Rozlisu-
jeme poradi séitancu. 4b

Vyfesime Glohu obecnéjsi: Kolika zptsoby je mozné napsat ¢islo n jako soucet k s¢itanci — jednicek a dvojek.

Aby @loha méla Fefeni, musi byt k < n < 2k (coz Gloha v zadéan{ spliuje). Hleddme podet FeSeni rovnice
n=x +x2+---+ g,

kde 1 < z; < 2 pro vSechna 7 = 1,2,..., k. Pfedstavime si, ze ¢islo n je napsdno jako soucet n jednicek.

Do kazdé proménné z; dame jednu z k jedni¢ek a zbyvajicich n — k jedni¢ek mtzeme do k proménnych pfifadit
libovolné. Hleddme pocet moznosti, jak vybrat n — k proménnych mezi k¥ proménnymi, coZ je mozné ("f 2)

zpusoby.
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moznosti jak napsat ¢islo 50 jako soucet 30-ti jednicek a dvojek.

V tloze ze zadani existuje

2. Hodime tfemi kostkami: étyfsténnou, osmisténnou a dvacetisténnou kostkou. Jaka je stfedni
hodnota souctu ok na vSech kostkach? 3b

Vyfesime tlohu obecnéjsi: Hodime k-sténnou, I-sténnou a m-sténnou kostkou. Jaka je stfedni hodnota souctu
ok na vsech kostkach?

Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X, kterd uddva pocet ok, kterd padnou pfi hodu n-sténnou kostkou se
vypolitd z definice stfedni hodnoty jako
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Niés zajimé stfedni hodnota ndhodné veli¢iny YV, kde Y = X + X; + X,,.
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Dosazenim pro Glohu ze zadani dostaneme stfedni hodnotu souctu ok
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3. Kolik raznych slov lze ziskat preusporadanim pismen slova "DEFENESTRACE”? Kolik z nich
neobsahuje FENSTER (pétici sousedicich pismen FENSTER)? 4b

Nejprve vypoditdme, kolik riznych anagrami slova DEFENESTRACE existuje celkem. PouZitd pismena jsou
1D, 4E, 1F, 1N, 1S, 1T, 1R a 1C dostaneme vyuZitim vztahu pro permutace s opakovinim pocet vSech anagramt

(I4+4+14+1+14+1+1+1)! 11

1 = = 1663200.

Pro nalezeni poctu slov, kterd obsahuji "FENSTER”, si pfedstavime slovo ”FENSTER” jako jediné pismeno
X. Hledame permutace slov z pismen 1X, 1D, 2E a 1C. Takovych je

1+14+2+1)! 5!

Abychom nasli pocet hledanych slov, ode¢teme od poc¢tu v8ech slov ty, ktera obsahuji podslovo ”FENSTER”:

1663200 — 60 = 1663140.



4. Ukazte, Ze relace délitelnosti | na mnoZiné {5, 10,35, 25,50,75} je antisymetrickd. Najdéte viechny
minimalni, nejmensi, maximalni a nejvétsi prvky. Nakreslete hasseovsky diagram relace. 5b

Relace délitelnosti je antisymetricka pro v8echna celd éisla, nejen pro &isla z mnoziny A = {5, 10, 35, 25, 50, 75}.
Musime ukdzat, ze Vz,y € A: (z,y) € |A (y,z) € | = z = y.

Mame-li takovou dvojici prvkt z,y € A : (z,y) € | A (y,z) € |, znamena to, ze z déli y a soucasné y déli z. Je
proto x <y a soucasné y < z, tedy x = y. Tim je vlastnost antisymetrie dokizana.

e minimalni prvek je 5

e maximéalni prvky jsou 35, 50, 75

e nejmensi prvek je 5

e nejvétsi prvek neexistuje

50 75
10 25 35
)

Hasseovsky diagram relace délitelnosti na mnoziné {5, 10, 35, 25,50, 75}.

5. Kolik existuje sedmicifernych é&isel s ¢&islicemi 1,2,...,4, ktera neobsahuji étyfi a vice stejnych
¢islic? 4b
Vyfesime tlohu obecnéjsi: Budeme hledat takova ¢isla s ¢islicemi 1,2, ..., k&, kde 1 < k£ < 10. VSech sedmicifer-

nych &isel je
V*(k,7) = k.
Od poctu vsech Cisel odeCteme ty, které maji ¢tyfi a vice stejnych éislic.

e Pokud mé sedmiciferné ¢islo Ctyfi stejné Cislice, miZzeme tuto Cislici vybrat k zpusoby a ostatni Cislice
libovolné mezi k — 1 &islicemi (musi byt jiné). V pfipadé, ze prvni tyfi Cislice jsou stejné a dalsi libovolné
jiné, dostaneme k - (k — 1)® moznosti. Avsak pozice &tyf stejnych ¢islic mize byt libovolnd z (Z) moznosti.
Celkem mame

(Z) -7-(k—1)* = 245(k — 1)® moznosti.

e Podobné pokud mé sedmiciferné ¢islo pét stejnych ¢islic, mizeme tuto Eislici vybrat k zplsoby a ostatni
&slice libovolnd mezi k — 1 &islicemi. Pozic pro pét stejnych &slic je celkem (7). Celkem méme

(;) -7+ (k—=1)% = 147(k — 1)®> moznosti.

e Pokud mé sedmiciferné ¢islo Sest stejnych &islic, dostaneme celkem

(Z) -7 (k—1)" = 49(k — 1) moZnosti.

e Pokud mé sedmiciferné ¢islo sedm stejnych ¢islic, dostaneme celkem

(;) -7-(k—1)° = 7 moZnosti.

Celkem dostaneme odectenim nevyhovujicich moznosti od poétu vSech éislic
kT —245(k —1)® — 147(k — 1)? — 49(k — 1) — 7 moZnosti.
Pro Glohu ze zadani dostaneme pro k = 4

k" —245(k — 1) — 147(k — 1)? — 49(k — 1) — 7 = 5646.



