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Uvodem

Tento text je koncipovan jako pomucka pro vyuku i studium diskrétni matematiky a teorie grafi. Text je
rozdélen do nékolika tématickych okruhu, které odpovidaji clenéni témat v predmeétu Diskrétni matematika.
Najdete zde jednak motivacni piiklady, pti jejichz feSeni se vyuziji postupy a metody diskrétni matematiky
a jednak typové piiklady, které maji studenta pfipravit na feSeni klasickych tloh. Do textu jsou zahrnuta
i témata z oblasti, ktera jsou zarazena do osnov predmétu az od roku 2019.

Na webu homel.vsb.cz/~kov16/predmety.php je navic k dispozici celd fada interaktivnich ukézek a
déle na webu dim_vsbh ¢z jsou pak typové tlohy k dispozici v multimedidlni formé tzv. ,pencasti®.

Chtél bych podékovat studenttim a pozdéji kolegum Pavle Kabelikové a Tomasi Kupkovi, ktefi pomahali
s pripravou nékterych piikladu a také Michalu Kubesovi, ktery pozorné proSel ¢ast feSenych piikladu.
Podékovéni patif i dalsim studentiim a kolegtim: Martinu Cermékovi, Oldfichu Vlachovi, Tereze Kovarové,
Adamu Silberovi, Luk&dsi Rapantovi, Matéji Krbeckovi a Jirkovi Fialovi, ktefi odhalili celou fadu chyb
a preklepu.

Resené a nefesené piiklady
Pro studenty jsou pfipraveny soubory dva. Jeden obsahuje pouze zadani piikladi a zadné vysledky, druhy
soubor pak obsahuje u vétsiny piikladt postup feSeni, nebo alesponi ¢iselny vysledek pro kontrolu. Pfi studiu

doporucujeme tesit predevsim ptiklady ze souboru bez feSeni a teprve vlastni postupy a vysledky srovnat
s druhym souborem. Pro piehlednost je ¢islovani piikladi v obou souborech totozné.

K pouzitym symbolim

Piiklady oznacené ,* &jsi

rozbor. Pri feSeni piikladu oznacenych ,,**“ je tieba néjaky ndpad nebo vysledek z jiné oblasti matematiky.
Zdiraznéme ale, ze hvézicka neznamend nutné ,to nikdy nevytesim*.

Naproti tomu pifklady oznacené ,¥“ jsou tak lehké, ze jejich FeSeni je mozné zpaméti jen s uzitim
zékladnich pojmu.

V Ostravé 9. inora 2026.


homel.vsb.cz/~kov16/predmety.php
dim.vsb.cz
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Motivacni priklady

V této casti uvedeme nékolik typickych piikladu, které se béhem semestru nauc¢ime tesit. Ukazuji, ¢im se
diskrétni matematika odliSuje od jinych matematickych disciplin, se kterymi se studenti uz béhem studia
setkali: od matematické analyzy, algebry a geometrie. VSimnéte si, ze pro feSeni piikladd v Diskrétni
matematice sice pouzivame pocty a digramy, avSsak mnohem méné metody algebry, analyzy ¢i geometrie.
Piiklady tak vymezuji oblast diskrétni matematiky vuci jinym klasickym matematickym disciplinam.

0.0.1. Devét kamaradu si na Vanoce dalo darky. Kazdy dal darky tfem svym kamarddum. Ukazte, ze neni
mozné, aby kazdy dostal darky pravé od téch tif kamarddu, kterym darky sdam dal.
Situaci pfeddavani darku zndzornime grafem. Vrcholy grafu budou kamaradi, mame tedy celkem 9 vrcholu.
Hrana bude mezi témi dvéma vrcholy (kamarady), kteff si navzdjem dali darky.

Pokud by feSeni existovalo, tak bychom méli pravidelny graf stupné 3 s 9 vrcholy, coz podle principu
sudosti neni mozné. Plati Ze soucet stupnu vrcholu grafu G(V, E) je roven dvojndsobku poc¢tu hran:

Y deg(v) =2|E(G)|

veV(G)

a soucet stupiiil je tedy sudé &islo, nebot kazdé hrana piispivd do celkového souétu jednickou za kazdy
koncovy vrchol. V nasem grafu by vsak bylo

D> deg(v)= ) 3=9-3=2T.

veV(Q) veV(G)

Jiné teSeni:

Pokud nechceme vyuzit pojmu teorie grafu, tak staci si uvédomit, ze vzajemné posilani darka znamend

vytvareni dvojic darka, které si kamaradi vymeéni. Darku je celkem 9 - 3 = 27. V kazdé dvojici si pratelé

vyméni dva darky. Dojde proto vzdy k vyméné sudého poctu darku. Predat takto 27 darka neni mozné.
Vytvotrime-li 13 dvojic, pieda se 2 - 13 = 26 darku. Vytvoiime-li 14 dvojic, predd se 2 - 14 = 28 dérku.

0.0.2. ,Tti domy a tii studny.“ Podle povésti zily v Temném hvozdu tfi ¢arodejnice. Kazdé bydlela ve své
vlastni sluji a kazdd potfebovala k provozovani své zivnosti vodu ze t¥i studanek: s zivou vodou, s mrtvou
vodou a s pitnou vodou. Jenomze cestou ke studankam se ¢arodejnice nesmi potkat, ani zk¥izit vyslapanou
cesticku jiné carodejnice. Jak mohla vypadat mapa lesa se slujemi, studnami a cestickami? Pokud FeSeni
neexistuje, peclivé zduvodnéte.

Libovolné si nakreslime v roviné t¥i studny, oznac¢ime si body si, s2 a s3. Nakreslime sluj ¢arodejnice ¢; a
spojime cestickami se vSemi studnami. Podobné piidame sluj ¢arodejnice ¢o, viz obrazek Il Nyni mame
rovinu rozdélenou na tfi oblasti (bez ohledu na volbu bodu a cesticek).

Obrézek 0.1: Tr domy a tri studny.
Do néketé z nich pfidame sluj ¢3. Nyni

e pokud pfidame sluj do oblasti ohrani¢ené ¢y, ss, €2, s1, nelze bez kiizeni vést pésinku ke studance s
(viz obrazek [T),

e pokud pridame sluj do oblasti ohrani¢ené ¢1, so, Co, s1, nelze bez kiizeni vést péSinku ke studance ss,
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e pokud piidame sluj do oblasti ohranicené ¢1, so, Co, 83, nelze bez kiizeni vést pésinku ke studance s;.

Jiné teSeni:

Ukazeme, ze graf K33 (s partitami {si,s2,s3} a {c1,c2,c3}) neni plandrni. Vime, ze plandrni graf
bez trojuhelniki mé nejvyse 2n — 4 hran (odvozeno z Eulerova vztahu). Protoze graf K33 je bipartitni,
tak neobsahuje trojihelniky a pokud by byl planarni, tak ma nejvyse 2 -6 — 4 = 8 hran. AvSak K33 ma 9
hran, a proto neni planarni.

0.0.3. ,,Sedm mostu mésta Krélovee“ Méstem Kralovec (dnesni Kaliningrad na tzemi Ruska) tece reka
Pregola, kterd vytvaii dva ostrovy. V 18. stoleti byly ostrovy spojeny s obéma biehy i navzajem celkem
sedmi mosty (Obrézek 03A). Otézka zni, zda je mozné véechny mosty prejit tak, aby ten, kdo se o to pokoust,
vstoupil na kazdy most pouze jednou.

KONINGSBERGA

:ﬁ:\ :-_ ¥

FEr ),
SRR .
A RN
i

Obrézek 0.2: Sedm mostu mésta Krdlovece v 18.stolett.

Ukézeme, ze graf, jehoz vrcholy jsou ostrovy a biehy feky Pregoly a jehoz hrany jsou mosty, neni mozno
nakreslit jednim tahem, protoze graf neni eulerovsky. ReSeni ilohy proto neexistuje.

0.0.4. ,Dokonaly kompresni algoritmus® Najdéte alespon jeden piiklad dokonalého bezztratového kom-
presniho a dekompresniho algoritmu. Mate najit dva algoritmy:

1. postup, jak z libovolné posloupnosti bajtu b1, bo, ..., b, sestavit kratsi posloupnost ci, co, ..., ¢, kde
m < n, a soucasneé

2. postup, jak z posloupnosti ¢, ¢, ..., ¢y sestavit zpét posloupnost b1, ba, ..., by,.

Pokud takovy algoritmus neexistuje, peclivé zduvodnéte.
Ozna¢ime B mnozinu vSech libovolnych n-prvkovych posloupnosti b1, b, . . . , b, a ozna¢me C' mnozinu vSech
zkompresovanych m-prvkovych posloupnosti ¢, co, . . ., ¢n,. Existence bezztratového kompresniho a dekom-
presniho algoritmu, znamenad, ze hleddme alespoii jednu bijekci mezi mnozinami B a C.

Avsak obé mnoziny jsou kone¢né. Vime, ze |B| = 256™ a |C| < 256™. Pokud by hledany algoritmus
mél existovat, musi byt

IC|=|B] = 256™=|C|=256" = m=n.

To vsak podle zadani neni mozné, a proto hledny algoritmus neexistuje.

0.0.5. ,Lamani ¢okolady“ Tabulka ¢okolady se sklada z m x n ¢étverecku. Cheeme ji naldmat na jednotlivé
¢tverecky. Najdéte (a dokazte) jaky je nejmensi pocet zlomu, abychom ¢okolddu m xn rozdélili na jednotlivé
ctverecky?
Pro tabulku ¢okolady 1 x 2 staéi jediny zlom. Pro tabulku o tfech ¢tvereccich je potieba pravé dva zlomy.
Ukézeme, ze pro tabulku ¢okolady o rozméru m x n staci pravé m-n — 1 zlomu. Tvrzeni dokdzeme silnou
matematickou indukei vzhledem k poctu ¢tverecku m - n.

Jako zaklad indukce vezmeme tvrzeni, ze tabulku ¢okolady 1 x 1 umime rozdélit pomoci 0 zlomu. Je
ziejmé, ze vztah 1-1 — 1 = 0 plati.
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Nyn{ indukénim pfedpokladem silné indukce je tvrzeni, ze kaZdou tabulku ¢okolady s poctem k a méné
¢tverecku (k > 1) a umime rozdélit pomoci maximalné k—1 zlomu. Ukdzeme, Ze tvrzeni plati i pro ¢okolddu
s k+1 ¢tverecky. Jedinym zlomem rozdélime tabulku o k+ 1 étvereccich na dvé mensi ¢asti. Protoze k > 1,
tak to je vzdy mozné. Pocet dilku v obou ¢astech oznacime ky a ko. (Plati ky + ko = k.) Kazda z ¢asti spliuje
indukéni predpoklad a tak je umime rozdélit pomoci k1 — 1 resp. ko — 1 zlomu na jednotlivé ¢tverecky.
Celkem je potieba

(k1 =14+ (ke—1)+1=ki+hka—1=k—-1

zlomu. Z principu silné matematické indukce plyne platnost tvrzeni pro libovolné k > 1.

Pro rozdéleni ¢okolddy o rozméru m x n sta¢i vzdy pravé mn — 1 zlom.
Jiné feseni:
Sta¢i si vSimnout, Ze na zacadtku méme jedinou ¢ast = celek (tabulka cokolddy). Pii kaZdém déleni se
z jedné ¢asti stanou dvé mensi ¢dsti. Pfi prvnim déleni vzniknou j jedna ¢asti dvé ¢asti, pfi druhém déleni
celkem tii ¢asti, atd. Pfi n-tém déleni bude n + 1 ¢asti.

Jakmile budou vsechny ¢éasti rozdéleny na ¢tverecky, budeme mit m - n ¢tverecka po m-n — 1 délenich.
Celkem bude potieba mn — 1 déleni = zlomnu.

0.0.6. ,Handshaking problem® Mame skupinu n lidi (n > 2) z nichz nékteii si podali ruce. Ukazte, ze
ve skupiné jsou alespon dva lidé, kteii podali ruku stejnému poctu lidi ve skupiné.

Kazdy z n lidi mohl podat ruku nejvyse n—1 krat a nejméné 0 krat. To je celkem n moznych riznych poctu.
Avsak nemuze se souCasné stat, ze pokud nékdo podé ruku véem n — 1 ostatnim a nékdo jiny si nepoda
ruku s nikym. Proto mdme nejvyse n — 1 ruznych poétu poddni rukou mezi n lidmi. Podle Dirichletova
principu musi alespoii dva lidé podat ruku stejnému poctu lidi ve skupiné.

0.0.7. ,Krabice“ Méjme n krabic poskladanych do jednoho vysokého sloupce. Nyni méame za kol tento
sloupec rozlozit na mensi hromadky, pficemz za kazdé rozlozeni sloupce o vysce a+ b na dva mensi sloupce
o vyskach a, b dostdvame a-b bodu. Postup konéi, jakmile zddné dvé krabice nelezi na sobé. Cilem je zvolit
takovy postup rozkladani sloupcu krabic, aby soucet bodu za vSechny kroky by co nejvétsi.

Ukéazeme, ze celkovy pocet ziskanych bodu je vzdy (Z) = n(n — 1)/2 bez ohledu na postup rozkladani.
Tvrzeni ukazeme silnou indukei.

Ziklad indukce: Pro sloupec jediné krabice je pocet bodu za rozlozeni 0, coz odpovida vztahu n(n—1)/2 =
0 pro n = 1. Pro hroméddku dvou krabic je pocet bodu za rozlozeni 1, coz odpovida vztahu n(n —1)/2 = 2
pron = 2.

Indukcéni krok: Meéjme n krabic, kde n > 2, a pfedpokladejme, ze pro vSechny mensi pocty k krabic, kde
1 < k < n ve sloupci je ziskany pocet bodu (S) = k(k—1)/2. Nyni rozdélime sloupec n krabic na dva mensi
sloupce o vysce k a n — k. Dostaneme k(n — k) bodu a k tomu pfi¢teme podle indukéniho predpokladu (’;)

bodu za rozlozeni sloupce k krabic a ("gk) bodu za rozlozeni sloupce n — k krabic. Celkem dostaneme

k(n—k)+(l;>+<n;k> —k(n—k)+k(k—1)/2+ (n—k)(n—k—1)/2 =

=nk—k2+ k2 —k+n® -2k + k> —n+k)/2=nk—k>+k*—nk+(n*-n)/2=

=n(n—1)/2 = (Z)

Podle principu matematické indukce je pocet ziskanych bodu roven (g) pro vSechna pfirozena n > 1.
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Zaklady diskrétni matematiky

Kolik ruznych oblasti na obrézku najdete?
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1 Posloupnosti, sumy a produkty, zaokrouhlovani

Nejprve pripomeneme, ze znamy vztah pro soucet prvnich n kladnych celych ¢éisel je

n

Zi:g(n+1). (1)

=1

Podrobnéji si o zakladnich kombinatorickych pojmech piectete v tivodni kapitole skript [ZDMI].

1.1 Posloupnosti

1.1.1. Najdéte vztah pro n-ty ¢len nasledujicich posloupnosti.

a) 3,6,12,24,48, . ..
Vsimneme si, Ze posloupnost je geometrickd, nebot podil kazdych dvou po sobé nasledujicich ¢lent

je a(’;—:l = ¢ = 2. Prvni ¢len je a; = 3. Dostédvame a, = 3-2""! pron € N.

b) 1,0,1,0,1,0,...

Nejednd se o geometrickou ani aritmetickou posloupnost. Muzeme v8ak n-ty ¢len zapsat napiiklad

a, = % i (—1%"7 nebo a, = [sin(%F)| pron € N.

c) 0,1,3,7,15,31,...
Viimneme-li si, ze kazdé ¢islo je o 1 mensi nez mocnina dvojky, tak ihned dostaneme a,, = 2"~ — 1
pron € N.

1.1.2. Na tcet je vlozena ¢astka 50 000 ¢é. Céstka bude kazdoroéné tirokovéna dvéma procenty. Kolik bude

na uctu za n let?
Castka po n letech odpovida n-tému c¢lenu geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ = 1 + 0.02 = 1.02.

Dostavame a, = 50 000 - 1.02" pro n € N.

1.1.3. Na ticet je vlozena Gastka 50 000 ¢. Céstka bude trokovéna tirokem dvé procenta roéné. Uroky jsou
vSak pripisovany kazdy mésic. Kolik bude na ic¢tu za n mésicu?

Céstka po n mésicich odpovidd n-tému élenu geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ = 1 + %02 02 = %.
Dostavame a, = 50 000 - (28(1)) pron € N.

1.2 Sumy a produkty

1.2.1. Vypoctéte Ef, 3 3'2"’.
Pro ptehlednost si sumu rozepiseme, coz zkuSenéjsi poctar délat nemusi.

SR g 1,23 45 6
02 222 2 2 2 2
Dale postupujeme substituci j = i + 3.
4 4 7
3+7 1
R PILRT R o
i=— i=—3 §=0

S vyuzitim vztahu () dostaneme

N =
”M~
o
w\
1\3\\1
;_L
+
N
N—
I
—
N
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1.2.2. Najdéte obecny vztah pro soucet prvnich k lichych cisel.
Libovolné liché ¢islo k¥ muzeme zapsat jako k = 2i — 1. Sestavime a vypoc¢itdme sumu

22171—222721—2 k+1) k=k+k—k=k.

1.2.3. Najdéte obecny vztah pro soucet prvnich k sudych kladnych ¢isel.
Libovolné sudé ¢islo £ muzeme zapsat jako k = 2i. Sestavime a vypocCitdme sumu

k k
S =2y i=2. g(k+ 1) = k(k+1).
=1 =1

1.2.4. Najdéte obecny vztah pro sou¢in prvnich k pfirozenych cisel.
Sestavime a vypocitdme produkt

1.2.5. Najdéte obecny vztah pro souc¢in prvnich k sudych pfirozenych é&isel.

Sestavime a vypocitame sumu
k

k
[ =2 ]]i=2" &

=1 =1

1.2.6. Zapiste a zjednoduste soucet 12 + 100 + 10000 + 10000 + -
Jedné se o soucet nekonecné geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem 12 a kvocientem W Vime, ze

soucet nekonecné geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a a kvocientem q je 1. Dosazenim do vztahu
dostaneme
12+12_’_ 12 n 12 T 12 _12_1200_400
100 ~ 10000 ~ 10000 B 1—1—(1)0 B % 99 337

1.2.7. Ukazte, ze aritmeticky prumeér libovolného sudého poctu po sobé jdoucich celych ¢isel neni celé ¢islo.
Sestavime a vypocitame aritmeticky prumér 2k po sobé jdoucich celych ¢&isel a,a +1,...,a + 2k — 1.

Sitiati—1)  2ka—2k+ 300 2ka—2k+ 52k(2k+1) _
2k 2k B 2k B

2k (a — 1+ 3(2k + 1 1
= (a 2 ))—a—l—i- S2k+1)=a—1+k+3.
2k 2
Protoze a i k jsou celd ¢isla, tak ihned vidime, ze vypoéltany prumér neni celé éislo.

1.2.8. Méjme ctyfi libovolnd realnd ¢isla a, b, ¢, d € R. Sestavte predpis posloupnosti a,, pro n € N tak, aby
ap=a,as=0>b, a3 =c, ag = d.
Lze vyuzit napiiklad Lagrangeuv interpola¢ni polynom v bodech [1,al, [2,b], [3, ], [4,d]. Dostaneme

(=2 =3)n-4)  (-Dn-3m-4) (@-Dn-2)r-4)  (n-1)n=2)(n-3)
(

= 1 —3)1-4) T 2-12-32-4 T B-1DB-2 3—4fL (4-1)4-2)(4-3)

1.3 Aritmeticka posloupnost

1.3.1. Zjistéte, zda dand posloupnost je aritmeticka, nebo ne.

a) 33,36,39,42,45,...
Ovétime, zda rozdil dvou po sobé jdoucich prvki je konstantni. Ovéiime ay —a; = 36 —33 = 3, a také
ag—ao =39—-36 =3, a4 —a3 =42—39 = 3, a5 — aq = 45 — 42 = 3. Protoze a,, — a,,_1 = 3, a protoze
predpokladame, ze podle tohoto schématu posloupnost pokracuje déle, tak se jedna o aritmetickou
posloupnost
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b) 1,2,4,8,16,...
Ovétime, zda rozdil dvou po sobé jdoucich prvku je konstantni. Ovéfime as —a; =2 —1 =1, ale
as —as =4 —2 =2 1. Nemusime déle ovéfovat, mame ruzné rozdily dvou po sobé jdoucich ¢lenu,
nejedna se o aritmetickou posloupnost.

c) 7,7,7,7,7,...
Ovétime, zda rozdil dvou po sobé jdoucich prvka je konstantni. Ovéiime as —a; =7 —7 = 0 a stejné
an — ap—1 = 7 — 7 = 0. Konstantni posloupnost je aritmeticka posloupnost s diferenci 0.

d) 7,-7,7,-7,7,-7,...

Ovérime, zda rozdil dvou po sobé jdoucich prvku je konstantni. Ovérime ag —a; = 7—(=7) = 14, ale
a3 —ag = —7—T7 = —14 # 14. Nemusime déle ovéfovat, mame rizné rozdily dvou po sobé jdoucich
¢lenti, nejednd se o aritmetickou posloupnost.

1.3.2. Ovétte, zda posloupnost dané vztahem pro n-ty c¢len je aritmeticka, nebo ne.
a) ap ="y pron €N, n>2
Vypocéitame diferenci dvou po sobé nasledujicich ¢lent.

n -1 _nn-2)-(n-1% n*-2n-n+2n-1 _ 1
n—1 n—-2  (n—-1D)n-2) (n—1)(n—2) C (n—1)(n—-2)

anp — Ap—-1 =

Protoze rozdil dvou po sobé jdoucich ¢lenu a,, — a,—1 neni konstantni (zavisi na hodnoté n), tak
uvedend posloupnost neni aritmeticka.

b) a, =2 proneN
Vypocitame diferenci dvou po sobé nasledujicich ¢lent.

n—+1 n n+1-—n 1

Qp — Qp—1 = =t T
no el T e T 2 2

Protoze rozdil dvou po sobé jdoucich ¢lent a, — a,—1 je konstantni (nezavisi na hodnoté n), tak

uvedend posloupnost je aritmeticka.

c) ap = pron €N

2
n+1l
Vypocéitame diferenci dvou po sobé nasledujicich ¢lent.

2 2 2n-2(n+1) -2

In =L =0T T T nn+1)  nn+1)

Protoze rozdil dvou po sobé jdoucich ¢lent a,, — a,—1 neni konstantni (zavisi na hodnoté n), tak
uvedend posloupnost neni aritmeticka.

d) ap=3+4nproneN

Vypocéitame diferenci dvou po sobé nasledujicich ¢lent.
ap —ap—1 =3 +4n— (3+4(n—1)) =4.

Protoze rozdil dvou po sobé jdoucich ¢lent a, — a,—1 je konstantni (nezavisi na hodnoté n), tak
uvedend posloupnost je aritmeticka.

1.3.3. Najdéte vztah pro n-ty ¢len nasledujicich aritmetickych posloupnosti.
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2)

4,7,10,13,16, ...

Snadno nahlédneme, ze uvedend posloupnost je aritmetickd posloupnost s prvnim ¢lenem a; = 4
a diferenci d = 3. Proto
an=a1+nm—-1)d=44+(n—-1)3=3n+1

pron € N.
1,0,—-1,-2,-3,—4,...

Thned vidime, Ze se jedna o aritmetickou posloupnost s prvnim ¢lenem a; = 1 a diferenci d = —1.
Proto

an=a1+n—-1)d=14+(n—-1)(-1)=2-n
pron € N.
1,0,-1,-2,-3, —4

Postupujeme stejné jako u predchoziho piikladu, avsak posloupnost je konecnd a plati a, = 2 —n
pro n € [1,6].

. U dané aritmetické posloupnosti urcete jeji prvni ¢len, jeji diferenci a vztah pro n-ty clen, vite-li

ag 24, as = —2.

Protoze a4y = ag 4+ 2d, tak dosazenim hodnot ao, a4 uréime diferenci.

as = a9 +2d
-2 = 4+42d
2d = -6

d = -3

A protoze as = a1 + d, tak dosazenim urc¢ime a;.

ay = a1+d
4 = a] — 3
ap = 443=".
Dand posloupnost mé prvni ¢len a; = 7, diferenci d = —3 a vztah pro n-ty ¢len a, = a1+ (n—1)d =
7—(n—1)3=10—-3npron € N.
a1 + a3 = 4 a soucet prvnich péti ¢lenu je s5 = —5.

Ze zadani vime, ze s5 = a1 +as + a3+ a4+ a5 = a1 + (CL1 + d) + (a1 + 2d) + (a1 + 3d) + (a1 +4d) =
5a1 + 10d = —5. Podobné vime, ze a1 + a3 = a1 + (a1 + 2d) = 2a1 + 2d = 4. Dostavame soustavu
rovnic

5a1 +10d = -5
201 +2d = 4.
Upravou dostaneme
a1 +2d = -1
a1 +d = 2.
Odectenim obou rovnice dostaneme d = —3 a dosazenim do druhé rovnice pak a; = 5. Vztah pro

n-ty ¢len je ap, = a1+ (n—1)d=5—(n—1)3=8 —3n pron € N.
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1.3.5. Najdéte takovou aritmetickou posloupnost (ay), ze a1 + ag = 24, a4 + a5 = 12.
Pro n-ty ¢len aritmetické posloupnosti plati a, = a1 + (n — 1)d, kde a; je prvni ¢len a d je diference.

Rovnice ze zadani pfepiSeme jako soustavu.

a;+ (a1 +5d) = 24
(a1 +3d) + (a1 +4d) = 12
Proto
2a1 +5d = 24
201 +7d = 12.
Odectenim obou rovnic dostaneme 2d = —12, a proto d = —6. Dosazenim do prvni rovnice vypocitame

2a1—30 = 24, proto a; = 27. Hledan4 posloupnost je dana vztahem pro n-ty ¢len a,, = 27—6(n—1) = 33—6n

pron € N.

1.3.6. Urcete soucet prvnich deseti ¢lenu aritmetické posloupnosti, vite-li

a) a2 :4, d=2.5.

Protoze a; = as —d =4 — 2.5 = 1.5, tak dosazenim do vztahu pro soucet s, = n(2a; + (n — 1)d)/2

ur¢ime hledany soucet.

Sn
510
510

510

a1+ a3z = 24 a s5 = 35.

n(2a1 + (n —1)d)/2
10(3 +9-2.5)/2
5-25.5

127.5

Protoze s5 = a1 +as+as+aq+as = a1 + (a1 +d) + (a1 +2d) + (a1 + 3d) + (a1 + 4d) = 5a; +10d = 35.

Podobné a1 + a3 = a1 + (a1 + 2d) = 2a,

+ 2d = 24. Dostavame soustavu rovnic

ba; +10d = 35
2a1 +2d = 24
Upravou dostaneme
a1 + 2d 7
a1 + d = 12
Odec¢tenim obou rovnice dostaneme d = —5 a dosazenim do druhé rovnice pak a; = 17. Soucet

prvnich deseti ¢lent pak je

Sn
510
510

510

1.3.7. Dokazte, ze pro libovolna a,b € R jsou
jdouct ¢leny aritmetické posloupnosti.
Porovname rozdil ¢o — ¢ a s rozdilem c3 — c¢s.

02—01:a2—b2—(a—

c3—c2 = (a+0)? — (a* -

n(2a; + (n —1)d)/2
10(34 +9 - (=5))/2
5(34 — 45)

—59.

¢sla c1 = (a —b)2, c2 = a® + b2, c3 = (a + b)? tFi po sobé

b)? =a® - b — (a® — 2ab + b*) = 2ab.
b?) = a® + 2ab + b* — a® — b* = 2ab.

Protoze jsou rozdily stejné, jsou ¢&isla ¢y, co a ¢ tii po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti.
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1.4

1.4.1.
a)

1.4.2.

1.4.3.

Geometricka posloupnost

Zjistéte, zda dand posloupnost je geometricka, nebo ne.
33,36,39,42,45, . ..

Ovéfime, zda podil dvou po sobé jdoucich prvku je konstantni. Ovéfime as/a; = 36/33 = 12/11, ale
ag/az = 39/36 = 13/12 # 12/11. Nemusime déle ovéfovat, mdme ruzné podily dvou po sobé jdoucich
¢lenu, nejednd se o geometrickou posloupnost.

1,2,4,8,16, . ..

Ovérime, zda podil dvou po sobé jdoucich prvku je konstantni. Ovérime ag/a; = 2/1 = 2, a také
as/as =4/2 =2,a4/a3 = 8/4 =4, a5/ay = 16/8 = 2. Protoze a,/a,—1 = 2 a protoze predpokladdme,
ze podle tohoto schématu posloupnost pokracuje dale, tak se jednd o geometrickou posloupnost
s kvocientem 2.

T,0,7,7,7, ...

Ovérime, zda podil dvou po sobé jdoucich prvku je konstantni. Ovéiime ag/a; = 7/7 = 1 a stejné
apn/an—1 = 7/7 = 1. Konstantni posloupnost je geometrickd posloupnost s kvocientem 1.
7,=7,7,-7,7,—7,...

Ovérime, zda podil dvou po sobé jdoucich prvku je konstantni. Ovéiime as/a; = (=7)/7 = —1
a také ag/as = 7/(=7) = =1, as/az = (=7)/7 = —1, as/ay = 7/(—7) = —1. Protoze an/an—1 =
—1 a protoze predpokladame, ze podle tohoto schématu posloupnost pokracuje dale, tak se jedna
o geometrickou posloupnost s kvocientem —1.

Ovérte, zda posloupnost dana vztahem pro n-ty ¢len je geometricka, nebo ne.
ap =y pron €N, n>2
Vypocitame podil dvou po sobé nésledujicich ¢lent.

n n—1_ n n-2 nn-2)
n—1"n-2 n-1 n-1 (n-12"

an/an—l -

Protoze podil a,/a,—1 neni konstantni (zavisi na hodnoté n), tak uvedend posloupnost neni geome-
tricka.

ap = 3% pron €N

Vypocitdme podil dvou po sobé néasledujicich ¢lenu.

1 1 gn—1 1

3 g1 30 3

Protoze podil a,, /a,—1 je konstantni (nezévisi na hodnoté n), tak uvedend posloupnost je geometrickd.

an/an—l =

Najdéte vztah pro n-ty ¢len nasledujicich geometrickych posloupnosti.

3,6,12,24,48, ...
Snadno nahlédneme, Zze uvedena posloupnost je geometrickd posloupnost s prvnim ¢lenem a; = 3
a kvocientem ¢ = 2. Proto pro n € N je a, = a;q" ' =3-2""L.

27_\/5)1,_§a %a

Vsimneme si, ze podil dvou po sobé nésledujicich ¢lent je vzdy as/a; = —@ = ag/az = as/az =
as/ay a predpoklddédme, ze posloupnost pokracuje stejnym zpusobem. Plati a1 = 2, ¢ = —g. Proto
pron € N je

1 \/i n—1 - \/i n
an = a1q =2 (—2> =—2V2 (—2> .
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¢) 500,50,5, %, 4

P} 57 %, DY
Snadno nahlédneme, Ze uvedend posloupnost je geometrickd posloupnost s prvnim ¢lenem a; = 500
a kvocientem ¢ = %0. Proto a,, = 500 - 10”%1 = 51%99 pron € N.
d) 54,18,6,2
Postupujeme stejné jako u predchozich piikladu, avSak posloupnost je koneéna a plati a,, = 3;%1 = 13%
pro n € [1,4].

1.4.4. U dané geometrické posloupnosti urcete jeji prvni ¢len, jeji kvocient a vztah pro n-ty ¢len, vite-li

a) ay-az3=—9,a3-a4="9
Z prvni rovnice vime, Ze a; - a1 - ¢*> = —9 a z druhé rovnice dostaneme ze a1 - ¢ - a; - ¢° = 9. Odtud
dostaneme dvé rovnice
a% = -9
a% . q4 =9
Vydélenim druhé rovnice prvni rovnici ihned pro a; # 0 dostavame ¢> = —1. Takova rovnice nem4

feSeni v oboru realnych ¢isel, proto hledana geometricka posloupnost neexistuje.

b) a;-a3=9, az-a5=—-9
Z prvni rovnice vime, Ze a; - a1 - ¢*> = 9 a z druhé rovnice dostaneme ze a1 - ¢ - a1 - ¢* = —9. Odtud
dostaneme dvé rovnice
2 2

ai-¢- =9

ai-¢® = -9
Vydélenim druhé rovnice prvni rovnici ihned pro a; # 0 dostdvame ¢® = —1. Piipad a; = 0 neméd
feseni. V oboru redlnych ¢isel méame jediné feseni ¢ = —1 a dosazenim do prvni (nebo druhé) rov-

nice dostaneme a% = 9. Pro prvni ¢len posloupnosti proto existuje dvé piipustnd feSeni a; = +3.
Dostavame dvé feseni a, = +3(—1)""! pron € N.

1.4.5. Horkovzdusny balén vystoupd za minutu po startu 25 metra vysoko. Za kazdou dalsi minutu vystoupa
75 % vysky, kterou vystoupal za predchozi minutu. Jak dlouho potrvéd balénu, nez bude alespon 110 metru
vysoko?

Dle zadani vime, ze tseky, které balon za kazdou minutu vystoupa, tvoii geometrickou posloupnost s kvo-
cientem ¢q = % a prvnim ¢lenem 25 m. Jednotky ve vypoctu nebudeme uvadét. Muzeme vyuzit vztah pro
soucet prvnich n ¢lenu geometrické posloupnosti

a FeSit nerovnici, kdy s, > 110. Dostaneme
(3)" -
110 < 25 -4

1 H -1 3\"
3:25.w1:_4.25.<<> _1>’
71 —1 4

odkud
() 1)
110 < —-100 — —1
4
110 B)"
100 - 4
10 3)"
100 — 4

|
[u—
o =
o‘o
IV

7N
=] W
~_

3
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Nerovnice nem4 zadné feSeni, protoze mocnina kladného ¢isla nemuze byt zaporna. Proto balén tak vysoko
nikdy nevystoupa.

1.4.6. Vypoctéte soucet prvnich ¢tyf ¢lent posloupnosti (g:—i)

Jednd se o geometrickou posloupnost, nebot podil “2** je konstantni.

2n+2 -
An+41 _ B2 27’L+2 5” 3 . 2
T on¥l T Ep—2 ontl  E°
Gn, o 5 2 5

Kvocient je ¢ = % a prvni ¢len je a1 = 5% =4-25=100. Ze vztahu s,, = a1% dostaneme

4 4 4
1—q" 1-%4 e o o B5t—2t 5 _, 5t-2¢
Ty 1-2 3 3 3.5
_ 92 625—16_22-609_4'203_y
- 35 3.5 5 5
1.4.7. Dokazte, ze pro libovolnd a,b € R, pro kterd a +b # 0, a — b # 0, jsou &isla ¢; = (a — b)?, CQZZ_T_ZI;,

c3 = W tTi po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti.
Porovname podil 2—? a s podilem €. Plati

€3
c2
a—b
072 _ a+b 1

cr (a—b)?)  (a—0b)(a+b)

a podobné plati
1

G _fotb? 1
2 ZT_FZ (a—b)(a+b)

Protoze jsou podily stejné, jsou ¢isla ci, ¢ a cg tfi po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti.

1.4.8. Odvod'te vztah pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; a kvocien-
tem gq.

Lze postupovat piimo. Odvodime vztah pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim
¢lenem a; a kvocientem . Vyjdeme ze vztahu pro sumu n ¢leni, kterou oznacime s,.

sp=a1+a;-q+-+a;-¢""

Tuto rovnost vynasobime kvocientem ¢ a obé rovnosti odecteme

$n = aita;-q+---+a ¢!
Sn-q = a1-qta-¢+---+a-q"
Sn—=sn-q = (a+ar-g+--Far-¢")~(a-gtar- ¢+ +ar-q")

Vétsina ¢lent pravé strany se odecte a dostaneme

Sn—Snq = a1 —aiq"
sn(l—q) = a(1-1q")
Vytknutim a vydélenim vyrazem 1 — ¢ (pro kvocient ¢ # 1) dostaneme pro n € N hledany vztah

1-q")

Sp — Q1 1_q

Pro ¢ = 1 je posloupnost konstantni a soucet prvnich n ¢lent je s,, = naj pron € N.
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1.4.9. Dokazte nebo vyvratte: kazd4 aritmetickd posloupnost s alespoii tfemi ¢leny, kterd je soucasné
geometricka, je konstantni.
Ukazeme, ze tvrzeni plati. Oznacme nékteré tii po sobé jdouci ¢leny a1, ag, az. Protoze posloupnost je
aritmetickd, plati ao — a; = d, az — as = d, a proto porovndnim, as — a1 = ag — ao, coz dava 2as = ay + as.
Podobné, protoze posloupnost je geometricka, plati as/a1 = ¢, az/as = ¢, a proto porovnanim as/a; =
az/az, coz dava a3 = ajas.

Nyni protoze 4a3 = (a1 + a3)? a soucasné 4a3 = 4ajag, tak porovnanim dostaneme

(a1 +a3)® = 4ajaz
a3 +2aa3 +aj = 4ajas
a% — 2a1a3 + ai = 0

(ay —az)®> = 0.

To znamend, ze a; = ag a az = (a1 + a3)/2 = a;.
Dostavame tak, ze a; = a2 = a3, a proto je takova posloupnost konstantni.

1.4.10. Dokazte nebo vyvratte: kazd4 konstantni posloupnost s alespoii tiemi ¢leny je soucasné aritmetickd
posloupnost i geometrickd posloupnost.
Méjme konstantni posloupnost (a;)!"; = a, tedy a,a,a,...,a, piipadné nekoneéna konstantni posloupnost
(a;)$2, = a, tedy a,a,a,.... Ukdzeme, ze posloupnost je aritmetickd, nebot pro kazdé i, 1 < i < n plat{
an — ap—1 = a — a = 0. Diference je d = 0, a protoze nezavisi na n, jedna se o aritmetickou posloupnost.
Pokud je konstantni posloupnost s nenulovymi ¢leny, tak podil kazdy dvou po sobé jdoucich ¢lenu
je stejny, nebot pro kazdé i, 1 < i < n plati % = 2 = 1. Kvocient ¢ = 1 nezdvisi na n, jedna se
o geometrickou posloupnost. Pokud se v8ak jedna o konstantni posloupnost samych nul, jedna se pouze
o aritmetickou posloupnost, nikoliv o geometrickou posloupnost. Podle definice geometrické posloupnosti
musi byt ¢leny nenulové. Navic pii ovéfeni by nemélo smysl zkoumat podil % dvou po sobé jdoucich ¢lenu,

pritom kvocient by mohl byt libovolné éislo.

1.4.11. Najdéte nekonetné mnoho posloupnosti, které nejsou konstantni a jsou aritmetické i geometrické
soucasne.

Podle Cviceni B je kazda posloupnost s alespon tfemi ¢leny, kterd je aritmeticka i geometrickd soucasné,
konstantni. Déle prazdnou i jednoprvkovou posloupnost lze za konstantni povazovat trivialné. Avsak také
kazd4 (nekonstantni) dvouprvkovéd posloupnost ai,as je aritmetickd (nebot as — a1 = d je jediny rozdil)
i geometrickd (nebot az/a; = ¢ je jediny podil).

1.5 Funkce horni a dolni celé ¢asti

1.5.1. Upravte na celociselny zlomek 31, 271.

Oznaéime a = 31,271. Protoze se za desetinou ¢arkou opakuji dvé éislice 71, vyndsobime &islo a &fslem
102 = 100. Dostaneme 100a = 3127,171. Nyni odeéteme éisla tak, aby se periodicky rozvoj odecetl.
Dostaneme

100a —a = 3127,171 — 31,271
99a¢ = 3095,9
990a = 30959

~ 09

990 °
Proto 31,271 = %.
1.5.2.* Zapiste funkci | | pomoci []. [lz] = —[-=]]
1.5.3.* Zapiste funkci [] pomoci | . [[z] = —[—=]]
1.5.4. Upravte na celoéiselny zlomek 1, 23. [%}
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1.5.5. Ukazte, ze [1,9] =2
Ozna¢ime a = 1,9. Protoze se za desetinou ¢érkou opakuje jedna ¢islice 9, vynésobime &islo a Eislem

10" = 10. Dostaneme 10a = 19,9. Nyni odeéteme &isla tak, aby se periodicky rozvoj odeéetl. Dostaneme

10a — a
9a

a

19,9-1,9
18
2.

Proto 1,9 = 2.
1.5.6. Ukazte, ze [1.8] # 1,9

Ozna¢ime a = 1,8. Protoze se za desetinou ¢arkou opakuje jedna ¢islice 8, vynasobime ¢islo a ¢islem
10" = 10. Dostaneme 10a = 18,8. Nyni odecteme &isla tak, aby se periodicky rozvoj odeéetl. Dostaneme

10a —a = 18,8—-1,8
9a¢ = 17
17
a == ?
Proto 1,8 = 1@7, ale 1@7 #+ 1,9, protoze 1@7 = %, ale 1,9 = % = %.

[[z] je celé éislo]
[l +0.5]]
[—][—0.5 —z]]

1.5.7. Ukazte, ze [[z]] = [x]

1.5.8. Jak vyjadiite klasické zaokrouhleni pomoci | |7

1.5.9.* Jak vyjadrite klasické zaokrouhleni pomoci []?

1.5.10. Nakreslete graf funkei [sinz], [cosz]| a [tanz].
1.6 Priklady k procviceni

1.6.1. Vypocitejte nasledujici sumy nebo produkty.

a) Vypoctéte Z?:Z %

b) Vypoctéte 2?22 % [%]
¢) Vypoctéte S5 i®. [100]
d) Vypoctete [];, # [0]
e) Vypoctéte []7 Hil [n%rl]

1.6.2. Najdéte vztah pro n-ty ¢len nasledujicich posloupnosti

a) 1,0,1,0,1,0,. ...

Existuje vice feseni, naptiklad

nebo

b) 0,1,3,7,15,31,. ...

Vsimneme si, ze se jednd o hodnoty o jednicku mensi nez mocnina dvojky, proto

an=2"1—-1,neN
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1.6.3. Existuje takovéd posloupnost (a;)" , ze > a; < Y i i(—a;)? Pokud ano, uved'te priklad!
Staci vzit takovou posloupnost, jejiz soucet je zaporné ¢islo. Naptiklad a, = —1 pron € N, n > 1.

1.6.4. Existuje takovéa posloupnost (a;);, ze > ;a; > 0 a [, a; < 07 Pokud ano, uved'te piiklad!
Stac¢i vzit takovou posloupnost s kladnym souctem, kterd obsahuje lichy pocet zapornych éisel.

1.6.5. Existuje takové posloupnost kladnych ¢isel (a;)!;,ze > a; > []}; a;? Pokud ano, uved'te priklad!
Stac¢i vzit posloupnost, kterd obsahuje jen ¢leny 0 < a; < 1 pro vSechna ¢ = 1,2,...,n.

1.6.6.Y Zapiste funkci soucet prvki mnoziny A = {18,25, 31,67, 202, 301, 356} pomoci sumy. [ZieAi =

Zz‘e{18,25,31,67,202,301,356} i

1.6.7. Do ¢tverce o strané 1 je vepsan ¢tverec, jehoz vrcholy jsou stiedy stran puvodniho ¢tverce, do tohoto
vepsaného Ctverce je opét stejnym zpusobem vepsan dalsi ¢tverec, ... Jaky je obsah desdtého ¢tverce?
Vsimneme si, ze pokud a; uddvé obsah néjakého ¢étverce v posloupnosti étverci, tak obsah a; 1 nésledujiciho
¢tverce je poloviéni, protoze je-li d strana ¢tverce s obsahem a; = d?, tak strana dalsfho ¢tverce v posloup-
nosti je 2d a plati (fd)2 = d . Proto a, =1- (z)nf pron € N.

Desaty c¢tverec bude mlt obsah a9 =1- ( )10 b = 59 15

1.6.8.Y Vypocitejte

15.7]. 5]
|—5.7]. [—6]
3. (2]

)
b)
)
d [-FI. [=3]
)
)
)

C

|- 4]
—el. =)

P= {"THJ, pron € N [pro n = 0 nemd smysl, pro n = 1 vyjde P = 2, jinak P = 1]

)

f
g

1.6.9. Délové koule si délostielci stavéli do pyramid.

a) Pyramida bud méla ¢tvercovou zdkladnu napt. 4 x 4 koule, na nf dali vrstvu 3 x 3 koule, pak 2 x 2
koule a na vrchol 1 kouli. Tato pyramida méla celkem 16 + 9 + 4 + 1 = 30 kouli. Kolik celkem kouli
by méla pyramida o zakladné n x n kouli?

V i-té vrstve (pocitano shora) je i? kouli. Hleddme soucet > i, i%. Jednd se o zndmy kombinatoricky
vztah (viz cviceni na strané ?7). Vysledek je >0 ;i = tn(n+1)(2n + 1).

b) Pyramida mohla mit zalozenou podstavu ve tvaru rovnostranného trojuhelnika napiiklad z 10 kouli
(¢tyfi fady: fada se 4 koulemi, fada se 3 koulemi, dvéma koulemi a jedinou kouli; 44+3+2+1 = 10),
na ni byla dalsi vrstva, kterd méla 6 kouli, pak 3 koule a na vrcholu byla 1 koule. Celkem méla takova
pyramida 20 kouli. Kolik celkem kouli by méla pyramida o zakladné s hranou z n kouli?

V i-té vrstvé (pocitdno shora) je Z; J=3i(i+1) kouh Hleddme soucet Y " ; £i(i + 1). Pi feseni

opét vyuzijeme znamy kombinatoricky Vztah S it = 6 n(n+1)(2n+1) (viz cviceni na strané 77).
1 IR 1
;2i(i+1):2;z +1) Zz + - Zz——nn+1)(2n+1)+1n(n+1):

= S+ D@n 1)+ onln+1) = a4+ 1)@+ 148) = (4 1)(n+2) =

1
= gn(n +1)(n+2).

Vysledek je S0, Li(i +1) = tn(n + 1)(n+2) = ("5?).
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1.6.10. Strany pravouhlého trojihelnika tvoti geometrickou posloupnost. Jaky je kvocient této poslopnosti?
Ozna¢me postupné délky strany trojihelnika a, b, ¢, pficemz c¢ je délka prepony. Plati b = aq, ¢ = aq?
Protoze trojihelnik je pravothly, plati a® + b = ¢2. Dosazenim dostaneme pro a # 0

a?+bv: = &

a2 +a2? = a2
1+ = ¢
q4 — q2 -1 = 0.

Jedn4 se o tzv. ,bikvadratickou“ rovnici. Substituci ¢t = ¢* dostaneme kvadratickou rovnici t> —t — 1 = 0,
jejiz koteny snadno uréfme. Diskriminant je D = (=1)2 +4-1-(=1)=5at o = %\/5 Protoze t = ¢ je

nezaporné, tak zaporny kofen to nepfipadd v ivahu. Dosazenim a fesenfm dostaneme q = +v/t = + 127‘/5

Vsechny délky stran jsou kladné, proto zaporny kvocient nepiipada v tivahu, proto hledany kvocient je
q= /1+2\/5 )

1.6.11. Desdemoéna zacala béhat. V prvnim tydnu ubéhla 3 km a kazdy dalsi tyden ubéhne o 1,5 km vice,
nez kolik ubéhla minuly tyden. a) Jak dlouhou trasu ubéhne Desdeména v 15. tydnu?  b) Kolik kilometru
ubéhne za prvnich 15 tydnu celkem?

Oznacme pocet ubéhnutych kilometru v n-tém tydnu jako k,. Podle zadani vime, ze k1 = 3, a protoze kazdy
tyden se pocet ubéhnutych kilometru zvysi o 1,5 km, tak, tvoii (k,) artimetickou posloupnost s diferenci
d=1,5 a prvnim ¢lenem k; = 3. Vztah pro n-ty ¢len je

kn=ki+(n—-1)d=34+15n—-1)=1,5+1,5n.

a) V 15. tydnu Desdeména ubéhne k15 = 1,5 + 1,5 - 15 = 24 kilometr.
b) Za prvnich 15 tydnu ubéhne

15
15
s15= Y ki = 5 (3+24) =202.5 kan.
=1

1.6.12. V laboratofi zkoumaji rust populace bakterii. Na za¢atku pokusu bylo v Petriho misce 500 bakterii.
Kazdych 6 hodin se pocet bakterii zvétsi o 50 %. a) Kolik bakterii bude v misce po 3 dnech? b) Kolik
bakterii bude v misce po Sesti tydnech (42 dnech)? c¢) Jaky je problém s odpovédi na druhou otdzkou?
Ozna¢me pocet bakterii méfeny v 6 hodinovych intervalech a,, pro n € N. To znamend, Ze a; je pocet
bakterii na za¢atku experimentu, as je pocet bakterii po 6 hodindch experimentu, as je pocet bakterii po
12 hodinach experimentu, atd.

Protoze se pocet bakterii vzdy zvysi o 50 %, je (a,) geometrickou posloupnosti s kvocientem 1.5 a prvnim
¢lenem a1 = 500. Vztah pro n-ty ¢len je

gt —1 1.5" -1 5" —1

1.
= 500———— = 500—————
q—1 15—1 0.5

an = a1 =1000(1.5™ —1).
Protoze jeden den odpovida ¢tyfem prvkiam posloupnosti, tak
a) po tfech dnech vycislime ¢len aj2 a dostaneme ajs = 128 746 bakterii.
b) po Sesti tydnech vyéislime ¢len ajgg a dostaneme a3 = 3.8312 - 1032 bakterif.
¢) Vysledek v ¢asti b) nedava smysl. To je vice bakterii, nez je na celé Zemi. Experiment by musel skonéit
diive.
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2 Vybéry prvki s opakovanim i bez opakovani prvku

Podrobnéji si o zdkladnich kombinatorickych vybérech prectete ve skriptech [ZDM].

2.1 Vybéry bez opakovani

2.1.1.% Pro jaké hodnoty n a k je vice k-prvkovych podmnozin z n prvkové mnoziny nez (n — k)-prvkovych
podmnozin?
Protoze pro vsechna k < n € N plati (2) = (nik)7 tak je pocet obou typu podmnozin vzdy stejny.

2.1.2. Pro jaké hodnoty n a k je vice k-prvkovych variaci z n prvkové mnoziny nez (n — k)-prvkovych
variaci?
Pocet k-prvkovych variaci z n prvkové mnoziny je (nﬁ!k)!. Pocet (n — k)-prvkovych variaci z n prvkové

o . ! s s
mnoziny je 77. Odtud porovndnim

n! n!
> J—
(n—k)! k!
1 - 1
(n—k)! k!
El > (n—k)!
k > n—k
2k > n
n
E> —.
2
Vice k-prvkovych variaci z n-prvkové mnoziny je pro k > 5.

2.1.3. Vyjadrete (2") bez kombinacnich ¢isel.
Kombinacni ¢islo rozepiS§eme podle definice a zjednodusime.

(3;1) _3n- (3n — é) -(3n —2) _ %n(Sn— 1)(3n — 2)

Protoze vybirame trojice, vysledkem je polynom tfetiho stupné v proménné n.
2.1.4. Tenisovy turnaj se hraje systémem kazdy s kazdym. Kolik se bude hrat zapasu, jestlize
a) se turnaje zucastni 8 hracu?

Jednd se o neusporddané vybéry dvojic z 8 prvku, jednd se proto o kombinace. Vypocitam C(8,2) =
8 8-7
() =% =4-7=28

b) se turnaje zicastni 21 hraca? [210]

2.1.5. Mdme prazdnou mnozinu ().

a) Kolika zpusoby muzeme sefadit prvky () do posloupnosti?

Pocet permutaci n-prvkové mnoziny je P(n) = n!. Dosazenim dostaneme 0! = 1.

b) Kolika zpusoby muzeme vybrat () z néjaké mnoziny?

Pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny je C(n,k) = ﬁlk), Dosazenim dostaneme
| !
C(n,0) = gy = o = 1.

c) Jak by se tyto pocty zménily, kdyby 0! # 1?7

Otéazka je trochu zavadeéjici. Pocet vybéru se nezméni. Nebylo by ale mozno pouzit vztah n! pro pocet
poradi n prvkové mnoziny v piipadé, ze n = 0. Podobné vypocet (g) = 0%, = & = % = 1 dava

spravny vysledek 1 jen proto, ze 0! = 1.
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2.1.6. Tenisového turnaje se ucastni 8 hracu. Kolik je ruznych potfadi na stupnich vitézu?
Jednd se o usporddané tiiprvkové vybéry (variace) z osmi prvku.

8!

—8-7-6=336.
(8—3)!

V(8,3) =

Pocet ruznych potradi na stupnich vitézu je 336.
2.1.7. Upravte a porovnejte (h?) a (?)
Oba vyrazy maji smysl pouze pro n > 2. Rozepiseme

(6;1) _ 6n-(6n—é)-(6n—2) (6 — 1)(6n—2)

3n\ 3n-Bn-1)-3n—-2)-(3n—3)-(3n—4)-(3n—5)
(%) ;

Porovnanim dostaneme

2n(6n —1)(3n — 1) ;

2:5-4-2
o=y & Bl

160(6n—1) < (Bn—2)-(n—1)-(3n—4)-(3n—5).

Dosazenim hodnot n = 2, 3,4,5 dostaneme

n | (5) (%)
2 1220 1
3 | 816 84
412024 | 924
514060 | 5005
6 | 7140 | 18 564.
Je ztejmé, ze pro velkd n poroste (3(?) rychleji, nebot se jednd o polynom vysstho stupné. Pro n = 2,3,4

je vsak vetsi (6;), nebot vybirdme z vétsf mnoziny.

2.1.8.Y Kolik zptisoby se miize postavit pét artisti na sebe? [P(5) = 5! =120]

2.1.9. Kolika zpusoby je mozné napsat ¢islo k jako soucet n séitancu 1 a 27 (pocet séitancu n je pévné dén)
Predpokladame, ze rozlisujeme potadi s¢itancu.
Ze zadani plyne, ze [%] < n < k (neboli n < k < 2n), jinak by tloha neméla feSeni. Hleddme pocet
celociselnych feSeni rovnice

k=z14+x2+ -+ xp,

kde 1 < x; < 2 proi = 1,2,...,n. Predstavime si ¢islo k je soucet jednicek. do kazdé z n proménnych
x1,...,T, prifadime jednu jednicku a zbyvajicich k — n jedni¢ek rozdélime do ruzngch proménnych jako
do ruznych prihradek. Vybér prihradek je neusporadany, bez moznosti opakovani (jinak by s¢itance mohly
byt i vétsi nez 2. Hledany pocet moznosti pak je

n
C(n,k—n) = )
k== (")
Jiné feSeni:

Ze zadani plyne, ze [%} <n <k (neboli n < k < 2n), jinak by tloha neméla feseni. Hleddme proto soucet
k —n dvojek a zbyvajicich 2n — k jednicek. Ruzné poradi s¢itancu odpovida riznému souctu, coz muzeme
popsat jako anagram sestaveny z k — n dvojek a 2n — k jednicek. Hledany pocet proto je

(k—n)+@2n—k) nl _<kn >

Prtk =n.2n = k) = o S T i@ — k) \k—n
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2.1.10. Mame n lidi. Jak velké skupinky vybirat, aby byl poc¢et moznosti co nejvétsi?
Podivame se na kombinaé¢ni ¢islo udavajici pocet k-prvkovych vybéra z n prvku.

(1) = o

Pro riuznd k je Citatel stejny a ve jmenovateli je vzdy je n soucinitela. Aby byl zlomek co nejvétsi, musi byt
jmenovatel co nejmensi. Volime proto k tak, aby se ¢isla k a n — k co nejméné lisila, tj. hleddm k =n — k
a odtud dostaneme k = 5. Nejvetsi pocet moznosti bude (LZ J)'

2

2.1.11. Ukazte nékolika zpusoby, ze (}) = (")

Algebraicky dukaz: vyraz upravime

n n! n! n!
(k) TK-n—k)! (m—klk (n—k)-(h—n+tk)!

B n! B n

Cn=K)!-(n—(n—k) (n—k)
Jiné teSeni:
Kombinatoricky dukaz (metodou dvojiho pocitani): Podle definice je pocet k-prvkovych kombinaci n-
prvkové mnoziny roven (Z) Jinym zpusobem muzeme k-prvkovou podmnozinu vybrat tak, ze z n-prvkové
mnoziny odstranime n — k prvki. Proto pro pocet podmnozin plati

@ B <nﬁk>

2.1.12. Ukazte nékolika zpusoby, ze (2) + (kil) = (?E)
Algebraicky dukaz: vyraz upravime

<Z>+<kil) _kx-(:!—k)!+(k+1)!-gz!—k—1)! -

nl-(k+1)+n!(n—k) n!-(n+1)

(E+ D! (n—k)! k+ D! (n— k)

_ (n+1)! 4_(n+1>
kD (D) = (1)) \k+1)

O
Jiné fesSeni:
Kombinatoricky dukaz (metodou dvojiho poc¢iténi). Jednak je pocet (k + 1)-prvkovych kombinaci (n + 1)-
prvkové mnoziny roven kombinaénimu ¢islu (Zﬂ)

Nyni mezi n+ 1 prvky ozna¢me jeden vyznamny prvek g. Kazdou (k+ 1)-prvkovou podmnozinu vybrat
tak, ze bud prvek ¢ vybereme a k nému piiddme k prvki z n zbyvajicich prvki, nebo prvek ¢ nevybereme
a pak vybirame k 4+ 1 prvka z n zbyvajicich prvkia. Celkem mame (Z) + (kil) moznosti. Protoze jsme
dvéma zpusoby pocitali stejny vybér (k + 1 prvka z (n + 1)-prvkové mnoziny), mame

n n n _(n+1

k k+1) \k+1
2.1.13.* Hokejovy trenér mé k dispozici 13 ttocéniku a 9 obréncu. Kolika zpusoby vybereme pétku (3
utoéniky + 2 obrance), jestlize jeden konkrétni tto¢nik muze hrat i v obrané?

Rozdélime vSechny moznosti vybéry pétku podle toho, zda univerzalni hra¢ X hraje v ttoku, v obrané
nebo zda nehraje. Vybéry ttoéniku a obrdancu jsou nezavislé
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e X hraje v utoku (vybereme zbyvajici dva ttocéniky)

12 ) = 66 - 36 = 2376
2 2/ - ’
12 9

: =220 -9 = 1980.
<3> <1> 0-9 = 1980
12 9

. =220 - 36 = 7920.
(5)-G)

7920 4 1980 + 2376 = 12276 moznosti.

e X hraje v obrané

e X nehraje

Celkem dostaneme

2.1.14. Urcete pocet vSech péticifernych pfirozenych ¢éisel, v jejichz dekadickém zépisu se kazda z deseti
¢islic vyskytuje nejvyse jednou. Kolik z nich je mensich nez 50 0007

Prvni ¢islice muze byt kterdkoliv nenulové éislice, kterou vybereme V'(9,1) = 9 zpusoby. Druhou a dalsi
¢islice vybirame jako uspoiddany vybér 4 ¢éislic z 9 bez moznosti opakovani. Dostaneme

V(9,1)-V(9,4) =9 - 3024 = 27 216.

Jestlize mé byt hledané ¢islo mensi nez 50 000, tak postupujeme stejné, jen prvni ¢islici vybirame ze 4
moznosti. Dostaneme
V(4,1)-V(9,4) = 4 - 3024 = 12 096.

2.1.15. Na konferenci vystoupi Sest prednasejicich: A, B, C, D, E, F.

a) Urcete pocet véech moznych pofadi jejich vystoupeni.

Jednd se o permutace Sestiprvkové mnoziny. P(6) = 6! = 720

b) Urcete pocet viech pofadi, v nichz vystoupi A po E.

V kazdém poiadi piednasejicich z minulé ¢asti pitkladu je bud A pied E, nebo A po E. Ke kazdému

poradi, kdy prvni vystoupi A, dostaneme prohozenim A a E pofradi, kdy prvni vystoupi E. Hledanych

o 1/ s . , . 6!
pofadi je proto polovina celkového poctu. P(6)/2 = 5 = 360

c¢) Urcete pocet vSech poradi, v nichz vystoupi A ihned po E.
Prednéasejici A, E muzeme chapat jako dvojici AE, kdy oba vystupuji ihned po sobé jako jeden z 5
prednasejicich. Hledanych pofadi proto je P(5) = 5! = 120.
2.1.16. Kolika zpusoby muzeme n lidi posadit
a) do fady
Jednd se o sefazeni vSech prvku n-prvkové mnoziny, proto se jednd o permutaci P(n) = n!l.
b) do fady, v niz je clovék A na kraji;

Nejprve vybereme jednu ze dvou moznosti, na kterém kraji bude AS sedét. Mame 2 moznosti. Potom
posadime zbyvajicich n — 1 lidi do fady, néktera z P(n — 1) moznosti. Celkem mame C' - P(n — 1) =
2(n — 1)! moznost{

c) do fady tak, aby lidé A a B nesedéli vedle sebe;

Podivdame se na AB jako na jednoho ¢lovéka (dvé ruznéd pofadi AB a BA!)

Pn)—2Pn—1)=n!-2n—1)!=n-(n—1)=2n—1)!'=(n—-2) - (n—1)!
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d) kolem kulatého stolu (dvé rozesazeni povazujeme za ruznd, pokud se alespon jednomu ¢lovéku zmeéni
soused po pravé ¢i levé ruce).

Vsech moznych rozesazeni pii rozliseni zidli je P(n) = n!l. Podle zadani vsak nerozlisime vzdy n
rozesazeni, kdy se vSech n osob posune o stejny pocet mist doprava. Dostaneme P(n)/n = n!/n =
(n — 1)! moznosti.

Jiné feseni:

Prvni host si muze sednout na kterékoliv misto, protoze se jednd o kulaty stul, povazujeme vSechny
moznosti za rovnocenné. Mame jedinou moznost. Nasledné posadime zbyvajicich n—1 osob a nyni uz

hraje roli, kdo si na kterou zidli sedne, jak ,daleko* bude od prvniho hosta. Dostaneme P(n — 1) =
(n — 1)! moznosti.

2.1.17. Kolika zptusoby muzeme ze sedmi muzu a ¢tyi zen vybrat Sesticlennou skupinu, tak aby v ni byly

a) pravé dveé zeny;

Jednd se o slozeny vybér neuspoirdadanych ¢tvefic a dvojic.

C(7,4)- C(4,2) = <Z> . @ 356 = 210

b) alespon dvé zeny;

Postupujeme podobné jako vySe, avSak vybirame dvé, tii nebo ¢tyri zeny.
7 4 7 4 7 4
. . . =35- oo +4+21-1=371
()G +(G) )+ () (3)=orasvavma—s

¢) nejvyse dvé zZeny;

Postupujeme opét podobné, vybirame dvé, jednu nebo zadnou Zenu.

<Z><g>+<;><i>+<g> 3562 e AT =301

2.1.18. Vlajka ma byt sestavena ze tii ruznobarevnych vodorovnych pruhu. K dispozici jsou latky barvy
bilé, ¢ervené, modré, zelené a zluté.

a) Kolik ruznych vlajek muzeme sestavit? [60]
b) Kolik ruznych vlajek z nich ma modry pruh? [36]
¢) Kolik ruznych vlajek ma modry pruh uprostied? [12]
d) Kolik ruznych vlajek nem4 uprostied ¢erveny pruh? [48]

2.2 Vybéry s opakovanim

2.2.1. Kolika zpusoby muzeme postavit Sest artisti do pyramidy 3 + 2 + 17 RozliSujeme pouze kdo stoji
na zemi, kdo v prvni vrstvé a kdo nahote, ale uz nerozliSujeme, komu stoji dalsi fada na levém a komu
na pravém rameni.

Jednd se o usporadany vybeér, ve kterém rozlisime pouze ktery artista stoji v které vrstvé. Muzeme (abe-
cedné sefazenym) artistum pritadit pismeno A, B nebo C podle toho, ve které vrstvé stoji. Dostaneme
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usporadany vybér s pfedepsanym pocCtem opakovani, protoze vime, kolik artisti ma byt ve které vrstveé.
Jednd se o permutace s opakovanim 3A, 2B a 1C.
720

2.2.2. Kolik existuje anagramu slova MISSISSIPPI?
Slovo MISSISSIPPI obsahuje 41, 4S, 2P, 1M. Jedn4 se usporadany vybér s pfedepsanym poctem opakovani,
tedy o permutace s opakovanim. Dosadime do vztahu pro P*(mq,ma,...,my) a dostaneme

11!

2.2.3. Kolik existuje anagramu slova MISSISSIPPI, které neobsahuji I111?
Slovo MISSISSIPPI obsahuje 41, 4S, 2P, 1M. Od poc¢tu vSech anagramu odecteme ty, které obsahuji vsechna
¢tyti I za sebou. Ptredstavime si IIII jako jediné pismeno Z. Takovych anagramu je P*(4,2,1,1). Celkem
dostaneme

11! 8!

P*(4,4,2,1) = P*(4,2,1,1) = 5o — 1057 = 34 650 — 840 = 33 810,

2.2.4. Kolik existuje anagramu slova MISSISSIPPI, které neobsahuji 117
Slovo MISSISSIPPI obsahuje 41, 4S5, 2P, 1M. Kazdy anagram musi obsahovat ¢tyfi pismena I, ktera jsou
oddélena jinym pismenem. Mista pro tato pismena si zndzornime mezerou.

III1

Poloha zbyvajicich ¢ty mezer (7 — 3 = 4) je libovolnd, kazdé se muze nachézet na libovolném z 3+2=>5
mist (i na zacatku a na konci). Vybirdme (s opakovanim) ¢tyfikrat z péti moznosti, kam dat pismena ruznd
od I. Pocet moznosti vypocitame uzitim kombinaci s opakovanim

44+5-1 8 8:7-6-5
¢5:4) ( 5-1 ) <4> i3

Na sedmi volnych mistech mohou byt pismena rozmisténa libovolné. Jedna se o permutace s opakovanim

P*(4,2,1) = 105.

A2 1
Celkem dostaneme

C*(5,4) - P*(4,2,1) =70 - 105 = 7 350 moznosti.

2.2.5. Na patndct stozaru v fadé budou povéseny vlajky péti zemi, kazda ve tiech kopiich. Kolik existuje
moznosti?
Jednd se o permutace s opakovanim

15!
P*(3,3,3,3,3) = e 168 168 000.

2.3 Priiklady k procviceni

2.3.1. Vypocitejte, kolika zpusoby lze na klasické sachovnici (8 x 8 poli) vybrat

a) trojici libovolnych policek,
Jednd se o neuspoirddany vybér (nezdlezi na pofadi, v jakém policka vybereme) tii policek z 64.

C(64,3) = (%) = 46362 — 32.21 .62 = 41 664.
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b) trojici policek tak, aby zadnd dvé nelezela ve stejném sloupci,

Nejprve vybereme tfi sloupce z osmi. Jedné se o neusporadany vybér C(8,3), protoze nezdlezi, ktery
sloupec vybereme nejdiiv a ktery pozdéji.

Potom, podle principu nezdvislych vybéru, v kazdém sloupci vybereme jedno policko. Bude se jed-
nat o upotradany vybér s opakovanim tii policek z osmi, protoze v kazdém sloupci muzeme vybrat
libovolné z osmi policek. C(8,3) - V*(8,3) = 16 . 83 = 28 672.

Stejny vysledek bychom dostali, pokud bychom nejprve vybrali tii fady.

c¢) trojici policek tak, aby zadnd dvé nelezela ve stejném sloupci ani ve stejné fadeé,
Opét nejprve vybereme tii sloupce z osmi, coz je celkem C(8,3) moznosti.

Potom, opét podle principu nezavislych vybéra, v kazdém sloupci vybereme jedno policko. Bude se
jedna o upofddany vybér tii policek z osmi bez opakovani, protoze v kazdé fadé muzeme vybrat
nejvyse jedno policko. C(8,3) -V (8,3) = 816 .8.7.6 =562 - 6 = 18 816.

Stejny vysledek bychom dostali, pokud bychom nejprve vybrali tii fady.

d) trojici policek, kterad jsou vSechna téze barvy.

Méme dvé moznosti, jaké barvy budou policka. Podle principu nezdvislych vybért muzeme pro kazdou
barvu vybrat tii libovolna policka z mnoziny 32 policek stejné barvy, proto pocet moznosti je dan
sou¢inem C(2,1) - C(32,3) =2 (%) =2 323130 — 39.31 .10 = 9 920.

2.3.2. Kolika zpusoby je mozné napsat ¢islo 7 jako soucet pravé ¢tyt nezapornych celoc¢iselnych séitancu?
(dovolime i nulové s¢itance!) Predpokldddme, ze rozlisujeme poradi s¢itancu.
Hleddme pocet feSeni rovnice v oboru nezapornych celych ¢éisel

7T=x1+ 29+ 23 + 24.

Predstavime si sedmicku je soucet jednicek a kazdé jednicce pfifadime (s opakovénim) jednu proménnou
Z1,...,T4. Jedna se o kombinace s opakovanim

C*(4,7) = <7Zi1 1> = (130> = 120.

2.3.3. Kolika zpusoby je mozné napsat cislo 7 jako soucet pravé ¢ty kladnych prirozenych séitancu?
Predpokladame, ze rozliSujeme poradi scitancu.
Hleddme pocet Feseni rovnice v oboru pfirozenych (kladnych celych) éisel

Existuje 120 riznych feseni.

7T=x1+ 22+ 23+ 24.

Ptedstavime si sedmicku je soucet jednicek, Po jedné jedni¢ce dame do kazdé proménné piifadime
Z1,...,24. Zbylym tfem jednickam piifadime (s opakovédnim) jednu proménnou 1, ..., x4. Jednd se o kom-

binace s opakovanim
34+4-1 6
*(4,3) = = = 20.
can= (1) () -

2.3.4. Kolika zpusoby je mozné napsat ¢islo k jako soucet m nezapornych celociselnych scéitanca?
Predpokladame, ze rozliSujeme poradi scitancu.
Hledame pocet feSeni rovnice v oboru nezapornych celych ¢isel

Existuje 20 raznych feseni.

k=xzi+a+ -+,
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Ptedstavime si k jako soucet jednicek. Nyni kazdé z téchto k jednicek pfifadime jednu z n piihradek. Vybér
prihrddek (s¢itanci) je neuspofadany s moznosti opakovani:

C*(n, k) = (nzk11> _ <n+1]:_1)‘

Dostaneme ruzné zpusoby, jak sestavit ¢islo k jako soucet m séitancu, piicemz pofadi s¢itancu hraje roli,
protoze jsme rozlisovali prihrddky (s¢itance) pii vybéru.

2.3.5. Kolika zptusoby je mozné napsat ¢islo k jako soucet n prirozenych (kladnych celo¢iselnych) séitancu?
Predpokladame, ze rozliSujeme poradi s¢itancu.
Hleddame pocet feSeni rovnice v oboru pfirozenych ¢isel

k=x14+x2+ -+ xp.

Ptedstavime si k je soucet jednicek. Po jedné jednicce ddme do kazdé proménné pritadime x1,xo,..., 2y
(tdloha mé Feseni pouze pro k > n). Nyni ptitadime zbylym k — n jednickdm jednu z n piihradek. Vybér
to je neuspofadany s moznosti opakovani:

C* (n,k — ) = (’“Zf?f”) - (fL:D

2.3.6. Kolika zpusoby muzeme na Sachovnici rozestavit vSech 32 figur? Zapoc¢itame i ty moznosti, které
nemohou nastat béhem regulérni hry (pésec v prvni fadé, dva kralové na sousednich polich, dva bili stielci
na Gernych polich, ...).

Protoze se jedna o rozmisténi vsech figur na Sachovnici, dlohu snadno vyfesime pomoci permutaci s opa-
kovanim (uspofddany vybér, kde pocet opakovani kazdé figury je pfesné dén). Na Sachovnici je

e 1 bily a 1 ¢erny kral,

e 1 bila 1 ¢ernd kralovna,

2 bilé a 2 ¢erné véze,

2 bili a 2 ¢erni stielci,

2 bili a 2 ¢erni jezdci,
e 8 bilych a 8 ¢ernych pésct

a 32 neobsazenych poli. Sachovnici si mizeme predstavit jako posloupnost 64 poli (pole rozlisujeme podle
toho, kde se na Sachovnici nebo v posloupnosti nachdz{). Sestavime vschna moznd potradi z 32 figur a 32
neobsazenych poli. Nerozlisime poradi dvojice vézi, jezdcu ani stielctl, nerozlisime poradi péscu stejné barvy
ani poradi neobsazenych poli. Pro pofet ruznych rozestaveni dostaneme vztah

64! _ 64! _ 64-63---33
(1)4(21)6(81)232!  26(40320)232! 26403202

P*(1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,8,8,32) =

= 4634726695587809641192045982323285670400000 = 4.6347 - 10*2.

2.3.7. Mame 10 stejnych figurek a ¢tyti ruzné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vsechny figurky obarvit?
Kazdé figurce (bez ohledu na potadi figurek) ptitadime jednu ze ¢tyt barev. Jednd se o kombinace s opa-

kovanim deseti prvku ze ¢tyf.
10+4—-1 13
*(4,10) = = = 286.
C*(4,10) <4_1> (3) 86
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2.3.8. Mame 10 ruzngch figurek a ¢tyti ruzné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSechny figurky obarvit?
Kazd4a figurka muze byt obarvena jednou ze ¢tyi barev. Jednd se o variace s opakovanim deseti prvku
ze ¢tyT moznosti.

V*(4,10) = 419 = 229 = 1 048 576.

2.3.9. Mame 10 stejnych figurek a ¢tyti rizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak nékteré figurky obarvit?
Neobarvené figurky muzeme povazovat za obarvené patou barvou. Kazdé figurce (bez ohledu na pofadi
figurek) prifadime jednu z péti barev. Jedna se o kombinace s opakovanim deseti prvki z péti.

(T@J@z(m;ffl):(f):lmL

2.3.10. Mame 10 stejnych figurek a ¢tyfi ruzné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSechny figurky obarvit,
pricemz od kazdé barvy by méla byt alespon jedna figurka?

Ctyfi (stejné) figurky obarvime kazdou vzdy jinou barvou. Zbyvajicich 10 — 4 = 6 figurek nabarvime tak,
ze volime opakované (bez ohledu na poradi) ze ¢tyt barev. Jednd se o kombinace s opakovanim Sesti prvku

ze CtyrT.
. e (641 (9)
C(&m-4y—C@MD_< 4—1)“Q>_84

Poznamka:
Pokud bychom méli 10 raznych figurek, bude pro uréeni poctu potfeba vyuzit princip inkluze a exkluze
(Priklad na strané ?7).

2.3.11. Kolika zptusoby muzeme posadit n manzelskych paru kolem kulatého stolu tak, aby manzelé sedéli
vzdy vedle sebe? Ve dvou rozdilnych rozesazenich ma néktery clovék jiného souseda po levé nebo po pravé
ruce.

Mame sice 2n lidi, ale pouze n dvojic. Protoze manzelé sedi vzdy vedle sebe, staci posadit n dvojic (n—1)!
zpusoby. Pro n > 1 pak kazdd dvojice muze sedét dvéma zpusoby (muz/Zena vpravo). Pro n = 1 zddné
moznosti nepujde rozlisit. Dostaneme tak pro n > 1 pocet moznosti

9. P(n—1) = 2"(n — 1)!

a jedind moznost pro n = 1.

2.3.12. Diive byly statni poznévaci znacky osobnich automobilu tvoreny uspotadanou sedmici, jejiz prvni
tfi cleny byly pismena a dalsi ¢tyfi ¢islice. Kolik poznavacich znacek bylo mozno sestavit, jestlize pro prvni
¢ast znacky bylo mozno pouzit kazdé z 26 pismen (kazdd moznost povolena nebyla).

Jednd se o slozeny vybér. Nejprve vybereme 3 pismena z 26 s moznosti opakovani. Jednd se o variace
s opakovanim V*(26, 3). Potom vybere 4 ¢isla z 10 s moznosti opakovani. Jedna se o variace s opakovédnim
V*(10,4). S uzitim kombinatorického pravidla sou¢inu dostaneme pocet moznych stétnich poznédvacich
znacek

V*(26,3) - V*(10,4) = 26% - 10* = 175 760 000.

2.3.13. Urcete pocet vSech nejugse k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny.
Pocet r-prvkovych podmnozin n prvkové mnoziny je (Zf) Celkem dostaneme

> (1)

2.3.14. Urcete pocet vSech ¢tytcifernych prirozenych ¢isel délitelnych 9, v jejichz dekadickém zapisu mohou
byt pouze cislice 0, 1, 2, 5, 7.

Cifry hledanych ¢tyfcifernych ¢isel si ozna¢ime a, b, c,d. Aby bylo ¢islo délitelné deviti, musi byt ciferny
soucet délitelny deviti. Cifry mohou byt

T+2+0+0=09,
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542+4240=9, 74+1+14+0=09
54+42+141=9, 74+5+5+1=18, 7+7+242=18.

V prvnim, druhém a tretim piipadé nemuze &islo zac¢inat nulou. Proto od celkového poctu permutaci

s opakovanim P*(2,1,1) = ‘21—5 = % = 12 ode¢teme v prvnim piipadé P*(1,1,1) = 6 moznosti a ve druhém
a tfetim odec¢teme P*(1,2) = 3 moznosti. Ve ¢tvrtém piipadé mame opét P*(2,1,1) = 3—3 =2 =12
moznosti, v patém také 12. Pro posledni moznost je celkem P*(2,2) = 2‘,‘—;, = % = 6 moznosti. Dohromady

mame

5-124+6—-2-3 —6 = 54 cisel.

2.3.15. V sacku jsou ¢ervené, modré a zelené kulicky (kulicky téze barvy jsou nerozlisitelné). Urcete, kolika
zpusoby lze vybrat pét kulicek, jestlize v sacku je
a) aspon pét kulicek od kazdé barvy;

Jednd se o neuspotaddany vybér 5 kulicek ze 3 barev s moznosti opakovani, tedy o kombinace s opa-

kovanim.
3+5-1 7
* = = = 21.
cen= (327 = ()

b) pét cervenych, ¢tyii modré a étyii zelené kulicky.

Od vs8ech 21 moznosti odec¢teme ty, které nemohou nastat: 5 modrych nebo 5 zelenych kulicek (2
moznosti). Celkem je 21 — 2 = 19 moznosti.

2.3.16.*% Jaky je pocet vSech trojuhelniku, z nichz zddné dva nejsou shodné a kazd4 jejich strana ma velikost
vyjadienou nékterym z ¢isel n + 1,n + 2, n + 3,...2n, kde n je pfirozené ¢islo.

Nejprve si uvédomime, ze pro libovolnou trojici vybranych ¢isel existuje trojihelnik. Jednd se o neu-
spotfadané t¥iprvkové vybéry, kde se prvky mohou opakovat. Jedna se o kombinace s opakovanim

C*(n,3) = <n+3—1> _ <n+2> _ <n—3|—2> _ (n+2)én+1)n.

n—1 n—1

Z4dné dva trojihelniky nebudou shodné, protoze zadné dvé trojice nemohou byt jedna ndsobkem druhé
a nezavisi na poradi vybiranych stran — vzdy vybereme jenom jednu trojici.

2.3.17. Kolik piimek lze prolozit 7 body, jestlize zadné tii body nelezi v piimce?
Kazdou dvojici bodu je prolozena jedna piimka: (;) = 21.

2.3.18. Kolik piimek lze prolozit 7 body, jestlize pravé tii body lezi v piimce?
Kazdou dvojici bodu je proloZena jedna piimka, aviak jednou trojici bodu je prolozena pouze jedna piimka.
Misto tif moznych piimek dostaneme jenom jednu. (;) — @) +1=21-3+1=19.

2.3.19. Mame déany dvé mimobézky. Na jedné je m bodt, na druhé n bodu. Kolik lze sestrojit ¢tyfsténu
s vrcholy v danych bodech? () -(5)]

2.3.20. Kolika zpusoby muzete setadit v policce pét ucebnic angli¢tiny, ¢tyfi uCebnice matematiky a dveé
ucebnice Ceského jazyka, jestlize maji zustat rozdéleny do skupin po jednotlivych predmétech?

Seradime zv14st ucebnice anglictiny (P(5) = 5! zptsobu), zvlast ucebnice matematiky (P(4) = 4! zpusobu)
a zvl4st ucebnice Cestiny (P(2) = 2! zpusobt). Déle tyto skupiny muzeme do policky umistit P(3) = 3!
zpusoby. Celkem méame 5! - 4! 2!. 3! = 34 560 zpusobti.

2.3.21. Na hlidku pujdou 4 vojaci z ¢ety. Kolik vojaku ma Ceta, jestlize vybér je mozno provést 210 zpusoby?
Porovnéme (}) = 210 odtud n(n — 1)(n — 2)(n — 3) = 210 - 4!. Tabelaci (vypsédnim hodnot pro nékolik
ruznych n) uvidime feseni n = 10.

Jiné teSeni:
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Porovname ('}) = 210 odtud n(n — 1)(n — 2)(n — 3) = 210 - 4!. Substitucf m = n — 3 dostaneme (m +
3 (m+ 3)(m—3)(m — 3) =210 24 a zbyvd vyfesit bikvadratickou rovnici (m? — §)(m? — 1) = 210 - 24.
Vyjde 10.

2.3.22. Palindrom je slovo, které se pise stejné jako pozpatku. Anglickd abeceda ma 26 pismen. Kolik
existuje palindromu (i nesmyslnych) délky n z pismen anglické abecedy?

Pro sudd n muzeme zvolit prvnich § znaki slova libovolné, zbylych 3 je jiz urceno jednoznacéné. Podobné
pro lichd n muzeme zvolit prvnich [%] znaki. Volbu prvnich [%] znakt mtzeme udélat V([ 5],26) = 26!2 1
zZpusoby.

2.3.23. Hazime ttikrat kostkou. Kolik existuje takovych moznosti, kdy v kazdém dalsim hodu padaji vétsi
a vetsi cisla?

Je Sest ruznych ¢isel, kterd mohou padnout. Musi padnout tfi ruznd, tj. vybereme 3 ze Sesti Cisel (g) = 20.
Existuje 20 moznosti, kdy hazime trikrat kostkou a padaji vétsi a vétsi ¢isla.

2.3.24. Byli jsme ¢tyfti, sedéli v baru a popijeli. Trapilo nas Spatné svédomi, ze misto abychom v zivoté délali
néco poradného, jsme zavisli na alkoholu. Tu k nam pfistoupil rozjareny barman a namichal nam sedm
ruznych drinku tak, aby kazdy dostal alespon jeden. Kolika zpusoby to mohl provést, jestlize rozliSujeme
poradi drinku, které jsme vypili.
Predstavme si, ze sedime v fadé u baru a barman postupné micha sedm drinkt. Ruznych potadi, ve kterém
muze drinky namichat, je P(7) = 7!. Postupné poda drinky prvnimu, druhému, tfetimu i ¢tvrtému z nés.
Pokazdé, kdyz zacal nalévat nékomu dalsimu, musel se posunout o jedno misto. Posunul se celkem t¥ikrat
a to nejdrive po naliti prvniho drinku a nejpozdéji pred nalitim sedmého drinku. Bylo Sest moznosti, kdy
se mohl posunout, vybral si tfi z nich, tj. C(6,3) = (g) moznosti.
Celkem dostavame 7! - (g) =5 040 - 20 = 100 800 moznosti, jak drinky rozdal.

2.3.25. Pocita¢ Kecalek ve filmu Rumburak dostal za kol najit vSechny dvojice slov slozené z dvanacti
pismen (mezeru nepoc¢itdme). Kolik takovych slov z 26 pismen existuje?

Posloupnosti z 26 pismen je V*(26,12) = 26'2. Mezeru mizeme vlozit na libovolné z jedendcti mist mezi
dvandcti pismeny. Dohromady mame 11 - 26'2 = 1.0497 - 108,

2.3.26. Zaklinadlo pro presun do fiSe pohddek ve filmu Rumburak zni HUBERO KORORO. Kolik existuje
anagramu tohoto zaklinadla slozenych ze dvou Sestipismenych slov?

Mezeru nemusime pocitat, kazdy anagram jednodusSe rozdélime na dvé Sestipismenné ¢asti. K dispozici
méame 1H, 1U, 1D, 1E, 1K, 3R a 40. Celkem mame P*(4,3,1,1,1,1,1) = i,—%', = 3 326 400 ruznych

anagramu.

2.3.27. Zaklinadlo pro zménu pocasi ve filmu Rumburak zni RABERA TAREGO. Kolik existuje anagramu
tohoto zaklinadla slozenych ze dvou Sestipismenych slov?

Mezeru nemusime pocita, kazdy anagram jednoduSe rozdélime na dvé Sestipismenné c¢asti. K dispozici
mame 3R, 3A, 1B, 2E, 1T, 1G a 10. Celkem mame P*(3,3,2,1,1,1,1) = 525 = 6 652 800 riznych
anagramu.

2.3.28. Na béznych dominovych kostkach se vyskytuji oka v poctu 0,1,...6. Kazda dvojice poctu ok se
s sadé vyskytuje na pravé jedné kostce. Vsechny kostky domina je mozné polozit do jediné fady tak, aby
navazujici kostky sdilely stejny pocet ok. Nyni n-dominem budeme rozumét takovou sadu kostek, ktera
obsahuje vS8echny dvojice po¢tu ok z rozsahu 0,1,...,n. Pro jakd prirozena cisla n lze vSechny kostky
n-domina polozit do jediné fady?
Aby bylo moznost sestavit fadu vSech dominovych kostek, musi byt v hromadé dominovych kostek kazda
¢islice piftomna v sudém poctu kopii. Kazdé ¢islo se vyskytuje n krat s jinych ¢isly z mnoziny 0,1,...,n—1
a dvakrat na dablu (dvojice stejnych ¢isel). Musi proto byt ¢islo n sudé.

Vyjimku tvoii piipad n = 1, kdy mame tfi kostky 00, 01 a 11 které muzeme pokladat do fady i kdyz
je pocet ¢&isel od kazdé hodnoty lichy. fada za¢ina a kondéi jinym ¢islem a takova ¢isla jsou jen dvé 0 a 1.

2.3.29. Mame ¢tvereckovanou sit m x n étverecki. Kolik riiznych obdélniki v siti najdeme?

Kazdy obdélnik je uréeny svymi hranicemi. V jednom sméru vybereme dvé hranice z m 4+ 1 moznosti,
tj. (m; 1) moznosti. V druhém sméru vybereme dvé hranice z n 4+ 1 moznosti, tj. (”;1) moznosti. Vybéry

jsou nezévislé, proto mame celkem (™ 1) : (";1) moznost{. Obdélnikit je (" 1) . (";rl)
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2.3.30. Keltsky druid Travedik vaii lektvary ze sta ruznych bylin. Mezi nimi je i Salvéj tfeskutd, coz je
druidova nejmocnéjsi bylinka. Pfi vafeni lektvaru muze pouzit jednu, dvé, tfi, ¢i libovolny vétsi pocet
bylin. Kterych lektvaru je vice, téch, které salvéj treskutou obsahuji a nebo téch, které ji neobsahuji?
Protoze ke kazdému lektvaru, ktery salvej tfeskutou neobsahuje muze Travedik uvafit lektvar, ktery salvéj
obsahuje (tim Ze ji do lektvaru pfidd), a navic muze uvafit lektvar ze samotné Salvéje tfeskuté, tak je
evidentné o jeden lektvar, ktery Salvéj obsahuje, vice nez téch, které ji neobsahuji. Nezavisi pfitom vibec
na poctu ostatnich bylin.

2.3.31. Keltsky druid Travedik vari lektvary ze sta ruznych bylin. Mezi nimi jsou i Salvéj tfeskuta a pu-
chejinicek smradlavy, coz jsou dvé Travedikovy nejmocnéjsi bylinky. Pti vareni lektvara muze pouzit jednu,
dveé, tii, ¢i libovolny vétsi pocet bylin. Kterych lektvaru je vice, téch, které obsahuji salvéj tfeskutou a pu-
chejinicek smradlavy a nebo téch, které alespon jednu z téchto bylin neobsahuji?

Celkovy pocet ruznych lektvari je roven poctu neprizdnych podmnozin stoprvkové mnoziny bylinek B.
Proto je celkovy pocet lektvarii o jedna mensi nez pocet véech podmnozin mnoziny B a je roven |25| -1 =
21Bl — 1 = 2190 _ 1 = 1267650600228229401496703205375 = 1.2677 - 10°°.

Lektvary, které obé bylinky obsahuji, dostane Travedik tak, ze je do kotle vlozi a k nim vybere jakoukoliv
podmnozinu ze zbyvajicich 98 bylinek. Takovych lektvari je 2% = 316912650057057350374175801344 =
3.1691 - 10%.

Lektvary, které alespoii jednu ze jmenovanych bylin neobsahuji, jsou vSechny zbyvajici. Je
jich (2100 — 1) — 2% 1267650600228229401496703205375 — 316912650057057350374175801344 =
950737950171172051122527404031 = 9.5074 - 10?° a tedy zhruba tiikréat vice.

2.3.32. Hra Tic-tac-toe je hra s tuzkou a papirem pro dva hriace X a O. Hraci sttidavé zapisuji kiizky
a kolecka do ¢tvercové sité policek 3 x 3. Obvykle za¢ina X, jako na Obrazku E. Hrac¢, ktery jako prvni
umisti t¥i své symboly v jedné tadé, sloupci nebo diagonéle, vyhraje.

X

X

X

X

X

X

X

X

O

O

O

O

O

O

O

X

O

X

O

X

O

X

O

O
X

Obréazek 2.1: Jedna hra Tic-tac-toe.

a)YKolik existuje rtiznych rozmisténi kifzki a kolecek (pét kifzki a ¢tyfi kolecka) na hernfm planu?
9
[()]

b) Kolik existuje ruznych rozmisténi kiizku a kole¢ek na hernim pldnu, jestlize rozlisujeme poradi tah,

kiizky a kolecka se stiidaji? [362 880]
c¢) Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v patém tahu? [1440]
d) Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v Sestém tahu? [5 328]
e) Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v sedmém tahu? [47 952]
f) Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v osmém tahu? [72 576]
g)* Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v devdtém tahu? [81 792]
h) Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, které konéi remizou? [46 080]
i) Kolik existuje vSech ruznych her Tic-tac-toe? [255 168]

2.3.33. Mame dostatecny pocet kulicek ¢ervené, modré a zelené barvy. Kolika zpusoby muzeme vybrat 30
kulicek tak, aby od zadnych dvou barev nebyl stejny pocet kulicek?

Pokud bychom na poc¢ty kuli¢ek neméli zadné omezeni, tak bychom celkovy pocet moznosti uréili jako pocet
neusporadanych vybéra 30 kulicek ze tii moznosti s moznosti opakovéni, tj. kombinaci s opakovanim.

. 30+3-1\ 32-31
C(3,30):< s >: 5

= 496.
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Nyni odecteme ty moznosti, které nevyhovuji zadani. Rozdélime si je do dvou kategorii:
e pokud je stejny pocet vsech barev kulicek (jedind moznost 10+10410)

e nebo pokud je stejny pocet kulicek dvou barev ze tif a tieti barva ma jiny pocet. Celkovy pocet je

dan vztahem 5
X
<2> X1,

kde X obsahuje piipustny pocet b3y kulicek tifeti barvy. Protoze pocty barev by = by a soucasné
b1 + bo + b3 = 30, tak b3 = 30 — 2b; a mnozina X obsahuje 15 prvk.

X =1{0,2,4,6,8,12,14, 16, 18,20, 22, 24, 26, 28, 30}

Vsimnéte si, ze ¢islo 10 ¢ X, protoze tuto moznost jsme uvazovali vySe, pficemz vybér barev nehraje
roli.

Celkem mame 1+ 3 - 15 = 46 nepfipustnych moznosti, proto pfipustnych moznosti je 496 — 46 = 450.
Vybrat 30 kulicek tak, aby od zddnych dvou barev nebyl stejny pocet kulicek, 1ze 450 zpusoby.
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3 Diskrétni pravdépodobnost

Pokud nenfi fe¢eno jinak, tak v prikladech této kapitoly pfedpokladame, ze balicek karet obsahuje 32 karet,
od sedmicky po eso ve ¢tyfech ruznych barvach (srdce, piky, kéry a kiize). Dale predpokladdme, ze klasicka
Sestisténnd kostka je vyrobena tak, Ze soucet ok na protilehlych sténach je vzdy sedm.

Vsimnéte si, ze i v piipadé, kdy médme zamichany cely balicek karet, nemusime nékdy uvazovat Sech
32! poradi. Pokud se zajimame o né&jaky vybér, staci pracovat s néjakym nahodnym vybérem.

Podrobnéji si o diskrétni pravdépodobnosti muzete precist ve skriptech [ZDMI].

3.1 DMotivaéni priklady

3.1.1. Na jednom Americkém televiznim kanalu bézela Montyho Show. Soutézici méli moznost ziskat auto-
mobil, jestlize si vyberou ze tii dvefi ty dvefe, za kterymi se automobil nachazi. Soutézici si jedny dvere
zvolil a potom Monty Sel a oteviel nékteré ze dvou zbyvajicich dvefi. Vzdy oteviel ty dvefe, za kterymi
nestal automobil, ale koza. Nyni mél soutézici moznost zménit svou volbu a vybrat si libovolné ze dvou stéle
zavienych dveii. Pfedpokladame, ze poradatelé vyberou na zaciatku nahodné jedny ze tii dveri, za které
zaparkuji automobil a za dalsi dvé postavi kozy. Je lepsi zménit svoji volbu, nebo zustat u puvodniho
tipu a nebo je to jedno? S jakou pravdépodobnosti ziska soutézici vyhru jestlize zméni svoji volbu? Svou
odpovéd vysvétlete.

Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje situaci, za kterymi dveifmi se nachéz{ hlavn{
vyhra. Predpokladdme, Zze pravdépodobnostni prostor je uniformni, pravdépodobnost vyhry % u kazdych
dveti. Soutézici si vybere jedny dvefe a s pravdépodobnosti % se za nimi nachdzi hlavni cena. Avsak
s pravdépodobnosti % se zmylil a tu pfichdzi Monty, ktery mu prozradi, za kterymi ze zbyvajicich

dvou dvefi se cena nenachazi. Nyni je lepsi volbu zmeénit, protoze zbyvajici dvoje dvefe skryvaly cenu

s pravdépodobnosti % a my diky Montymu vime, kde vyhra nent.

Jestlize soutézici zmeéni svoji volbu, ziskd vyhru s pravdépodobnosti

p:§.

Jiné tesSeni:

Jiné pékné vysvétleni je nasledujici. Pfedstavte si, ze dvefe nejsou tii, ale je jich 1000. Vy si jedny vyberete,
Sance na vyhru je mala. Proto je vyhodngéjsi zménit volbu, protoze tak je Sance na vyhru mnohem vétsi, je
to jako vybrat si 999 z 1000 dveii a Monty otevie 998 ze zbyvajicich 999 dveii a ukaze, ze tam koza neni.

3.2 Koneény pravdépodobnostni prostor

3.2.1. Hodime klasickou kostkou.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze padne sudé ¢islo?

Sestavime uniformni pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje jeden hod kostkou. Plati
Q = [1,6]. Jev ,padne sudé ¢islo“ oznac¢ime S. Plati S C Q, S = {2,4,6} Protoze pravdépodobnostn{
prostor je uniformni, muzeme vypocitat

T -

P(S)_\m_é_i'

b) Jaka je pravdépodobnost, ze padne prvocislo?

Budeme pracovat se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (€2, P). Jev ,padne prvoéislo®
oznaéime P. Plati P C Q, P = {2,3,5} Protoze pravdépodobnostni prostor je uniformni, muzeme

vypocitat
Pl 3 1
(P) Q] 6 2



36

)

Petr Kovér: Resené priklady DM a UTG (30. zarf 2026)

Jaka je pravdépodobnost, ze padne jednicka nebo dvojka?

Opét budeme pracovat se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (2, P). Jev ,padne jednicka nebo
dvojka®“ ozna¢ime J. Plati J C , J = {1,2} Protoze pravdépodobnostni prostor je uniformni,
muzeme vypocitat

21

P =1a=6" 5

Jaka je pravdépodobnost, ze soucet horni a spodni stény je 77

Opét budeme pracovat se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (€2, P). Jev ,soucet horni a spodni
stény je 7 oznac¢ime H. Protoze dle konstrukce kostky je pii kazdém hodu soucet horni a spodni
roven 7, tak plati H C Q, H = {1,2,3,4,5,6}. Protoze pravdépodobnostni prostor je uniformni,

muzeme vypocitat
[H| _ 6
PH) =—=-=1.
Protoze H = Q, tak rovnost P(2) = 1 by platila i v neuniformnim pravdépodobnostnim prostoru.

Jaka je pravdépodobnost, ze soucet horni a spodni stény je 37

Opét budeme pracovat se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (€2, P). Jev ,soucet horni a spodni
stény je 0“ oznac¢ime N. Protoze dle konstrukce kostky je pii kazdém hodu soucet horni a spodni
roven 7, tak plati H C Q, H = (). Protoze pravdépodobnostni prostor je uniformni, muzeme vypocitat
_INI_0

- =0.

P(N)_|Q\_6

Protoze H = (), tak rovnost P(H) = 0 by platila i v neuniformnim pravdépodobnostnim prostoru.

3.2.2. Hodime kostkou, ktera neni spravedliva, ruzna ¢isla padaji s ruznou pravdépodobnosti. Cisla 1, 2

1

padnou s pravdépodobnosti , ¢isla 4, 5 a 6 padnou s pravdépodobnosti % Pravdépodobnost ¢isla 3 neni
udéana.

a
b

C

@

)
)
)
Q)
)
f)

)

g

Jsou uvedené pravdépodobnosti konzistentni? [ano]
S jakou pravdépodobnosti padne ¢islo 37 [1 -2 % -3 % = 3%]
Jaka je pravdépodobnost, ze padne sudé ¢islo? [%]
Jaka je pravdépodobnost, ze padne prvocislo? [%]
Jaka je pravdépodobnost, ze padne jednicka nebo dvojka? [%]
Jaka je pravdépodobnost, ze soucet horni a spodni stény je 77 [1]
Jaka je pravdépodobnost, ze soucet horni a spodni stény je 37 [0]

3.2.3. Hodime dvéma kostkami.

a)

Je pravdépodobnéjsi, a) ze padne 5 a 6 nebo b) ze padnou dvé 3?7
Méjme uniformni pravdépodobnostni prostor (£2, P), kde Q = [1,6]?> = {(i,5) : 1 <i,5 < 6}. Potom
jev ,padne 5 a 6“ je A = {(5,6),(6,5)} a jev ,padnou dvé 3“ je B = {(3,3)}. Snadno vypocitame

P(A):;é::;(}, ppy=1Bl_ 1

Jev A mé dvakrat vétsi pravdépodobnost nez jev B.
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b)

3.2.4.

3.2.5.

Jaka je pravdépodobnost, ze padne soucin 127

V uniformnim pravdépodobnostnim prostoru rozlisime usporadané dvojice, se sou¢inem 12 =2.6 =
3-4=4-3=6-2. Oznacime jev D = {(2,6), (3,4),(4,3),(6,2)}. V uniformnim pravdépodobnostnim

prostoru plati P(D) = % = % = %,
Jaka je pravdépodobnost, ze padne soucin 47

V uniformnim pravdépodobnostnim prostoru rozlisime usporadané dvojice, se sou¢inem 4 =1 -4 =

2.2 =4-1. Oznacime jev E = {(1,4),(2,2),(4,1)}. V uniformnim pravdépodobnostnim prostoru

cp_ D3 1

Jaka je pravdépodobnost, ze padne soucin 147

Souc¢in 14 na dvou Sestisténnych kostkach padnout nemuze. Oznacéime jev F = (). Proto P(F) =
P(0) = 0.

Jaka je pravdépodobnost, ze padne soucet 10?7

Soucet 10 dostaneme na dvou kostkach jako 10 = 6 +4 = 5+ 5 = 4 + 6. V uniformnim

pravdépodobnostnim prostoru oznacime jev G = {(6,4), (5,5), (4,6)}. Dostaneme P(G) = % =
3 _ 1
36 — 12°

Sestavte funkci P(n), kterd bude udavat pravdépodobnost, ze pii soucasném hodu n kostkami, n > 1,

padne soucet n.

Sestavime uniformni pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje hod n kostkami. Plati 2 =
[1,6]™. Jev, ze pti sou¢asném hodu n kostkami dostaneme soucet n, odpovida jediné usporadané n-tici

samych jednicek. Proto P(n) = &.

padne soucet 3.

Pro jednu kostku je P(1) = %, nebot v uniformnim pravdépodobnostnim prostoru Sesti moznych
vysledku jen jeden je 3. Pro dvé kostky je P(2) = % = %8, nebot v uniformnim pravdépodobnostnim
prostoru tficeti Sesti moznych vysledku jen dvéma zpusoby lze dostat soucet 3. Pro tii kostky je
P3) = 6% = ﬁ, nebot v uniformnim pravdépodobnostnim prostoru dvé sté Sestnécti moZnych
vysledku jen jedinym zpusobem lze dostat soucet 3. Pro ¢tyfi a vice kostek soucet 3 padnout nemtuze,

proto P(n) = 0 pro n > 4. Hledand funkce je napiiklad

%1 pron =1
P(n) = @ pron =2
516 bron =3
0 pron >4

Hodime soucasné sedmi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze
padne soucet 127

Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P) s nosnou mnozinou €2, kde kazdy elementarni jev od-
povida jednomu hodu se sedmi kostkami (prvni az sedmé kostka). Tento pravdépodobnostni prostor
je uniformni, a proto |Q| = V*(6,7) = 67 prvka.

Nejmensi mozny soucet pii hodu sedmi kostkami je 7. Abychom dostali soucet 12, zbyvé ,rozdélit
pét jednotek“ (ok = puntiku) mezi sedm kostek, jak se na nékterych sténdch pii hodu se souc¢tem
12 mohou objevit. Jedna se o neusporadany vybér s moznosti opakovéani. Existuje celkem C*(7,5) =
(161) = (151) = 462 takovych moznosti. Jev ,padne soucet 12“ odpovidd podmnoziné A C ), pficemz
A mé 462 prvku. Protoze dany pravdépodobnostni prostor je uniformni, hledand pravdépodobnost
je

A e

Q] 67 279936 46 656

P(A)
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Poznamka:

Kdybychom se ptali na soucet 13 nebo vyssi, dloha by byla obtizngjsi, protoze na kazdé kostce je
nejvyse Sest ok (puntiku). Pii vypoétu velikosti mnoziny A bychom museli uvézit, aby sestavené
moznosti odpovidaly séitancum s nejvyssi hodnotou 6.

b) padne soucet 137
Sestavime pravdépodobnostni prostor (2, P) stejné jako v predchozi ¢asti.

Nejmensi mozny soucet pti hodu sedmi kostkami je 7. Zbyvé ,rozdélit Sest jednotek® (ok = puntiki)
mezi sedm kostek, nemuzeme vSak vSechna oka umistit na jednu kostku, protoze by tato kostka
meéla sedm ok (puntiki) na jedné sténé. Jednd se o neusporddany vybér s moznosti opakovani.
Odecteme pocet takovych moznosti, kdy vSech Sest jednotek je pfidano na jednu ze sedmi kostek, coz
nemuze nastat, protoze by to odpovidalo situaci, ze na nékteré kostce padne ¢&islo 7. Existuje celkem
c*(7,6) —C(7,1) = (162) - (D =924 — 7 = 917 takovych moznosti. Jev ,padne soucet 13“ odpovida
podmnozinég A C , pficemz A méa 917 prvku. Protoze uniformni pravdépodobnostni prostor ma
|| = V*(6,7) = 67 prvki, hledana pravdépodobnost je

A _ @)= _ 917

P(A) = = = .

(4) 1Y) 67 279 936
3.2.6. Hodime n-sténnou kostkou jejiz stény jsou oc¢islovany 1,2,...,n. Jaka je pravdépodobnost, ze padne
liché &fslo? [%]
3.2.7. Hodime n-sténnou prvociselnou kostkou (stény jsou oc¢islované uzitim prvnich n prvocisel). Jaka je
pravdépodobnost, ze padne liché ¢islo? [”T—l]

3.2.8. Mame zamichany balicek 32 hracich karet. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) prvni karta v balicku je eso?

Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje prvni vytazenou kartu. Prvni

karta muze byt libovolnd z 32 karet, kazdd karta je stejné pravdépodobnd. Plati |Q] = 32
a pravdépodobnostni prostor je uniforrr|1n|1’. V balicku jsou 4 esa, proto jev E ,prvni karta je eso
El _ 4 _1

obsahuje 4 elementarni jevy. Plati P = o =32 = s

b) treti karta v balicku je desitka?

Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje tieti vytazenou kartu. Tteti karta muze

byt libovolna z 32 karet, kazd4 je stejné pravdépodobnd. Uniformni pravdépodobnostni prostor ma

nosnou mnozinu £ tvorenou 32 kartami, které mohou byt v balicku na tfetim misté. |V|bah’éku jsou
_ID 4 1

4 desitky, proto jev D ,treti karta je desitka“ obsahuje 4 elementarni jevy. Plati P AR

c) treti karta v balicku je desitka, vime-li, ze prvni dvé karty jsou dama a kral?

Sestavime pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery modeluje tieti vytazenou kartu. Vime, ze tfeti
karta muze byt jen jedna ze tficeti karet. Uniformni pravdépodobnostni prostor ma nosnou mnozinu
tvofenou 30 kartami, které mohou byt v balicku na tfetim misté. V balicku stale ztstavaji ¢tyti
desitky, proto jev C ,tfeti karta je desitka® obsahuje 4 elementarni jevy. Plati P = 1Bl _ 4 _ 2

Q] — 30 — 15
d) treti karta v balicku je desitka, vime-li, ze prvni dvé karty jsou sedmicka a desitka?

Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje tieti vytazenou kartu. Vime, ze tfeti
karta muze byt jen jedna ze tficeti karet. Uniformni pravdépodobnostni prostor ma nosnou mnozinu

tvofenou 30 kartami, které mohou byt v balicku na tfetim misté. V balicku stédle zustavaji jen tii

desitky, proto jev B ,tieti karta je desitka“ obsahuje 3 elementarni jevy. Plati P = % = % = %0'
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3.2.9. Hazime dvéma kostkami: Sestisténnou a dvanactisténnou. Jaka je pravdépodobnost, ze na obou padne
stejné ¢islo?

Na Sestisténné muze padnout jakakoliv hodnota, vysledek hodu oznaé¢me a. Sestavime uniformni
pravdépodobnostni prostor (£2, P), ktery modeluje dvandct moznych vysledka na druhé kostce, 2 = [1,12].
Jen jeden z dvanacti vysledkl se shoduje s ¢islem na Sestisténné kostce. S pravdépodobnosti P = % bude
na dvanactisténné kostce stejné ¢islo a.

3.2.10. Hazime tfemi kostkami: ¢tyfsténnou, Sestisténnou, desetisténnou. Jaka je pravdépodobnost, ze
na vsech padne stejné ¢islo?
Na Ctyfsténné muze padnout cokoliv, oznatme vysledek a. Sestavime uniformni pravdépodobnostni pro-
stor (£2, P) Sedesédti moznych vysledku na druhé a tieti kostce. Plati Q = {(b,¢):b € [1,6],c € [1,12]}. Jen
jedind moznost A = {(a,a)} odpovida piipadu, kdy na druhé i na tieti kostce padne stejné ¢islo a. Celkem
mame

_ A1

PA) = 151 = 5o

3.2.11. Hazime tfemi Sestisténnymi kostkami.

a) Je lepsi vsadit si, ze nepadne zddna Sestka, nebo ze padne alespon jedna Sestka?

Sestavime pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery modeluje souc¢asny hod tfemi kostkami. Ozna¢me
Q) = [1,6]3. Oznacime A jev, kdy nepadne zddn4 Sestka, plati A = [1,5]3. Pravdépodobnost jevu A
je P(A) = f.
Al V*(5,3) 5% 125
(4) ] V*(6,3) 63 216
Oznacime B jev, kdy padne alespon jedna Sestka. Jev B je dopliikovym jevem jevu A (pokud nena-
stane A, musi nastat B), proto ihned mame
125 91

P(B) = P(A) =1~ P(A) =1 - = = o0,

Je lepsi vsadit si, ze nepadne zadna Sestka.

b) Jaka je pravdépodobnost, ze padne pravé jedna Sestka?

Pracujeme se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (€2, P). Oznacime C jev, kdy padne prévé
jedna Sestka. Jev C obsahuje ty trojice z 2, které obsahuji jednu Sestku (na nékteré ze tif kostek),
pricemz zbyvajici dvé kostky obsahuji libovolnd jind ¢éisla. Proto |C| = C(3,1) - V*(5,2) = (i’) 52 =
3 - 25. Potom

_|c] 3-52 75

0~ & 26

P(C)

c¢) Jakd je pravdépodobnost, ze padnou alespon dvé Sestky?

Pracujeme se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (2, P). Oznac¢ime D jev, kdy padnou alespon
dvé Sestky. Je ziejmé, ze ze vSech moznosti obsazenych v 2 musime vylou¢it piipady v A a C. Proto

216 125 75 16 2
P(D)=PQ)-P(A) -PC)=———— — = -
Jiné teseni:
Protoze plati D = B\ C' a C C B, tak staé¢i pocitat

91 75 16 2
P(D)=P(B)—-P =—— ———=_——=_—.
(D) (B) ) 216 216 216 27

3.2.12. Hazime desetisténnou kostkou.
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a) Hodime jednou. Jakd je pravdépodobnost, ze padne prvocislo? [%]
b) Hézime dvakrat. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne lichy soucet? [%]
¢) Hézime dvakrat. Jaka jsou pravdépodobnosti jednotlivych souctu? [P(z) = min{%, %
pro i € [2,20]]

3.2.13. Hazime ctytikrat minci. Jaka je pravdépodobnost, ze

a
b

C

)
)
)
)

d

—
—

cn"‘
N

padne ¢tytikrat za sebou hlava?

—
H‘H
[

lw @
[E—

padne nejprve hlava, potom orel, znovu orel a nakonec hlava?

padne dvakrat hlava a dvakrat orel (v libovolném poradi)?

= 00

sls
i

—

padne alespon jednou hlava?

3.2.14. Hodime tfemi stejnymi kostkami.

a)

Jaka je pravdépodobnost, ze padne 2,4, 67

Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje hod tfemi Sestisténnymi kostkami.
Vsech moznych vysledkt je 63, plati |Q| = 63. Moznosti, kdy padne 2,4,6 v riiznych poiadich,

je 3! = 6, tvoii jev A. Pravdépodobnost v uniformnim pravdépodobnostnim prostoru je P = % =
31 1
63 — 36°

Jaka je pravdépodobnost, ze padne 2,4,47?

Pracujeme se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (€2, P). Vsech moznosti, kdy padne 2,4,4
v ruznych potadich je (‘;’) = 3, tvoii jev B. Pravdépodobnost v uniformnim pravdépodobnostnim

prostoru je P = Q=& =

3.2.15. Ve tiidé je 25 zdku. Predpoklddejme, ze nikdo nemd narozeniny 29. tinora (v piestupném roce) a ze
kazdy den v roce se rodi pfiblizné stejné déti. a) S jakou pravdépodobnosti budou alespon dva spoluzaci
slavit narozeniny ve stejny den? b) Kolik nejméné musi byt ve tiidé zaku, aby byla pravdépodobnost
spole¢ného data narozenin dvou spoluzakil vétsi nez 57 [a) Pas = 0.5687, b) nejméné 23 zak|

3.3

Disjunktni a nezavislé jevy

3.3.1. Dva hraci hazi kostkou.

a) Jsou jejich hody nezédvislé?

Ano, vysledek hodu kostkou nezavisi na tom, kdo kostkou hézi.

b) Jeden hrac hodil uz tii Sestky za sebou. Je vysledek je dalstho hodu nezdvisly na predchozich?

Ano, vysledek hodu kostkou nezavisi na tom, co padlo pfi minulém hodu.

3.3.2. Mgjme dva ruzné elementarni jevy s nenulovou pravdépodobnosti.

a) Jsou ruzné elementérni jevy vzdy disjunktni?

Elementarni jevy jsou prvky pravdépodobnostniho prostoru. Proto nema smysl mluvit o disjunktnosti
jevu jako o disjunktnosti mnozin. Elementarni jevy muzeme vSak povazovat soucasné za jednoprv-
kové mnoziny obsahujici prvky pravdépodobnostniho prostoru. Podle definice jsou elementarni jevy
vysledky ndhodného pokusu a dva rtzné vysledky nemohou nastat soucasné. Budeme-li se na ele-
mentarni jevy divat jako na jednoprvkové podmnoziny pravdépodobnostniho prostoru, tak ma smysl
zkoumat jejich disjunktnost a elementarni jevy jsou vzdy disjunktni.
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b)

3.3.3.

3.3.4.

Jsou ruzné elementarni jevy vzdy nezavislé?

Elementarni jevy jsou prvky pravdépodobnostniho prostoru. Za elementdrni jevy muzeme povazovat
jednoprvkové mnoziny obsahujici prvky pravdépodobnostniho prostoru. Podle pfedchoziho cvi¢eni
jsou disjunktni, a proto jejich prunik je (). Pravdépodobnost prdzdné mnoziny je 0, zatimco
pravdépodobnost elementérnich jevi je nenulova (kladnd). Protoze soucin dvou kladnych ¢isel nemuze
byt 0, nejsou elementarni jevy nezavislé.

Jiné teseni:

Pokud nastane jeden elementarni jev jako vysledek pokusu, tak vime, ze druhy vysledek nenastal.
Proto dva elementarni jevy nejsou nezavislé.

Meéjme dva disjunktni jevy.

Mohou byt dva disjunktni jevy nezavislé?

Dva jevy jsou nezavislé, jestlize P(A) - P(B) = P(AN B). Protoze mame dva disjunktni jevy, tak je
P(ANB) = P(0) = 0. Aby byla splnéna nezévislost, musi mit alespon jeden z jevu pravdépodobnost
P=0.

Je prazdny jev nezavisly s libovolnym jevem?

Dva jevy jsou nezdvislé, jestlize P(A) - P(B) = P(AN B). Pro prazdny jev () je z definice P(()) =0
a také P(AN@®) = P(0) = 0. Proto rovnost P(A)-P(0) = P(A)-0=0= P(0) = P(AN0) je trividlné
splnéna vzdy.es

Udejte priklad dvou ruznych jevu, které nejsou disjunktni. [Napiiklad pii hodu kostkou: jev padlo

liché ¢islo a jev padlo prvocislo. |

3.3.5.

a)

3.3.6.

Hodime dvéma kostkami.

Jsou jevy A: padl soucet 4“ a B: ,padl soucin 4“ disjunktni?

Sestavime pravdépodobnostni prostor (£2, P) modelujici hod dvéma kostkami, kde = [1,6]2. Jev A
spadl soucet 4“ odpovidd podmnoziné A = {(1,3),(2,2),(3,1)} a jev B ,padl sou¢in 4“ odpovidd
podmnoziné B = {(1,4), (2,2), (4,1)}. Jevy A, B nejsou disjunktni, protoze soucet 242 = 4 a zaroven
soucin 2 -2 =4 lezi v pruniki AN B = {(2,2)}.

Jsou jevy C': ,padl soucet 6“ a B: ,padl soucin 6“ disjunktni?

Pracujeme se stejnym pravdépodobnostnim prostorem. Jevy C' a D jsou disjunktni, protoze soucet
=145=244=34+3=44+2=5+1lasowCin6=1-6=2-3=3-2=06-1 nemohou nastat
soucasné. Plati C N D = (.

Meéjme tii jevy A, B, C. Vime, ze jevy A a B jsou nezavislé, jevy B a C jsou nezavislé a jevy A a C

jsou nezavislé.

a)

Musi byt jevy A, B, C' nezavislé jako trojice?

Jevy A, B, C' obecné nejsou nezavislé jako trojice. Vime-li, Ze nastal jev A a B souCasné a vime-li
nastal jev B a C soucasné, tak nutné nastal jev A i C soucasné. Napiiklad pfi dvou hodech minci
muzeme popsat tii jevy: A: ,pfi prvnim hodu padne hlava“, B: ,pfi druhém hodu padne hlava® a C":
»,p1 obou hodech padne lichy pocet hlav“. Jevy A, B jsou nezavislé, protoze dva hody minci jsou
nezavislé. Jevy A, C jsou nezavislé, protoze lichy pocet bude nezdvisle na prvnim hodu podle toho,
co padne pii druhém hodu. Jevy B, C jsou nezavislé, protoze lichy pocet bude nezavisle na druhém
hodu podle toho, co padlo pii prvnim hodu. Avsak trojice jevi A, B, C nejsou nezavislé, protoze
jev C jednoznacéné plyne z vysledku dvou hodi minci = z jeva A, B.

Mohou byt ve specidlnim ptipadé nezavislé? Kdy? [ano, napiiklad je-li alespon jeden z jevu
prazdny]



42

Petr Kovér: Resené priklady DM a UTG (30. zarf 2026)

3.3.7. Mame zamichany balicek 32 karet.

a)

Rozddme dvéma hrac¢im po tfech kartdch. Jsou vybéry karet nezavislé?

Vybéry nejsou nezavislé. Dostane-li jeden srdcové eso, druhy uz tuto kartu dostat nemuze.

Jiné teseni:

Sestavime pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery modeluje vybéry prvniho (piipadné druhého)

hrace. Muzeme polozit Q = {{k1, k2, k3}: vybrané 3 karty z balicku }. Plati || = (336) a dany prostor
je uniformni.

Zvolme libovolnou trojici karet {a,b,c}. Pravdépodobnost jevu A ,prvni hra¢ dostane trojici karet
{a,b,c}“ je

Al _ 1
e (5)
Stejné vyjde pravdépodobnost jevu B ,druhy hra¢ dostane trojici karet {a, b, c}“.
Bl _ 1
e (%)

Pravdépodobnost jevu, ze oba hréc¢i dostanou stejnou trojici karet je P(A N B) = 0, protoze kazd4a
karta je v balicku pouze jednou. Neplati rovnost P(A) - P(B) = P(A N B), proto jevy A, B nejsou
nezavislé.

Dame prvnimu hraci tii karty a zbylé karty zamichdme. Potom druhy hra¢ dostane také tii karty.
Jsou vybéry karet nezavislé?

Vybéry nejsou nezavislé. Dostane-li prvni srdcové eso, druhy uz tuto kartu dostat nemuze. Pocetni
zduvodnéni je analogické, jako v predchozim piikladu.

Déame prvnimu hraé¢i tii karty. On si je zapamatuje a vrati do balicku. Potom karty zamichidme
a druhy hra¢ dostane tii karty. Jsou vybéry karet nezavislé?

Vybéry jsou nezédvislé. Protoze prvni hrac¢ karty pouze vidél, nijak to neovlivni moznost pro druhého
hrace stejné karty ziskat.

Jiné fesSeni:
Sestavime pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery modeluje vybéry prvniho (piipadné druhého)
hréce. Muzeme polozit 2 = {{k1, k2, k3}: vybrané 3 karty z balicku }. Plati || = (336) a dany prostor
je uniformni.

Zvolme libovolnou trojici karet {a,b,c}. Pravdépodobnost jevu A ,prvni hra¢ dostane trojici karet
{a,b,c}* je

Al _ 1
e ()
Stejné vyjde pravdépodobnost jevu B ,druhy hra¢ dostane trojici karet {a, b, c}“.
Bl _ 1
el (5)

Pravdépodobnost jevu P(A N B), ze ,oba hra¢i dostanou stejnou trojici karet“ vypocitdme jako
pravdépodobnost slozeného vybéru, kdy prvni hréd¢ dostane trojici {a,b,c} a druhy hra¢ dostane
stejnou trojici karet {a, b, c}. Pravdépodobnost je

11
(5"
3

P(ANB) =

Rovnost P(A) - P(B) = P(AN B) plati, proto jevy A, B jsou nezavislé.
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)

Hrac dostane pét karet, potom karty vrati a po zamichani dostane znovu pét karet. Jaka je
pravdépodobnost, ze mél pokazdé fullhouse (342 stejné hodnoty)?

Oba vybéry jsou nezavislé. Sestavime pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery modeluje vybér péti
karet. V8ech moznosti vybéru péti karet je (352), proto |Q] = (352)7 prostor je uniformni.

Spocitame moznosti, jak sestavit fullhouse. Je celkem 8 moznosti, jak vybrat hodnotu trojice, pficemz
existuje (g) moznost{, jak vybrat trojici. Podobné existuje 7 moznosti, jak vybrat jinou hodnotu
dvojice a (3) moznosti, jak vybrat dvojici. Celkem je 8 - 7 - (g) : (3) = 56 - 24 = 1 344 mozZnosti.
Pravdépodobnost, ze dostane fullhouse je

1344 1344 6
(352) 201376 899

Pravdépodobnost, ze dvakrat za sebou dostaneme fullhouse je

2

1344 62 36

PP=|—"_"] = = = 0.000044543 = 4.4543 - 107°.
( (%) ) 8992 — 808 201

Hrac dostane pét karet, schova si je dostane dalsich pét karet. Jaka je pravdépodobnost, ze mél
krélovsky poker v srdcové barvé (postupka s nejvyssimi hodnotami az po eso) dvakrat za sebou?

Vybéry nejsou nezavislé. Dostane-li v prvni sadé kralovsky poker v srdcové barvé, v druhé tomu
tak jiz byt nemuze (a naopak), nebot esa se v balicku vyskytuji pouze ¢tyfi. Protoze se jednd o jev
nemozny, je jeho pravdépodobnost 0.

Hra¢ dostane pét karet, schova si je dostane dalsich pét karet. Jakd je pravdépodobnost, ze takto
dostane krélovsky poker (v libovolné barveé) dvakrat za sebou?

Oba vybéry jsou nejsou nezavislé. Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje
slozeny vybér nejprve péti a poté dalsich péti karet. Vsech moznosti slozeného vybéru péti a dalsich
péti karet je (352) (257), proto |Q] = (352) (257), prostor je uniformnf.

Spocitame moznosti, jak dvakrat sestavit kralovsky poker. Jsou 4 barvy, ve kterych muze kralovsky
poker byt. Pii prvnim vybéru péti karet mame 4 moznosti kralovského pokeru, pii druhém uz jen
t¥i moznosti. Celkem existuje 4 - 3 = 12 moznosti, jak kralovsky poker dvakrat za sebou vybrat.
Pravdépodobnost, ze dvakrat za sebou dostaneme kralovsky poker je

12 12 1

(®2)(¥) ~ 16257084480 1354 757 040

P = = 0.00000000073814 = 7.3814 - 10~ 10,

3.3.8. Hodime dvéma kostkami, jednou zelenou a jednou c¢ervenou. Jsou jevy A: ,na obou padne stejné
¢islo“ a B: ,na zelené kostce padne Sestka“ nezavislé?

Ovérime nezavislost jevu podle definice nezévislosti. Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery
modeluje hod dvéma kostkami. Pravdépodobnostni prostor je uniformni, mnozina

Q=[1,61*={(a,b) : 1 < a,b, < 6}.

Jev A:  na obou padne stejné ¢islo“ je podmnozina A C €2, kde A = {(1,1),(2,2),...,(6,6)}. Plati |A| =6
a pravdépodobnost v uniformnim prostoru

_Al_6 1
P(A)_|Qy_36_6'

Jev B: ,na zelené kostce padne Sestka“ je podmnozina B C Q, kde B = {(6,1), (6,2),...,(6,6)}.

Bl 6 1
PB)= "> = =,
(B) Q] 36 6
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Zbyva urcit pravdépodobnost, ze oba jevy nastanou soucasné a porovnat se souc¢inem pravdépodobnosti.
Protoze AN B = {(6,6)}, plati

1
P(ANB
( )= 35
Nynf ovéifme P(A) - P(B) = ¢ -+ = & = P(AN B), to znamen4, ze jevy A, B jsou nezdvislé.

Jiné tesSeni:
Jevy A a B jsou nezavislé. Hody dvéma kostkami jsou nezdvislé. At na zelené kostce padne jakékoliv &islo,
na ¢ervené kostce padne s pravdépodobnosti % stejné cislo.

3.3.9. Hod'me dvéma kostkami. Jsou jev ,padl soucet 6 a jev ,padl soucin 8“ nezdvislé?
Sestavime pravdépodobnostni prostor (Q, P), ktery modeluje hod dvéma kostkami.

Q=[1,6*={(a,b):1<a,b,<6}.

Jev A, kdy padne soucet 6, je A = {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}. Jev B, kdy padne souéin 8, je B =
{(2,4), (4,2)}. Ihned vidime, ze ANB = {(2,4), (4, )} B Protoze se jedna o uniformni pravdépodobnostni

prostor, mame
A B 2 2
P(A) = ||Q|| = % P(B) = 1Bl _ 2 P(ANB)=P(B) = —.

Pokud jsou jevy nezavislé, musi podle definice platit
P(A)- P(B)=P(ANB).
Dosazenim dostaneme

5

%367A

proto jevy A a B nejsou nezavislé.

3.3.10. Mg¢jme pravdépodobnostni prostor (2,P), kde Q = {1,2,3,4,5,6,7,8} s uniformni
pravdépodobnosti (hdzime osmisténnou kostkou). Jsou jevy A ={1,2,3,4} a B = {5,6, 7,8} nezavislé?
Ovétime definici nezdvislosti.

Al 4 1 Bl 4 1 _|AnB| 0

Protoze 1
P(ANB)=04# 1= P(A)- P(B),

tak jevy A a B nejsou nezavislé, jsou zavislé.
Jevy A a B jsou disjunktni.

3.3.11. Mé¢jme pravdépodobnostni prostor (Q,P), kde Q@ = {1,2,3,4,5,6,7,8} s uniformni

pravdépodobnosti (hazime osmisténnou kostkou). Jsou jevy A = {1,2,3,4} (pddlo, malé ¢islo) a B =
{1,3,5,7} (padlo liché ¢islo) nezavislé?
Ovéiime definici nezavislosti.

Al 4 1 Bl 4 1 |JANB| 2 1

PA=gr=5=3 PBI=g=g=3 PANB="g==2=7

Protoze )
P(ANB) = 1 = P(A) - P(B),

tak jevy A a B jsou nezavislé.

3.3.12. Méjme pravdépodobnostni prostor (2, P), kde Q = {1,2,3,4,5,6} s uniformni pravdépodobnosti
(hazime Sestisténnou kostkou). Jsou jevy A = {1,2,3} (padlo malé ¢islo) a B = {1, 3,5} (padlo liché ¢islo)
nezavislé?
Ovétime definici nezavislosti.

Al 3 |B| 3 |JANB| 2 1

PU) =g =5 PBI=ig =g PUANB)=g==2=0
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Protoze 9
# o= P(4)- P(B),

P(ANB) = # o

>~ =

tak jevy A a B nejsou nezavislé, jsou zavislé.

3.4 Podminéna pravdépodobnost

3.4.1. Jaké je pravdépodobnost pii hodu klasickou kostkou, ze padne ¢islo vétsi nez 3 vime-li, ze padlo liché
¢islo.

Sestavime uniformni pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery modeluje hod kostkou, kde Q@ =
{1,2,3,4,5,6}. Potom jev ,padne liché ¢islo® je A = {1,3,5} a jev ,padne ¢islo vétsi nez 3“ je B = {4,5,6}.
Hledana podminéna pravdépodobnost je

P(ANB)
P(B)

1
5

| ol

3.4.2. V krabici je 5 kouli, 3 jsou bilé a 2 ¢erné. Vytahneme postupné dvé koule. Jaka je pravdépodobnost,
ze prvni je bila a druhd ¢erna?

Sestavime uniformni pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery modeluje postupné vytazeni dvou kouli.
Koule oé¢islujeme 1, 2, 3, (bilé) 4 a 5 (¢erné). Vsech moznych vylosovani dvou kouli je V(5,4) =5-4 = 20.

Q={(i,j): (1 <i,j <5 AG£)} 10]=5-4=20.
Potom jev ,,vytdhneme bilou a potom ¢ernou kouli® je

A={(,j): (1 <i<3)N(4<j<b)}, |A]=3-2=6.
Protoze ) je uniformni, muzeme spocitat pravdépodobnost jevu A jako

pay-Al_6_ 3

2] 20 10
3.4.3. V krabici je 5 kouli, 3 jsou bilé a 2 ¢erné. Vytahneme postupné dvé koule. Pocitejme: Vsechny
moznosti, jak mohou dopadnout losovani jsou: bila-bila, bila-cernd, ¢erna-cerna a cerna-bila. Pouze jedna
z nich je pfizniva: bila-¢ernd. Dostaneme pravdépodobnost P = %. Srovnejte s fesenim Piikladu B. Co je
Spatné? Vysvétlete!
Piislusny pravdépodobnostni prostor (€2, P), kde

Q = {bb,bc,cc,cb}, |92 =4

neni uniformni. Jednotlivé elementarni jevy nejsou stejné pravdépodobné, proto nemuzeme pouzit vztah

P(A) = 5.

3.4.4. V krabici je 5 kouli, 3 jsou bilé a 2 ¢erné. Vytahneme postupné dvé koule. Pocitejme: VSech moznosti,
jak muze dopadnout losovani je (g) = 10. Ptiznivé jsou ty, kdy vybereme nejprve bilou a potom ¢ernou: Do-

(DG _ 32 _

staneme pravdépodobnost P = o = 0 = % Srovnejte s fesenim Piikladu B. Co je Spatné? Vysvétlete!
Chybu jsme udélali pii uvazovani neusporddanych vybéru dvou kouli z péti. Vybér, kdy rozliSujeme jakou
barvu mé prvni a jakou barvu méa druha koule je ve skute¢nosti usporadany. Piislusny pravdépodobnostni
prostor

Q = {b1ba, b1b3, bab3, bic1, bica, bact, baca, bzc, bca, crea}, [Qf = 10

je sice uniformni, jednotlivé elementérni jevy jsou stejné pravdépodobné (rozmyslete si podrobné proc!).
Avgak vypocet pocCtu piiznivych moznosti (:1)’) . (%) je z principu uspotradany: zvlast (prvnf) vybirdme
bilou a potom ¢ernou. Proto nemiuzeme pouZit uvazovat jev A ,prvn{ bild, druhd ¢ernd“, nebot A Z Q.
Vypocet pravdépodobnosti, kde ¢itatel udava pocet moznosti usporddanich vybéru spoletné se vztahem
pro neusporddany vybér dvojic ve jmenovateli nema smysl.
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3.4.5. Z celkové produkce zavodu jsou 4% zmetku. Z dobrych vyrobku je 75% standardnich. Urcete
pravdcpodobnost, ze nahodné vybrany vyrobek je standardni.
Ozna¢im A jev, ze ,vyrobek je zmetek“. Potom P(A) = 130 55 - Pravdépodobnost dopliitkového jevu A,
Ze vyrobek nenf zmetek, je P(A) = 25 = %.

Dale jev B znamend, ze ,vyrobek je standardni“. Ze zadani vime P(B|A) = 100 = %. Je ptirozené

predpokladat, ze zddny zmetek neni standardni, tj. P(B|A) = 0.
Pravdépodobnost jevu B vypoc¢itame, jako soucet podminénych pravdépodobnosti, kdy jev A nenastal
a kdy jev A nastal. Pravdépodobnost, ze nastane jev B, vypocitame

— — 24 3 1 72 18
P(B) = P(A) - P(BIA) + P(A) - P(BIA) = 3 - S + 50 = 105 = o=,

3.5 Strfedni hodnota

3.5.1. Hazime kostkou, kterd neni spravedliva, riznd ¢isla padaji s riznou pravdépodobnosti. Cisla 1, 2
padnou s pravdépodobnosti % ¢isla 4, 5 a 6 padnou s pravdépodobnosti % Pravdépodobnost ¢isla 3 neni
udéana. Jaky je stfedni pocet poctu ok, ktera na kostce padnou?

Sestavime pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery modeluje hod touto kostkou, kde Q = {1,2,3,4,5,6}.
Prostor neni uniformni, vime, ze p; = py = % apy =ps =P = % Nejprve uréime pravdépodobnost, ze
padne hodnota 3. Vime, ze p1 + p2 + - - - + pg = 1, odtud vyjadiime p3 jako

_q _1 2 3 6
p3 = P1—P2—P4—DP5 —P6 = 5 7 35

Nyni zavedeme ndhodnou veli¢cinu X udéavajici pocet ok pti jednom hodu touto kostkou. Snadno vycislime

1 6 1 3 18 15
SN im0 g b L 3 18 15
Zp ‘T3 5 tgg oty ity oty T

214+ 18475 114 |
= 35 =5 = 3.2571
3.5.2. Jaka je stfedni hodnota poctu Sestek, které padnou pti hodu péti kostkami?
Zavedeme ndhodnou veli¢inu X udavajici pocet Sestek pii hodu péti kostkami. Jisté je X € [0,5]. Nej-
jednodussi je zavést néhodnou veliéinu Y, kterd udava pocet Sestek pii hodu jednou kostkou. Nyni
EY)=p-0+p-1 =0+ 6 = 8 Protoze ndhodnéa veli¢ina X je souCtem péti hodnot nahodné
veliciny Y, tak muzeme psat E(X ) EY)+EY)+EY)+EY)+EY)=5E(Y)=2.
Jiné tesSeni:
Zavedeme ndhodnou veli¢inu X udévajici pocet Sestek pii hodu péti kostkami. Jisté je X € [0, 5]. Nyni podle
definice E(X) = Z?:o p;h; je obtizné vypocitat, protoze musime znat hodnoty p1, pa, . .., ps. Abychom uréili
hodnoty pg, p1, - - -, p5, tak sestavime pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery popisuje hod péti kostkami.
Plati = [1,6]® a prostor je uniformni. Hodnota pg udévé pravdépodobnost jevu Py, Ze nepadne zadn4 6.
Plat{ | Py| = 5°. Vypocitame
[Po| _ 5°

TR

Hodnota p; udavé pravdépodobnost jevu Py, Ze padne praveé jedna 6. Plati |P;| = (i’) - 5%, Vypoéitame

_ B _5-5

Hodnota ps udava pravdépodobnost jevu P, ze padnou préavé dvé 6. Plati |Py| = (g) - 53. Vypocitdme

P _10-5°




Petr Kovér: Resené piiklady DM a UTG (30. zari 2026) AT

Hodnota ps udava pravdépodobnost jevu P3, Zze padnou préve tii 6. Plati | P3| = (g) - 52. Vypoéitdme

_ P 10-5

Hodnota py udavé pravdépodobnost jevu Py, Ze padnou pravé ¢tyii 6. Plati |Py| = (i) -5, Vypoéitame

|Py| 55!

A kone¢né hodnota ps udavé pravdépodobnost jevu Ps, ze padne pravé pét 6. Plati |Ps| = 1. Vypocitame
B

Nyni dosadime do vztahu F(X) = Z?:o pih; a dostaneme

50 59 2.5% 2.53 5.5 1 6480 5
EX)== 04+ —-14"—" 24" " 34" " 44+ . 5=—" =,
(X) 67 +65 + 65 + 65 + 67 +65 7776 6

3.5.3. Mame Sestisténnou kostku.

a) Jaky je prumérny soucet ¢isel na horni a spodni sténé kostky vyrobené tak, ze 1 je naproti 6, 2
naproti 5 a 3 naproti 47

Je-li X ndhodna veli¢ina udavajici ¢islo na horni sténé kostky a Y nahodné velicina udavajici ¢islo
na spodni sténé kostky, tak stfedni hodnota sou¢tu E(X +Y)=E(X)+ E(Y)=35+35=T.

b) Jaky je prumérny soucet ¢isel na horni a spodni sténé kostky vyrobené tak, ze 1 je naproti 2, 3
naproti 5 a 4 naproti 67

Je-li X ndhodna veli¢ina udavajici ¢islo na horni sténé kostky a Y nahodna veli¢ina udavajici ¢islo
na spodni sténé kostky, tak stfedni hodnota souc¢tu E(X +Y) =E(X)+ E(Y)=35+35="7.

3.5.4. Mame dva sacky s kulickami. V prvnim sacku jsou dvé kulicky s ¢islem 2 a tii kulicky s ¢islem 3.
Ve druhém sacku jsou 3 kulicky s ¢islem 4 a 2 kulicky s ¢islem 5. Tahame z obou sacku po jedné kulicce.
Jaky je prumérny soucet tazenych cisel?
Ozna¢ime X nahodnou velicinu udévajici ¢islo tazené z prvniho sdcku. Pro prvni sicek je P(2) = %
a P(3)= %, nebot losovani jedné kulicky muzeme modelovat uniformnim pravdépodobnostnim prostorem
(Q, P) s péti elementdrnimi jevy — podle toho, kterd byla tazena kulicka. Potom je
2 3 4+9 13
EX)=2--43--=—=—.
(X) 5 5 5 5

Oznac¢ime Y ndhodnou veli¢inu udédvajici ¢islo tazené z druhého sdcku. Analogicky jako v pfedchozim
pifpadé odvodime, Ze pro druhy sécek je P(4) = 2 a P(5) = 2. Potom je

3 2 12410 22
EY)=4-- R - =z
¥) 5 5 5 5 5
Pro soucet ndhodnych veli¢in plati
13 22 35
E(X+Y):E<X)+E(Y):E+E:E:7'

Pramérny soucet tazenych ¢isel je 7.

3.5.5. Uméli byste rozmistit ¢isla 1 az 6 na spravedlivou kostku tak, aby stfedni hodnota souctu horni
a spodni stény byla jina nez 77

Ozna¢me X nahodnou veli¢inu udédvajici ¢islo na horni a Y na dolnf sténé kostky. Podle Véty o souctu
stfednich hodnot je E(X +Y) = E(X)+ E(Y) = 3.5+ 3.5 = 7. Proto pro spravedlivou kostku takové
rozdélen{ neni mozné.
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3.5.6. Najdéte vhodnd ¢isla ay,as, ..., ag a rozmistéte je na spravedlivou kostku tak, aby stfedni hodnota
souctu horni a spodni stény byla jina nez prumér hodnot a; az ag vynasobeny dvéma.

Ozna¢me X nahodnou veli¢inu udédvajici ¢islo na horni a Y na dolni sténé kostky. Podle Véty o souctu
stfednich hodnot je E(X +Y) = E(X)+ E(Y) = 2- E(X). Proto pro spravedlivou kostku takové rozdéleni
neni mozné.

3.5.7. Najdéte vhodné cela cisla aq,ao,...,as a rozmistéte je na spravedlivou kostku tak, aby stfedni
hodnota souc¢inu horni a spodni stény byla jind nez primér hodnot a1 az ag umocnény na druhou.

Staci vzit klasickou kostku: Oznatme X nahodnou veli¢inu udavajici ¢islo na horni a ¥ na dolni sténé
kostky. Zatimco E(X) - E(Y) = 3.5% = 12.25, tak

1 1 1 1 28 =
EX - Y)==-(1- - (2- - (3-4) =< 1 12) = — =9.3.
( ) 5 ( 6)+3 ( 5)—!—3 (3-4) 3(6+ 0+12) 3 9.3
3.5.8.*% Najdéte vhodnd ruznd celd ¢isla ay, ao, . . . , ag a rozmistéte je na spravedlivou kostku tak, aby stfedni

hodnota sou¢inu horni a spodni stény byla stejnd jako pramér hodnot a; az ag umocnény na druhou.
Ozna¢me X ndhodnou veli¢inu udavajici ¢islo na horni a Y na dolni sténé kostky. Oznacéime dvojice
protilehlych stén 1 a 6, —1 a —6, 0 a 12. Potom E(X) = : (1+6—-1—-6+0+12) = 22 = 2 a plati
E(X)? = 4. Navic pro

1

E(X-Y)= (1-6)+§(—1-—6)+%(0-12):2+2+0:4.

Wl

Nebo obecnéji: Oznacime dvojice protilehlych stén 1 a 6k, —1 a —6k, 0 a 12k. Potom prumér hodnot

je 1+6k_1_gk+0+12k = % = 2k, jeho druha mocnina je 4k?. Stfedni hodnota soucinu protilehlych stén je

BE(X.Y)= (1-6k)+é(—1-—6k)+%(0~12k) = 4k>.

Wl

3.5.9. Kolik je tfeba prumérné hodu minci, aby vysly dva stejné vysledky?

Zavedeme nahodnou proménnou X, kterda udava pocet hodi. X nabyva hodnot 2 nebo 3. Béhem prvnich
dvou hodu jsou mozné ¢tyfi ruzné vysledky (se stejnou pravdépodobnosti), pficemz dva z nich znamenaji
aspéch jiz pti druhém hodu. Proto pravdépodobnost, ze uspéjeme jiz v druhém hodu je po = % = % Jev
»je potieba tii hody“ je doplnkovy, proto ps =1 —po = % Celkem méme stiedni hodnotu poétu hodu

5
3=12.

E(X)=p2-2+p3-3= 5

.2+

N | —
N | —

3.5.10.* Kolik je tfeba prumérné hodu minci, na které ma hlava pravdépodobnost p (p nemusi byt %) aby
vysly dva stejné vysledky?
Zavedeme nahodnou proménnou X, kterd udavé pocet hodi. X nabyva hodnot 2, 3. Prumérny pocet hodu
je jeji stfedni hodnota E(X).

Sestavime neuniformni pravdépodobnostni prostor (2, P), ktery popisuje dva hody minci. Pfi prvnich
dvou hodech mohou nastat ¢tyti piipady:

1. HH s pravdépodobnosti pgg = p - p = p?,
2. HO s pravdépodobnosti ppo = p- (1 —p) = p — p?,
3. OH s pravdépodobnosti pog = (1 — p) -p = p — p?,
4. 00 s pravdépodobnosti poo = (1 —p) - (1 — p) = (1 — p)%.
Dva stejné vysledky dostaneme po druhém hodu (HH nebo OO) s pravdépodobnosti

pp=p+(1-p)=p*+1-2p+p*=2p" —2p+1.
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Pokud nepadne stejny vysledek pfi druhém hodu, musi padnout pii tfetim hodu s pravdépodobnosti
p3=1—py=1—(2p" —2p+1)=2p—2p> =2p(1 —p).

Stfedni E(X) hodnota se vypocita

3
B(X)=> i-pi=2ps+2p3=2-(2p> = 2p+1)+3-2p(1 —p) = —2p° + 2p+ 2 =2(1 + p—p*).
=2

Prop = % dostaneme

1 1 244+2-1) 10 5
o =2(1+5-1) =2 LY
ale pro p = % bude stiedni hodnota mensi
1 1 294+3—-1 22 _
BE(x)—2(141_L)y_20F3=D 2,4
3 9 9 9

Miizeme hledat maximum funkce F(X) = 2(1 + p — p?) na intervalu (0,1) v zavislosti na parametru p.
Maximum nastdvéa ve stacionarnim bodé nebo na krajich definiéniho oboru. Nejprve provéiime stacionarni
bod.

(B(X)) =20+1-2p)=2(1—-2p) =0

Extrém nastava pro p = % Jedn4 se o maximum, nebot podle druhé derivace
(B(X))" = —4p < 0.

se jedna o konkdvni funkci (grafem kvadratické funkce je ¢ast paraboly oteviené smérem doli). Minimalni
hodnoty 2 nabyva funkce E(X) na krajich definiéniho oboru pro p=0ap=1.

3.5.11.*% Kolik je tfeba prumérné hodu spravedlivou minci, aby padla prvni hlava?
Nahodn4 veli¢ina X udédvajici pocet hodu do prvniho tspéchu nabyva hodnot 1,2, ..., proto je X € N\ {0}.
Pti prvnim hodu uspéjeme s pravdépodobnosti p; = %, pii druhém s pravdépodobnosti py = (1— pl)% =

(1— l)l = %. Pr1i ¢-tém hodu uspéjeme s pravdépodobnosti p; = (1 - %)l_l . % = 2—11 Podle definice stredni

2/2
hodnoty je
mm—i»i—iii—11+l2+l3+l4+ =
_‘izllh T4 2 2 94 -
I R
2 T 92 "3 T g
11 1
tog gttt
11 B
+§+¥+~_
o0 o0 o0 oo
1 1 1 1 1
_ il - 4. =14= — =2.

Stfedni hodnota poctu hodu je 2.

3.5.12.* Kolik je tfeba prumérné hodu minci, kde hlava ma pravdépodobnost p (p nemusi byt %), aby padla

prvni hlava?

Nédhodn4 veli¢ina X udédvajici pocet hodu do prvniho tspéchu nabyvéd hodnot 1,2, ..., proto je X € N\{0}.
Pti prvnim hodu uspéjeme s pravdépodobnosti p; = p, pfi druhem s pravdépodobnosti p2 = (1 —p)p =

p — p?. Pii i-tém hodu uspéjeme s pravdépodobnosti p; = (1 —p)’ ™" - p. Podle definice stiedni hodnoty je

- ) P .
sz l—zlfp)ZLpWIH (I-p)-i=
=1

=1
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= (=P +A=p "+ Q=p+ (1 —p + -+
H(=p? A =p) + (1 =p) -t

+(1=p+ (1= +-)

T <Z(1—p)i+;(l—p)"+2(1—p)i+”->

L=p i=1 3

p ( l-p  (-p?  (-p)’ +>

T 1-p\l-(1-p) "1-(1-p) I1-(1-p)
5 (5T )
_1:3.1;1’(1+(1—p)+(1—p)2+-~)—
:1+(1—p)+(1—p)2+---zg(l—p)":1_(1_1))Z;'

Stfedni hodnota po¢tu hodt je %.

3.5.13. Jaka je stiedni hodnota poétu policek, o které se vage figurka piesune v jednom kole hry , Clovéce,
nezlob se!“, pokud se

a) po treti Sestce za sebou jiz znovu nehazi? [%]

b) opakované hazi dokud padaji Sestky? %]

3.5.14. P1i objednavani obédu na terminélu u jidelny nevite, ktera jidla jsou k dispozici a ktera ne. Vime,
ze tti z péti jidel jiz neni mozné objednat, nicméné pii kazdém pokusu o objednani se o dostupnosti jidla
dozvime, az na konci celého pokusu a musime objednavat znovu. Jaky je stfedni pocet pokusu nez si
objedname jidlo, které se jesté vaii?

Oznatme X ndhodnou veli¢inu udavajici pocet pokusu, nez se ndm podaii objednat. Podle zadani
pii ¢tvrtém pokusu se jiz podaii jidlo objednat, protoze nedostupnd jidla nema smysl opakované ob-
jednavat.

2 32 3 322 1 3212 1
Pr=r P2=p 3y =70 P75 12375 PPT5 1732710
Potom
2 3 1 1 A4+64+6+4 20
E(X)=p1-1+py 24p3-ddbpg-d==4 > .042.34 . 4q=-"2T0T%2 =V _o
(X)=p1-1+p2-2+p3s-4+ps st 2tE 3 g 0 o

Jidlo si objedndme v pruméru na druhy pokus.

3.5.15. P1i objednavani obédu na terminélu u jidelny nevite, ktera jidla jsou k dispozici a ktera ne. Vime,
ze v menu je vybér z n jidel a vime, ze k < n je pocet jidel z péti, ktera je mozno objednat, jaky je stfedni
pocet pokust nez si objedname jidlo, které se jesté vari?

Ozna¢me X ndhodnou veli¢inu udavajici poc¢et pokusu, nez se nam podaii objednat. Podle zadani n — k +
1. pokusu se jiz podaii jidlo objednat, protoze nedostupna jidla nemd smysl opakované objednavat. Je-li
k = n, tak objedndme jiz pfi prvnim pokusu.

E(X)=p -1=1-1=1.

Je-li K = n — 1, tak objedndme pii prvnim pokusu s pravdépodobnosti "T_l a jisté pri druhém pokusu

o - . ;1
(k nému dospéjeme s pravdépodobnosti ).
n—1 1 o n—142 n+1

14+ L2 =
n—1 n n

EX)=pi-14+p-2=
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Obecné, je-li 1 < k < n, tak pravdépodobnost uspéchu pfi i-tém pokusu znamend, ze prvnich ¢ — 1 pokusu
bylo netspésnych a i-ty pokus byl Uspésny.

- on—k n-k-1 n-k—i+2 k B (n—k)! (n—1)!
=y n—1 n—it+2 n—i+tl (m-k—i+1)! 7l

n—k n—~k . n—k .
. (n—k)! (n—14)!  (n—k)! (n —i)! '
0 ;p ! ;(n—kz—i—{—l)! n! ! n! z;(n—i—l{H—l)! !
Je-li k =0, tak si jidlo neobjednédme.

3.6 Nahodné vybéry

3.6.1. Mame sedmiprvkovou mnozinu A.

a) S jakou pravdépodobnost{ vybereme ndhodné jednu konkrétni pétiprvkovou podmnozinu mezi viemi
pétiprvkovymi podmnozinami?
Uniformni pravdépodobnostni prostor (€2, P) ma Q| = (g) = (;) = 21 prvku. Kazd4 jedna pevné
zvolend pétiprvkova mnozina bude vybrana s pravdépodobnosti P = ﬁ = 2—11

b) S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné jednu konkrétni pétiprvkovou podmnozinu mezi véemi

podmnozinami?

Uniformni{ pravdépodobnostni prostor (€2, P) mé || = [24| = 27 = 128 prvkii. Kazd4 jedna pevné
11

zvolend pétiprvkova mnozina bude vybrana s pravdépodobnosti P = o] = 128

¢) S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné nékterou pétiprvkovou podmnozinu mezi vSemi
podmnozinami?
Uniformn{ pravdépodobnostni prostor (2, P) ma | = [24] = 27 = 128 prvkia. Pétiprvkovych
podmnozin je (g) = (;) = 21. Kazdou jednu pétiprvkovou mnozinu vybereme s pravdépodobnosti
p=24=2
Q] — 128

3.6.2. S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné jednu k-prvkovou podmnozinu n-prvkové mnoziny?
Uniformni pravdépodobnostni prostor (£, P) mé |Q| = (Z) prvki. Kazdd jedna pevné zvolend k-prvkova
mnozina bude ze vSech k-prvkovych podmnozin vybréana s pravdépodobnosti P = ﬁ

k

3.6.3. S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné k-prvkovou podmnozinu mezi vSemi podmnozinami

n-prvkové mnoziny?
Uniformn{ pravdépodobnostni prostor (92, P) mé |Q| = [24| = 2" prvkii. Véech k-prvkovych podmnozin je
(i)

|Q| = (Z) Kazdou jednu k-prvkovou podmnozinu vybereme s pravdépodobnosti P = .

3.6.4. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodna podmnozina n-prvkové mnoziny obsahuje jeden pevné zvoleny

prvek?
Uniformn{ pravdépodobnostni prostor (2, P) mé || = |24| = 2" prvki. Podmnozin, které prvek obsahuji,
je [24\#}| = 27~1 Pravdepodobnost, Ze zvolime podmnozinu, kterd pevné zvoleny prvek obsahuje, je
p=2"1_1

22 2

3.6.5. Mame nahodnou posloupnost étyt bitu.

a) S jakou pravdépodobnosti se jednd o ,,0011“7 [T16]
b) S jakou pravdépodobnosti obsahuje dvé jednicky a dvé nuly?
Posloupnosti se dvéma jednickami je (;‘) = 6. Hledana pravdépodobnost v tomto uniformnim

ool

pravdépodobnostnim prostoru je P = 1% =
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S jakou pravdépodobnosti obsahuje vice jedni¢ek nez nul?

Posloupnosti se tremi jednickami je (g) = 4 a se ¢tyfmi jednickami je jedind. Hledana

- . . y . : _ 441 _ 5
pravdépodobnost v tomto uniformnim pravdépodobnostnim prostoru je P = 55 = 1.

6. Mame nahodnou permutaci pétiprvkové mnoziny.

Jakou pravdépodobnost mé kazda jedna ndhodna permutace? [%0]

Jakou pravdépodobnost méa permutace, kde ¢islo 1 nasleduje bezprostifedné za éislem 27

Vsech permutaci je 5! = 120. Téch permutaci, které obsahuji ,,12“, je 4! = 24. Celkem hledand

pravdépodobnost v uniformnim pravdépodobnostni prostoru (2, P) je P = % = %

Jakou pravdépodobnost ma permutace, kde ¢islo 1 nasleduje za ¢islem 27

V permutaci se objevi vSechna ¢isla, kazdé pravé jedenkrat. Ke kazdé permutaci, ve které nasleduje
¢islo 1 az za ¢islem 2 muzeme piifadit pravé jednu permutaci, ve které nasleduje ¢islo 2 za ¢islem 1
— tu permutaci, ve které jsou ¢isla 1 a 2 prohozené. Proto je polovina vSech permutaci takovych, ze
¢islo 1 nasleduje za ¢islem 2 a hledand pravdépodobnost je %

Jakou pravdépodobnost méa permutace, kde &isla 1, 2 jsou vedle sebe?

Na dva prvky 1 a 2 se podivame jako na jednu pevné spojenou dvojici prvka a pocitame permutace

¢tyt prvkit. Cisla 1 a 2 mohou byt v libovolnim poc¢adi, proto mame celkem P(4) - P(2) = 24-2 = 48

moznosti. Hledana pravdépodobnost je P = % = %

Piiklady k procviceni

Héazime opakované spravedlivou minci.

Jaka je pravdépodobnost, ze pii Sesti hodech minci padne hlava i orel stejnékrat?
Sestavime uniformni pravdépodobnostni prostor (€2, P). Mnozina € mé& V*(2,6) = 2¢ prvki, pricemz
6

(g) z nich odpovidd hodum, kdy padne hlava. Proto hledand pravdépodobnost je P = % = 2—2 = %.

Jaka je pravdépodobnost, ze pfi n hodech minci padne hlava i orel stejnékrat?
Pro liché n nemuze byt obou vysledku stejny. Hledand pravdépodobnost je 0.

Jinak ozna¢ime n = 2h. Pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem (2, P), kde |Q] = V*(2,n) =
2" = 22" Uniformn{ pravdépodobnostni prostor ma 2" = 22" prvki, pficemsz (Z) = (2111) z nich
2

Cy)

odpovidajf hodum, kdy padne hlava. Proto hledand pravdépodobnost je <3

Méme zamichany balicek 32 karet. Vytahneme postupné dvé karty. Jakd je pravdépodobnost, ze

obé karty budou esa?

Sestavime uniformni pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje tazeni dvou karet. Vsech

moznosti dvou tazenych karet je [ = V(32,2) = 32 - 31. Jev A ,vytdhneme dvé esa“ je
podmnozinou . Dvé esa muzeme vytahnout V(4,2) = 4 - 3 zpusoby. Hledana pravdépodobnost
ep=lAl_ 43 _ 3 _ 3
J = Q] ~ 3231 — 8§31 — 248"

obé karty budou devitka a desitka (v tomto pofadi)?

Pracujeme se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (2, P). Jev B ,obé karty budou devitka
a desitka (v tomto potradi)“ je podmnozinou (€2, P). VSech moznosti dvou tazenych karet je
V(32,2) = 32 - 31. Prvni devitku muzeme vytdhnout ¢tyfmi zpusoby a druhou desitku také. Hle-

; 5 e p_ 44 _ 1 _ 1
dand pravdépodobnost je P = 5537 = 557 = 53-
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c) obeé karty budou devitka a desitka (v libovolném pofadi)?

Pracujeme se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (2, P). Viech moznosti dvou tazenych karet

je V(32,2) = 32-31. Devitku muzeme vytahnout ¢étyimi zpusoby a desitku také. Jsou dvé piipustnd

poradi. Hledana pravdépodobnost je P = % = 3i

d) ani jedna karta nebude kral?

Pracujeme se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (2, P). Viech moznosti dvou tazenych karet

je V(32,2) = 32 - 31. Priznivé tahy neobsahuji krale: V'(28,2) = 28 - 27 Hledana pravdépodobnost je
P 2827 _ 727 _ 189

32-31 31 T 248

e) obé karty budou stejné barvy?

Pracujeme se stejnym pravdépodobnostnim prostorem (€2, P). Vsech moznosti dvou tazenych karet je
V(32,2) = 32-31. Piiznivé tahy jsou jedné ze ¢tyt barev: (;1) -V (8,2) = 4-8-7 Hledan4 pravdépodobnost

. _ 487 _ 7
je P = 3531 = 31-

3.7.3. Kuchar upustil omylem do polévky dva rtizné prsteny. VSechna polévka byla rozdélena mezi 25 host,
z toho 8 zen. Jakd je pravdépodobnost, ze

a) oba prsteny dostane jedna osoba? [ 715]
b) prsteny budou mit v polévce dva muzi? [%]
c¢) prsteny nebude mit v polévce zadny muz? [ o5 ]
d) prsteny budou mit v polévce jeden muz a jedna zena? [%]
e) prsteny budou mit v polévce dvé zeny? [%]
f) Jak se pravdépodobnosti zméni, jestlize prsteny budou stejné? [pravdépodobnosti se nezméni|

3.7.4. Hodime dvéma Sestisténnymi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze nejvyssi ¢islo padne pravé m,
m € [1,6]7

V uniformnim pravdépodobnostnim prostoru (€2, P) je Q = [1,6]?, || = 62 = 36 moznosti. Pokud na prvn{
kostce padne &islo m, tak na druhé muze padnout libovolna z m hodnot mensich nebo rovnych m a podobné
naopak. Moznost m,m je zapoéiténa dvakrat, proto celkovy pocéet moznosti, kdy padne m je 2m — 1.
Pravdépodobnost je P = 36 —1

3.7.5. V supliku mame rozhdzenych po 6 ponozkich (3 pary) od kazdé z barev ¢ernd, sedd a bild. Ko-
lik ponozek musime prumérné vytdhnout (postupné a poslepu), abychom dostali jednobarevny par? Ne-
rozliSujeme levou a pravou ponozku.

Nejméné musim vytahnout dvé ponozky, nejvice ¢tyfi.

Prvni ponozku vytahneme libovolné.

Pii druhém pokusu uspéjeme s pravdépodobnosti py = %, protoze musime vytdhnout nékterou z 5
ponozek stejné barvy, jako byla prvni ponozka.

Pri tfetim pokusu uspéjeme s pravdépodobnosti ps = % }g éi, protoze prvni dvé ponozky musi byt
ruznych barev a tfeti ponozka musi byt néktera z deseti moznych, které odpovidaji nékteré z jiz vtazenych
barev.

Pii ¢tvrtém pokusu uspéjeme s pravdépodobnosti py = % . 1% = 34, protoze druh& ponozka se musi
lisit o prvni a tfeti musi byt nékterd ze 6 zbyvajicich jiné barvy. (alternativné bychom mohli vzit py =

1— _ —1-5_1L_9 )
P2 — D3 17 34 = 34-
Sttedni hodnota poctu tahu je E(X) =2 - 7 +3-2+4. 20*‘;‘% 13041.

3.7.6. V supliku mame rozhazenych po p ponozkach od kazdé z b barev. Kolik ponozek musime prumeérné
vytahnout (postupné a poslepu), abychom dostali jednobarevny péar? NerozliSujeme levou a pravou
ponozku.
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3.7.7.* Magnet ma dva pdly, které se pritahuji. Barevné détské magnetky maji na sobé umélohmotnou
cepicku. Cepicka zakryvé cely jeden pdl magnetu, proto pfitahovat se mohou pouze jednim pélem. Mag-
netky jsou balené po 40 kusech, 10 od kazdé ze ¢ty barev. Predpokladejme, ze zakryté pély kazdého
z magnetkl jsou zvoleny ndhodné s pravdépodobnosti % Jaka je pravdépodobnost, ze téchto 40 mag-
netku lze pospojovat do 20 stejnobarevnych dvojic tak, ze kazdd dvojice se navzajem pritahuje opa¢nymi
nezakrytymi poly?

Pro kazdou ze ¢ty barev muzeme udélat (nezdvisle) volbu deseti magnetu. Z deseti pélu bude parovani
existovat, jestlize bude zakryto pravé pét severnich péli z deseti. Celkem existuje 2'° riiznych zakryti
a prave (150) z nich odpovida tém moznostem, které je mozno sprarovat.

Pravdépodobnot vhodného zacepickovani pro jednu barvu je

Pro rizné barvy jsou volby nezavislé, proto je pravdépodobnost pro celé baleni rovna

(5)

4 4 4
252 63 15752961
P=P -P-Ps-Pp= 30 ) =(22) = (=) = =22 20,0037
trhras (210) (1024) (256) 4294967296

3.7.8. Hra Tic-tac-toe je hra s tuzkou a papirem pro dva hrace X a O, kteti stiidavé zapisuji krizky a kolecka
do ¢tvercové sité policek 3 x 3, viz Cviceni EE3.B2. Pti feSeni vyuzijte vysledku Cvic¢eni EZ3.82.

a) Jaka je stfedni hodnota poctu tahu do vitézstvi, jestlize remizy nebudeme uvazovat (predpokladdme,
ze remiza nemuze nastat). Piedpokladejme, Ze kazda hra mé stejnou pravdépodobnost (coz nemusi
byt pravda).

Podle Cviceni PZ3.82. vime, ze existuje

1440 rtznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v patém tahu,

5328 ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v Sestém tahu,
— 47952 ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v sedmém tahu,
— 72576 ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v osmém tahu,

81792 ruaznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v patém tahu a

46080 ruznych her Tic-tac-toe, které konéi remizou.

Hry, které kon¢i remizou, nebudeme uvazovat. Existuje proto celkem 1440 + 5328 + 47952 4 72576 +
81792 = 209088 ruznych her, které konéi vitézstvim. Podle predpokladu mé kazdd z nich stejnou
pravdépodobnost.

Zavedeme ndhodnou veli¢inu Z, ktera udava pocet tahu hry Tic-tac-toe. Z muze nabyvat hodnot 5
az 9. Pravdépodobnost jednotlivych moznosti je

1440 5328 47952 72576 81792
= 200088" % T 209088° P77 200088 P T 200088 P? T 200088

ps
Podle definice stfedni hodnoty je stfedni hodnota poc¢tu tahti hry Tic-tac-toe

E(Z) = 5ps + 6ps + Tp7 + 8ps + 9pg =

1440 5328 47952 72576 81792

200088 T 200088 ' 200088 T ° 200088 T ° 200088

1691568 11747
209088 1452

= 8.0902.
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b)* Jaka je stfedni hodnota po¢tu tahu do prvniho vitézstvi, jestlize remizy zapocitame jako 9 tahu a dalsi
hra pokracuje dalsim (desédtym) tahem. Predpokladejme, ze kazdd hra ma stejnou pravdépodobnost
(coz nemusi byt pravda).

Podle Cviceni Z3.82. vime, ze existuje

— 1440 ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v patém tahu,

— 5328 ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v Sestém tahu,

— 47952 ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v sedmém tahu,
— 72576 ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v osmém tahu,
— 81792 ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v patém tahu,
— 46080 ruznych her Tic-tac-toe, které konéi remizou a

— 255168 vsech ruznych her.

Podle predpokladu méa kazda z her stejnou pravdépodobnost.

Zavedeme ndhodnou velicinu X, kterd uddva pocet tahu hry Tic-tac-toe do prvniho vitézstvi
a ndhodnou veli¢inu Y, kterd udava pocet taht hry Tic-tac-toe v jedné hie. X muze nabyvat hodnot
z mnoziny [5, oo]. Pravdépodobnost jednotlivych moznosti je

1440 5328 47952
P5 = 955168° 0T 2551687 P7 T 255168
72576 81792 46080
P8 = 955168 P 255168° U7 T 255168
a déle
1440 5328 47952 )
P5+9 :Pr'my P6+9 :Pr‘m, P7+9 :Pr‘m, cevy  DPro = Dy
E(Y) = 5ps5 + 6pg + Tp7 + 8ps + I(po + pr) =
o 140 5328 47952 72576 81792+ 46080
255168 255168 255168 255168 255168

2106288 14627
255168 1772

Podle stejného vypocetniho schématu jako ve hie ,Clovéce nezlob se!“ budeme pocitat

= 8.2545.

E(X)=E(Y)+pEY)+piE(Y)+-- =EY)(1+p +p;+--) =
=E(Y)- 1 ! = 2. 116080 = coo. 2551681746080 -
—pr 200168 1 g5e 255168 =Romem=
2106288 2106288 14627 - 10.074.

~ 255168 — 46080 209088 1452

3.7.9. Krabice dfevénych détskych vlacka obsahuje jednu lokomotivu a tii vagénky. Vagénky a lokomotiva
se spojuji pomoci magneti. Lokomotiva ma jeden magnet a kazdy vagének ma magnety dva — na kazdém
konci jeden. Pély magnetu jsou otoceny tak, aby bylo mozno zapojit do vlacku vSechny vagdnky a to
v libovolném poradi.

a) S jakou pravdépodobnosti by se dal sestavit vlacek s vagénky v libovolném poradi, pokud by v tovarné
orientaci magnetu piifazovali ndhodné?

Vlacek mé celkem 7 magnet a véech moznosti je proto V(2,7) = 27 = 128. Rozlisime dvé moznosti,
kdy muzeme vagdnky vldcku zapojit v libovolném poradi.

— Pokud ma kazdy vagdének oba pély magentu a masinka mtze mit polaritu magnetu libovolné,
tj. 2 moznosti pro masinku a 2 moznosti pro kazdy vagének, coz celkem dava 2-V(2,3) = 2-23 =
24 = 16 moznosti.
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— Pokud mé pravé jeden vagének oba magnety stejné polarity (ale opaéné nez masinka), muze

takovy vagének byt kterykoliv ze 3 moznych, ostatni vagénky pak maji oba nesouhlasné oriento-
vané pély magentu. Masinka muze mit polaritu magnetu libovolné. Dostdvdme navic 2 moznosti

pro masinku (a soucasné jeden vagének) a 2 moznosti pro kazdy zbyvajici vagének, coz celkem
dava (3)-2-V(2,2) =3-2-22 = 3. 2% = 24 moznosti.

Dva vagénky nemohou mit oba magnety stejné polarity, protoze pokud maji oba stejnou polaritu,

nepujdou zapojit za sebe a pokud maji oba ruznou, nepujde jeden z nich zapojit za maginku. Dostali

jsme tak 16 + 24 = 40 moznosti.

Pravdépodobnost, s jakou by se dal sestavit vlac¢ek s vagénky v libovolném potadi, je

40 5

128 16

b)* Uméli byste predchozi tlohu zobecnit pro n vagénka?
Magnetti je 2n + 1 a mohou byt orientovany libovolné. Mame V*(2,2n + 1) = 22"+ moznosti.

Spojeni je n (stejné jako vagénku) a nastane jedna ze ti{ moznosti:

1. kazdy vagének ma nesouhlasnou orientaci pdli, masinka je orientovana libovolné,
2. maginka ma orientaci S a jeden vagonek z n moznych ma oba magnetky opacné orientované,

3. masSinka ma orientaci L a jeden vagének z n moznych mé oba magnetky opa¢né orientované.

Pro kazdy vagének mame dvé moznosti, jak magnetky (nesouhlasné) zorientovat. Pocet moznosti
v prvnim piipadé je 2-V*(2,n) = 2-2" = 2"*!, Poget moznosti v druhém a tietim piipadé dohromady
je2-n-V*2,n—1) = 2n-2""1 = n2" nebot i souhlasné orientovany vagének je mozno zaradit
do soustavy kamkoliv. Celkem mame

2ntl 4 p2n (24n)-2"  n42

922n+1 - 22n+1 T o9ntl”

c¢) S jakou pravdépodobnosti by se dal sestavit vlacek s vagénky v alespon jednom potadi, pokud by

v tovarné orientaci magnetu pfifazovali ndhodné?

Tento priklad je specidlnim piipadem obecného postupu z nasledujici varianty. Proto hledana

pravdépodobnost, s jakou by se dal sestavit vlacek s vagénky v alespon jednom potradi, je

() _ () _3

n —_

22n 96 :a

d)* Umeli byste ptredchozi tlohu zobecnit pro n vagénku?

Staci si uvédomit, ze pii jakémkoliv prifazeni magnetkt, které umozni alesponi jedno poradi sestaveni

vlacku, je pocet severnich a jiznich pélu ,skoro* stejny, lis{ se pravé o jedna. Reknéme, ze pocty péla

jsou ,,vyvazené*“.
b))

Kazdy vagének s rozdilnou orientaci magnetku je mozno zafadit do soupravy na libovolné misto. A
kazdy vagdnek se stejnou orientaci obou magnetu si pii vyvazeném rozdéleni polu vynuti existenci
jiného vagénku (piipadné lokomotivy) s opacnou orientaci pélu. Tyto souhlasné orientované vagénky
(resp. vagének s lokomotivou) tvoii vzdy dvojice. Tyto dvojice je pak mozno zapojit do soupravy
bezprostfedné za sebe a dostaneme ¢ast soupravy, kterd ma na obou koncich ruzné pély (a lze ji jako

celek zafadit kamkoliv), pfipadné emuluje lokomotivu s jednim pélem.
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To znamend, ze pii jakémkoliv vyvazeném rozdéleni magnetku lze sestavit cely vlacek. Naopak,
kazdy sestaveny lacek méa diky tomu, Ze se pfitahuji opacné orientované magnety, vyvazenou orientaci
magnetk.

Vsech moznych orientaci magnetki ve vlaku s n vagénky je je V*(2,2n + 1) = 22"+ a vyvazenych

orientaci je 2-C(2n+1,n) = 2- (2"7?1). Hledana pravdépodobnost, s jakou by se dal sestavit vlacek
s vagonky v alespon jednom potadi, je

L (2n+1 2n+1
L2 )

2n+1 92n

3.7.10. V balicku je 8 karet, dvé od kazdé barvy. Balicek peclivé rozmichame. S jakou pravdépodobnosti
dostaneme takové rozmichani, ve kterém nejsou zadné dvé karty stejné barvy vedle sebe?
Sestavime uniformni pravdépodobnostni prostor (€2, P), kde 2 obsahuje vSech P(8) = 8! rozmichéni naseho
balicku.

Jev A ,7adné dve karty stejné barvy vedle sebe“ je podmnozinou 2. Abychom uréili |A|, postupujeme
s vyuzitim principu inkluze a exkluze. VSech uspotradani je 8!. Odecteme pocet takovych moznosti, kdy jsou
dvé karty nékteré barvy vedle sebe (4 barvy, 2 moznd poradi), tvoii slepenec dvou karet a uspordddvame
7 karet (jedna z nich je slepena dvojice karet).

Oznac¢me A; pocet viech rozmichéni, kdy dvé karty barvy 4 jsou slepené k sobé. Plati
P(7) =2-7!. Hleddme |A; U A2 U A3 U Ay|. Podle principu inkluze a exkluze plati

Al =VH(2,1) -

‘A1UA2UA3UA4| = 0(4, 1)|A2| —C(4,2)’AzﬂAJ| —|—C(4,3)|AzﬂA]ﬂAk| —C(4,4)|A1 ﬂAQﬂA3ﬂA4’ =

4 4 4 4
= 2.7 — 226! 223 .51 — 22341
()27 (o) 2o (o) 20 ()

Hledany pocet rozmichéani, ve kterém nejsou zadné dveé karty stejné barvy vedle sebe, dostaneme jako rozdil
4 4 9 4 3 4 4
P(8) = [A1U Ay UAgU Ay =81 () 2704 () 2260 () 27514 ()20 4l =13 824

Ptislusnéd pravdépodobnost pak je
13824 12

40 320~ 35"

3.7.11. Ctyficet sportovei bude rozdéleno na ¢tyfi stejné pocetné skupiny. Jaka je pravdépodobnost, ze
dva konkrétni sportovei A a B budou ve stejné skupiné?

Predpoklddame, ze kazdé rozdéleni sportovet do étyt skupin po deseti je stejné pravdépodobné. Sestavime
uniformni pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery modeluje rozdéleni vsech sportovcu do étyf skupin.
Takovych rozdéleni je |Q| = (‘118) (?8) (%8) Gg) Jev A  méame dva sportovce A a B v nékteré ze ¢ty skupin®,
jsou spolu v nékteré ze 4 skupin a muzeme vybrat zbyvajicich 8 ¢lent celkem (388) zpusoby a zbyvajici

. 30\ (20Y (10 38\ (30 (20 (10 ( < .
skupiny celkem (10) (10) (10). Proto |A| = (8 ) (10) (10) (10). Hledana pravdépodobnost je

AL 4 (o) (o) o) _ 4(5) _4-(38-37---31)100 _ 4-10-9 9 3
121 (o) Go) (o) (o)
3.7.12. S jakou pravdépodobnosti bude ptijato bindrni slovo délky 8 znaku, které obsahuje ¢tyti nuly, jestlize

zdroj signalu generuje Tkrat vice nul nez jednicek?
Zdroj signalu muzeme modelovat pravdépodobnostnim prostorem (€2, P), kde Q = {0, 1} a navic P(0) = %

P

(1118) 81(40-39---31) 40-39 39 13’

a P(1) = %. Vsech bindrnich slov s osmi znaky, kterd obsahuji ¢tyfi nuly, je P(4,4) = %"ﬂ = 70. Kazdé
z nich se objevi s pravdépodobnosti (%)4 . (%)4 = g—;.
Vsechna bindrni slova z osmi znaku tvoii pravdépodobnostni prostor s mnozinou Q' obsahujici 256

slov. Jev A ,bude pfijato slovo se ¢tyfmi nulami a ¢tyimi jednickami® tvoii podmnozinu se 70 prvky
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(proto |A| = 70), kazdy s pravdépodobnosti g—:. Pravdépodobnost jevu A je souc¢tem pravdépodobnosti
jednotlivych prvku, proto plati
74 70-74 5.7 84 035

PA)=70- < = = = = (0.010018.
(4) = 8 8 223 8 388 608

3.7.13. V televizni soutézi se otaci kolo stésti. Na kole je 100 oblasti, z toho 60 odpovidd vyhie 100 K¢, 30
odpovida vyhie 1000 K¢ a 10 oblasti vyhie 5000 K¢. Jaka je stfedni hodnota vyhry?
Nejprve uré¢ime pravdépodobnosti jednotlivych vyher.

60 3 30 3 10 1

P10 =150 =5 P00 =755 =100 P5000 =150 = 107

Jedno losovani kola §tésti popiseme ndhodnou velicinou X, kde X € {100, 1000, 5000}. StFedni hodnotu
uréime dle vztahu

300 3000 5000 600 + 3000 + 5000 8600
E(X) = p100100 + 10001000 + p50005000 = 5 + 10 + T 10 =0 = 860.

Stfedni hodnota vyhry je 860 K¢.

3.7.14. Basketbalista hazi dvakrat na koS V prvnim hodu trefi kos s pravdépodobnost{ - 1g- Potom v druhém
hodu trefi kos s pravdépodobnosti E Pokud ale v prvnim hodu netrefi, tak v druhém hodu uspéje
s pravdépodobnosti jen 1%. Jaké je pravdépodobnost, ze basketbalista pti druhém hodu trefi kos?
Oznacme si jev, kdy basketbalista trefi kos jako T', kdy kdy trefi v prvnim hodu jako J a kdy trefi trefi
v druhém hodu jako D. My vsak zndme pouze pravdépodobnost v prvnim hodu P(J) = 1—70 a podminéné
pravdepodobnostl P(D|J) = & a P(D|J) = &. Plati P(T) = P(J)P(D|J) + (1 — P(J))P(D|J) =
4 36 _ 56418 _ 84 _ 21
100 100 — 100 — 100 — 25

3.7.15. Jaky je stfedni pocet hodu Sestistennou kostkou nez padne kazd4a sténa alespon jednou?
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4 Dalsi pocetni postupy

Podrobnéji si o principu inkluze a exkluze a o Dirichletové principu muzete precist ve skriptech [ZDM].

4.1 Motivaéni priklady

4.1.1. Kolik ¢&isel zustane v mnoziné éisel {1,2,...,1000} po vyskrtani vSech ndsobku 2,3,57
Ozna¢me A; mnozinu v8ech ndsobku ¢isla ¢ mezi ¢isly v mnoziné [1, 1000].

e Nasobkil dvojky je [4s| = 120 = 500.

e Nésobkil trojky je |As| = [192] = 333 (pracujeme s kazdym tretim &islem).

Néasobku pétky je |[As| = % = 200.

Nésobki 2 -3 = 6 je |Ag| = | 1% | = 166.

Nésobki 2 -5 =10 je |Ajo| = 193¢ = 100.

Nésobku 3 -5 =15 je |A15] = L%goj — 66.

e Nasobkii 2-3-5 =30 je |A3| = 135° = 33.
Podle zadén{ hledame 1000 —| AU A3U As|. Uzitim principu inkluze a exkluze urcime, kolik ¢isel vyskrtdme.
|A2 UAsU A5| = ‘AQ’ + |A3‘ + ’A5| - |A2 N A3| - |A2 N A5’ - |A3 N A5’ + |A2 NAsN A5| =

= |Ag| + |A3| + |As| — |As| — [Aro] — [As] + |Az0] = 500 + 333 + 200 — 166 — 100 — 66 + 33 = 734.

Celkem dostaneme
1000 — |A3 U Az U As| = 1000 — 734 = 266.

Po vyskrtani ztistane 226 cisel.

4.1.2. Na vecirku se sesly 3 manzelské pary. Kolika riznymi zpusoby lze posadit téchto 6 lidi kolem kulatého
stolu tak, aby manzelé (manzel a manzelka) nesedéli vedle sebe?

Vsech moznosti, jak posadit n lidi kolem kulatého stolu je P(n—1). Od vSech moznosti (n—1)! = 5! = 120
odecteme ty moznosti, kdy alesponi jeden manzelsky par sedi vedle sebe.

Pocet moznosti, kdy alespon jeden manzelsky par sedi vedle sebe, oznacime x. Déle oznaéme A; pocet
moznosti, kdy manzelé paru ¢ sedi vedle sebe. Jsou 2 moznosti jak tyto dva manzele usadit. Zbyvajici 4
lidi muzeme posadit 4! zpusoby. Proto |A;| = 2-4! Muzeme vybrat (:1)’) zpusoby par, ktery bude sedét vedle
sebe.

Budou-li dva manzelské pary sedét vedle sebe, tak pro kazdy par jsou 2 moznosti jak tyto dva manzele
usadit. Zbyvaji 2 lidé (jeden par), které usadime kolem stolu jako 4 objekty (dva pary a dva lidi). Proto
|A; N Aj| = 22 . 3!. Dva pary, které sedf vedle sebe, miizeme vybrat (3) zpusoby.

Budou-li vSechny tfi manzelské pary sedét vedle sebe, tak pro kazdy par jsou 2 moznosti jak tyto dva
manzele usadit. Kolem kulatého stolu posadime 3 objekty (tii pary). Proto |A; N Ag| N Az = 23 - 2!, Tii
pary, které sedi vedle sebe, muzeme vybrat (g) = 1 zpusobem.

7 principu inkluze a exkluze dostaneme

v = |A1 U Ay U Ayl = (i’) .2-4!_@) .22-(2+1)!+©.23-(o+2)!:88.

Celkem existuje
5! —x =120 — 88 = 32

moznosti, jak posadit 6 lid{ kolem kulatého stolu tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe.

4.1.3. Ukazte, ze plati
"Y+6(") +6(") =n
1 2 3)
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Postupujeme piimo. Vyraz upravime.

(1) () o) - ety oo

=n+3nn—-1)+nn—-1)(n—2)=n+3n%—3n+n>—3n?+2n =n

4.2 Princip inkluze a exkluze
Podrobnéji si o principu inkluze a exkluze muzete precist ve skriptech [ZIDM].

4.2.1. Kolik ¢fsel zustane v mnoziné éisel {1,2,...,1000} po vyskrtani vSech ndsobku 2,3,5, 77
Ozna¢me A; mnozinu vSech ndsobku ¢isla i mezi ¢isly v mnoziné [1, 1000].

e Nasobku dvojky je % = 500.

e Nésobki trojky je [1%0| = 333.

e Nasobku pétky je w = 200.

e Nésobkil sedmicky je [1920| = 142.
e Nésobkil 2-3 =6 je 1% | = 166.

e Nésobki 25 =10 je 193% = 100.

e Nisobkil 2-7 =14 je |1990] = 71.

e Nésobki 3-5 =15 je | 1992 ] = 66.

e Nésobkil 3-7 =21 je [1990] = 47.

e Nasobkil 5-7 =35 je |13 ] = 28.

e Néasobkii 2-3-5 =30 je 1339 = 33.
e Nésobkii 2-3-7 =42 je [1900]| =23,
e Nésobkii 2-5-7=70 je [190] =14,
e Néasobkii 3-5-7=105je [{9| =09.

o Nésobkii 2-3-5-7 =210 je | 20%0] = 4,

Uzitim principu inkluze a exkluze uréime, kolik ¢isel vyskrtame.
|A2UA3UA5UA7| = |A2’+|A3|+’A5|+|A7|*|A20A3|*|A2ﬂA5|*|A2ﬂA7|*|A30A5|*|A3ﬂA7|*‘A5ﬂA7|+

—|—‘A20A30A5’—|—’A2ﬂA3ﬂA7’+|A2ﬁA5ﬂA7|+‘A3ﬂA5ﬂA7‘—‘AgﬁAgﬂA5ﬂA7’

Uréime pocet vyskrtanych ¢isel z principu inkluze a exkluze
|A2 U A3 U As U Ay7| = 500 + 333 + 200 + 142 — 166 — 100 — 71 — 66 — 47 — 28 +33 +23 + 14+ 9 — 4 = 772.

Celkem dostaneme pocet ¢isel, kterd po vyskrtdani zastanou jako 1 000 — 772 = 228.

4.2.2. Kolika zpusoby je mozno vybrat pét karet z balicku 52 karet tak, aby mezi nimi byla od kazdé barvy
alespon jedna karta?

Ulohu vyTreSime uzitim principu inkluze a exkluze. Oznatme A; pocet vSech moznych vybéra 5 karet
z balicku 52 karet, ve kterych chybi barva i. Pochopitelné |A;] = |A;|, pro vSechny dvojice barev i,j.
Vsimneme si, ze |A; N A;| odpovida tém vybérim péti karet, kde chybi obé barvy i, j.
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Od celkového poctu vsech vybéru C(52,5) = (552) odecteme vsechny vybéry obsazené v |A; U Ay U A3 U
Ay|. Dle principu inkluze a exkluze uréime

4 4 4 4
‘Al UAQUAgUA4’ = <1> ’A1| — <2>’A1 ﬂA2] + <3>‘A1 ﬁAQﬂAg,‘ - <4>‘A1 ﬂAQﬂAgﬂA4’ =

(Y3 (A28, (N (13
S \1/)\5 2)\ 5 3)\5 ‘
Slovy muzeme #ici: od celkového poctu vybéru péti karet (552)

e odecteme moznosti, kdy chybi alespon jedna barva: (?) (359),

e pii¢teme moznosti, kdy chybi alespon dvé barvy: (3) (256),
o . . . SR ZAWAK
e odec¢teme moznosti, kdy chybi alespon tii barvy: (3) ( p )

Ctyii barvy chybét nemohou. Dostaneme

52 39 26 13
<5> —4(5> +6<5> —4<5> + 0 = 685 464.

4.2.3. Na vecirku se sesly 4 manzelské pary. Kolika ruznymi zpusoby lze posadit téchto 8 lidi kolem kulatého
stolu tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe? Ve dvou rozdilnych rozesazenich méa néktery c¢lovék jiného
souseda po levé nebo po pravé ruce.
Vsech moznosti, jak posadit n lidi kolem kulatého stolu je P(n—1). Od vSech moznosti, kterych je (n—1)! =
7! = 5 040 odecéteme vSech x moznosti, kdy alespon jeden manzelsky par sedi vedle sebe.

Déle oznacme A; pocet moznosti, kdy manzelé paru i sedi vedle sebe. Pro kazdy par jsou 2 moznosti
jak tyto dva manzele usadit, kdo bude sedét vlevo a kdo vpravo. Plati |A;| =2 (n — 2)\.

Obecné, pocet moznosti, kdy nékterych k& manzelskych paru sedi manzelé vedle sebe a pro zbyvajici
péry rozesazeni muze byt libovolné, spoc¢itame podle vztahu

’A1ﬁA2ﬂ ﬂAk|—<k> Sk 2 _<k‘>(7 k).2 .

Pocet vSech nevhodnych rozesazeni je

4 4 4 4
= .ot — 1. 22 41.923 — .24 =
o= (o2t - (o) 2t (g)o- - (0)s

=4-7202-6-120-44+4-24-8—-1-6-16 = 3 552.

Celkem dostaneme
5040 — 2 =5 040 — 3 552 =1 488

moznosti, jak posadit 8 lidi kolem kulatého stolu tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe.

4.2.4.* (Problém satnérky) Na shromézdéni pfislo n pant, vSichni v kloboucich, a odlozi si své klobouky
do Satny. Pii odchodu dostavaji své klobouky nadhodné. Jaka pravdépodobnost, ze zadny pan nedostane
svuj klobouk zpét?
Pii vraceni klobouku udéld Satndika takovou permutaci m n-prvkové mnoziny klobouku na (stejnou)
mnozinou panu, kdy se zddny prvek nezobrazi sém na sebe. V8ech moznych permutaci n-prvkové mnoziny
je P(n), kde P(n) =nl.

Oznatime Z,, mnozinu vsech permutaci, kdy se néktery prvek zobrazi sém na sebe (alespon jeden pan
dostane svuj klobouk). Oznaéime A; mnozinu vSech permutaci, kde pro i-ty ¢len plati 7w(i) = i a hleddme
pocet Ny, kde N,, = P(n) — Z,. Plati

Zn=|A1UA2U---UA,|
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Snadno nahlédneme, Zze

A1 N AN N Ay = <Z>(n—k:)!

a z principu inkluze a exkluze je

k k
_ _ E—1( T _ f—1 !
Zn_|A1UA2U~-UAn\_Z(—1) <k>(n—k)!_2(—l) o
i=1 i=1
Dale pocet vSech moznosti, kdy neni ani jeden pevny bod, je
n! n! nl n! 1 1 1 1
—nl—Z =nl— — 4+ = ()" =l (1S ()
N, =n!—Z, =nl T T +(-1) n!—n.<1 TR +(-1) n!>'
Hledana pravdépodobnost je
N, 1 1 1 2l 11
e TR R R 7 P Dl fod

pro dostatecné velké n, feknéme n > 5.

4.2.5. Na shromazdeéni prislo 5 hostii, vsichni v kloboucich, a odlozi si své klobouky do satny. Pii odchodu
dostavaji své klobouky nahodné. Jakd pravdépodobnost, ze zadny host nedostane svuj klobouk zpét?
Podle predchoziho piikladu dostaneme

Ns 1 1 1 1 1 11 1 1
PBl="2=1-=H4_— - =114 4——— =
() =7 T TRETIA TR 2765 4 120

120 44 11

T60—-20+5—-1 120 30

Pro srovnéni uvedme, Ze 3+ = 0.3667 a 1 = 0.3678.

4.2.6.*% Na vecéirku se seslo n manzelskych paru. Kolika ruznymi zpusoby lze posadit téchto 2n lidi kolem
kulatého stolu tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe? Ve dvou rozdilnych rozesazenich ma néktery ¢lovek
jiného souseda po levé nebo po pravé ruce.

Vsech moznosti, jak muze 2n lidi sedét kolem kulatého stolu, je P(2n —1), P(2n — 1) = (2n — 1)!, protoze
se jedna o rozesazeni 2n lidi kolem kulatého stolu.

Oznacime Z,, mnozinu vSech permutaci, kdy néktery manzelsky pér sedi vedle sebe. Oznatime A;
mnozinu véech permutaci, kde i-ty manzelsky pér sedi vedle sebe a hleddme pocet N,,, kde N,, = P(2n —
1) — Z,,. Plati

Zn=|A1UA2U---UA,|

Snadno nahlédneme, Ze sedi-li £ manzelskych péri vedle sebe, tak pro kazdy mame V*(2, k) = 2¥ moznost,
kdo sedi vlevo a kdo vpravo.

|A1ﬂAgﬁ'--ﬂAk| = <Z>2k(2n—1—k)!

a z principu inkluze a exkluze je

k
Zn=|A1UAyU---UA,| = Z(_l)]H(

i=1

n

k>2k(2n —1-kK)

Dale pocet vSech moznosti, kdy neni ani par vedle sebe, je

n2(2n —2)!  nl2°(2n —3)!  nl2%(2n — 4)!

. N L2 (n — 1)!.
I(n—1)! 2l(n —2)! 3!(n —3)!

n!

+(-1)

Ny=0Cn-1)-Z,=2n—-1)! -
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4.2.7.*% Na plese se seslo n manzelskych péaru. Kolika ruznymi zpusoby muze spolu tancit vzdy vsech 2n
lidi tak, aby zadny manzelsky par netancil spolu?
Vsech moznosti, jak spolu mohou péry tancit, je P(n), P(n) = n!, protoze se jedna o permutaci n prvku.
Hleddme pocet permutaci bez pevného bodu.

Oznacéime Z, mnozinu vSech permutaci, kdy néktery manzelsky péar tanci spoleéné (v permutaci se
néktery prvek zobrazi sdm na sebe). Oznacime A; mnozinu v8ech permutaci, kde i-ty manzelsky par tanci
spolecné, tj. plati (i) = i a hleddme pocet N,,, kde N,, = P(n) — Z,,. Plat{

Zn:|A1UA2U'”UAn‘.

Snadno nahlédneme, ze
’AlﬁAgﬂ--'ﬂAH = <Z>(n—k¢)'

a z principu inkluze a exkluze je

k n k nl
20 = 141U AU = 0 ({0 = 0y

i=1

Daéle pocet vSech moznosti, kdy neni ani jeden pevny bod, je

n!  nl  nl n! 1 1 1 1
—pl—Z =nl— — 4+ — — (-] =l 1 - =+ = — — 4 (=1
N, =n!— 7, =n! P+ Pt +(—1) n!_n.(l T 3!+ +(—1) n!).

4.2.8. Mame dva zamichané balicky, kazdy balicek ma 32 karet. Z kazdého balicku postupné obratime shora
vzdy jednu kartu. Jaka je pravdépodobnost, ze nikdy nebudou obracen dvé stejné karty?
Jeden balicek zafixujeme (muzeme si predstavit, ze neni zamichany), druhy nesmi mit stejnou kartu v témze
poradi. Oznacime A; pocet moznosti, kdy se shoduji balicky na i-té pozici.

Je zfejmé, zZe se jednd o stejnou tlohu jako problém Satnédrky. Podle ptikladu diive dostaneme

32
N 11 o 1 11
P(32) =22 — 1 - S 4SS (—)2 e =S (1) o
52 = % U T T g( i

Rozdil aproximace a pfesného vysledku je az na 36 desetinném misté, proto sta¢i uvazovat é

4.2.9. Kolika zpusoby rozmistime r objektu do péti schranek tak, aby alespon jedna schranka byla prazdna?
Piiklad feSime s pouzitim principu inkluze a exkluze. Ozna¢me A; mnozinu vSech rozmisténi, kdy schranka
1 zustane prazdna.

Jisté plati |A;| = V(4,r) = 4". Pocet moznosti, kdy nékterd ptrihradka ¢ zustane prazdnd je (?)V(4, r) =
5-4".

Pocet moznosti, kdy piihrddky 1 a 2 zustanou prézdné je |A; N Aa| = V(3,r) = 3". Pocet moznosti,
kdy nékteré dvé piihradky ztstanou prazdné je |A; N A;| = (g)V(S, r)=10-3".

Podobné pocet moznosti, kdy nékteré tii prihrddky ztstanou prazdné je |[A; N A; N Ag| = (g)V(2, r) =
10-2". A pocet moznosti, kdy nékteré ¢tyii prihradky zistanou prazdné je |4;NA;NALNA| = (Z) V(l,r)=
5-1". V8ech pét prihradek nemuze zustat prazdnych.

Celkem pocet moznosti, kdy nékterd prihrddka zustane prazdnd vypocéitdme s vyuzitim principu inkluze
a exkluze

5 ) 5 5
‘A1UA2UA3UA4UA5’ = (1>‘A1’— (2)‘A1ﬂA2‘+ (3>‘A1ﬂA2ﬂA3‘— (4>‘A1QA20A30A4|+0:

(-G (r-(ree

4.2.10. Kolik existuje n prvkovych posloupnosti ¢isel 0,1, ..., 9 takovych, které obsahuji vzdy ¢isla 1, 2 a 37
Cisla se v posloupnostech mohou opakovat.

Vsech n-prvkovych posloupnosti je V*(10,7n) = 10™. Téch posloupnosti, které neobsahuji nékterou pevné
zvolenou ¢éislici 4, je |A;| = V*(9,n) = 9". Posloupnosti, které neobsahuji dvé pevné zvolené éislice, je
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A; N Al = V*8,n) = 8" a téch, které neobsahuji tii pevné zvolené cislice, je V*(7,n) = 7". Podle
J
principu inkluze a exkluze mame pocet hledanych posloupnosti

3 3 3
10"—(1>-9”+<2>-8"—(3)7":10”—3-9”—1—3-8”—7".

4.3 Kombinatorické identity

4.3.1. Upravte vyraz (”2:”2) + (fﬁg) na jediné kombinaéni ¢islo.

Postupujeme pfimo. Upravime s vyuzitim identit (Z) = (nfk) a (Z) + (k:l-l) = (Zﬁ)

(,ff 2) " <n2f 3) B <n2iz 2) " <2n —2<Z ; 3)) - <n2f 2) " <n2f 3) - <2: N 21>

4.3.2. Upravte vyraz (g) + (”’H) + (”32) + (”gd) + (nf‘) na jediné kombinaé¢ni éislo.
( 1, a proto si muzeme napsat (8) =1= (”gl). Nyni postupné upravime

. ko (n+i o R
4.3.3.% Upravte vyraz >, (”;”) na jediné kombinaéni éislo.

Sumu rozepiSeme
"+ n+0 n+1 n+k
)= - +ot :
: ) 0 1 k
=0
Protoze ("30) =1= ("31), muZeme prvoi dvé kombinacni ¢isla secist
n+1 n+1 n+2 n+k n+2 n—+2 n+k
("5) () (1) e () - () () (1)
Podobné muzeme seéist dalsi dvé kombinacni éisla
n+2 n n+2 - n+k n+3 P n+k
1 2 k 2 k
a po k krocich dostaneme
n—+k . n+k\ (n+k+1
k—1 k N k ’
4.3.4. Pro jaka n plati C(n —1,3) + C(n + 2,3) + 10 = P(n, 3)?
Resime rovnici . ) ( 3)
n— n+ n+
10 = ——=.
("3 (157) 0=

n—1)! n+2)! n+ 3)!
(51—4)!)3! * (51—1)!)3! 0= n!3!)
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Rovnici rozndsobime 3! a vykratime.
m=—1Dn-2)(n—-3)+n+2)(n+1)n+60=(n+3)(n+2)(n+1).
Nyni upravime
m=—1Dn—-2)(n—-3)+(n+2)n+1)n+60 = (n+3)(n+2)(n+1)
(n—1)(n—2)(n—3)+60 n+3)n+2)(n+1)—(n+2)(n+1)n
(n? =3n4+2)(n—3)+60 = 3(n+2)(n+1)

nd—3n2+2n—3n°4+9n—-6+60 = 3(n’+3n+2)
n® —9n® +2n+48 = 0.

Podle Eisensteinova kriteria m4 tato rovnice kofeny —2,3,8. Hodnota n = —2 nevyhovuje zadani, rovnice
plati pouze pro hodnoty n = 3, 8.

2 2 2 2
n n n L n T n\" _ 2n
0 1 2 n nj)
Nejlépe kombinatoricky: Vezmeme n ¢ervenych a n modrych ruznych (o¢islovanych) kulicek. Kolika zpusoby

muzeme vybrat n kulicek z 2n? Pokud nerozliSujeme barvy, existuje (27?) moznosti. Pokud rozlisujeme
barvy, je ve vybéru vzdy ¢ ¢ervenych a n — ¢ modrych kulicek, celkovy pocet proto je

> ()6 )-S () -2 ()

Protoze oba pocty se sobé rovnaji, dostavame
c\iJ\i) \n)
=0

Jiné resSeni:

Staci vzit éisla 1,2,...,2n a (na levé strané) rozliSovat nebo (na pravé strané) nerozliSovat pii vybéru n
¢isel pocet sudych a lichych éisel.

4.3.5. Ukazte, ze plati

4.3.6. Zduvodnéte (kombinatoricky, bez vypoctu kombinaénich ¢isel), ze plati

2n _ o™ 4?2
o | =2\, n

Méjme mnozinu ¢isel A = [1,2n]. Vezmeme libovolné neusporadané dvojice z A. Dvojic {sudé, sudé} je
(%), dvojic {liché, liché} také (%) a dvojic {sudé, liché} je n - n = n?. Viech dvojic je (%'). Celkem

(o) <o) e =)= 5)

4.3.7.% Sectéte 1 + 2(’17) o4 (kB + 1)(:) + . (n+ 1)(2)
Vyraz si rozepiSeme
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()

Pokud by v tddcich nechybély zadné vyrazy, tak mame (n + 1) krat stejny soucet 2", protoze (Z) = (nﬁ k)
Prvky ve schematu ,na diagondale“ dévaji soucet 2". Prvky mimo diagondalu jsou zapocitany dvakrat.
Dostaneme

(n4+1)2" +2") = (n+2)2" L.

N =

4.3.8.% Ukazte, ze plati
MV s() s D)+ =2( ) 4 ) +6( ) +
1 3 5 - \2 4 6

1-2:34+2-3-44+3-4-54+---+(n—-2)-(n—1)-n

4.3.9. Vypocitejte

1
[31("1)]
4.3.10. Vypocitejte > p_; (k* + 1)k!
Nejprve upravime séitanec (k2 +1)k! = (k +2)! — 3(k + 1)! + 2k!. Nyn{ vidime, Ze ¢leny se v sumé odectou
a zustane (n + 1)In.

4.3.11. Vypoéitejte > p_, 2" Fk(k + 1)!
Nejprve upravime séitanec 2" *k(k +1)! = (k +2)127 =% — 2n=F+1(k + 1)!. Nyni vidime, Ze ¢leny se v sumé
odectou a ziistane (n + 2)! — 271,

4.3.12. Vypocitejte Zf:o (2:;;,]“) (];) kde k < n

Postupujeme kombinatoricky. Vezméme néjakou 2n prvkovou mnozinu, rozdélime ji na dvé casti: k-
prvkovou a (2n — k)-prvkovou. Potom vybirdme n prvku tak, ze z jedné ¢asti vybereme i prvku a z druhé
n — i prvkia. Protoze suma je pfes vSechna i = 0,1, ..., k, tak dostaneme vSechny n-prvkové podmnoziny

2n-prvkové mnoziny a soucet je proto (277)
4.4 Binomicka véta

4.4.1. Kolik s¢itancti dostaneme po umocnéni trojélenu (a+ b+ ¢)7? Ulohu feste kombinatorickou tvahou,
nikoliv rozepisovanim binomického rozvoje.

Pokud rozndsobime vSech 7 zavorek a secteme odpovidajici ¢leny, bude kazdy ¢len obsahovat sedm
soucinitelt, kazdy se muze opakovat v libovolném poctu kopii (0 az 7). Nebude vsak hrét roli pofadi,
v jakém bylo sedm souciniteli ze tii moznosti vybrano, proto pocet ¢lent je roven poc¢tu kombinaci
tiiprvkové mnoziny {a,b,c} s moznosti opakovani. Existuje celkem C*(3,7) = (7'5311) = (g) = % = 36
ruznych ¢lena.

Poznamka:

Obdobné pro druhou mocninu dostaneme znamy vztah (a+b+c¢)? = a? + b2 + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac se Sesti
¢leny, nebot C*(3,2) = (243'3;1) = (;1) = 6.

Poznambka:

Pokud rozlisujeme i vSechny sc¢itance se stejnymi ¢leny, napiiklad ¢leny a a c' povazujeme
za ruzné, tak se jednd o vybér, kdy ze tif soucinitelil vybirdme sedmkrit s moznosti opakovéani, pii¢em?
rozliujeme poradi soucinitelti. Takovych séitanct by bylo V*(3,7) = 37 = 2 187.

4b261 a a3b2

4.4.2. Roznisobime vyraz (2 + z)'2. Jaky koeficient bude
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a) u élenu x°?

Podle binomické véty mame (2 + x)'2 io (12) 2t . z12-% Clen 2° dostaneme pro i = 7, proto
koeficient u 2° bude (%) - 27 = () - 27 1210098 . 128 =11-9- 8- 128 = 101 376.

b) u ¢clenu z77?

12) 95 = 12111008 39 _

Clen z7 dostaneme pro i = 5, proto koeficient u 27 bude (152) 225 = (5 =435

11-9-8-32 =25 344.

c) u ¢clenu x10?

Clen z'° dostaneme pro i = 2, proto koeficient u z!° bude (122) 22?2 = 122—11 -4 =66 -4 = 264.

d) u élenu x1°?

Takovy élen v binomickém rozvoji (2 + z)'2 neni.
4.5 Dukazy pocitanim

4.5.1. Existujf na VSB-TUO dva studenti se stejnym poslednim ¢tyféislim rodného éisla?

Ano, poslednich ¢tytéisli je 10 000 a studentu vice (asi 13 000, idaj z roku 2025). Ruznd ¢tytcisli chdpeme
jako pfihradky a studenty jako objekty Dirichletova principu. Protoze objektu je vice nez ptihradek, musi
nékteii dva studenti mit stejné étyféish’.

Lees

Stac1 si uvedormt, ze obvykly pocet vlasu cloveka je mnohem menéi, ze pocte lidi na svété. Obvykly pocet
vlasa je 100 000 az 150 000 vlast. Pokud si predstavime ptihradky, které budou odpovidat poctu vlasi,
tak protoze lid{ je mnohem vice nez ptrihradek, musi podle Dirichletova principu alespon v jedné piihradce
byt alespon dva lidé. Tito lidé pak maji stejny pocet vlasu.

4.5.3. V mistnosti je n lidi. Kazdy z nich m4a v mistnosti nékolik znamych (tfeba i zddného). Predpokldaddme,
ze relace ,mit znamého“ je symetricka. Ukazte, ze nékteri dva lidé maji v mistnosti stejny pocet znamych.
Protoze relace ,mit Znameho je symetrickd, tak v mistnosti nemuze byt soucasné jeden ¢lovék, ktery zna
vSechny, a druhy ¢lovék, ktery nezna nikoho. Rozlisime dva piipady:

1. je-li v mistnosti ¢lovék, ktery nezna nikoho, pak pocet zndmych muze nabyvat hodnot 0,1,...,n—2
(nikoliv n—1). Mame tak nejvyse n— 1 ruznych hodnot poctu zndmych pro n lidi a podle Dirichletova
principu alesponi dva musi mit stejny pocet znamych.

2. neni-li v mistnosti ¢lovék, ktery nezna nikoho, pak poéet zndmych muze nabyvat hodnot 1,...,n—1
(nikoliv 0). Opét mame nejvyse n — 1 ruznych hodnot po¢tu zndmych pro n lidi a podle Dirichletova
principu alespon dva musi mit stejny pocCet znamych.

4.5.4. Méte 4 ruznd ¢isla od 1 do n (n > 4). Ukazte, Ze néktera dveé ¢isla davaji sudy soucet. Kolik nejméné
¢isel zaruci sudy soucet?
Mame-li alespon tii ¢isla, tak alesporn dvé jsou (podle Dirichletova principu) stejné parity (sudé ¢i liché).
Tato dvé ¢isla davaji sudy soucet.

Dveé ¢&isla stacit nemusi, protoze napiiklad mame-li ¢isla 1 a 2, jejich soucet 3 neni sudy.

4.5.5. Mate 4 ruzna ¢isla od 1 do n (n > 4). Ukazte, ze na rozdil od pfedchoziho Piikladu B nemusi zaddna
dvé davat lichy soucet.
Stac¢i vzit ¢tyfi ¢isla se stejnou paritou. Soucet kazdych dvou je pak sudy.

4.5.6. Méte k ruznych ¢isel od 1 do n (n > k > 2). Pro jaké nejmensi k médme zaruceno, ze nékterd dvé
davaji lichy soucet.

Pro lichy soucet musime mit alespon dvé ¢isla s opacnou paritou. Mezi ¢isly 1,2,...,n je nejvyse [ 5] cisel
se stejnou paritou. Bude li ¢isel alesponi [ 5]+ 1, tak alespori dvé jsou s riiznou paritou a jejich soucet bude
lichy.
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4.5.7. Na ¢trnactidenni dovolenou jelo 20 lidi. Kazdé odpoledne hraji stolni tenis. U kazdého ze dvou stolu
se hraje postupné Sest zapasi, vzdy proti sobé hraji dva hraci. Ukazte, ze néktefi dva lidé spolu béhem
celé dovolené nehrali.

Vsech dvojic, které maji spolu hrat, je (220) = 10 -19 = 190. U jednoho stolu hraje vzdy jedna dvojice,
za jedno odpoledne se odehraje celkem 2 -6 = 12 zdpasu a za 14 dni 12 - 14 = 168 zdpasu. Protoze ale
ruznych dvojic je 190, jisté spolu néktera dvojice nehréla.

4.5.8. V Plzni se v méstsky dopravnich prostfedcich stipaji listky. Po Plzni jezdi 150 tramvaji, 90 trolejbustu
a 120 autobusu. Ukazte, ze pokud se Stipe vzdy 3, 4 nebo 5 policek z deviti, tak musi byt v nékterych
vozech stejné kombinace.

Pocet moznych ruznych kombinaci je

9 9 9
= 84 + 126 + 126 = 336.
(6) (1) () =

Po mésteé jezdi celkem 150 4 90 + 120 = 360 vozu. Kombinace povazujeme za piihrddky a vozy povazujeme
za objekty Dirichletova principu. Podle Dirichletova principu musi byt v nékterych vozech stejné kombinace,
nebot 336 < 360.

4.5.9.*% Ukazte, ze vyfizneme-li z Sachovnice dva protilehlé rohy, potom neni mozné Sachovnici pokryt
dominovymi kostkami.

Protilehlé rohy maji stejnou barvu, na zbytku Sachovnice je vice policek jedné barvy. Dominova kostka
pokryje vzdy dvé policka riuzné barvy, a proto musi vzdy alespon dvé policka stejné barvy zustat nepokryta.

4.5.10.* Ze sachovnice odebereme dvé policka ruzné barvy. Ukazte, ze vzdy je mozno zbytek Sachovnice
pokryt dominem. [hamiltonovska cesta, lze rozdélit ]

4.5.11. Ukazte, ze neexistuje univerzalni bezztratovy kompresni algoritmus, tj. takova kompresni funkce,
ktera libovolnou posloupnost n bajtu bezztratové zkompresuje na posloupnost délky mensi nez n.

Je-li A mnozina v8ech posloupnosti délky n znaka a B mnozina vSech posloupnosti délky mensi nez n znaku
(bytu), tak kompresni algoritmus kazdému prvku A pfifadi néjaky prvek v B (funkce f : A — B). Aby
komprese byla bezztratové, musi byt f injektivni (ruznym vstupum ruzné vystupy, aby inverzni zobrazeni
bylo jednoznaéné = byla funkce). Aby existovala injekce, musi byt |A| < |B], ale

|A| = V*(256,n) = 256",

n—1 n—1 A a1(q" . 1)
— * A T __ —
|B| = ZV (256,1) = 2256 =1~
i=1 =1
256™ — 1 256" — 1
( ) > 255( )
256 — 1 255
To znamend, ze zadné injektivni zobrazeni mnoziny A do B neexistuje a zadny bezztratovy kompresni
algoritmus neexistuje.

= 256 = 256" — 1.

4.6 Priklady k procviceni

4.6.1. Kolik nul na konci ma

a) ¢islo 50147
Nulu na konci dostaneme za kazdou dvojici 2 a 5 v sou¢inu 50! Ke kazdému nasobku ¢éisla 5 (5¢t) jisté
najdeme ndsobek 2 (2t). Staci spocitat pocet pétek v soucinu 50!. Kazdé paté ¢islo obsahuje 5 (je
jich 10) a dvé z nich (25 a 50 obsahuji pétky dvé). Celkem jich je dvanéct, proto ¢islo 50! obsahuje
na konci 12 nul.

50! = 30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000000000.
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b) ¢islo ,,12341“7

Podobné jako v predchozim piikladu, nyni stru¢néji: kazdé paté ¢islo prinese do soucinu faktor 5,
kazdé 25 dalsich 5, kazdé 125 dalsich pét atd.

1234 1234 1234 1234
{ J+{ J+{ J+{J:246+49+9+1:305.

) 25 125 625

Ke kazdému nasobku ¢isla 5 (5¢) jisté najdeme nasobek 2 (2t), proto mé 1234! na konci 305 nul.

4.6.2. Mame 10 ruznych figurek a ¢tyti rizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vsechny figurky obarvit,
pricemz od kazdé barvy by méla byt alespon jedna figurka?
V piikladu na strané B jsme ukéazali, Ze pocet vSech obarveni ruznych figurek bez omezeni je

V*(4,10) = 410 = 220 = 1 048 576.

Nyni ozna¢me A; takovou podmnozinu vSech obarveni, kdy nenf pouzita barva i. Snadno nahlédneme, ze
vlastné vybirdme ze 3 barev a plati

|A;| = V*(3,10) = 39 = 59 049.

Déle A; N A; oznacuje takovou podmnozinu vSech obarveni, kdy nejsou pouzity barvy i ani j. Vybirdme
ze 2 barev a plati
|A; N Aj| = V*(2,10) = 21° = 1 024.

A konecné A; N A;N Ay oznacuje takovou podmnozinu vSech obarveni, kdy nejsou pouzity barvy ¢, j ani .
Plati
|A; N AN A = V*(1,10) = 119 =1,

coz odpovidé intuici, ze je jedind moznost, jak vSechny figurky obarvit zbyvajici barvou. Jesté doplnime,
ze

|A10A2ﬂA3ﬂA4| =0,
nebot moznost, zZe zaddnou barvu nepouzijeme, neni dle zadéni pifpustna.

Nyni s vyuzitim principu inkluze a exkluze vyjadiime pocet obarveni figurek, kdy alespon jedna barva
neni pouzita.

4 4 4 4
‘A1UA2UA3UA4|: <1>’Ai‘— <2>‘AiﬂAJ‘|+ <3>|AiﬂAjﬁAk‘— <4>‘A1ﬂA2ﬂA3ﬂA4’=

4 4 4
— <1> 310 _ <2> 10 <3> 119 — 0 =230 056.

Pocet vSech takovych obarveni, kdy od kazdé barvy je alespon jedna figurka, je nyni doplnék mezi viemi
obarvenimi.

V*(4,10) — |[A1 U Ay U A3 U Ayl =1 048 576 — 230 056 = 818 520
4.6.3. Pomoci vhodné kombinatorické interpretace a pouzitim principu inkluze a exkluze spocitejte nasle-

dujici sumu pro n, m, j prirozend takova, ze n > j > (m + n), t.j. vyjadiete tuto sumu jako néjaky vyraz,
ktery uz bude bez sumy:

e

Ukéazeme, ze
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Mame n nachovych a m modrych kulicek. Dvéma zpusoby spocitame, jak je mozno vybrat j modrych
kulicek. Bud vybirdme pouze j kuliéek z n nachovych, nebo mame modré i nachové pomichané. Pak
vybereme j kulicek z n + m kulicek, ale od vSech moznosti

(") == )

odecteme ty moznosti, kdy jsme vybrali jednu nachovou kulicku a zbytek libovolné () (m+;.‘_1), pricteme

ty, kdy jsme vybrali dvé nachové kulicky a zbytek libovolné (%) (m+;.‘_2), atd.

4.6.4. Dokazte, ze plati

(’I‘) <7‘ + 1) (7‘ + 2> (n — 1) (n) (n + 1>
+ + + -+ + = .
T r T r r r—+1

Tvrzeni ukédzeme indukci vzhledem k parametru n, pro n > r.
Zéklad indukce: Pro n = r dostaneme (7)) =1 = (:ﬁ) a tvrzeni plati.
Indukéni krok: Pfedpokladejme, ze tvrzeni plati pro néjaké n. Ukazeme, ze plati i pro n + 1, tj. (T) +

CE)+ O3 e ()5 () (1) = (773). Upravime T

T r r

() () ) ()0 ()

a podle indukéniho predpokladu muzeme pséat

n+1 n+1 n+ 2

r+1 r r+1
4.6.5. Ukazte, ze pro libovolnych n+1 pfirozenych ¢isel z mnoziny [1, 2n| existuji takova dvé ¢isla, ze jedno
je nasobek druhého.
Kazdé ¢islo x mezi 1 a 2n muzeme napsat jako sou¢in mocniny 2 a lichého ¢&isla, tj. ve tvaru x = 2"¢, kde ¢
je liché ¢islo mezi 1 a 2n a r € Ny. Avsak takovych lichych ¢isel je maximalné n (kazdé druhé ¢islo je sudé).

Proto podle Dirichletova principu existuji mezi vybranymi n + 1 &isly alesponn dvé ruzné ¢isla my < mao,
kterd jsou délitelnd q. Protoze my = 2"1q a my = 272¢q, tak m; déli mo.

4.6.6. Z aritmetické posloupnosti 1,4,7,10,...,100 vybereme libovolné 19 ¢lent. Dokazte, ze mezi nimi
existuji dvé ¢isla, jejichz soucet je 104.
Vsech ¢isel v dané posloupnosti je 34 =1+ (100 — 1)/3.

Uvédomime si, ze pokud ve vybrané mnoziné je ¢islo 4, nemuze v ni byt 100 a naopak. Pokud vybereme
¢islo 7, tak vybrand mnozina nemuze obsahovat ¢islo 97, tj. s kazdym ¢islem vétsim nebo rovno 4 vylou¢ime
jedno jiné éislo z dvojice ¢isel v dané aritmetické posloupnosti (s vyjimkou &isel 1 a 52). Tj. v mnoziné
vybranych ¢isel muze byt nejvyse 2 + 32/2 = 18 ruznych ¢isel, které po dvojicich nedaji soucet 104. Podle
zadani mame ¢isel 19, a tak dle Dirichletova principu alespon jedna dvojice ¢isel dava soucet 104.

4.6.7. Ukazte, ze v mnoziné libovolnych %k + 1 celych ¢isel existuje alesponi jedna dvojice ¢isel, jejichz rozdil
je délitelny cislem k.

Rozdélime-li libovolnou mnozinu k + 1 celych ¢isel do k prihradek podle toho, jaky dévaji zbytek po déleni
¢islem k. Dle Dirichletova principu jsou v alespon jedné piihradce alesponn dvé éisla, kterd dévaji stejny
zbytek po déleni ¢islem k. Rozdil téchto dvou ¢isel je potom délitelny ¢islem k.

4.6.8. Méame dano 33 pfirozenych c¢isel, jejichz prvociselné délitele jsou z mnoziny M = {2,3,5,7,11}.
Dokazte, ze z téchto ¢isel muzeme vybrat dvé takova ¢isla, ze jejich soucin je ¢tverec (druhd mocnina
néjakého prirozeného &isla).

Soucin nékterych danych dvou ¢&isel bude ¢tverec pravé tehdy, kdyz bude prvociselny rozvoj obsahovat
vSechna prvocisla v sudé mocniné. Vsech moznosti, jak zvolit mocniny prvoéisel z mnoziny M (zda sudou
nebo lichou mocninu) je 2° = 32 (mame 5 prvocisel). My vak mame 33 ¢isel, a proto podle Dirichletova
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principu musi alesponi dvé ¢isla a, b mit v rozkladu stejnou paritu mocnin prvoécisel z mnoziny M a jejich
souc¢in ab bude ¢étverec.

4.6.9. Méjme 18 libovolnych prvocisel. Ukazte, Ze z nich lze vybrat pét prvocisel tak, ze rozdil kazdé dvojice
vybranych prvocisel je délitelny péti.

Protoze jde o prvocisla, tak zbytek 0 pfi déleni 5 muze dat jen prvoécislo 5. Proto zbyvajicich alespon
17 prvocisel (mezi danymi 18 prvocisly mohlo byt ¢islo 5, ale nemuselo) musi ddvat zbytky 1, 2, 3, nebo
4. Tyto zbytky urci ¢tyfi prihradky, do kterych prvocisla pfitadime dle zbytku po déleni 5. Mezi témito
zbyvajicimi prvocisly musi podle zobecnéného Dirichletova principu byt alespon pét prvocisel, ktera davaji
tentyz zbytek po déleni 5. Téchto pét prvocisel je hledanou pétici.

4.6.10. Hazime k klasickymi kostkami soucasné. Z mnoziny [ lidi, kde [ > (k"i)"r)

kostkami najednou. Ukazte, ze néktefi lidé hodi stejnou kombinaci ok na kostkach.
Nejprve vypocitame, kolik riznych kombinaci 1ze hodit. Jedna se o neusporadany vybér z Sesti moznosti
s opakovéanim, jednd se proto o kombinace s opakovanim. Celkovy pocet je C*(6,k) = (kgle) = (k-g5) =
(k+5)(k+4)(k+3)(k+2)(k+1)/120.

Vyuzijeme Dirichletuv princip, ve kterém piihradky odpovidaji riznym kombinacim ok na kostkach
a objekty odpovidaji lidem, kteti kostkami hazi. Pokud je pocet lidi [ vétsi nez (k + 5)(k + 4)(k + 3)(k +
2)(k 4+ 1)/120, musi se néekterd vylosovand trojice zopakovat.

Pokud je pocet kostek mensi nez 5, je vhodnéjsi pouzit nésledujici vztah C*(6, k) = (

Pro k = 2 dostaneme (2;5) =7-3=21.

Pro k = 3 dostaneme (3”55) =8-7-6/6 = 56.

Pro k = 4 dostaneme (415) 9-8-7-6/24 =126.

Pro k = 5 dostaneme (°}%) =10-9-8-7-6/120 = 252.

), kazdy hodi vSemi k

) = ().

4.6.11. Méjme Sachovnici 6 x 6 policek. Na Ssachovnici muzeme polozit 18 dilki domina tak, aby kazdé
policko sachovnice bylo zakryté. Ukazte, ze v jakémkoliv pokryti Sachovnice dominovymi kostkami zustane
alespon jedna vodorovna piima spara nebo svisla piimé spara, ktera déli sachovnici na dvé ¢asti.
Spocitame, ze takova pfimé spara musi existovat. Na Sachovnici najdeme celkem 5+ 5 = 10 piimych spar.
Dulezité je si uvédomit, Ze zddna spara nemuze byt piekryta pouze jednim dilkem domina, nebot na kazdé
strané spary lezi vzdy sudy pocet policek Sachovnice, a proto musi kazdé spara byt pfekryta dvéma dilky
domina. Kazdy dilek domina zakryje vzdy pravé jednu spéru (svislou nebo vodorovnou), proto na piekryti
viech 10 spar potiebujeme alespont 2 - 10 = 20 dikii domina. To vSak neni mozné, nebot na Sachovnici se
vejde pouze 18 dilkil domina.

Poznamka:

Je dobré si vsimnout, ze Sachovnici 5 x 6 policek zakryt mozné je!

4.6.12. Méjme Ctverec o strané 2. Zvolme libovolnych 5 bodta Ay, Ao, ..., A5 ve ¢tverci. Ukazte, ze vzdalenost
nékterych dvou zvolenych bodi je nejvyse v/2.

Predstavime si, ze ¢tverec rozdélime na ¢tyfi mensi ¢tverce o strané 1. Zvolime-li libovolné 5 bodu, budou
podle Dirichletova principu mezi vybranymi body alespon dva body ze stejného étverce. (Body na hranici
¢tvercu muzeme zapocitat do libovolného ¢tverce.) Vzdélenost libovolnych bodu ve ¢tverci o strané 1 je
nejvyse délka thlopiicky ctverce, coz je v/2.

4.6.13. Méjme krychli o strané 3. Zvolme libovolnych 28 bodu Ay, As, ..., Asg v této krychli. Ukazte, ze
vzdélenost nékterych dvou zvolenych bodi je nejvyse /3.

Predstavime si, ze krychli rozdélime na 27 mensich krychlicek o strané 1 (jako Rubikova kostku). Zvolime-li
libovolné 28 bodu, budou podle Dirichletova principu mezi vybranymi body alesponi dva body ze stejné
krychlicky. Vzdalenost libovolnych bodu v jedné krychlicce o strané 1 je nejvyse délka télesové tihlopticky,

cozZ je \/3
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5 Rekurentné zadané posloupnosti

Podrobnéji o rekurentné zadanych posloupnostech si muzete precist ve skriptech [ZDM?2].

5.1 Motivacni priklady

5.1.1. Kolika zpusoby muzeme zaplnit Sachovnici 2 x n poli¢ek, mame-li k dispozici neomezeny pocet dilku
o rozmeéru 2 X 1 a 2 x 2 policka?

Nejprve sestavime rekurentni popis po¢tu zpusobt, jak zaplnit Sachovnici 2 x n. Rozlisime dva piipady
podle posledniho ptfidaného dilku. Pokud posledni dilek je 1 x 2 pfidany svisle, tak je jediny zptsob jak
jej pridat k sachovnici 1 x (n — 1). Pokud posledni dilek je 1 x 2 pfidany vodorovné, tak musi byt pfidané
vodorovné dva takové dilky nad sebou k Sachovnici 1 x (n — 2). Stejné tak, pokud posledni ptidany dilek
je 2 x 2, tak musi byt pfidédn k Sachovnici 1 x (n — 2). Dostdvdame rekurentni rovnici

ap = Ap_1 + 2an_2

udévajici pocet zpusobu, jak zaplnit Sachovnici 2 x n policek.

Zbyva si uvédomit, jaké jsou pocty pro nejmensi pripustné rozméry Sachovnice. Pro n = 1 muZeme
Sachovnici 2 x 1 zaplnit jedinym zpusobem. Pro n = 2 muzeme Sachovnici 2 x 2 zaplnit tFfemi zpusoby
(dva dilky 1 x 2 svisle, dva dilky 1 x 2 vodorovné, nebo jeden dilek 2 x 2). Dostdvame poc¢atecni podminky
a; = 1, ag = 3. (Mohli bychom pfidat podminku ag = 1, protoze jedinym zpusobem zaplnime prazdnou
Sachovnici).

K rekurentni rovnici a,, = a,—1 + 2a,_9 sestavime charakteristickou rovnici

r?—r—2=0,
kde 7 je realnd proménnd. Rovnici vyfesime, jeji kofeny jsou

1+41—-4-1-(-2) 1£+/9 1+3
2 S22

1,2 =
Charakteristické kofeny jsou r; = 2, 72 = —1. Obecné Teseni rekurentni rovnice bude tvaru
an =0a1 -1} +az -y =a12" + as (—1)".
Abychom uréili koeficienty o, as, sestavime rovnice dle vychozich podminek pro n =1 an = 2.

1 1
ay = a1-ritaz-ry

2 2
ax = o117 tag-rs
Dosadime a1 = 1, as = 3 a dostaneme

ap-24ag - (—1)

Reseni soustavy dostaneme

2 1
a1 = g, a9 = g
Obecné teseni pro n € Ny je
2 1
S N ) L
an =3 + 3 (1)

Poznambka:
Pokud bychom vyuzili pozorovéni, ze ag = 1, tak koeficienty a1, ag ziskdme vyfesenim nésledujici (jed-
nodussi) soustavy rovnic.

ag = o1+ a2
a; = a1-2—|—a2-(—1)



Petr Kovér: Resené piiklady DM a UTG (30. zari 2026) 73

Se¢tenim obou rovnic ihned vidime, ze ay = % a dosazenim do prvni rovnice je a; =1 —ao =1 — % = %

5.1.2. Znaky Arkadijského pisma sestavaji vzdy jen z jednoho nebo dvou rovnych tahu. Pro jednoduchost
si muzeme predstavit, ze pismena se skldadaji z jedné nebo dvou sirek. Z archeologickych nalezu vime,
ze existuji 3 ruzné znaky z jedné sirky a 10 ruznych znaku ze dvou sirek. Kolik raznych posloupnosti
Arkadijskych znakt muzeme sestavit z n sirek?

Sestavime rekurentni vztah udévajici poc¢et posloupnosti znaki z n sirek. Tento pocet oznac¢ime a,.

Pro n = 1 muzeme podle zadani sestavit 3 ruzné znaky (jednoprvkové posloupnosti znaku), proto
a] = 3.

Pro n = 2 muzeme podle zadani sestavit 3-3 = 9 ruznych posloupnosti dvou znaku po jedné sirce nebo
10 znakt slozenych ze dvou sirek. Celkem méame 9 4+ 10 = 19 ruznych posloupnosti znaki, proto as = 19.

Pro obecné n > 2 rozlisime dvé moznosti podle toho, zda posledni znak je slozen z jedné nebo dvou
sirek.

Pokud je posledni znak slozen z jediné sirky, tak pfedchozi znaky jsou sestaveny z n — 1 sirek a existuje
an—1 takovych posloupnosti, za které muzeme pfipsat néktery ze 3 znaku. Pokud je posledni znak slozen
ze dvou sirek, tak ptfedchozi znaky jsou sestaveny z n — 2 sirek a existuje a,_2 takovych posloupnosti,
za které muzeme piipsat néktery z 10 znakt. Dostaneme rekurentné zadanou posloupnost

Ay, = 3ap—1 + 10a,—2

a pocatecni podminky a; = 3, ag = 19. Z rekurentni rovnice a,, = 3a,—1 + 10a,_2 sestavime charakteris-
tickou rovnici

r2—3r—-10=0,

kde r je redlnd proménna. Rovnici vyfesime

3449-4-1-(-10) 3+£V49 3+7
2 22

ri2 =
Charakteristické kofeny jsou r; = —2, 72 = 5. Obecné feSeni rekurentni rovnice bude tvaru
ap = a1 17 +ag - ry = a1 (—2)" + ad™.
Abychom uréili koeficienty a1, aia, sestavime rovnice dle vychozich podminek pron =1 an = 2.

1 1
ap = o117 tag-ry

2 2
axa = o117 tag-rs

Dosadime a1 = 3, as = 19 a dostaneme

19 = a1-4+a9-25

Reseni soustavy dostaneme

2 5
] = §, Qg = ?
Obecné teseni pro n € Ny je
S P

5.2 Rad rekurentni rovnice

5.2.1. Urcete tad rekurentnich rovnic, ddle urcete, zda se jednd o linedrni a homogenni rovnici.

a) ap =—1.21a,1

Jedna se o linedarni homogenni rekurentni rovnici prvniho fadu s konstantnimi koeficienty.



74

Petr Kovér: Resené priklady DM a UTG (30. zarf 2026)

ap, = 2Gp—1 + 30,2

Jedna se o linedrni homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty.

ap = 2ap—4

Jedna se o linedrni homogenni rekurentni rovnici ¢tvrtého fddu s konstantnimi koeficienty.

_ 2
Ap = Gp—1 + G5 _o9
Jedna se o linedrni homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty, ktera neni
linearni.
(p = Gp—1 " Gp—3 + 1
Jedné se o rekurentni rovnici tfetiho fadu s konstantnimi koeficienty, kterd neni homogenni a neni
linearni.
ap = Gp—1+N

Jedna se o linearni rekurentni rovnici prvntho fadu s konstantnimi koeficienty, kterd neni homogenni.

Gp = Nap—1

Jedna se o linearni homogenni rekurentni rovnici prvniho fadu, kterd nema konstantni koeficienty.

Charakteristicka rovnice a jeji koreny

. K dané rekurentni rovnici sestavte charakteristickou rovnici. Najdéte vSechny jeji kofeny.

an = 6ap—1 — 9an_2

Jedn4 se o linedrni homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Pfislusna
charakteristickd rovnice je
2 —6r+9=0.

M4 jeden dvojnasobny kofen rg = 3.

ay = 6a,_1 — 1lay_o + 6a,_3

Jedna se o linedrni homogenni rekurentni rovnici tiettho fddu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickda rovnice je
r® —6r® +11r — 6 = 0.

M4 tii ruzné charakteristické koteny r1 =1, 7o = 2, r3 = 3.

ap = —3ap—1 — 3Ap—2 — Ap—3

Jedna se o linedarni homogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice je
P +3r +3r+1=0.

M3 jeden trojnasobny koien ry = —1.

ap = Ap—1 + 8ap—2 — 12053

Jedna se o linedarni homogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice je
r*—r? —8r+12=0.

Ma4 jeden dvojnasobny kotfen r; = 2 a kofen ro = —3.
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5.4

5.4.1.

5.5

Tvar obecného feSeni
Sestavte tvar obecného reSeni k rekurentnim rovnicim ze sekce B3.

ap = 6an—1 — 9a,—2
Jednd se o linearni homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice 72 —6r4+9 = 0 m4 jeden dvojnédsobny kofen ry = 3. Obecné feseni rekurentni

rovnice mé tvar
an = 13" + aon3”.

ay = 6a,_1 — 1lay_o + 6a,_3

Jedna se o linedarni homogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice r3 — 6r2 4+ 117 — 6 = 0 ma& t¥i riizné charakteristické kofeny 1 = 1, 7o = 2,
r3 = 3. Obecné feSeni rekurentni rovnice ma tvar

an = a1 + 2™ + a33".

ap = —3ap-1 — 3ap_2 — ap_3
Jednd se o linedrni homogenni rekurentni rovnici tfetiho fadu s konstantnimi koeficienty. Pfislusna
charakteristickd rovnice 73 + 3r2 4+ 3r + 1 = 0 mé jeden trojndsobny kofen rg = —1. Obecné fedeni

rekurentni rovnice ma tvar

an = ar(—1)" 4+ agn(—1)" 4+ azn?(—1)".

ap = ap—1 + 8ap—2 — 12a5,_3
Jednd se o linedrni homogenni rekurentni rovnici tfetiho fadu s konstantnimi koeficienty. Pfislusna
charakteristickd rovnice 73 — 72 — 87 + 12 = 0 m4 jeden dvojnasobny kofen r; = 2 a kofen 79 = —3.

Obecné reseni rekurentni rovnice ma tvar

an = 12" + aen2" 4+ ag(—3)".

Nalezeni obecného resSeni

5.5.1. Najdéte obecné feseni k rekurentnim rovnicim ze sekce B4 s danymi pocateénimi podminkami.

a) ap = 6ay,_1 —9a,—2 proay =1, a; =6

Jednd se o linearni homogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice 2 — 6r +9 = 0 m4 jeden dvojnisobny kofen 7y = 3. Obecné feseni mé tvar
an = a13"™ 4+ agn3™. Dosazenim pocateénich podminek pro n = 0 a n = 1 dostaneme soustavu rovnic

6 = a1-3+a2-3.

Reseni soustavy dostaneme a; = 1, ag = 1. Obecné feSeni rekurentni rovnice pro n € Ny je

a, =3"+n-3"
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5.6

5.6.1.
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an = 6ap—1 — 1lay_2 + 6an_3 pro ap =2, a1 =5, ap = 15
Jednd se o linedrni homogenni rekurentni rovnici tfetiho fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice r3 — 6r2 4+ 117 — 6 = 0 ma& t¥i riizné charakteristické kofeny r = 1, 7o = 2,
r3 = 3. Obecné feSeni ma tvar a,, = a1 + 2™ 4+ a93™. Dosazenim pocatecnich podminek pro n = 0,
n =1 an = 2 dostaneme soustavu rovnic

2 = ar+ax+as

5 = ar-1l4+as-24+a3-3

15 = a1-14+as-4+a3-9.

Reseni soustavy dostaneme a1 = 1, ag = —1, az = 2. Obecné feseni rekurentni rovnice pro n € Ny je

an=1—2"+2.3"

ap = —30p—1 — 3Ap—9 —ap_3proag=1,a; = -2, a3 = —1

Jednd se o linedrni homogenni rekurentni rovnici tifetiho fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice 73 + 3r2 4+ 3r + 1 = 0 m4 jeden trojndsobny kofen rg = —1. Obecné feseni
mé tvar a, = a1(—1)" + agn(—1)" + agn?(—1)". Dosazenim poc¢dteénich pron =0an =1, n =2
podminek dostaneme soustavu rovnic

1 = a1
-2 = 041-(—1)+042-(—1)+Ct3-(—1)
-1 = ap-14a2-24+a3-4.
Reseni soustavy dostaneme a; = 1, ap = 3, a3 = —2. Obecné fesen{ rekurentni rovnice pro n € Ny je

an = (14 3n —2n?) - (=1)™.

ap = Gp—1 + 8ay—2 — 12a,_3 pro ag = 3, a; = —8, as = 56
Jednd se o linedrni homogenni rekurentni rovnici tfetiho fadu s konstantnimi koeficienty. Pfislusna
charakteristickd rovnice 73 — 72 — 87 + 12 = 0 m4 jeden dvojnasobny kofen r; = 2 a kofen 79 = —3.
Obecné feseni ma tvar a, = a12" + aan2™ + as(—3)". Dosazenim poéiteénich podminek pro n = 0,
n =1 a n = 2 dostaneme soustavu rovnic
3 = a1+ aj
-8 = a1-2+a2‘2+a3‘(—3)
56 = a1-4+a2-84+a3-9.

Reseni soustavy dostaneme a; = —1, as = 3, ag = 4. Obecné fesen{ rekurentni rovnice pro n € Ny je
an = (—1+3n)-2"+4-(=3)".
Tvar partikularniho fesSeni

Sestavte tvar partikularniho feseni k nasledujicim rekurentnim rovnicim.
ap = 8ap—1 — 16a,—2+ (n+1)3"
Jedn4 se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristicka rovnice 2 — 8 + 16 = 0 pfidruzené homogenni rovnice mé jeden dvojnasobny kofen
ro = 4. Protoze zéklad 3 v nehomogenni ¢4sti neni kofenem charakteristické rovnice, tak partikulédrni
feSeni ma tvar

a'P) = (en + d)3".
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b)

an = 8ap—1 — 16ap_2 + (2 — n)4"™

Jednd se o linedrn{ nehomogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Pfislusna
charakteristicka rovnice 2 — 8 + 16 = 0 pfidruzené homogenni rovnice mé jeden dvojnasobny kofen
ro = 4. Protoze zéklad 4 v nehomogenni ¢asti (2 — n)4" je kofenem charakteristické rovnice, tak

partikularni feSeni ma tvar
aP) = n?(en + d)4™.

an = Tan_1 — 16a,_9 + 12a,_3 + n>

Jedn4 se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristicka rovnice 7% — 7r2 4 161 — 12 = 0 pfidruzené homogenn{ rovnice ma tii charakteristické
koteny 7 = 2, 19 = 2, r3 = 3. Protoze zdklad 1 v nehomogenni ¢dsti n® = n31" neni kofenem
charakteristické rovnice, tak partikularni feSeni mé tvar

aP) = en® 4+ dn® + en + f.

ap = Tap_1 — 16a,_9 + 12a,,_3 — 2n4™

Jedna se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici tfetiho fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristicka rovnice r® — 7r2 4- 161 — 12 = 0 piidruzené homogenni rovnice m4, tii charakteristické
kofeny 1y = 2, ro = 2, r3 = 3. Protoze zéklad 4 neni kofenem charakteristické rovnice, tak partikularni
feSeni{ mé tvar

aP) = (en + d)4™.

ap = Tap_1 — 16a,_9 + 12a,,_3 — 2n2™

Jednd se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici tfettho fadu s konstantnimi koeficienty. Pfislusna
charakteristicka rovnice 7% — 7r2 4161 — 12 = 0 piidruzené homogenni rovnice m4, tii charakteristické
kofeny r1 = 2, ro = 2, r3 = 3. Protoze zéklad 2 je dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice,
tak partikularni feSeni ma tvar

a'P) = n?(cn + d)2".

n

Reseni nehomogennich rekurentnich rovnic

. Najdéte feSeni nasledujicich rekurentnich rovnic s danymi pocateénimi podminkami.

ap, = 8ap—1 — 16a,—9 + (n+ 1)3"™, kde ap = 1, a1 = 10

Jedn4 se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristicka rovnice 12 — 8 + 16 = 0 pfidruzené homogenni rovnice mé jeden dvojnasobny kofen
ro = 4. Proto obecné feseni pridruzené homogenni rekurentni rovnice ma tvar

alh) = 14" + apnd™.

Protoze zéklad 3 neni kofenem charakteristické rovnice, tak partikularni feSeni mé tvar
N p———

Abychom uréili hodnoty konstant ¢, d, tak dosadime partikuldrni feSeni aﬁf’ ) = (en+d)3™ do rekurentni

rovnice a dostaneme
(en+d)3" = 8(c(n—1)+d)3" 1t —16(c(n —2) +d)3" 2 + (n 4 1)3"
9n+9d = 24(ecn—c+d)—16(cn —2c+d)+9(n+1)
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Porovnanim koeficienti polynomu v rovnosti dostaneme dvé rovnice:

nt: ¢ =9

n’: d =8c+9
Reseni soustavy rovnice je snadné, dostaneme ¢ = 9, d = 81. Hledané partikuldrni feseni proto je
af) = (9n +81)3" = 9(n + 9)3" = (n + 9)3"*2,

Obecny tvar feSeni je
an = a +alP) = 04" + aond™ + (n + 9)3"F2,

Hodnotu konstant a1 a as uréime z pocateénich podminek. Dosadime n = 0 a dostaneme rovnici
1 = a1 + 81. Dosadime n = 1 a dostaneme rovnici 10 = 4o + 4a9 + 270.

Resenim soustavy dostaneme koeficienty a; = —80, ag = 15.

Resenf nehomogenni rekurentnf rovnice je a, = —80-4" + 15n4"™ 4 (n+9)3"+2 = 5(3n — 16)4" + (n +
9)3n+2.

an = 8ap—1 — 16ay,—2+ (n+1)3", kde ap =2, a1 =5

Jedna se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Obecny
tvar feSeni i partikuldrni feSeni se hleda stejné jako v predchozi ¢asti. Dostaneme obecny tvar Feseni

an = a +alP) = 014" + aund™ + (n + 9)3"F2,

Hodnotu konstant a1 a ao uréime z pocdtecnich podminek. Dosadime n = 0 a dostaneme rovnici
2 = a1 + 81. Dosadime n = 1 a dostaneme rovnici 5 = 4aq + 4as + 270.

Soustavu vyfesime dostaneme oy = —316, ag = 51.

Resenf nehomogenni rekurentn{ rovnice je a,, = —316 - 4" + 51n4"™ + (n + 9)3" 2.

an, = 8ap—1 — 16ap_2 + (2 —n)4", kde ap =2, a1 =6

Jedn4 se o linedrni nehomogenni rekurentni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Piislusna
charakteristickd rovnice 2 — 8 + 16 = 0 pfidruzené homogenni rovnice mé jeden dvojnasobny kofen
ro = 4. Protoze zdklad 4 v nehomogenni ¢asti (2 — n)4" je dvojndsobnym kofenem charakteristické
rovnice, tak partikularni feSeni mé tvar

a?) = n?(cn + d)4™.

n

Abychom ur¢ili hodnoty konstant ¢, d, tak dosadime partikuldrni feseni aﬁ{’ ) = n?(cn + d)4™ do re-
kurentni rovnice a dostaneme

n?(en+d)4" = 8(n—1)%(c(n—1)+d)4" ! —16(n — 2)%(c(n — 2) + d)4" 2 + (2 — n)4"
16cn® 4+ 16dn? = 32(n? —2n+1)(cn — ¢+ d) — 16(n® — 4n + 4)(cn — 2¢ + d) + 16(2 — n)
16cn® 4+ 16dn? = 32(cn® — en® + dn® — 2en® 4 2en — 2dn 4+ cn — ¢+ d) —

—16(cn® — 2cn® + dn? — 4en® + 8en — 4dn + 4en — 8c + 4d) + 32 — 16n

Porovnanim koeficientti polynomu v rovnosti dostaneme ¢tyii rovnice:

3. 16c = 32c— 16¢

2. 16d = —32c¢+ 32d — 64c + 32¢ — 16d + 64c

Ly 0 =64c—64d + 32¢ — 128¢ — 64d — 64c — 16
0. 0 =—32+32d+ 128¢c — 64d + 32

S 3 3.3
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Zatimco v prvnich dvou rovnicich se v8echny ¢leny odectou, tak druhé dvé rovnice daji po zjed-

noduseni
nt: 0 =—6c—1
n’: 0 =3c—d+1
Resen{ soustavy rovnice je snadné, dostaneme ¢ = —%, d= % Hledané partikuldrni feseni proto je

all) = n?(—Ln+ Lyan = n2(=2n 4 2)4n-1,

Obecny tvar feseni je

n

2
an = al’ + alP) = a14™ + apnd™ + n? (—3n + 2> 4n=1,

Hodnotu konstant o a ag uréime z pocatecnich podminek. Dosadime n = 0 a dostaneme rovnici
2 = 1. Dosadime n = 1 a dostaneme rovnici 6 = 4o + 4o + %.

Soustavu

n=0: 2 =

4
n=1: 6 :4a1+4a2+§

vyfeSime a dostaneme o = 2, ap = —%.

Resenf nehomogenni rekurentni rovnice je a, = 2 - 4" — %n4” + n2(—%n +2)4n-L,
5.8 Priiklady k procviceni
5.8.1. Do fondu vlozime 100 000 Ké. Podle podminek fondu bude ¢astka, kterda byla na tc¢tu v poslednim
roce, urocena 20% a castka, kterd byla na uc¢tu v predposlednim roce, drocena 45%. Jaka bude castka
na uctu v n-tém roce?

Na tétu v n-tém roce bude ¢astka z posledniho roku P, _1, pripiSe se 20% z ¢éstky v roce P,_1 a jesté 45%
z Castky v roce P,,_o. Sestavime rekurentni rovnici

P,=12P, 1 +045P, 5.
Odpovidajici charakteristickd rovnice je
r? —1.2r —0.24 =0,

kde r je redlnd proménnd. Rovnici vyfesime.

1.24++v1.224+4-1.2-045
7“1,2 — 2

Charakteristické kofeny jsou r; = —%, ro = % Obecné teseni rekurentni rovnice bude tvaru

Po=ar-rf+a-r5y =0 _3 ”+a2 3 ”‘
10 2

Abychom uréili koeficienty «aq, as, sestavime rovnice dle vychozich podminek.

Py = al-r?—l—ag-rg
P

1 1
a1-r] tagery
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V prvnim roce pro n = 0 vime, ze Py = 100 000. V druhém roce pro n = 1 vime, ze P; = 120 000. Dosadime
charakteristické kofeny a dostaneme

100 000 = a1+ a9

3 3
12 - N 2
0 000 oq < 10>+a2 <2>

50 000 9250 000
oy = ——.
3 0 72 3

50000 / 3\" 250000 (3\"
P, = —2) 2= () .
3 10 3 \2

5.8.2.* Morseova abeceda sestdva ze signalu dvou druhii: teéek a ¢arek. Napiiklad pomoci 1 signdlu muzeme
sestavit dveé zpravy, pomoci dvou signélu vsak jiz 2 -2 + 4 = 8 zprav.

Resenim soustavy dostaneme

o] =

Obecné TeSeni pro n € Ny je

e CtyTi zpravy ze dvou znaku po jednom signalu a
e CtyT znaku po dvou signélech.

Existuji 2 znaky po jednom signdlu, 4 znaky ze dvou signdlu, 8 znaku ze tii signalti a 13 znaka ze ¢tyt
signali (teoreticky existuje 16 signalu, ale ¢eskd abeceda vyuziva jen 13 z nich). Kolik ruznych zprav
muzeme sestavit pomoci n signdlu? Sestavte rekurentni vztah a s vyuzitim vypocetni techniky najdéte
obecné Teseni s priblizné urcenymi kofeny na dvé desetinna mista.

Sestavime rekurentni vztah udévajici pocet ruznych zprdv z n signdlu. Oznaéme pocet zprav s n znaky
jako z,. Muzeme piidat

e ze dvou znaku po jednom signélu za zpravu s z,_1 signdly,

e ze CtyT znaku po dvou signélech za zpravu s z,_s signaly,

e 7z osmi znaku po tiech signédlech za zpravu s z,_3 signaly a

e ze tiindcti znaku po Ctyfech signalech za zpravu s z,_4 signdly.
Dostaneme rekurentni rovnici

Zn = 2ap—1 + 4an—2 + 8an—_3 + 13a5,—4.
Odpovidajici charakteristicka rovnice je
rt—2r3 —4r? —8r —13 =0,
kde r je redlnd proménna. Rovnici s vyuzitim vypocetni techniky vyfesime a dostaneme
rp=—142, ry=23.82, rg=-—0.20—-1.54:, rq4= —0.20+ 1.54:.
Obecné feSeni rekurentni rovnice bude tvaru
Zn=01 -1 tag-Ty+az-rytoyg-ry =
Zp = a1 - (—1.42)" + a9 - 3.82" + a3 - (—0.2 — 1.544)" + aq - (—0.2 + 1.544)".

Abychom uréili koeficienty o, s, as, ay, nejprve uréime pocty zprav pro malé pocty signali.

e Existuji dvé zpravy po jednom signéla, proto z; = 2.
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e Pomoci dvou signdli muzeme sestavit 2 - 2 zpravy se dvéma znaky po jednom signdlu a 4 zpravy ze
znaku po dvou signalech, proto ze = 8.

e Pomoci tii signdli muzeme sestavit 2 - zo + 421 =2 -8 +4 -2 = 24 zprav se dvéma nebo tfemi znaky
a 8 zprav z jediného znaku po trech signdlech, proto z3 = 24 + 8 = 32.

e Pomoci ¢ty signdli muzeme sestavit 2 - z3 + 429 + 821 =2-324+4-8+ 8-2 = 112 zprav se dvéma,
tfemi Ctyimi znaky a 13 zprav z jediného znaku po ¢étytech signalech, proto z4 = 112 4+ 13 = 125.

Abychom uréili koeficienty a1, aa, a3, g, sestavime rovnice dle poc¢ateénich podminek:

21 = al-r%—l—a2-r%+a3-r§+a4-ri
Z9 = al-r%+a2-r%+a3'r§+a4-ri
z3 = al-r%+a2-r§+a3-r§+a4-ri
Zy = a1~7‘£11+oz2-1“§+a3-7“§+a4-7‘3.

Dosadime z1 = 2, 29 = 8, 23 = 32, 24 = 125 a dostaneme soustavu rovnic, kterou s vyuzitim pocitace
vyfesime.

Zn = 0.17 - (—1.42)" 4 0.58 - 3.82" 4 0.15 - (—0.2 — 1.544)" + 0.15 - (—0.2 4 1.54i)".

5.8.3. Kolika zpusoby muze Ferdinand vybéhnout n schodu, jestlize muze kazdym krokem vystoupat o jeden
nebo o dva schody. Dva zpusoby povazujeme za ruzné, jestlize se lisi poradi, kdy Ferdinand udéld krok pres
dva schody nebo pfes jeden schod.

Nejprve sestavime rekurentni popis poc¢tu zpusobu s,, jak vyjit n schodi. Rozlisime dva piipady podle
schodu, ze kterého vstoupime na posledni n-ty schod. Pokud posledni krok je pies jediny schod, tak na n-
ty schod vstoupime z piedchoziho schodu, na ktery jsme mohli vystoupat s,_1 zpusoby. Pokud posledni
krok je pfes dva schody, tak na n-ty schod vstoupime z predptfedposledniho schodu, na ktery jsme mohli
vystoupat s,_o zpusoby. Dostaneme rekurentni rovnici

Sp = Sn—1 + Sn—2,

kterd urcuje pocet zpusobt, jak vystoupat vSech n schodu.

Zbyvéa si uvédomit, zZe jediny schod vystoupdme jedinym zpusobem, zatimco na dva schody mame dveé
moznosti: 1 + 1 nebo 2 schody jedinym krokem. Dostdvame pocatecni podminky s; = 1, so = 2. Mohli
bychom piidat podminku sy = 1 (jedinym zpusobem vystoupame 0 schodu).

Z rekurentni rovnice s, = s,_1 + S,_2 sestavime charakteristickou rovnici

rP_r—1= 0,
kde r je redlnd proménnd. Rovnici vyfesime.

1+£41—-4-1-(-1) 1+V56
2 2

1,2 =

Charakteristické kofeny jsou r; = 1+2\/57 ro = 1*27‘/5 Obecné feseni rekurentni rovnice bude tvaru

n n
1 5 1—+v5
sn:al-r?—i-ag-rgl:al( +\[> +a2< f)

2 2
Abychom uréili koeficienty a1, aia, sestavime rovnice dle vychozich podminek:

1 1
S1 = Q111 tag-T5

2 2
S9 Q171+ Qg -1y
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Dosadime s; = 1, s = 2 a dostaneme

1++5 1-+5
1 = o +
2 2
2
14++/5 1-+5
2 = m + an
2 2
Resenim soustavy dostaneme
5++5 5-+5
o) = , Q=
10 10
Obecné feSeni pro n € Ny je
5+V5 (145 "+5—\/5 1-v5\"
=0 2 10 2

Srovnanim s Fibonacciho posloupnosti vidime, ze zména pocateénich podminek ma vliv pouze na hodnotu
koeficientu aq, as.

5.8.4. Budeme lepit ozdobnou fadu kachlicek o rozméru 1 x n ¢tverecku. K dispozici méame
e kachlicky ¢tyt ruznych barev o rozméru 1 x 1 ¢tverecek a
e kachlicky péti ruznych barev o rozméru 1 x 2 ¢tverecky.

Kolika zpusoby muzeme vykachlickovat fadu kachlicek o rozméru 1 x n étverecku? Sestavte rekurentni
vztah a najdéte obecné feseni.

Sestavime rekurentni vztah udavajici pocet ruznych vykachlickovéani fady n ¢tverecki. Tento pocet po-
sloupnosti kachlicek oznac¢ime k.

Pro n = 1 muzeme podle zadani sestavit 4 razné ,fady®, proto k1 = 4.

Pro n = 2 muzeme podle zadani sestavit 4-4 = 16 rtiznych posloupnosti dvou kachli¢ek o rozméru 1 x 1
ctverecek nebo 5 kachlicek o rozméru 1 x 2 ¢tverecky. Celkem mame 16 + 5 = 21 rtznych fad kachlicek,
proto ko = 21.

Pro obecné n > 2 rozlisime dvé moznosti podle toho, zda posledni nalepend kachlicka mé rozmér 1 x 1
¢tverecek 1 x 2 ¢tverecky.

Pokud je posledni kachlicka o rozméru 1 x 1 ¢tverecek, tak predchozi kachlicky zabiraji 1 x (n — 1)
¢tverecku a existuje ky,_1 takovych posloupnosti, za které muzeme pfilepit nékterou ze 4 kachlicek 1 x 1.
Pokud je posledni kachlicka o rozméru 1 x 2 ¢tverecky, tak predchozi kachlicky zabiraji 1 x (n—2) ¢tverecku
a existuje k,_o takovych posloupnosti, za které muzeme ptilepit nékterou z 5 kachlicek 1 x 2. Dostaneme
rekurentni formuli

k, = 4k,_1 + bkn_o.

a pocatetni podminky k1 = 4, ko = 21.
Z rekurentni rovnice k,, = 4k, _1 + 5k,_o sestavime charakteristickou rovnici

r2—4r —5=0,

kde r je redlnd proménnd. Rovnici vyfesime

44+,/16—-4-1-(-5) 4++36 4+6

m2= 2 2 2

Charakteristické kofeny jsou r; = 5, ro = —1. Obecné feSeni rekurentni rovnice bude tvaru

kn=ca1 -7 +az-ry =a15" + as(—1)".
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Abychom uréili koeficienty o, aa, sestavime rovnice dle vychozich podminek pro n =1 an = 2.

1 1
kh = (oI s 6 5 51

2 2
ko = o1 -ri+oa-r

Dosadime k1 = 4, ko = 21 a dostaneme

4 = a1-5+ay-(—1)
21 = a1-254+ag- 1.

Resen{ soustavy (napiiklad s¢itaci metodou) dostaneme

Reseni pro n € Ny je

2% 5 1

ol = — = — = —.

173076 7%
5 1

by = 2 5% 4 2L (—1)"

"= +6( )

5.8.5. Vyreste rekurentni rovnici a,, = a,—1 + n, kde a; = 3.
Vezmeme posloupnost rovnosti

Ap, — Ap—1 = N

p—1—Qp—2 = n—1

p—2 —Ap-3 = N —2
ag —ay = 2.

Sec¢tenim vsSech rovnosti dostaneme

n
an — ap :Zi:n(n—l)/Z—l.
=2

Protoze a1 = 3, dostavame

an=a1+nn—-1)/2—1=3+n(n—-1)/2—-—1=n(n-1)/2+2.

Jiné teSeni:
Postupnym dosazenim dostaneme

ai
a2
as

a4

Qan

3

a1+2=3+2
az+3=03+2)+3
az+4=((3+2)+3)+4

an1+n=(B+2)+3)+4+-+n=((2+1)+2)+3)+4)+---+n=2+n(n—1)/2.

83
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6 Modularni aritmetika
6.1 Motivacni priklady

6.1.1. Kontrolni schéma ¢isla (k6du) bankovnich instituci na seku je 7x1 + 3xg + 923 + Tx4 + 325 + 926 +
Tx7 + 328+ 929 =0 (mod 10). Je ¢islo (kéd) bankovni instituce 307074580 platny?

100

CDATE wm o o v

O DOLL
37 Ve Brive = g
Cheguieg 1 G00LIM
\ﬁ.j- Vecouver BE. VBN &) %)

TRANSIT  INSTITUTION ACCOUNT NUMBER
100" 1223500wB05f LOWDO0™ & 2 Jml, e

Ovérime, zda
Tx1 + 3xg + 923 + Txg + 325 + 926 + 727 + 325 + 929 =0 (mod 10).

Dostaneme
21+40463+0+214+36+354+244+0=200=0 (mod 10).

Jedna se o platny kéd.

6.2 Délitelnost

6.2.1. Méjme dvé celd cisla a, b. Vyjadiete celociselny podil a zbytek dle Véty o jednoznacénosti podilu
a zbytku jako a = gb + r.
a) a=101,b=9
Protoze 99 je nejblizsi nizs$i nasobek 9, tak mizeme psét

101 =11-9+ 2.

Celociselny podil 101 mod 9 = 11, zbytek po déleni je 101 div9 = 2.
Jiné teseni:

Vypocitdme na kalkulacce Ll%lj = 11. Proto celo¢iselny podil je 11. Zbytek urc¢ime jako 101 —9-11 =

101 — 99 = 2. Muzeme psét
101 =11-9+ 2.

b) a=9,b=101

Vypocéitame celociselny podil L%J = 0, tak ihned vidime
9=0-101+09.
Celociselny podil 9mod 101 = 0, zbytek po déleni je 9div 101 = 9.

¢) a=—158,b=11

Vypocitame celociselny podil L—%J = —15. Pozor: v8imnéte si, ze plati —%j = —15, zatimco
%j = 14. Déle vypocitdme —158 — (—15) - 11 = —158 + 165 = 7. Dostaneme

—158 = —-15-1147.

Celociselny podil —158 mod 11 = —15, zbytek po déleni je —158div 11 = 7.
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6.2.2. Urcete zbytek po déleni nasledujicich ¢isel.

a) Zbytek po déleni ¢isla 589 ¢islem 8

Postup fesSeni zapiSeme jako posloupnost rovnosti a kongruenci.

589 = 560+ 29
= 29 (mod 8)
= 2445
= 5 (mod 8)

Zbytek po déleni ¢isla 589 ¢islem 8 je 5.
Muzeme také zapsat 589 mod 8 = 5.

b) Zbytek po déleni ¢isla 5 891 ¢islem 7

Postup teSeni zapiSeme jako posloupnost rovnosti a kongruenci.

581 = 5600+ 291
= 291 (mod 7)
= 280+11
= 11 (mod?7)

4 (mod 7)

Zbytek po déleni ¢isla 5 891 ¢islem 7 je 4.
Muzeme také zapsat 5 891 mod 7 = 4.

c) Zbytek po déleni ¢isla 5 891 ¢islem 11

Postup feseni zapiSeme jako posloupnost rovnosti a kongruenci.

5891 = 5500+ 391
391 (mod 11)
= 330461

61 (mod 11)
= 55+6

= 6 (mod 11)

Zbytek po déleni ¢isla 5 891 ¢islem 11 je 6.
Muzeme také zapsat 5 891 mod 11 = 6.

6.3 Euklidav algoritmus

6.3.1. Pouzijte Eukliduv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spoleé¢ného délitele nésledujicich ¢isel.

a) 589 a 8

Na prvni pohled vidime, ze NSD(589,8) = 1. Najdéme vsak nejvétsi spoleény délitel také uzitim
Euklidova algoritmu.

989 = T73-8+5
1-5+3
1-3+2
1-2+1
1-2+0

ORI e
I
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6.4

6.4.1.
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Nejvétsi spoleény délitel cisel 589 a 8 je 1. Cisla jsou nesoudéln.
Muzeme také zapsat NSD(589,8) = 1.
123 a 277
Najdéme feseni uzitim Euklidova algoritmu.
277 = 2-123+4 31
123 = 3-314+30

31 1-30+1
30 = 30-1+0

Nejvetsi spoleény délitel éisel 123 a 277 je 1. Cisla jsou nesoudélna.
Muzeme také zapsat NSD(127,277) = 1.
1529 a 14 039

Najdéme FeSeni uzitim Euklidova algoritmu.

14039 = 9-1529+ 278
1529 = 5-278+139
278 = 2-13940

Nejvetsi spolecny délitel ¢isel 1 529 a 14 039 je 139.
Muzeme také zapsat NSD(1 529,14 039) = 139.

Bézoutova véta

Pouzijte Euklidiuv algoritmus ze sekce B3 pro nalezeni Bézoutovych koeficientt.

Napiste NSD(589, 8) jako linedrni kombinaci obou ¢isel.

Ve cviceni ze sekce B3 jsme vypocitali nejvétsi spolecny délitel.

589 = 73-8+5
= 1-5+3
1-342
= 1-2+1
1-240

N W Ot
Il

Zpétnym dosazenim z (pied)posledni rovnice dostaneme
1=1-3-1-2.
Dosazenim zbytku 2 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=1-3-1-6-1-3)=(-1)-5+2-3.
Dosazenim zbytku 3 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=(-1)-54+42-(8=1-5)=2-8—-3-5.
Dosazenim zbytku 5 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=2-8-3-(589—-73-8)=(—3)-589+221-8.

Protoze 1 = (—3) - 589 + 221 - 8, tak hledané Bézoutovy koeficienty jsou —3 a 221.
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b)

Napiste NSD(123,277) jako linedrni kombinaci obou éisel.

Najdéme feseni uzitim Euklidova algoritmu.

277 = 2-123431
123 = 3-31+430
31 = 1-30+1
30 = 30-1+0

Zpétnym dosazenim z (pfed)posledni rovnice dostaneme
1=1-31-1-30.
Dosazenim zbytku 30 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=1-31-1-(123—-3-31) =4-31—1-123.
Dosazenim zbytku 31 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=4-(277—-2-123) —1-123=4-277—-9-123.
Protoze 1 =4 -277 — 9 - 123, tak hledané Bézoutovy koeficienty jsou 4 a —9.

Napiste NSD(1 529,14 039) jako linearni kombinaci obou éisel.

Najdéme feseni uzitim Euklidova algoritmu.

14039 = 9-1529+4 278
1529 = 5-2784139
278 = 2-13940

NSD(1 529,14 039) = 139. Zpétnym dosazenim z (pfed)posledni rovnice dostaneme
139 =1-1529 —5-278.
Dosazenim zbytku 278 z predchozi rovnice dostaneme
1=1-1529—-5-(14039—-9-1529) = —5-14 039 + 46 - 1 529.

Protoze NSD(1 529,14 039) = 139 = —5-14 039 4 46 - 1 529, tak hledané Bézoutovy koeficienty jsou
—5 a 46.

6.4.2. Urcete NSD(91, 169) a napiste jej jako linedrni kombinaci obou ¢isel.
Nejprve pomoci Euklidova algoritmu ur¢ime NSD(91, 169).

169 = 1-914 78
91 = 1-78413
7 = 6-13+0

Z Euklidova algoritmu plyne NSD(91, 169) = 13.
Bézoutovy koeficienty uc¢ime zpétnym dosazenim. Z piedposledni rovnice dostaneme

13=1-91-1-78.

Dosazenim zbytku 78 z pfedchozi rovnice dostaneme

13=1-91-1-(169—-1-91)=2-91—1-169.

Protoze NSD(91,169) = 13 =2-91 — 1 - 169, tak hledané Bézoutovy koeficienty jsou 2 a —1.

6.4.3. Najdéte inverzi ¢isla a modulo m.
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a) Najdéte inverzi ¢isla 8 modulo 11.

Protoze NSD(8,11) = 1, tak inverze existuje. Inverzi ur¢ime pomoci Euklidova algoritmu
a Bézoutovych koeficientu.

1 = 1-8+43
= 2-3+2
= 1-2+1
= 1-2+0

7 piedposledni rovnice dostaneme
1=1-3-1-2.

Dosazenim zbytku 2 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=1-3-1-(8-2-3)=(-1)-8+3-3.
Dosazenim zbytku 3 z ptedchozi rovnice dostaneme
1=(-1)-843-(11—-1-8)=(—4)-8+3-11.

Nyni vime
1=(-4)-843-11=(—4)-8 (mod 11).
Inverze ¢isla 8 modulo 11 je ¢islo —4 =7 (mod 11).
Snadno ovéfime, ze 7-8 =56 =1 (mod 11).
b) Najdéte inverzi ¢isla 87 modulo 12.

Protoze NSD(87,13) = 3, tak inverze k ¢islu 87 modulo 12 neexistuje.

c) Najdéte inverzi ¢isla 87 modulo 13.
Protoze NSD(87,13) = 1, tak inverze existuje. Inverzi uréime pomoci Euklidova algoritmu
a Bézoutovych koeficientu.
87 = 6-13+9
13 = 1-9+4

9 = 2441
= 4140

7 predposledni rovnice dostaneme
1=1-9-2-4.

Dosazenim zbytku 4 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=1-9-2-(13-1-9)=(-2)-13+3-09.
Dosazenim zbytku 9 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=(-2)-134+3-(87—6-13) =(—20)-13+3-87

Nyni vime
1=(-20)-13+3-87=3-87 (mod 13).

Inverze ¢isla 87 modulo 13 je éislo 3.

Snadno ovéiime, ze 87-3=9-3=27=1 (mod 13).

6.4.4. Najdéte inverzi ¢isla a modulo m.



Petr Kovér: Resené piiklady DM a UTG (30. zari 2026) 89

2)

Najdéte inverzi ¢isla 91 modulo 13.

Protoze NSD(91, 13) = 13, tak inverze neexistuje. Plati 91 =0 (mod 13), proto pro jakékoliv celé
¢isloajea-91=a-0=0 (mod 13) a nikdy neplati a-91=1 (mod 13).

Najdéte inverzi ¢isla 91 modulo 14.

Protoze NSD(91,14) = 7, tak inverze neexistuje. Plati 91 = 7 (mod 14), proto pro jakékoliv celé
¢islo a je a-91 = a-7 (mod 14). Cislo a7 je kongruentni s 0 nebo se 7 modulo 14, nikdy nenf
kongruentni s 1 modulo 14.

Najdéte inverzi ¢isla 91 modulo 15.

Inverzi uréime pomoci Euklidova algoritmu. Nejprve nalezenim nejvétsiho spoleéného délitele pomoci
Euklidova algoritmu ovéffme, ze NSD(91, 15) = 1 a inverze existuje.

91 = 6-15+1
15 = 15-140

7 ptedposledni rovnice ihned dostaneme
1=1-91—-1-15.

Nyni vime
1=1-91-1-15=1-91 (mod 15).

Inverze ¢isla 91 modulo 15 je éislo 1.

Snadno ovéiime, ze 91-1 =91 =1 (mod 15).

Modularni aritmetika

. Vypocitejte v prislusné modularni aritmetice

13 411 39

Pocitame dle definice
1341139 =13+ 39mod 11 = 52mod 11 = 8.

Vypoéet mizeme zjednodusit, nebot zbytek souétu je roven souctu zbytkii.

13+1139=2+116 =8mod11 =8

13 -11 39

Pocitame soucin zbytkovych tiid.

13:1139=2-6mod11 =12mod 11 =1

13-4 39

Pocitdme soucin zbytkovych ttid.

13-439=1-3mod4 =3
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kéd | znak || kéd | znak
65 | A 78 | N
66 | B 79 | O
67 | C 80 | P
68 | D 81 | Q
69 | E 82 | R
70 | F 83 | S
1 |G 84 | T
72 | H 8 | U
73 |1 86 | V
4 | ] 87 | W
7 | K 88 | X
76 | L 89 |Y
77 | M 90 | Z

Tabulka 1: ¢ast ASCII tabulky.

d) (781 +4571) 765

Pocitame se zbytkovymi tiidami.

(781 +573) 765 =(1+53)v3=4-v3=5

6.5.2. V Tabulce O vidime ¢dst ASCII tabulky. Zakédujte slovo ,,AHOJ* tak ze ASCII kéd kazdého slova
vynésobite ¢islem 7 modulo 256.

ASCII kédy pismen slova ,AHOJ* jsou (65, 72,79, 74). Vyndsobenim kazdého kédu posloupnosti ¢islem 7
modulo 256 dostaneme

(65 ‘256 7, 72 ‘256 7, 79 ‘256 7, 74 ‘256 7) = (455, 504, 553, 518) = (199, 248, 41, 6) (mod 256).

6.5.3. Navazeme na Cviceni B Dekédujeme slovo uréené posloupnosti (199, 248, 41, 6) tak, ze najdeme inverzi
¢isla 7 module 256 a ¢isla v posloupnosti vynasobime module modulo 256.
Nejprve najdeme inverzi k ¢islu 7 modulo 256. Protoze NSD(256,7) = 1, tak inverze existuje. Inverzi
uréime pomoci Euklidova algoritmu a Bézoutovych koeficienti.
256 = 36-74+4
7 = 1-4+3

= 1-3+1

= 3-1+0
7 ptredposledni rovnice dostaneme

1=1-4-1-3.

Dosazenim zbytku 3 z pfedchozi rovnice dostaneme
1=1-4-1-(7—-1-4)=(-1)-7+2-4.
Dosazenim zbytku 4 z predchozi rovnice dostaneme
1=(-1)-74+2-(256 —36-7) = (—=73) -7+ 2-256

Nyni vime
1=(=73)-74+2-256=183-7 (mod 256)
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Inverze ¢isla 7 modulo 256 je ¢islo 183.
Vynésobenim kazdého ¢isla posloupnosti (199,248,41,6) kédu posloupnosti ¢islem 183 modulo 256
dostaneme

(199 556 183, 248 956 183, 41 256 183, 6 256 183) = (36 417, 45 384, 7 503, 1 098) = (65,72,79,74) (mod 256).

Posloupnost ASCII kédu (65, 72,79, 74) odpovidé slovu ,,AHOJ.

6.5.4. V Tabulce O vidime ¢dst ASCII tabulky. Ukazte, ze pokud zakédujeme slovo ,AHOJ* tak ze ASCII
kod kazdého slova vynédsobite ¢islem 12 modulo 256, tak ziskanou posloupnost ¢isel nelze dekédovat.
Vsimneme, si, Ze &fslo 12 nemd inverzi modulo 256, nebot (12,256) = 4. Pokud ASCII kédy vyndsobime
¢islem 12, tak zasifrovand data nepujde ni¢im vyndasobit, aby vysla puvodni éisla, protoze vysledné souciny
posloupnosti budou vzdy sudé ¢isla a modulo 256 zustanou sudd. To ale znamend, ze i pii pokusu
o dekédovani pii vyndsobenim jakymkoliv ¢islem vzdy vyjde sudé ¢éislo (a nikdy nevyjde napiiklad éislo
65).

6.6 Kongruence

6.6.1. Rozhodnéte, zda ¢isla a, b jsou kongruentni modulo m.
a) Cisla a =19, b = 11 modulo 6

Protoze rozdil 19 — 11 = 8 neni nasobek modulu 6, tak

19# 11 (mod 6).

b) Cisla a = 19, b = 11 modulo 4
Protoze rozdil 19 — 11 = 8 je nasobek modulu 4, tak

19 =11 (mod 4).

c¢) Cisla a = 546, b = 141 modulo 11
Vypocitame rozdil 546 — 141 = 405 a ovéiime, zda je nasobkem modulu 11. Plati

405 =330+75=75=66+9=9 (mod 11).

Proto
546 # 141  (mod 11).

d) Cisla a = 546, b = 141 modulo 45
Vypocitame rozdil 546 — 141 = 405 a ovéiime, zda je ndsobkem modulu 45. Plati
405 =450 — 45 = —45=0 (mod 45).

Proto
546 = 141 (mod 45).

6.6.2. Najdéte feseni uvedené linearni kongruence.

a) =15 (mod 9)

Kongruenci nejprve zjednodusime. Protoze 15 = 9 + 6, tak obecnym feSenim kongruence x = 6
(mod 9) jsou vsechna ¢isla, kterd davaji zbytek 6 po déleni 9, tedy x = 9t + 6, kde ¢ € Z.
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b)
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x=-T4 (mod 12)

Kongruenci nejprve zjednodusime. Protoze —74 = —84+ 10, tak obecnym feSenim kongruence z = 10
(mod 12) jsou vSechna ¢&isla, kterd davaji zbytek 10 po déleni 12, tedy x = 12t + 10, kde ¢ € Z.

2e =5 (mod 10)

Oveérime, ze nejvétsi spoleény délitel koeficientu a = 2 a modulu m = 10 je ¢&islo 2, avSak 2 nedéli
¢islo 5. Kongruence proto nema feSeni.

Jiné feseni:

Vsimneme si, ze leva strana je vzdy sudé ¢islo, které po déleni 10 nikdy nemuze dét (lichy) zbytek
5. Navic v kongruenci nemuzeme ani kratit. Kongruence nema feSeni.

Jiné teSeni:

Pii feseni kongruence bychom hledali inverzi ¢isla 2 modulo 10. Avsak NSD(2,10) = 2, a proto ¢&islo
2 nema inverzi modulo 10. Navic v kongruenci nelze kratit, proto kongruence nema teseni.

2r =6 (mod 10)

Cislo 2 nemé inverzi modulo 10, protoze NSD(2,10) = 2 # 1. Kongruenci viak miizeme nejprve
zjednodusit. Kratime obé strany i modul ¢éislem 2. Dostaneme z =3 (mod 5). Obecné feseni dané
kongruence jsou vSechna ¢isla x = 5¢ + 3, kde t € Z.

Pozndmka: Kongruence fesen{ m4, nebot NSD(2,10) = 2 | 6.

2r =4 (mod 10)

Cislo 2 nem4 inverzi modulo 10, protoze NSD(2,10) = 2 # 1. Kongruence viak mize mit fesen,
zkusime ji nejprve zjednodusit. Kratime obé strany i modul ¢islem 2. Dostaneme = = 2 (mod 5).
Obecné TeSeni dané kongruence jsou v8echna ¢isla x = 5t + 2, kde t € Z.

Pozndmka: Kongruence feseni m4, nebot NSD(2,10) = 2 | 4.

2r =5 (mod 9)
Kongruenci nejprve zjednodusime. Pri¢teme modul 9 k pravé strané (kongruence se nezméni, nebot
9=0 (mod9)). Upravime

2r = 549 (mod9)

2r = 14 (mod 9)

x = 7 (mod9),

kde obé strany jsme kratili ¢islem 2 nesoudélnym s modulem. Obecné feSeni dané kongruence jsou
vSechna ¢isla x =9t + 7, kde t € Z.
Jiné teSeni:
Najdeme inverzi ¢isla 2 modulo 9. Protoze NSD(2,9) = 1, tak inverze existuje. Pomoci Euklidova
algoritmu pocitame

9 = 4-241

2 = 2-1+0.
7 predposledni rovnice dostaneme

1=1-9-4-2.

Nyni vime
1=1-9-4-2=(-4)-2=5-2 (mod9)

Inverze ¢isla 2 modulo 9 je é&islo 5.
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Obeé strany kongruence roznésobime inverzi 5 a dostaneme
5-2x = 5-5 (mod9)
lx = 25 (mod9)
x = 7 (mod?9).

Obecné feseni dané kongruence jsou vSechna ¢isla x =9t + 7, kde t € Z.
Jiné teseni:
Najdeme inverzi ¢isla 2 modulo 9. VSimneme si, ze 5-2=10=1 (mod 9), a proto ¢islo 5 je inverzi
¢isla 2 modulo 9. Obé strany kongruence roznasobime inverzi 5 a dostaneme

5-2¢ = 5-5 (mod9)
x = 25 (mod9)
x = 7 (mod)9).
Obecné TeSeni dané kongruence jsou vSechna ¢isla x =9t + 7, kde t € Z.

g) 8¢ =5 (mod 11)

Podle cviceni ze sekce B4 vime, ze inverze 8 modulo 11 je &islo 7. Vynasobime obé strany kongruence
a upravime.

8 = 5 (mod 11)
7-8 = 7-5 (mod 11)
r = 35 (mod 11)
x = 2 (mod 11).

Obecné TeSeni dané kongruence jsou v8echna ¢isla x = 11t + 2, kde t € Z.

6.7 Soustavy kongruenci

6.7.1. Vyreste nasledujici soustavy kongruenci.
a) =4 (mod 10), x =3 (mod 17)
Protoze kazd4d z kongruenci je fesitelnd (ihned vidime, ze NSD(1,10) =1 | 4 a NSD(1,17) =1 | 3)
a protoze oba moduly jsou nesoudélna ¢isla 10 a 17, tak podle Cinské zbytkové véty z prednéasky
vime, Ze soustava mé feseni, dokonce vime, Ze feSeni je nekone¢né mnoho modulo 170.

Vyie$ime nejprve prvni kongruenci, jeji feSeni dosadime do druhé kongruence, a pak vyfesime druhou
kongruenci. ResSeni prvni kongruence ihned dostavame x = 4 + 10¢, kde t € Z. Toto feSeni dosadime
za x do druhé kongruence a dostaneme feSeni v proménné t.

x = 3 (mod 17)

4410t = 3 (mod 17)
10t = -1 (mod 17)
10t = 16 (mod 17)
5t = 8 (mod 17)
5t = 8417 (mod 17)
5t = 25 (mod 17)

t = 5 (mod 17)

Spoleéné feseni obou kongruenci je t = 5 4+ 17u, kde u € Z, avSak feSeni musime vyjadiit v puvodni
proménné x. Dosadime za t do feSeni prvni kongruence a dostaneme

r=4+4+10t =4+ 10(5+ 17u) = 4+ 50 + 170u = 54 4+ 170u,

kde u € Z. Hledanym feSenim jsou vSechna celd ¢isla tvaru © = 54 + 170u, kde u € Z.
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b) 2z =4 (mod5),z=1 (mod9)

Protoze kazdd z kongruenci je Fesitelnd (ihned vidime, ze NSD(2,5) = 1 | 4 a NSD(1,9) = 1 |
1), a protoze oba moduly jsou nesoudélnd ¢isla 10 a 17, tak soustava ma feseni, dokonce existuje
nekone¢né mnoho feSeni modulo 45.

Vyftesime nejprve prvni kongruenci, jeji feSeni dosadime do druhé kongruence, a pak vyfesime druhou
kongruenci. Kracenim v prvni kongruenci dostavame

2r = 4 (mod 5)
2 (mod 5).

T

Dostavame feseni x = 2+ 5¢, kde t € Z. Toto Teseni dosadime za x do druhé kongruence a dostaneme
feSeni{ v proménné t.
zr = 1 (mod)9)
245t = 1 (mod?9)

5t = —1 (mod9)

5t = 8 (mod 9)

5t = 8+27 (mod9)
5t = 35 (mod9)

t = 7 (mod9)

Spoleéné feseni obou kongruenci je t = 7 + 9u, kde u € Z, aviak feSeni musime vyjadfit v puvodni
proménné z. Dosadime za t do feSeni prvni kongruence a dostaneme

=245t =2+5(74+9u) =2+ 35+ 45u = 37 + 45u,
kde v € Z. Hledanym feSenim jsou vSechna celd ¢isla tvaru z = 37 + 45u, kde u € Z.

c) 3r=4 (mod6),z=1 (mod9)

Prvni kongruence soustavy nenf fesitelna, nebot NSD(3,6) = 3 a ¢islo 3 nedéli 4. To znamen4d, Ze ani
soustava kongruenci nemad zadné feSeni.

6.8 Priklady k procviceni
6.8.1. Ktera ¢isla davaji zbytek 15 po déleni cislem 87
Zadné. Zbytek podéleni 8 musi byt &islo z intervalu [0, 7).

6.8.2. Ktera c¢isla jsou kongruentni s 15 modulo 8?
Zadani prepiSeme ve tvaru kongruence z = 15  (mod 8). Zjednodusenim dostaneme x =15 =7 (mod 8).
Obecné feSeni dané kongruence jsou v8echna ¢isla x = 8t + 7, kde t € Z.

6.8.3. Kontrolni schéma UPC kédu je 3x1 + 22 + 3x3 + x4 + 325 + 26 + 327 + 28 + 329 + 210 + 3211 + 12 =0
(mod 10). Je ¢&islo 793573431042 platny UPC kéd?
Ovérime, zda

3x1 + x2 + 3x3 + x4 + 325 + 26 + 3x7 + 28 + 3x9 + x10 + 3x11 + 12 =0 (mod 10).
Dosazenim ¢islic UPC kédu dostaneme

204+94+9+5+21+3+12+3+3+0+12+2=100=0 (mod 10).

Jednd se o platny UPC kéd.
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6.8.4. Kontrolni schéma UPC kédu je 3x1 +xo+ 323+ 24 + 325 + 6 + 37 + 28 + 329 + 210 + 3211 + 212 = 0
(mod 10). Je ¢&islo 401305480285 platny UPC kéd?
Ovérime, zda

3r1 4+ x2 +3x3 + x4 + 325 + 26 + 37 + 28 + 39 + 210 + 3211 + x12 =0 (mod 10).
Dosazenim ¢islic UPC kédu dostaneme
12404+434+3+0+5+124+8+04+2+24+5=T7T4#0 (mod 10).

nejednd se o platny UPC kéd.

6.8.5. Kontrolni schéma UPC kédu je 3x1 + z2 + 323 + x4 + 325 + 26 + 37 + 28 + 3v9 + 210 + 3211 + 212 = 0
(mod 10). Osma cifra UPC kédu je znehodnocena 401305470285. Urcete jeji hodnotu.
Dosadime do kongruence

3x1 + x2 + 3x3 + x4 + 325 + w6 + 37 + w8 + 3x9 + w10 + 3x11 + 12 =0  (mod 10),

pricemz xg = z. Dosazenim ostatnich ¢islic UPC kédu dostaneme kongruenci, kterou vyfesime.

1240434+3+0+5+1242+0+24+24+5 = 0 (mod 10)
x4+66 = 0 (mod 10)
x+6 = 0 (mod 10)

x = —6 (mod 10)

x = 4 (mod 10).

Hledana cifra je 4.

6.8.6. Kontrolni schéma ISBN-10 kodu je 1021 4+ 9xo + 8x3 + Tx4 + 625 + dx6 + 47 + 328 + 2209 + 12219 = 0
(mod 11). Je ¢&islo 8072260014 platny ISBN kéd?
Ovérime, zda

10x1 + 929 4+ 83 + Tx4 + 625 4+ dxg + 427 + 328 + 229 + 12190 =0 (mod 11).
Dosazenim ¢islic ISBN kédu dostaneme
80+0+56+14+124+30+04+0+2+4=198=0 (mod 11).

Jedna se o platny ISBN kéd.

6.8.7. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 10x1 + 929 + 83 4+ Txg4 + 625 + b6 + 47 + 328 + 229 + 12210 = 0
(mod 11). Je ¢&islo 0471595047 platny ISBN kéd?
Ovérime, zda

1021 + 929 + 8x3 + Tx4 + 625 + Sz + 47 + 328 + 229 + 1210 =0  (mod 11).
Dosazenim ¢islic ISBN kdédu dostaneme
04+36+56+7+30+45+204+0+8+7=209=0 (mod 11).

Jedna se o platny ISBN kdéd.

6.8.8. Kontrolni schéma ISBN-10 kodu je 10xy + 9xo + 8x3 + 7wy + 625 + dxg + 47 + 328 + 2209 + 119 = 0
(mod 11). Je &islo 8072261147 platny ISBN kéd?
Ovéiime, zda

10z1 + 929 + 8x3 + Tay + 625 + Sxg + 47 + 328 + 229 + 12190 =0  (mod 11).
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Dosazenim ¢islic ISBN kédu dostaneme
804+0+56+14+12+30+4+3+8+7=213=4#0 (mod 11).

Nejedna se o platny ISBN kéd.

6.8.9. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 10x1 + 922 + 83 4+ Txg + 625 + Sxg + 47 + 328 + 229 + 12210 = 0
(mod 11). Posledni cifra ISBN kédu je znehodnocena 8072261147, Urcete jeji hodnotu.
Dosadime do kongruence

1021 + 929 + 8x3 + Tx4 + 625 + Sz + 4x7 + 328 + 229 + 1210 =0  (mod 11).

pricemz x19 = x. Dosazenim ostatnich ¢islic ISBN kédu dostaneme kongruenci, kterou vytesime.

80+0+56+14+124+304+44+3+8+2 = 0 (mod11)
x+207 = 0 (mod 11)
r+9 = 0 (mod11)

r = —9 (mod 11)

r = 2 (mod 11).

Hledan4 cifra je 2.

6.8.10. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 10x1 4+ 922 4+ 8x3 + 7Tx4 + 625 + Hxg + 427 + 318 + 209 + 1219 = 0
(mod 11). Najdéte kontrolni (posledni) cifru ISBN kédu 0131019637.
Dosadime do kongruence

10z1 + 9x9 + 8x3 + Txg + 625 + Sxg + 47 + 328 + 229 + 12190 =0  (mod 11).

pricemz x19 = x. Dosazenim ostatnich ¢islic ISBN kédu dostaneme kongruenci, kterou vyreSime.

0+9+2447404+54+36+18+6+x = 0 (mod 11)
x4+105 = 0 (mod 11)

x—5 = 0 (mod 11)

x = 5 (mod 11).

Hledana cifra je 5.

6.8.11. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 1021 4+ 922 4+ 8x3 4 7Txy + 625 + Hxg + 47 + 318 + 209 + 12219 = 0
(mod 11). Najdéte kontrolni (posledni) cifru ISBN kédu 4307362117.
Dosadime do kongruence

10z1 + 9x9 + 8x3 + Txg + 625 + Hxg + 4oy + 3x8 + 209 + 12190 =0  (mod 11).

pricemz x19 = x. Dosazenim ostatnich ¢islic ISBN kédu dostaneme kongruenci, kterou vyfesime.

40+274+04+49+184+30+8+3+24+2 = 0 (mod 11)
x+177 = 0 (mod 11)
z+1 = 0 (mod11)

x = —1 (mod11)

z = 10 (mod 11).

Hledana cifra je ,,10%, kterou v ISBN kédu zapisujeme jako X.

6.8.12. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 1021 4+ 929 4+ 8x3 + Txy + 625 + Hxg + 427 + 318 + 229 + 119 = 0
(mod 11). Sedm4 cifra ISBN kédu je znehodnocena 8072267147. Urcete jeji hodnotu.
Dosadime do kongruence

10z1 + 9x9 + 8x3 + Tay + 625 + Sxg + 47 + 328 + 229 + 12190 =0  (mod 11).
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pficemz x7 = x. Dosazenim ostatnich ¢islic ISBN kédu dostaneme kongruenci, kterou vyfesime.

80+0+56+14+12+30+4x+3+8+7 = 0 (mod 11)
4r+210 = 0 (mod 11)
4r+1 = 0 (mod 11)
4r = —1 (mod 11)
4r = 10 (mod 11)
2 = 5 (mod 11)
2r = 16 (mod 11)

r = 8 (mod 11)

Hledan4 cifra je 8.

6.8.13. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 10x1 4+ 922 4+ 8x3 + 7Txy + 625 + Hx6 + 47 + 318 + 229 + 1219 = 0
(mod 11). Sedm4 cifra ISBN kdédu je znehodnocena 8072267227. Urcete jeji hodnotu.
Dosadime do kongruence

10z1 + 9x9 + 8x3 + Txg + 625 + Sxg + 47 + 328 + 229 + 12190 =0  (mod 11).

pricemz x7 = z. Dosazenim ostatnich ¢islic ISBN kdédu dostaneme kongruenci, kterou vytesime.

80+0+56+14+12+30+2+6+12+7 = 0 (mod 11)
4r+213 = 0 (mod 11)

dr+4 = 0 (mod 11)

4r = —4 (mod 11)

= —1 (mod 11)

= 10 (mod 11)

Hledana cifra by méla byt 10, coz neni mozné. V kédu musi byt poskozeno vice znaki.

6.8.14. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 1021 4+ 922 4+ 8x3 + 7Txy4 + 625 + Hxg + 47 + 318 + 229 + 119 = 0
(mod 11). Je &islo 8072261147 platny ISBN koéd?
Ovérime, zda

10z1 + 9x9 + 8x3 + Txg + 625 + Sxg + 47 + 328 + 229 + 12190 =0  (mod 11).
Dosazenim ¢islic ISBN kédu dostaneme
80+0+564+14+12+30+4+34+8+7=214=-6#0 (mod 11).

Nejedna se o platny ISBN kéd.

6.8.15. Kontrolni schéma ¢isla bankovnich instituci na Seku je 7x1 + 3x2 + 923 + 7x4 + 325 + 926 + Tax7 +
3xg + 929 =0 (mod 10). Je ¢islo 415002204 platné ¢islo bankovni instituce?

Ovérime, zda
Tx1 + 3xe + 923 + Txg + 325 + 926 + 727 + 328 + 929 =0 (mod 10)

Dostaneme
284+3+45+04+0+18+144+0+36=144=4#0 (mod 10).

Nejedna se o platné ¢islo bankovni instituce.
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6.8.16. Kontrolni schéma ¢isla bankovnich instituci na Seku je 7x1 + 3x2 + 923 + 7xy4 + 325 + 926 + Tax7 +
3xg + 929 =0 (mod 10). Prvni cifra kédu je znehodnocena 706480665. Urcete jeji hodnotu.
Dosadime do kongruence

Tx1 + 3xo 4+ 923 + T4 + 325 + 926 + 727 + 328 + 929 = 0 (mod 10)

pficemz x; = x. Dostaneme kongruenci, kterou vytesime.

Te+0+54+28+24+0+42+18+45 = 0 (mod 10)
7xr+211 = 0 (mod 10)
7r+1 = 0 (mod 10)

7r = —1 (mod 10)

7r = 9 (mod 10)
7r = 49 (mod 10)
x = 7 (mod 10).

Hledan4 cifra je 7.



Cast 11
Uvod do teorie grafu

Stavovy graf hlavolamu ,hanojské véze*.
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1 Pojem grafu

Zakladni grafové pojmy jsou podrobné zavedeny ve skriptech [ITG].

1.1 Motivaéni priklady

1.1.1. Devét kamaradu si na Vanoce dalo darky. Kazdy dal darky tfem svym kamaradum. Ukazte, ze neni
mozné, aby kazdy dostal darky pravé od téch tii kamaradu, kterym darky sam dal.
Situaci si zndzornime grafem. Vrcholy grafu budou kamaradi, graf ma mit pravé 9 vrcholu. Hrana bude
mezi témi dvéma vrcholy (kamarady), ktefi si navzdjem dali dérky.

Pokud by feSeni existovalo, tak bychom méli pravidelny graf stupné 3 s 9 vrcholy, coz podle Principu
sudosti neni mozné. Plati, ze soucet stupnu vrcholu grafu G, G = (V, E), je roven dvojndsobku po¢tu hran.

Y deg(v) =2|E(G)|

veV(G)

Soucet stupnu je tedy sudé ¢islo, nebot kazdéd hrana prispivd do celkového souctu jednickou za kazdy
koncovy vrchol. Avsak v nasem grafu by bylo

> deg(v)= ) 3=9-3=27.

VeV (G) veV(G)

1.1.2. Méame 7 hazenkarskych tymu, které maji odehrat 21 zapasu, kazdy s kazdym. Ukazte, ze neni mozné
odehrat cely turnaj béhem Sesti hracich dnii, kdy probihaji souc¢asné vzdy 3 zapasy.

Kazdy den je mozno odehrét nejvyse 3 zapasy, za 6 hracich dnu to je 3 -6 = 18 zdpasu. Protoze zdpasu se
ma hrat celkem 21, dloha nem4 FeSeni.

1.2 Zakladni tridy grafia

Méjme déna kladna celd éisla ag, ag, .. ., ag. Cirkulantem C),(a1,ag,...,ax) rozumime graf G = (V, E) s n
vrcholy vg,v1,...,v,—1, kde hranovd mnozina je

E ={viV(ita))modn : 0 <i<n—1A1<j <k}

Piiklad cirkulantu Co(1,2,5) je na Obrazku I3 nebo 0.
1.2.1.%Y Nakreslete graf G = (V, E), je-li déno

a) V={a,b,c,d} a E ={ab,ac,ad}. [K13]
b) V ={k,l,m,n,o} a E = {kl,mn,mo,ln,ko}. [C5]
c) V=A{k,l,m,n,o,p} a E={kl,mn, mp,lo,ok,np}. [2C5]
d) V ={1,2,3,4,5,6,7,8) a E = {12,13,14, 25, 26,57, 68} [langusta L(2,1,1)]
1.2.2.Y Kolik vrcholi a kolik hran mé graf P, (dle znaceni ve skriptech [IITG])? [IV(P,)| =n,
B(Py)| =n—1)
1.2.3.Y Kolik vrcholii a kolik hran mé graf K,,? V(K| =n, |[E(K,)|=(5) = n(n;l)]
1.2.4.% Kolik vrcholt a kolik hran mé graf K, ,,? [[V(Kmn)| =m+n, |E(Kny)| =mn]

1.2.5.9 Srovnejme grafy Kgr7 a Kig.

a) Ktery ma vice vrcholu?
|V (Ke7)| = 13 > 10 = [V (K1o)]
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b) Ktery ma vice hran?
|E(Ke7)| =42 < 45 = |E(Kq0)|

1.2.6.Y Srovnejme grafy Ks 12 a Kia.

a) Ktery ma vice vrcholu?

|V(K5’12)| =17>12= |V(K12)|

b) Ktery ma vice hran?

|E(K5,12)] = 60 < 66 = |E(K12)]

1.2.7. Pro jaké n je K, cyklem?
Znédme definice kompletniho grafu K, i cyklu C),. Z definice zndme pocet hran grafu K, i C,. Musi se
rovnat pocty hran, tj.

() = »
n(n—1) _ .

2

n—1 =

Pouze pro n = 3 je K,, cyklem.
1.3 Stupné vrcholi v grafu

1.3.1. urcete, jaky je nejvétsi a nejmensi stupen vrcholu v grafu.

a) P,

Mé-li cesta alespon tii vrcholy, tak je 6(P,) = 1 a A(P,) = 2. Ale pro cestu s jedinou hranou je
0(P1) =1= A(Py). Pokud dovolime cestu s jedinym vrcholem, bude §(P;) = A(P;) = 0.

b) Cn [5(Cn) = A(Cn) = 2]
c) K, [0(Ky) =A(K,)=n—1]
d) Kmn [0(Km,n) = min{m,n} a A(K, ) = max{m,n}]

1.3.2.9 Napiste stupiiovou posloupnost grafu

a) Ps, [(2,2,2,2,1,1)]
b) Ci, [(2,2,2,2)]
c) Ky, [(3,3,3,3)]
d) Kso. ((3,3,2,2,2)]

1.3.3. Kolik existuje ruznych grafu s n vrcholy. Predpokladejme, ze rozlisujeme pojmenovani vrcholu, tj.
napiiklad pro V = {1, 2,3} rozlisime grafy s £} = {12} a graf s Ey = {23}.

Je dobré nakreslit si grafy pro n =1 (jediny), n = 2 (dva), n = 3 (osm). Nyni nahlédneme, ze pro n =4 je
riznych grafii 26 = 64. Pro kazdou z (72‘) hran vybirdme, zda do grafu patii ¢i nepatii. Proto pro graf s n

vrcholy je V*(2, (5)) = 2(5) ruznych grafu.
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1.3.4. Kolik existuje ruznych bipartitnich grafu s m+n vrcholy. Predpokladdame, Ze rozlisujeme pojmenovani
vrcholu! [2mm]
1.3.5. Pro jaké n je graf K, cestou? [n=0,n=1]
1.3.6. Pro jaké n je graf K,,, cyklem?

Méjme graf K, , s partitami U, V', kde |U| = m, |V| = n. Stupen kazdého vrcholu musi byt 2. Pro vrcholy
z parity u € U dostaneme

deg(u) = 2
n = 2.

Podobné pro v € V' je m = 2. Pouze kompletni bipartitni graf Ks o je cyklem.

1.3.7. Pro jaké m,n je graf K, , cestou?

Je zfejmé, ze pro m > 3 nebo n > 3 obsahuje graf K, , vrchol stupné vétsiho nez 2 a nemuze byt cestou.
Zbyvajici piipady probereme podrobné. Pro m =n =1 je K11 cestou P;. Prom =1, n = 2 je K2 cestou
P, a podobné pro m =2 an =1 je K1 cestou P. A koneéné pro m = 2 an = 2 je graf Kyo cyklem
a neni cestou.

1.3.8.Y Kolik hran m4 graf
a) s deseti vrcholy stupné 57
Protoze podle Principu sudosti je > deg(v;) = 2|E|, dostaneme |E| = 1510 = 25 hran.
b) s 11 vrcholy stupné 57 [takovy graf neexistuje]
c¢) se stupnovou posloupnosti (7,6,6,5,3,3,2,1,1,1,1) [18]

d) se stupnovou posloupnosti (7,6,6,5,3,3,2,1,1,1)

Soucet stupnt je 35, coz je liché ¢islo. Takovy graf neexistuje.

e) se stupnovou posloupnosti (7,6,6,5,3,3,2,1,1)
Ackoli soucet stupniti je sudé ¢islo, takovy graf neexistuje, protoze posloupnost neni grafova. Snadno
ukézeme uzitim véty Havla—Hakimiho.
(7,6,6,5,3,3,2,1,1) X' (5,5,4,2,2,1,0,1) ~ (5,5,4,2,2,1,1,0) "

T (4,3,1,1,0,1,0), ~ (4,3,1,1,1,0,0), X" (2,0,0,0,0,0),

coz neni grafova posloupnost.

1.3.9. Kolik vrcholu mé graf, ktery ma 15 hran, 3 vrcholy stupné 4 a zbyvajici vrcholy stupné 37

Z Principu sudosti je 2-15 = 2[E| = 3 o) deg(v) = 3-4+ (z — 3) - 3. Odtud vyjddiime z = 012 43 =
9. Hledany graf by mél mit 9 vrcholi, pokud existuje. Existenci ovéfime napiiklad uzitim Véty Havla-
Hakimiho, nebo uvedenim piikladu grafu.

1.3.10. Urcete stupnovou posloupnost grafu G na Obrazku . Je to jediny graf s touto stupnovou po-
sloupnosti?
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Obrazek 1.1: Graf G.

Stupnovéa posloupnost je (6, 5,4, 4, 3,3,3,0). Graf neni jediny, dalsi graf se stejnou stupnovou posloupnosti
je na Obrdzku 2. Grafy G a G’ jisté nejsou izomorfni. V grafu G’ existuje dva sousedni vrcholy stupné 3,
avSak v grafu GG takové dva sousedni vrcholy stupné 3 nenajdeme.

Obrazek 1.2: Graf G'.

1.3.11. Nakreslete graf se stupnovou posloupnosti

2)"(9,8,7,6,5,4,3,2,1)

Takovy graf neexistuje, coz snadno ukazeme uzitfm Principu sudosti, nebot Y, . deg(z) = 45 je
liché ¢islo.

b) (5,2,2,1,1,1) [existuje]
¢) (4,4,3,3,2,2,1,1,0,0) [existuje]
d) (5,4,4,3,3,3,2,2) [existuje]

e) (7,6,4,3,3,3,1,1)
Uzitim véty Havla—Hakimiho dostaneme posloupnost

(7,6,4,3,3,3,1,1) "' (5,3,2,2,2,0,0) ¥ (2,1,1,1,-1,0),

ktera jisté neni grafova.
£)(5,5,1,1,1,1,1,1,1,1)
Uzitim véty Havla-Hakimiho dostaneme posloupnost

(5,5,1,1,1,1,1,1,1,1) 1z (4,0,0,0,0,1,1,1,1) ~ (4,1,1,1,1,0,0,0,0) g (0,0,0,0,0,0,0,0),

kterd je jisté grafova. Grafem je dvouhvézda se ¢tyimi listy na kazdém centru.
g)”(5,5,1,1,1,1,1,1)
Uzitim véty Havla—Hakimiho dostaneme posloupnost

(5,5,1,1,1,1,1,1) "8" (4,0,0,0,0,1,1) ~ (4,1,1,0,0,0,0) "X (0,0, -1, -1,0,0),

kterd jisté neni grafova.

h) (5,51,1,1,1,1,1,1,1,1,1) [existuje]

1.3.12. Najdéte velikost nejvétsi nezdvislé mnoziny vrcholu v grafu K 5. [5]

1.3.13. Najdeéte velikost nejvétsi nezavislé mnoziny vrcholi v grafu na Obrazku 3.
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Obrézek 1.3: Cirkulant C1o(1,2,5).

Nejveétsi nezavisla mnozina vrcholi obsahuje t#i vrcholy. Ocislujeme vrcholy cirkulantu proti sméru hodi-
novych rucicek 1,2,...,10, nezavislé vrcholy jsou napiiklad vrcholy 1,4, 7.

Kazdé ¢tyti vrcholy jsou zavislé, nebot kazdy vrchol je spojen hranou se dvéma vrcholy po i proti
sméru hodinovych ruc¢icek. Proto vzdalenost nezavislych vrcholi méfena po obvodu musela byt alespon tii
a cirkulant se ¢tyfmi nezdvislymi vrcholy by musel mit alesponn dvandct vrcholu.

1.4 Podgrafy

1.4.1. Méjme graf G na Obrazku 4.

Obrazek 1.4: Graf G.

a)¥ Jaky je nejdelsf cyklus obsazeny jako podgraf v grafu G? [Cs]
b)? Jaky je nejkratsi cyklus obsazeny jako podgraf v grafu G? [Cs5]
) Jaka je nejdelsi cesta obsazena jako podgraf v grafu G? [Ps]
d)¥Jaky je nejkratsf indukovany cyklus v grafu G? [C3]

e)* Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v grafu G?
Nejdelsi indukovany cyklus je cyklus Cs.
Ukazeme, ze nemuze existovat delsi indukovany cyklus. Ocislujeme si vrcholy proti sméru hodinovych
rucicek od vrcholu stupné 4. Vrcholy 1, 2, 3 nemohou soucasné byt v indukovaném cyklu a ani 1,

2, 8 nemohou byt v indukovaném cyklu. Vynechat musime 1 nebo 2. Podobné se ukaze, Ze musime
vynechat dva z vrcholu 4, 5, 6 a 7.

£)* Jakd je nejdelsi indukovand cesta v grafu G?

Ocislujeme si vrcholy proti sméru hodinovych ruc¢i¢ek od vrcholu stupné 4. Nejdelsi indukovana cesta
je Ps na Sesti vrcholech, naptiklad vynechanim 1 a 7 dotaneme indukovanou cestu 8, 2, 3,4, 5,6 nebo
vynechanim 1 a 4 dostaneme indukovanou cestu 3,2,8,7,6, 5.

Ukazeme, ze delsi indukovand cesta existovat nemuze, protoze vynechanim zadného jednoho vrcholu
cestu nedostaneme.
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g) Jaka je velikost nejvétsi nezavislé mnoziny vrcholu grafu G7
Nejvétsi nezavisld mnozina mé 3 vrcholy, napiiklad 1, 4, 7.
Vzhledem k existenci cyklu Cg mohou existovat nejvyse dvé mozné nezavislé mnoziny ¢ty vrcholu.
Ani sudé, ani liché vrcholy v8ak nezdvislou mnozinu netvori.

h) Existuje néjaky neizomorfni graf se stejnou stupniovou posloupnosti?

Ano existuje, priklad je na Obrazku 3. Nejsou izomorfni, protoze vrchol stupné 4 je sousedni s vr-
cholem stupné 2, ale v grafu G tyto dva jednoznac¢né uréené vrcholy nejsou sousedni.

Obrazek 1.5: Graf G' se stupriovou posloupnosti (4,3,3,3,3,3,3,2).

i) Ukazte, ze graf G” na Obrézku [CA je izomorfn{ s grafem G.

Obrézek 1.6: Graf G” se stupriovou posloupnosti (4,3,3,3,3,3,3,2).

Ukéazeme, ze grafy jsou izomorfni tak, ze zkonstruujeme izomorfismus f : V(G) — V(G”). V grafu
G ocislujeme si vrcholy proti sméru hodinovych ruc¢icek od vrcholu stupné 4 jako 1,2,3,4,5,6,7,8
a podobné v grafu G ocislujeme vrcholy 1/,2',3',4' 5 6', 7' 8. Izomorfismums je napiiklad

=2, f@)=1, f@)=3, fA)=4, f(6)=6, f6)=5 [f(1)=T7, [f(@8=8"

1.4.2. Méjme grafy G a H na Obrazku I

Us Vg v7 Ug Us Ve U7 Ug
) ) ) )
A4 A4 A4 \J

U1 V2 U3 V4 U1 V2 U3 V4

Obrazek 1.7: Grafy G o H.

a) Jaka je nejdelsi indukovand cesta v grafu G?

Nejdelsi indukovanou cestou v grafu G je Ps, napiiklad vy, ve, vs, vg, vs.
b) Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v grafu G7

Nejdelsi indukovany cyklus v grafu G je C3, napiiklad vy, vo, vs.
c) Jakd je nejdelsi indukovand cesta v grafu H?

Nejdelsi indukovanou cestou v grafu H je Pg, napiiklad vy, vs, v, vs, V4, Us.
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d) Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v grafu H?

Nejdelsi indukovany cyklus v grafu H je Cs, napiiklad vy, v, vs.
1.5 Izomorfismus grafii

1.5.1. Kolik existuje neizomorfnich 2-pravidelnych grafu
a) s b vrcholy? [1]
b) se 6 vrcholy?

Existuji dva neizomorfni 2-pravidelné grafy se Sesti vrcholy: Cg a 2Cs.

1.5.2. Jsou izomorfni grafy K7 — Cr a K7 — (C3 U Cy)?

5

Obrézek 1.8: Grafy K7 — C7 a K7 — (C3 U Cy).

Ne, museli by mit stejné dopliiky. Neexistenci izomorfismu ukézeme nejlépe rozebranim tii vrcholu vyne-
chaného Cf.

1.5.3. Jsou nasledujici dva grafy G a H izomorfni?

J(s(

Obrazek 1.9: Grafy G o H.

Grafy G a H nejsou izomorfni. Snadné zduvodnéni napiiklad je, ze podgraf indukovany na vrcholech stupné
4je2KsvGaCyv H.

1.5.4. Jsou izomorfni K55 a cirkulant Cio(1,2,5) na Obrazku 107

@

Obrazek 1.10: Kompletni bipartitni graf Ks5 a cirkulant Cio(1,2,5).

/
A

)

"
4

79
)

)
;'I

\
)
1

Ne, protoze graf K55 je bipartitni, ale cirkulant neni. Bipartitni graf obsahuje jako podgrafy pouze sudé
cykly, ale cirkulant C1o(1,2,5) obsahuje jako podgraf napiiklad i cyklus Cs.

1.5.5. Kolik existuje neizomorfnich 5-pravidelnych grafii s osmi vrcholy?

Takové grafy existuji t¥i, coz snadno nahlédneme z jejich doplnku: Kg — Cys, Kg — C3 — C5 a Kg — 2Cy.
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1.5.6. Existuji dva neizomorfni grafy s danou stupnovou posloupnosti? Najdéte je nebo ukazte, ze takové
grafy neexistuji.

a) (3,3,3,3,3,3)7 [ano, K¢ — Cs a K¢ — 2C35]

b) (3,3,2,2)?

Takovy graf existuje jediny. Jedna je o graf se 4 vrcholy s péti hranami. Takovy graf je K4 bez jedné
hrany, proto je takovy graf jediny.

1.5.7. Najdéte mezi grafy G1, G2, G35 a G4 na Obrazku I vSechny izomorfni dvojice. Pe¢livé zduvodnéte.

Obréazek 1.11: Grafy oznacené po tadé G1, Go, Gs a Gjy.

Graf G1 neni izomorfni s grafem G ani G3, protoze graf G je bipartitni, a proto neobsahuje podgraf Cs.
Naproti tomu existuje izomorfismus s grafem G4 (pii izomorfismu, ktery zobrazi vnitini vrcholy na levé
a pravé).
Z tranzitivity skladani izomorfismu (zobrazeni) plyne, ze G4 neni izomorfni s grafem G ani Gs.
Zbyva zodpovédét otazku, zda jsou grafy Go a G35 izomorfni. Ukazeme, Ze izomorfismus existuje.
Ozna¢me vrcholy Gy proti sméru hodinovych rucicek 1,2,...,8 a v Gg 1',2',...,8'. Zobrazen{ f(1) = 4/,
f2)=3,7f3)=2, f(4) =1, f(5)="5, f(6) =6, f(7) =7 a f(8) =& je izomorfismus G5 ~ G3.

1.5.8. Najdéte vSechny neizomorfni jednoduché grafy se ¢tyimi vrcholy.

Existuje jediny graf bez hran a jediny jeho doplnék — graf se Sesti hranami. Existuje jediny graf s jedinou
hranou a jediny jeho doplnék s péti hranami. Existuji dva grafy se dvéma hranami (bud’ jsou obé hrany
zavislé nebo nezavislé) a také dva jejich dopliikky — grafy se ¢tyfmi hranami. Se tfemi hranami existuji tii
neizomorfni grafy (K3 a jeho doplnék K3 U K a také cesta Py, kterd je izomorfni se svym doplikem).
Celkem existuje 11 ruznych grafu se ¢tyimi vrcholy.

1.6 Implementace grafa

1.6.1.* Naprogramujte algoritmus, jak rozmistit 8 kraloven na Sachovnici tak, aby se navzdjem neo-
hrozovaly.

1.6.2. Naprogramujte algoritmus, ktery vygeneruje vSechny grafy s n vrcholy, jestlize rozlisujeme pojme-
novani vrcholu, tj. napiiklad pro V' = {1, 2,3} rozlisime grafy s £ = {12} a s Fy = {23}.
1.7 Priklady k procviceni

1.7.1.° Srovnejme grafy Kee a Ky.

a) Ktery ma vice vrcholu?
|V(K676)‘ =12>9= |V(K9)|

b) Ktery ma vice hran?
|E(Ke)| =36 = (3) = | B(Ky)]

1.7.2. Srovnejme grafy Kop 2o a Kag.
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a) Ktery ma vice vrcholu?

|V(K20720)| =40 > 29 = |V(K29)’

b) Ktery ma vice hran?

|E(Ke)| = 400 < 406 = (%)) = |B(Ka9)|

1.7.3. Kolik hran a kolik vrcholu mé C,,?
Z definice muzeme pro pocet vrchola odvodit

V(C)| = {ai:i=1,2,...,n} =n.

Podobné pro pocet hran mame

|E(Cy)| = {aiagiy1:i=1,2,...,n—1} U{apa1}|=(n—1)+1=mn.

1.7.4. Pro jaké hodnoty m, n neobsahuje K, , zddny cyklus?

Je ziejmé, Ze pro m > 2 nebo n > 2 obsahuje graf K, ,, v kazdé partité dva vrcholy uq, u2 a v1,v2 a na nich
cyklus u1,v1,u2,v2. Zbyvajici ptipady probereme podrobné. Pro m =1 a n > 1 mé graf K, pouze jeden
vrchol stupné vétstho nez 1, a proto neobsahuje zadny cyklus. Analogicka argumentace plati pro m > 1
an=1.

1.7.5.Y Kolik hran musime odebrat z grafu Kg, abychom dostali K337
Graf Kg ma (g) = 15 hran a podgraf K33 md 9 hran, odebrat musime 6 hran.

1.7.6. Pro ktera n je nasledujici stupnova posloupnost grafova?

a)

(n,m—1,...,1)

Takovy jednoduchy graf neexistuje, nebot pro graf s n vrcholy je nejvyssi stupen roven n — 1, nikoli
n. Proto pro zadnou hodnotu n neni dana posloupnost grafova.

(n—1,n—-2,...,0)

V grafu s n vrcholy, ve kterém je vrchol stupné n — 1 nemiize existovat jiny izolovany vrchol stupné
0. Takovy jednoduchy graf existuje pouze v piipadé, ze n — 1 = 0, tj. pro n = 1. Takovym grafem je
pouze K a posloupnost je grafova pouze pro n = 1.

(n,n,n—mn,n—1n—-2n-2,...,1,1)
Posloupnost je grafova pro kazdé n > 1. Tvrzeni ukdzeme indukci.

Zaklad indukce: pro n = 1. Posloupnost (1,1) je grafovd, nebot je jednd o stupfiovou posloupnost
grafu Ks.

Indukéni krok: Predpoklddejme, ze posloupnost P = (n,n,n—1,n—1,n—2,n—2,...,1,1) je grafova.
Ukédzeme, ze také posloupnost P/ = (n+1,n+ 1,n,n,n—n,n—1,n—2,n—2,...,1,1) je grafova.

Protoze posloupnost P = (n,n,n—1,n—1,n—2,n—2,...,1,1) je grafova, existuje graf G, ktery ma
tuto stupnovou posloupnost. Pfidame vrcholy x a y. Vrchol z spojime hranou s vrcholem vy, s jednim
z vrcholu stupné 1, déle s jednim z vrchol stupné 2 atd. az s jednim z vrcholu stupné n, celkem
s n + 1 vrcholy. Dostaneme tak graf G’ se stupniovou posloupnosti (n + 1,n+ 1,n,(n — 1)+ 1,n —
L,in=2)+1,n—-2,(n-3)+1,...,1+1,,1)=(n+1,n+1L,n,n,n—mn—1,n—-2n-2,...,1,1).
Proto také posloupnost P’ je grafové a dukaz konéi.

1.7.7. Pro které hodnoty n a r existuje graf s n vrcholy, kde kazdy vrchol je stupné r7 Dokazte.
Podle Principu sudosti neexistuje graf s lichym poc¢tem vrcholu, kde kazdy vrchol je lichého stupné.
Pro ostatni ptipady

e n liché, r sudé,
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e n sudé, r sudé,
e n sudé, r liché

takovy graf vzdy existuje.
Konstrukce napiiklad uzitim cirkulantu. Pro r sudé staci vzit cirkulant C(1,2,..., %), pro r liché (a n
r—1 n)

sudé dle Principu sudosti) vezmeme cirkulant C(1,2,..., 5=, §

1.7.8. Jsou grafy K33 a cirkulant Cg(1,3) izomorfni? [ano]

1.7.9. Jsou grafy K44 a cirkulant Cg(1,2) izomorfni?
Cirkulant Cg(1,2) obsahuje trojihelniky, zatimco bipartitni graf K4 4 ne.

1.7.10. Jsou nasledujici dva grafy G a H izomorfni?

Obrazek 1.12: Grafy G a H.

Grafy G a H nejsou izomorfni. Pokud odstranime (jediny) vrchol stupné 4, tak ve vysledném podgrafu G
nebudou zadné dva vrcholy stupné 2 sousedni, zatimco ve vysledném podgrafu H budou vrcholy stupné 2
po dvou sousedni.

1.7.11.* Pro jaky nejmensi pocet vrcholu najdete dva neizomorfni grafy se stejnou stupnovou posloupnosti?
Pro grafy s méné nez péti vrcholy snadno ovéiime prozkoumanim piipadi, ze graf je uréen stupnovou
poslounosti jednoznac¢né.

e jeden vrchol (jeden graf): (0)
e dva vrcholy (dva grafy): (0,0), (1,1)
e tii vrcholy (étyfi grafy): (0,0,0), (1,1,0), (2,1,1), (2,2,2)

e Ctyfi vrcholy (jedenéct grafa): (0,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,1), (2,1,1,0), (2,2,1,1), (3,1,1,1),
(2,2,2,0), (2,2,2,2), (3,2,2,1), (3,3,2,2), (3,3,3,3).

Pro 5 vrcholu najdeme G = Ps a G’ = P, U Cs.

1.7.12.*% Strnuly graf ma pouze trividlni automorfismus. Najdéte strnuly graf s co nejmensim poctem vr-
cholt.
Nejmensi strnuly strom je cesta FPg s jednim pripojenym vrcholem ke ¢tvrtému vrcholu cesty. Takovy
strom ma4 7 vrcholu.

Nejmensi strnuly graf je Cs s pfipojenymi cestami P; a P k riznym vrcholim. Takovy graf ma 6

vrcholu.

Obrazek 1.13: Nejmensi strom a nejmensi graf s trividlnim automorfismem.

1.7.13. Kolik existuje grafu se sedmi vrcholy stupné 27
Existuji dva takové grafy: C7 a C3 U Cy.

1.7.14. Kolik existuje grafu s deseti vrcholy stupné 27
Existuje pét takovych grafa. Jeden s jednou komponentou: C7 Tii se dvéma komponentami: C3 U Cr,
C1UCq, Cs U 5. Jeden se tiemi komponentami C3 U C3 U Cy. Celkem 1+ 3 + 1 = 5 ruznych grafu.
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2 Souvislost grafu

Souvislost grafu je zavedena ve skriptech [IITG].

2.1 Souvislost a komponenty grafu

2.1.1.Y Kolik komponent souvislosti ma souvisly graf?
7 definice souvislosti existuje mezi kazdymi dvéma vrcholy souvislého grafu sled. Cely graf je trividlné
svym souvislym podgrafem, proto mé souvisly graf jedinou komponentu.

2.1.2.9 Kolik komponent souvislosti ma nesouvisly graf?
Souvisly graf mé jedinou komponentu souvislosti. Nesouvisly graf ma alespon dvé komponenty souvislosti.

2.1.3.% Kolik komponent souvislosti ma graf na Obrazku EZ? Je souvisly?

Obrazek 2.1: Graf G.

Vsimneme si, ze zadné dva, které jsou na obrazku vedle sebe, nejsou dosazitelné. Graf neni souvisly. Pak
uz neni tézké uvidét, ze ma dvé komponenty.

2.1.4. Kolik komponent souvislosti ma graf G na Obrazku EZ7? Je souvisly?

®)

Obrézek 2.2: Graf G.

Graf nenf souvisly, mé celkem t#i komponenty.

2.1.5.Y Kolik komponent souvislosti mé graf na Obrazku EZ3?7 Je souvisly?

©)

Obrézek 2.3: Graf G.
Graf nenf souvisly, mé celkem t#i komponenty.

2.1.6. Kolik komponent souvislosti mé cirkulant C12(3,6)?
Graf nenf souvisly, mé celkem t#i komponenty.
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2.1.7. Kolik komponent ma graf s deseti vrcholy stupné 57 Dokazte.

Protoze kazdy vrchol je stupné 5, mé kazdy vrchol pét sousednich vrcholu v téze komponenté a kazdd
komponenta mé alespon Sest vrcholu. Pokud by graf mél mit vice nez jednu komponentu, musel by mit
alespon 6+ 6 = 12 vrcholt, coz neni mozné. Proto mé graf jen jedinou komponentu, piiklad takového grafu
je uveden na Obréazku I10).

2.1.8. Kolik komponent muze mit graf s deseti vrcholy a 25 hranami? Dokazte.
Graf z ptedchoziho piikladu @ ma 10 - 5/2 = 25 hran. Ukazeme, Ze podminka stanovena v tomto piikladu
je volnéjsi. Graf, ktery mé celkem 25 hran,

e muze byt souvisly (napiiklad Ks5),

e muze mit dvé komponenty (napiiklad K spolu s Ky, ze kterého vynechdme (g) —25=36—-25=11
hran tak, aby zustal souvisly graf; napiiklad 9 hran cyklu a dvé jeho chordély),

e muze mit t¥i komponenty (napiiklad dvé kopie K spolus Kg, ze kterého vynechdme (g) =28-25=3

hrany; vysledny graf je jisté souvisly, protoze Ky je hranové 7-souvisly).

e nemuZe mit ¢tyii komponenty, nebot nejvétsi takovd komponenta by méla 7 vrcholi a v ni by bylo
nejvice (}) = 21 < 25 hran.

Déle se podobnym argumentem jako v piikladu [ ukéze, ze jiné rozdéleni na 4 komponenty také neni

mozné.

2.1.9. Kolik existuje ruznych grafi s deseti vrcholy, tfemi komponentami a 25 hranami? Dokazte.

Podle piedchoziho piikladu B vime, ze takovy graf existuje. Nejvétsi komponenta musi mit alespon 8

vrcholt, jinak dvé komponenty, které maji v souc¢tu nejvyse 9 vrcholii, nemohou mit celkem 25 hran.
Hledany graf obsahuje dvé kopie K spolu s Kg, ze kterého vynechdme (g) = 28 —25 = 3 hrany. Existuje

celkem 5 moznosti, které snadno popiseme v grafu Kg bez ti{ hran (nebo v jeho dopliiku):

e tii vynechané hrany jsou nezavislé,

e dvé vynechané hrany jsou incidentni a tfeti je nezdvisla,

tfi vynechané hrany tvoii cestu délky 3,

tfi vynechané hrany tvoii hvézdu K 3,

tfi vynechané hrany tvoii cyklus Cs.

2.1.10.Y Kolik komponent mé graf s patnacti vrcholy stupné 5?7 Dokazte.
Soucet stupnu grafu s patnédcti vrcholy stupné 5 je 5 - 15 = 75, ale podle Principu sudosti musi byt soucet
stupnu v grafu sudé &islo. Proto takovy graf neexistuje.

2.1.11. Kolik komponent muze mit graf s deseti vrcholy stupné 27 Dokazte.

Protoze kazdy vrchol je stupné 2, ma kazdy vrchol dva sousedni vrcholy v téze komponenté a kazda
komponenta mé alespon tfi vrcholy. Pokud by graf mél mit vice nez t¥i komponenty, musel by mit alespon
3-4 = 12 vrcholt, coz neni mozné. Proto ma hledany graf jednu komponentu (Cig), dvé komponenty (2C5)
nebo t¥i komponenty (2C3 U Cy).

2.1.12. Kolik nejvyse hran muze mit graf s deseti vrcholy, ktery ma dvé komponenty? Najdete takovy graf?

Ptedpokladejme, ze mame graf se dvéma komponentami H; a Ha, ktery ma nejveétsi pocet hran. Nejprve si
vdimneme, ze obé komponenty jsou kompletni grafy, jinak bychom mohli néjaké hrany pfidat (G by nebyl
a nejvétsim poctem hran).

Méme proto G ~ K; U K19—;. Vyjadiime si pocet hran v zdvislosti na proménné 1.

IB(G)] = |B(K:)|+|E(Kuo_)| = (;) + <102_ Z) _ %i(i—1)+%(10—i)(9—i) _ % (i — i+ 90— 19i + %) =
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= % (2% — 200 + 90) = i* — 10i + 45 = (i — 5)% + 20.
Najdeme (celo¢iselné) maximum funkce E(i) = i? — 10i + 45 v zévislosti na proménné i na intervalu (1, 9).
K feSeni muzeme pouzit diferencialni pocet a nebo pozorovani, ze grafem kvadratické funkce s redlnou
proménnou 4 by byla parabola oteviend smérem nahoru. Funkce E(i) obsahuje vybrané body paraboly.

Minimum (vrchol) mé parabola v bodé [5,20], maximum nabyvéa v krajnich bodech intervalu (1,9).
Vzhledem k symetrii ilohy je Epq(G) = E(9) = E(1) = 1—10+45 = 36. Maximalni pocet hran s danymi
parametry ma graf G = Ky U K.

2.1.13. Kolik nejvyse hran muze mit graf s deseti vrcholy, ktery ma dvé komponenty a zadny vrchol stupné
vétstho nez 37 Najdete takovy graf?
Odhadneme pocet hran grafu G z Principu sudosti.

Kdyby kazdd komponenta grafu G méla pét vrchold, tak byl soucet stupnt musel byt mensi nez 3 - 5,

nejvyse 3 + 3 + 3 + 3 + 2 a pocet hran grafu G by byl nejvyse %(14 + 14) = 14 hran. Pokud by néktera

komponenta méla méné nez 4 vrcholy, tak stupné vrcholu by byly mensi nez 3. Proto pokud ma existovat

graf s po¢tem hran 15, musi jedna komponenta mit 4 vrcholy stupné 3, tj. K4, a druhd komponenta bude

mit 6 vrcholu stupné 3. Takové grafy existuji dva (doplnék je 2-reguldrni graf): K¢ — Cg a Kg — (C3UC3).
Snadno ovéiime, ze grafy Ky U (Kg — Cg) 1 K4 U (K¢ — (C3UC3)) maji 6 + 9 = 15 hran.

2.1.14. Kolik nejméné hran muze mit graf s deseti vrcholy, ktery ma dvé komponenty?
Grafy, které maji nejmensi pocet hran a jsou pfitom souvislé, jsou stromy. Proto hledany graf je lesem,
jehoz kazda komponenta je strom.

Je-li prvni komponenta strom s ¢ vrcholy, ma ¢ — 1 hran. Druhd komponenta obsahuje 10 — ¢ vrchola
ama 9 —t hran. Celkem mé graf (¢ — 1) 4+ (9 —¢) = 8 hran.

2.1.15. Kolik nejméné hran muze mit graf s n vrcholy, ktery méa & komponent?
Grafy, které maji nejmensi pocet hran a jsou pfitom souvislé, jsou stromy. Proto hledany graf je lesem,
jehoz kazda komponenta je strom.

Je-1i kazda komponenta strom s n; vrcholy, ma kazda komponenta n; — 1 hran. A protoze Zle n; =n,
mé graf celkem Zle(ni -1)= Zle n; —k =n — k hran.

2.2 Prohledavani grafu

2.2.1. Jaké je slozitost algoritmu (uvedeného na pfednasce) pro prohleddvani do sitky? [O(n+m)]

2.2.2. Jaka je slozitost algoritmu (uvedeného na prednasce) pro prohledavani do hloubky? [O(n+m)]

2.3 Vyssi stupné souvislosti

2.3.1. Mé&jme kompletni bipartitni graf K, ;.

a) Jaky je hranovy stupen souvislosti K, ,,?

Pomoci Mengerovych vét nyni snadno ukazeme, ze hranovy stupné souvislosti grafu K,,, je
min{m,n}. Bez ijmy na obecnosti muzeme piedpoklidat, ze m > n, proto min{m,n} = n.

Ozna¢me partity grafu K,,, jako U a W a jejich vrcholy wui,ug,...,um a wy,wa,...,w,. Nyni
zkonstruujeme mezi libovolnymi dvéma ruznymi vrcholy z,y grafu K,,, n hranové disjunktnich
cest.

1. Jsou-li z,y € U, muzeme vrcholy v U pfecislovat tak, aby * = u; a y = us. Nyni cesty
P = uy,wi,ug, PP = uy, wa, us az P™ = uy, wy,, ug jsou hranové disjunktni.
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2.3.2.

2. Podobné, jsou-li z,y € W, muzeme vrcholy v W precislovat tak, aby x = w; a y = we. Nyni
cesty P = wy, U1, Wa, P2 = w1, U, Wo AZ pn) — w1, Uy, Wo jsou hranové disjunktni.

3. Jsou-li z € U ay € W (podobné naopak), muzeme vrcholy v U a W piecislovat tak, aby © = u;
a y = wy. Nyni cesta (hrana) PY) = uy,w; a cesty, P(?)
az P = U1, Wn, Uy, w1 jsou hranové disjunktni.

_ 3)
= U1, w2, u2,wi, P( ) = U1, ws,us,wi,

Protoze mezi libovolnymi dvéma vrcholy x,y grafu K, , existuje n hranové disjunktnich cest, je
hranovy stupen souvislosti grafu K, , roven (alespoil) n = min{m,n}.

Na druhou stranu hranovy stupen souvislosti nemtze byt vétsi nez n, nebot odebereme-li viech n
hran incidentnich s vrcholem uq, ztistane vrchol u; izolovany a vysledny graf neni souvisly.
Jaky je vrcholovy stupen souvislosti Ky, 7

Protoze cesty zkonstruované v predchozim piikladu jsou nejen hranové, ale i vrcholové disjunktni, je
dukaz i feSeni analogické. vrcholovy stupen souvislosti grafu K, ,, je alespon n.

Prom = n =1 je graf kompletni a jeho vrcholovy stupen souvislosti je m = n = 1. Prom > 2 muzeme
uvazovat nasledovné: vrcholovy stupei souvislosti nemize byt vétsi nez n, nebot odebereme-li viech
n vrchold z mensi partity, dostaneme nesouvisly graf.

Mejme cyklus C,,.

Jaky je hranovy stupen souvislosti cyklu C,,7

Odebranim libovolné hrany z C,, dostaneme cestu P, (dle znac¢eni skript). Graf C, — xy zustane
souvisly a hranova souvislost je proto vétsi nez 1. Ukazeme, ze je 2.

Zvolime libovolny vrchol x grafu C,. Odebranim obou incidentnich hran s vrcholem z dostaneme
izolovany vrchol a cestu P,_1, tj. nesouvisly graf. Proto je hranova souvislost C,, rovna 2.
Jaky je vrcholovy stupen souvislosti cyklu C,?

Odebréanim libovolného vrcholu z C), dostaneme cestu P,,_; (dle znaceni skript). Graf C,, — v zustane
souvisly a vrcholova i hranova souvislost jsou vétsi nez 1. Ukazeme, ze je 2.

Zvolime libovolny vrchol z grafu C,, a odebereme oba jeho sousedy. Nyni mohou nastat dva pripady

1. n =3 a bylo tedy C3 = K3. Odebranim dostaneme jen jeden izolovany vrchol. Podle definice je
vrcholova souvislost grafu K3 rovna 2.

2. n > 3 a odebranim sousednich vrcholi dostaneme izolovany vrchol a zustanou i dalsi vrcholy,

tedy alesponn dvé komponenty.

Vrcholova souvislost grafu C,, je proto 2.

2.3.3.Y Vite, ze minimalni stupen grafu G je 5.

a)
b)

2.3.4.

Co muzete fici o hranové souvislosti grafu G? [hranovy stupen souvislosti je nejvyse 5]

Co muzete tici o vrcholové souvislosti grafu G7 [vrcholovy stupen souvislosti je nejvyse 5]

Méme dan graf K33 bez jedné hrany, viz Obrazek ZA.

Obrazek 2.4: Graf K33 — e.
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a) Kolik hran musime z grafu vynechat, aby neexistovala cesta mezi vrcholy a, b? Zduvodnéte!

Odebranim obou hran incidentnich s vrcholem a dostaneme nesouvisly graf. Protoze najdeme dveé
hranové disjunktni cesty mezi a a b, nestaci odebrat jedinou hranu.

b) Kolik hran musime z grafu vynechat, aby neexistovala cesta mezi vrcholy z, y? Zduvodnéte!

Odebranim v8ech ti{ hran incidentnich s vrcholem z dostaneme nesouvisly graf. Protoze najdeme tfi
hranoveé disjunktni cesty mezi x a y, nestaci odebrat jednu nebo dvé hrany.

2.3.5.% Kolik musime pfidat hran do grafu Ps, aby byl 2-souvisly? [jednu]

2.3.6. Kolik musime pridat hran do grafu Fg, aby byl 3-souvisly?
Aby graf byl 3-souvisly, musi byt nejmensi stupen grafu 3 (jinak by stacilo odebrat vrcholy sousedni
s vrcholem nejmenstho stupné mensiho nez 3 a vrcholovy stupen souvislosti by byl mensi nez 3). Podle
Principu sudosti by takovy graf mél mit %3 -6 = 9 hran. Ale P ma jen 5 hran, musime pfidat alespon
Ctyfi hrany.

Naproti tomu ¢tyfi hrany pridat staci tak, abychom dostali vysledny graf K33. Vysledny graf je 3-
souvisly podle Mengerovych vét, nebot mezi kazdou dvojici vrcholit najdeme tfi interné disjunktni cesty.

2.3.7. Najdéte priklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné alespon r a hranova i vrcholova souvislost je 1.
[dvé kopie grafu K,; propojené jednou hranou]

2.3.8. Najdéte priklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné r a hranova i vrcholova souvislost je 2. [napiiklad
dvé kopie grafu K,;1 — e, kde odpovidajici vrcholy stupné r — 1 z ruznych kopii jsou spojeny hranami|

2.3.9. Najdéte priklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné r a hranova i vrcholova souvislost je k < r.

2.3.10. Mgjme libovolna prirozena ¢isla a < b < ¢. Najdeéte piiklad grafu G, kde kazdy vrchol grafu G je
stupné ¢ a hranova souvislost grafu g je b a vrcholova souvislost je a.

2.3.11.Y Najdéte pifklad souvislého grafu, jehoz vrcholova souvislost je mensi nez hranova souvislost.
[motylek]

2.3.12. Najdéte priklad souvislého grafu, jehoz hranova souvislost je mensi nez vrcholova souvislost nebo
ukazte, ze takovy graf neexistuje.
Ukazeme, ze takovy graf neexistuje.
Dikaz 1:  zvolenim koncového vrcholu hranového tezu
Ma-li graf G vrcholovou souvislost k, existuje v ném k hran tak, ze odebranim téchto k£ hran dostaneme
nesouvisly graf. Zvolme pro kazdou hranu ten jeji koncovy vrchol, ktery je stupné vétsiho nez 1. Pokud
takovy vrchol neexistuje, musi byt G ~ K3 a hranové i vrcholova souvislost jsou rovny 1 (hranové souvislost
neni mensi).
Dikaz 2:  Uzitim Mengerovyjch vét
Ma-li graf G vrcholovou souvislost k, existuje v ném dle jedné Mengerovy véty mezi dvéma libovolnymi
vrcholy k vrcholové disjunktnich cest. Vrcholové disjunktni cesty nesdili zadny vrchol (kromé koncovych
vrcholi), a proto jsou i hranové disjunktni, a tak podle druhé Mengerovy véty je i hranova souvislost
alespon k. Plati proto

vrcholové souvislost G < hranova souvislost G.

2.3.13. Nakreslete 2-souvisly graf na co nejmensim poctu vrcholu tak, aby z néj pridanim jediné hrany
vznikl 3-souvisly graf.

Takovy graf K4 — e. Mensi graf neexistuje, protoze pokud mé graf méné nez 4 vrcholy, nema zadny vrchol
stupné 3. A pokud ma méné nez 5 hran, tak nemtze mit ani dva rtzné vrcholy stupné 3.

2.3.14.* Dokéazete nakreslit 2-souvisly graf s co nejmensim poctem vrcholu a nejvyse dvéma vrcholy stupné
dva tak, ze pridanim jediné hrany nevznikne 3-souvisly graf?
Piiklady feSeni viz obrazek PCA.
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Obrazek 2.5: 2-souvislé grafy, priddnim jedné hrany nevznikne 3-souvisly graf.

2.4 Priiklady k procviceni

2.4.1.” Muze existovat souvisly graf, ktery mé vice vrcholit nez hran? Pokud ano, najdéte piiklad, pokud
ne, dokazte. [ano, kazdy strom ]

2.4.2. Najdéte vsechny souvislé grafy, které maji vice vrchola nez hran.

Stromy jsou minimalni souvislé grafy s n vrcholy, proto zadny souvily graf s méné nez n — 1 hranami s n
vrcholy nemuze existovat. Naproti tomu je-li pocet hran n—1 a graf je souvisly, musi byti stromem. Pokud
by nebyl acyklicky, tak vynechanim nékteré hrany néjakého cyklu dostaneme opét souvisly graf, ktery by
mél méné nez n — 1 hran, coz neni mozné. Hledané grafy jsou pravé stromy.

2.4.3. Muze existovat souvisly graf, ktery ma n vrcholi a méné nez n — 1 hran? Pokud ano, najdéte piiklad,
pokud ne, dokazte.

Takovy graf nemuze existovat. Ukazeme, ze graf s n vrcholy, ktery obsahuje nejvyse n — 2 hran, nenf
souvisly.

Graf s n vrcholy bez hran ma n komponent. Pfidanim jedné hrany do grafu, muze snizit poc¢et kompo-
nent vzdy o 1. Pokud mé hrana kazdy koncovy vrchol v jiné komponenté, pokud jsou oba koncové vrcholy
z téze komponenty, pocet komponent se nezméni. Pfidanim libovolnych n — 2 hran ubude nejvyse n — 2
komponent a z celkového poc¢tu n komponent musi v grafu zustat alespon 2 komponenty. Proto graf s n
vrcholy s méné nez n — 1 hranami neni souvisly.

Jiné resSeni:

Pokud vime, Zze strom s n vrcholy je minimalni souvisly graf na daném poctu vrcholu, tak hledany graf
musi byt stromem. Vime ale (z prednések), ze strom s n vrcholy ma n — 1 hran. Proto souvisly graf s n
vrcholy s méné nez n — 1 hranami neni souvisly.

2.4.4. Ukazte, ze neni mozné putovat jezdcem po celé Sachovnici 3 x 3.
Neni mozno skocit jezdcem na prostfedni policko Ssachovnice 3 x 3. Piislusny graf tahii jezdcem neni
souvisly.

2.4.5. Kolik nejvice hran muze mit graf s n > 2 vrcholy a 2 komponentami?

Snadno nahlédneme, ze kazdd komponenta musi byt kompletni graf, jinak bychom mohli navysit pocet
hran. Velikosti komponent bude, n;y =n—1 a no = 1, pocet hran bude ("51) Zduvodnéni, ze po zmen§eni
vetsi komponenty a zvetSeni mensi komponenty nemuzeme mit vice hran bylo sou¢ésti jiného piikladu.
Jednoduse vidim, Zze po odebrani viech hran incidentnich s nékterym vrcholem z vétsi komponenty nemuze

zajistit pfidani vétstho poctu hran pfidénim x do mensi komponenty.

2.4.6.* Kolik nejvice hran muze mit graf s n vrcholy a k& komponentami? Predpokladame, ze k < n.
Stejnym argumentem jako v pfedchozim piikladu nahlédneme, Ze mensi komponenty musi byt izolované
vrcholy. Velikosti komponent budouny =n—k+lanys=ng=...=n; = 1.

2.4.7. Kolik nejméné hran musi mit 3-souvisly graf
a) se 6 vrcholy? [9]

b) s 12 vrcholy?

Kazdy vrchol hledaného souvislého grafu musi byt stupné alespon 3, jinak by stacilo odebrat 2
sousedni vrcholy vrcholu stupné 2, abychom dostali nesouvisly graf. Z Principu sudosti je

20E|= > deg(v) > 3|V(G)| = 36.
veV(G)
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Proto musi mit hledany graf alesponn 18 hran. Pfikladem takového grafu je Ci2(1,6), proto takovy

graf s 18 hranami existuje.

s 9 vrcholy?

Podobnym vypoétem jako v predchozi ¢asli dostaneme |E| > 277 Proto hledany graf musi mit alespon
[21] = 14 hran. P¥{klad takového grafu je na Obrézku 2.

Obrazek 2.6: 3-souwvislé grafy se 14 hranami.

2.4.8. Definujme graf Z5(n) jako graf, jehoz vrcholy jsou vSechny dvouprvkové podmnoziny néjaké n prvkové
mnoziny, n > 2. Dva vrcholy jsou sousedni, jestlize odpovidajici vrcholy jsou disjunktni.

a)

Pro ktera n je graf Zs(n) souvisly?

Pro n = 1 takovy graf neexistuje. Pro n = 2 se jedna trividlni graf, ktery je souvisly. Pro n = 3
je jednéd o nesouvisly graf se tfemi izolovanymi vrcholy. Pro n = 4 ma graf (;‘) = 6 vrcholt, ale
kazdy vrchol je stupné 1 a proto graf neni souvisly. Pro n > 5 existuje pro kazdou dvojici podmnozin
posloupnost podmnozin, které jsou postupné disjunktni. Stupen souvislosti roven stupni vrchold,

tedy (")
Je graf Z(n) pravidelny? [ano]

Jaky je stupen vrcholu v grafu Zs(n)?

Pro n =1 takovy graf neexistuje. Pro n = 2 se jedna trividlni graf; pro n = 3 je jedna o nesouvisly
graf se tfemi izolovanymi vrcholy; pro n = 4 ma graf (;1) = 6 vrcholti, ale kazdy vrchol je stupné 1

a proto graf neni souvisly; pro n > 5 je stupen souvislosti (";2)

Jaky je stupen souvislosti graf Zs(n)?

Pro n = 1 takovy graf neexistuje. Pro n = 2 se jednd trividlni graf, jeho stupen souvislosti neni
definovany. Pro n = 3 je jedné o nesouvisly graf se tfemi izolovanymi vrcholy, jeho stupen souvislosti
je 0. Pro n = 4 ma graf (g) = 6 vrcholt, ale kazdy vrchol je stupné 1 a proto graf neni souvisly, jeho
stupen souvislosti je 0;

n—2
2
(";2) disjunktnich podmnozin, proto je kazdy vrchol stupné (”;2) a stupen souvislosti nemuze byt
vétsi. Na druhou stranu pro kazdé dvé ruzné podmnoziny {a,b}, {a,c}, které nejsou disjunktni,

muzeme sestavit pravidelny bipartitni graf s paritami ("52) disjunktnich podmnozin s kazdym vr-

Ukéazeme, ze pro n > 5 je stupen souvislosti ( ) Pro kazdou dvouprvkovou podmnozinu najdeme

cholem. Parovani v tomto grafu existuje a dava ("52) interné disjunktnich cest. Proto vrcholova
souvislost je (n;2).

2.4.9. Definujme graf Z3(n) jako graf, jehoz vrcholy jsou vSechny dvouprvkové podmnoziny néjaké n prvkové
mnoziny, n > 2. Dva vrcholy jsou sousedni, jestlize odpovidajici vrcholy nejsou disjunktni.

a)

Pro ktera n je graf Z3(n) souvisly?

Pro n = 1 takovy graf neexistuje. Pro n = 2 je graf Z3(n) trividlni. Pro n = 3 neexistuji disjunktni
dvouprvkové podmnoziny a graf Z3(n) je K3. Pron > 4 najdeme disjunktni podmnoziny {a, b}, {c, d},
ale vzdy také podmnozinu {a, c¢}, proto kazdé dva vrcholy jsou ve vzdalenosti nejvyse 2 a graf Z3(n)
je souvisly.
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b) Je graf Z5(n) pravidelny? [ano]

2.4.10. Na mnoziné ¢tyt vrcholu konstruujeme ndhodny jednoduchy neorientovany graf G (bez smycek)
tak, ze kazdou dvojici vrcholu spojime hranou s pravdépodobnosti p. Urcete pravdépodobnost, ze vysledny
graf bude obsahovat

a) alespon jeden izolovany vrchol,

Graf G m4 4 vrcholy a nejvyse 6 hran. Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery ma 2°
prvku, grafu u kterych rozlisujeme oznaceni vrchola. Tento pravdépodobnostni prostor je uniformni.

Jev A G obsahuje alespon jeden izolovany vrchol“, je A C €. Staci urcit |A|, pocet grafu s izolovanym
vrcholem. Plati, ze €2 obsahuje 1 graf bez hran a 6 grafi s jedinou hranou. Dale se dvéma hranami
existuje (g) = 15 grafi, z nichz 3 kopie 2K5 NEobsahuji izolovany vrchol. Se tfemi hranami obsahuje
izolovany vrchol pouze graf K1 U K3, které existuji 4. Se étyfmi a vice hranami uz graf nemuze
obsahovat izolovany vrchol. Celkem mame |A| = 1+ 6 + 12 + 4 = 23. Pravdépodobnost, ze graf

obsahuje alespon jeden izolovany vrchol je % = g—i.

b) alespon jeden trojuhelnik.

Graf G méa 4 vrcholy a nejvyse 6 hran. Sestavime pravdépodobnostni prostor (€2, P), ktery ma 2°
prvki, grafu u kterych rozlisujeme oznacéeni vrcholu. Tento pravdépodobnostni prostor je uniformni.

Jev B ,,G obsahuje alespon jeden trojuhelnik®, je B C . Staci urcit |B|, pocet grafu s izolovanym
vrcholem. Plati, ze €2 obsahuje 1 graf se Sesti hranami, ktery obsahuje trojihelnik. Déle s péti hranami
existuje 6 grafu, kazdy obsahuje trojihelnik. Se ¢tyfmi hranami existuje (2) = (g) = 15 grafi, z nichz
3 kopie Cy NEobsahuji trojihelnik. Se tfemi hranami obsahuje trojihelnik pouze graf K; U Ks,
které existuji 4. Se dvéma a méné hranami uz graf nemuze obsahovat trojuhelnik. Celkem méme

|B| =1+ 6+ 12+ 4 = 23. Pravdépodobnost, ze graf obsahuje alesporn jeden trojihelnik je % = g—i.

2.4.11. Pat a Mat hraji hru: Maji dany souvisly graf G' a bud Pat odstrani p vrcholu nebo Mat odstran{
m hran. Kdo odstrani méné objektu (vrcholi nebo hran), aby vznikl nesouvisly graf, vyhral. Kdo vyhraje,

jestlize
a) G=P,? [remiza pro n =1 an > 3, pro n = 2 vyhraje Mat]
b) G=K,? [remiza pro n = 1, pro n > 2 vyhraje Mat|
c) G=Cg? [remiza pro n > 4, pro n = 3 vyhraje Mat]
d) G=Kpn? [pro m = n =1 vyhraje Mat, jinak remiza ]

2.4.12. Méjme prirozené ¢islo n # 2. Ukazte, ze cirkulant Co,(1,n) je 3-souvisly.
Nejprve ukazeme, ze vrcholova ani hranovéd souvislost cirkulantu G = Cy,(1,n) neni vyssi nez 3. Od-
stranime-li vSechny vrcholy sousedni s jednim pevné zvolenym vrcholem, dostaneme nesouvisly graf nebo
trividlnf{ graf. Proto x(G) < 3, «'(G) < 3.

Daéle ukazeme, ze mezi libovolnou dvojici vrcholu w,v € V(G) existuji alespon tii interné (a tedy
i hranové) disjunktni cesty. Vrcholy cirkulantu oznacime po fadé vi,va,...,va,. Bez Gjmy na obecnosti
zvolime u = v; a v = v; pro ¢ € [2,n]| (vSimnéte si, ze i € [n + 1,2n| pfi vhodném oznaceni nenastane).
Nyni tfi interné disjunktni cesty jsou:

Plz’Ul,’Ug,...,Ui, Pg:vl,vn+1,...,vn,vn,l,...,vi, P3:’U1,’()2n,...,’0n+i,vi.
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3 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Eulerovské a hamiltonovské grafy jsou zavedeny ve skriptech [UTG].

3.1 Eulerovské grafy

3.1.1. Je graf na Obrazku B eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
U1

V2 U8

U3 v7

V4 Vg
s
Obrazek 3.1: Graf G.

Graf G je souvisly a ma vsechny vrcholy sudého stupné. Podle Eulerovy véty je graf G eulerovsky, uzavieny
eulerovsky tah je naptiklad v1, v, v3, v4, vs, v1, U3, Us, Us, V2, Vg, Vg, U8, U7, V1.

3.1.2. Je graf na Obrazku B2 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
U1

V2 (%

U3 vr

Obrazek 3.2: Graf G.

Graf G je souvisly, ale nemé vSechny vrcholy sudého stupné. Vrcholy vy a vg jsou lichého stupné. Podle
Fulerovy véty graf G neni eulerovsky.

3.1.3. Je graf na Obrazku B33 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
U1

V2 Vg

U3 v7

Uy Ve

Us
Obrazek 3.3: Graf G.

Graf G je souvisly a ma vSechny vrcholy sudého stupné. Podle Eulerovy véty je graf G eulerovsky, uzavieny
eulerovsky tah je naptiklad vy, vs, vg, v1, V2, Vg, V7, U5, Ug, V2, U3, Uy, Us, Vg, U7, VS, V1 -

3.1.4. Mame dan graf K33 bez jedné hrany, viz Obrazek B4.
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Obrazek 3.4: Graf K33 — e.

a) Je mozno graf K33 — e nakreslit jednim uzavienym tahem? Nakreslete nebo zduvodnéte, pro¢ to neni
mozné. [ne]

b) Je mozno graf K33 — e nakreslit jednim otevienym tahem? Nakreslete nebo zduvodnéte, pro¢ to nenf
mozné. [ne]

c) Je mozno graf K33 — e nakreslit dvéma otevienymi tahy? Nakreslete nebo zdlivodnéte, pro¢ to neni
mozné. [ano]

d) Kolik nejméné hran je tieba pifidat do grafu K33 —e, aby jej bylo mozno nakreslit jednim otevienym
tahem? [1 hranu]

e) Kolik nejméné hran je tfeba ptidat do grafu K33 —e, aby jej bylo mozno nakreslit jednim uzavienym
tahem?

Graf obsahuje 4 vrcholy lichého stupné. Lze pridat 2 hrany, naptiklad hranu zy a hranu mezi neo-
znac¢enymi vrcholy, a dostaneme souvisly eulerovsky graf.

3.1.5. Je cirkulant Cg(1,2) s vrcholovou mnozinou V = {v; : i = 1,2,...,6} eulerovsky? Pokud ano, najdéte
uzavieny eulerovsky tah. [ano, napiiklad vq, vs, vs, v1, V2, V4, Ve, V2, U3, Vg, Vs, Vg, V1 |
3.1.6. Je cirkulant Cg(1,3) s vrcholovou mnozinou V = {v; : i = 1,2,...,6} eulerovsky? Pokud ano, najdéte
uzavieny eulerovsky tah. [neni eulerovsky]
3.1.7. Je cirkulant Cg(1,2) s vrcholovou mnozinou V = {v; : i = 1,2, ..., 8} eulerovsky? Pokud ano, najdéte
uzavieny eulerovsky tah. [ano, napiiklad vy, vs, vs, v7, V1, V2, V4, Vg, US, V2, U3, V4, Us, U6, U7, Vs, U1 ]
3.1.8.Y Pro ktera n je mozno K, nakreslit jednfm uzavienym tahem? [pro n liché]

3.1.9. Pro kterd n je mozno K, nakreslit jednim otevienym a nikoli uzavienym tahem? [pouze pro n = 2]
3.1.10. Pro kterd m,n je mozno K,, , nakreslit jednim uzavienym tahem? [pro m,n sudé]

3.1.11. Pro kterd n je mozno K,, , nakreslit jednim otevienym tahem? [pro m = 2, n liché nebo n = 2,
m liché nebo m =n = 1]

3.1.12. Dokazte, ze eulerovsky graf neobsahuje most.

V eulerovském grafu existuje uzavieny eulerovsky graf pres vSechny vrcholy i hrany daného grafu. Zvolime-li
kterékoliv dva vrcholy podél uzavieného tahu, dostaneme dva hranové disjunktni tahy. Mezi danymi dvéma
vrcholy. Proto odebranim jedné hrany nemiizeme porusit souvislost a graf neobsahuje zadny most.

Jiné resSeni:

Postupujeme sporem. Necht G je eulerovsky graf a hrana e = zy je v tomto grafu mostem. Graf G' m4
tedy vSechny vrcholy sudych stupnu. Vytvoime graf G’ = G — e. G’ mé presné dvé komponenty L a L/,
pricemz x € V(L),y € V(L') a degqv(x),degq (y) jsou lichd ¢isla. Tedy komponenta L resp. L' mé presné
jeden vrchol lichého stupné, coz neni mozné.

3.1.13. Klasické domino obsahuje kostky s ¢isly 0 az 6. Z kostek je mozno sestavit uzavieny cyklus, kdy
kostky na sebe navazuji stejnou hodnotou.
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a) Vysvétlete, pro¢ tomu tak je, s v vyuzitim teorie grafa?

Sestavime kompletni graf, jehoz vrcholy jsou ¢&isla 0 az 6. Kazda kostka odpovida jedna hrané grafu,
dubly by odpovidaly smyc¢kam, pro jednoduchost je nejprve vyfadime. Uvedeny graf je souvisly,
pravidelny (kazdy vrchol je stupné 6) a jednd se proto o eulerovsky graf, ve kterém existuje uzavieny
eulerovsky tah, ktery odpovida cyklu vSech kostek kromé dublda. Dubly vsak muzeme snadno vlozit
mezi kterékoliv dvé kostky, které navazuji prislusSnym cislem.

b) Je mozno podobné sestavit cyklus pro domino s ¢isly 0 az 97

Odpovidajici graf obsahuje vrcholy lichého stupné, ve kterém neexistuje eulerovsky tah. Existence
uzavieného cyklu by byla ve sporu s neexistenci uzavieného eulerovského tahu.

3.1.14. Ukazte, ze pro nesouvislé grafy nemusi platit, ze graf s 2¢ vrcholy lichého stupné je mozno nakreslit
t otevienymi eulerovskymi tahy.

Staci vzit nesouvisly graf Ky U K», ptipadné Ko U K3. Uvedeny graf mé dva vrcholy stupné lichého a neni
mozné je nakreslit jednim otevienym tahem, protoze graf je nesouvisly.

3.2 Hamiltonovské grafy

3.2.1. Necht V(G) grafu G je mnozina vsech dvouprvkovych podmnozin mnoziny [1,5] a necht hrana
XY € E(G) pravé tehdy, kdyz jsou dvouprvkové podmnoziny X,V disjunktni (X N'Y = (). Nakreslete
graf.

Jednd se o Petersenuv graf. Jeho nakresleni je na Obrazku B33.

Obrézek 3.5: Petersenuv graf.
Vrcholy na vnéjsim cyklu oznacime po fadé {1, 2}, {3,4}, {1,5}, {2,4}, {3,5}. Vnitini vrcholy oznac¢ime
po fade {4,5}, {2,5}, {2,3}, {1,3}, {1,4}.

3.2.2. Je Petersenuv graf hamiltonovsky? Své tvrzeni dokazte.

Sestavime-li graf G podle zadani, zjistime, ze mé (g) = 10 vrcholu. Kazdy je stupné 3, nebot dvouprvkova

552) = 3 dvouprvkovymi mnozinami. Proto ma G dle Principu sudosti

mnozina {a, b} je disjunktn{ pravé s (
celkem % - 10 -3 = 15 hran.

Nakreslime-li si graf G, zjistime, Ze se jednéd o tzv. Petersentv graf. Je zndmo, ze Petersenuv graf
neobsahuje hamiltonovsky cyklus.

Dtkazu neexistence hamiltonovského cyklu v Petersenové grafu existuje cela fada. Mezi nejhezéi patii
prevedeni neexistence hamiltonovského cyklu na neexistenci dobrého hranového 3-barveni (obarveni vsech
hran P(5,2) pomoci ti{ barev tak, aby zadné dvé incidentni hrany nemély stejnou barvu).

Dikaz povedeme sporem. Pokud by v grafu existoval hamiltonovsky cyklus, tak by takovy cyklus byl
délky 10 a jeho hrany bychom mohli stiidavé obarvit barvami 1 a 2. Zbylé hrany tvoii perfektni parovani
(G je 3-pravidelny), a tak by existovalo dobré hranové 3-barveni Petersenova grafu.

Ukazeme ale, 7e Petersenuv graf nemd dobré hranové 3-barveni. Postupujeme sporem.
predpokladejme, ze Petersentuv graf lze dobfe obarvit tfemi barvami. Pii znadmém nakresleni Peterse-
nova grafu méjme vrcholy vnéjstho cyklu {1,2},{4,5},{1,3},{2,5},{3,4} a odpovidajici vrcholy uvnitt
{3,5},{2,3},{2,4},{1,4},{1,5}. Hrany vnéjsiho lichého cyklu jsou obarveny tfemi barvami (dvé barvy
pouzité dvakrat). Bez Gjmy na obecnosti muzeme piedpokladat, ze hrany jsou postupné barev 1,2,1,2,3
(pocitano od hrany z vrcholu {1,2}). Nyni



Petr Kovér: Resené piiklady DM a UTG (30. zari 2026) 121

e hrana {1,2} — {3,5} musi byt barvy 2

hrana {4,5} — {2, 3} musi byt barvy 3

hrana {1,3} — {2,4} musi byt barvy 3

hrana {2,5} — {1,4} musi byt barvy 3

hrana {3,4} — {1,5} musi byt barvy 1

To si déle vynuti barvy hran

hrana {3,5} — {1,4} musi byt barvy 1

hrana {3,5} — {2,4} musi byt barvy 1

hrana {1,5} — {2, 3} musi byt barvy 2
e hrana {1,5} — {2,4} musi byt barvy 2
Posledni hrana {1,4} — {2, 3} nemuze mit
e barvu 1, protoze barvu 1 md incidentni hrana {3,5} — {1,4}
e barvu 2, protoze barvu 2 m4 incidentni hrana {1,5} — {2,3}
e barvu 3, protoze barvu 3 maji incidentni hrany {2,3} — {4,5} a {1,4} — {2,5}

Dostali spor (Petersenuv graf sou¢asné ma i nema dobré hranové 3-barveni), a proto nemuze mit Petersenuv
graf hamiltonovsky cyklus.

3.3 Priklady k procviceni

3.3.1. Je graf K44 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
Graf K44 je souvisly a md vSechny vrcholy sudého stupné, proto je eulerovsky. Ozna¢me vrcholy
V1, V2, . .., Ug, UL, U, - .., Uq. Uzavieny eulerovsky tah ma 16 hran, naptiklad tah

v1,U1,V2, U2, V3, U3, V4, Uq, V1, U3, V2, Uq, U3, UL, V4, U2, V1.

3.3.2. Je graf K, ¢ eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah. [ano]

3.3.3. Pro kterd n je graf Ks, eulerovsky? V piipadé, ze graf je eulerovsky, najdéte uzavieny eulerovsky
tah. [pro n sudé|

3.3.4. Najdéte ptiklad souvislého grafu, ktery ma dva vrcholy lichého stupné a vSechny ostatni vrcholy
sudého stupné a do kterého
a) staci pridat jedinou hranu tak, aby byl eulerovsky. Jaky je nejmensi takovy graf?

Méjme napiiklad kompletni graf se sudymi stupni vrcholu (lichym poé¢tem vrcholu) a odebereme
jednu hranu. Dostaneme K91 — e pro t € N Nejmensi hledany graf je K3 — e = P3. Graf musi
mit alespon dva vrcholy a musi byt souvisly. Dva vrcholy nestac¢i a se tfemi vrcholy se jedna praveé
oK —-3—e.

b) neni mozné pridat jedinou hranu tak, aby byl eulerovsky. Jaky je nejmensi takovy graf? [Ky —e,
Ks]

3.3.5. Pro kazdé t najdéte ptiklad souvislého grafu, ktery

a) je souvisly, obsahuje 2t vrcholu lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy. [ Kot
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b) nenf souvisly, obsahuje 2¢ vrcholu lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy. [tKj]

¢) je souvisly, obsahuje 2t vrcholu lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy, ale neni
mozné priddnim ¢ hran ziskat eulerovsky graf. [ Ko

d)* je souvisly, obsahuje 2¢ vrcholu lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy, a priddnim
t hran je mozné ziskat eulerovsky graf. [ K12t ]

3.3.6. Pro libovolné sudé r a libovolné n, n > r, najdéte piiklad r-pravidelného eulerovského grafu s n

vrcholy.
Hledanym grafem je napiiklad cirkulant G = Cy(1,2,...,5). Kazdy vrchol v; je spojen hranou s vrcholy
Vit1 & Vi—1, Vit2 & Vi—2, ..., Viyr & V;_z, & Proto je kazdy vrchol stupné r. Cirkulant G je souvisly se vSemi

vrcholy sudého stupné a podle Eulerovy véty je eulerovsky.

3.3.7. Mame dén graf G na Obrazku B@.

U w

Obrazek 3.6: Graf G.

a) Je graf G eulerovsky? [ne]

b) Jak pfidat hrany pouze mezi vrcholy v mnoziné U nebo pouze mezi vrcholy v mnoziné W tak, aby
vznikl eulerovsky graf? Pokud to neni mozné, dokazte!

Doplnit hrany pouze v ramci mnozin U a W nestaci, abychom dostali eulerovsky graf. Graf G obsahuje
dva vrcholy lichého stupné, v kazdé z mnozin U a W jeden. Oznacme je napiiklad uw € U, w € W.
Soucet stupnu vrcholu v mnoziné U je lichy. Pfiddnim libovolné hrany, naptiklad do mnoziny U, se
zvétsl soucet stupnu vrcholi v mnoziné U o 2. Pfiddnim ¢ hran se zvétsi soucet stupnt o 2t Proto
zustane v U vzdy vrchol lichého stupné. Podobné muzeme najit zdavodnéni i pro mnozinu W.

c¢) Jestlize dovolime, aby alespoii jedna piidand hrana méla jeden koncovy vrchol v mnoziné U a druhy
v mnoziné W, muze ptiddnim hran vzniknout eulerovsky graf? Jestlize ano, kolik nejméné hran je
tfeba pridat? Pokud to neni mozné, dokazte!

Staci pridat dvé hrany. Oznacme koncové vrcholy mostu na Obrazku B@ u, v. Déle oznacme w
libovolny dalsi vrchol, ktery neni sousedni s v ani s v. Pfidanim hran uw, wv dostaneme eulerovsky
graf, ve kterém jsou vrcholy u, v a w stupné 4 a zbyvajici vrcholy jsou stupné 2.

3.3.8. Ukazte, ze souvisly graf s 2¢ vrcholy lichého stupné je mozno nakreslit ¢ otevienymi eulerovskymi
tahy.

Do grafu piiddme novy vrchol s a vSechny hrany xs, kde z je néjaky vrchol lichého stupné. Ziskdme graf G’,
ktery je souvisly a vSechny vrcholy (véetné vrcholu s) jsou sudého stupné. Graf je podle Eulerovy véty
eulerovsky a existuje v ném eulerovsky tah. Vynechdame-li v tomto tahu vsechny vyskyty vrcholu s (je jich
t), rozpadne se uzavieny tah na ¢ otevienych netrividlnich tahu. Z4dny z taht nen{ trividlni tah s jedinym
vrcholem z, nebot to by musel byt vrchol z spojen dvéma hranami s vrcholem s.
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4 Vzdalenost a metrika v grafu

Pojem vzdélenosti v grafu je popsan ve skriptech [IITG].

4.1 Motivaéni priklady

4.1.1.* Hlavolam znamy jako ,,Hanojské véze“® m4 t¥i kily a sadu osmi diskti rtiznych velikosti. Na za¢atku
je v8ech osm disku setazeno podle velikosti na prvnim kulu. Ukolem je premistit vSechny disky na jiny kul

za dodrzeni nasledujicich podminek:

1. vzdy se pfesunuje pouze jeden disk,

2. nikdy nesmi lezet vétsi disk na mensim.

Namodelujte tilohu uzitim grafu a pro tii disky najdéte nejkratsi mozné teseni.

Sestavime stavovy graf Hanoi,. Kazdé pripustné rozmisténi diska bude odpovidat jednomu vrcholu grafu.
Staci uvazit pocet rozmisténi t#{ disku na tii kuly. Pofadi disku na kazdém kiulu je pak uréeno jednoznaéné.
Stavovy graf hry se tfemi disky bude mit V*(3,3) = 33 = 27 vrcholii. Stavovy graf hry s osmi disky bude
mit V*(3,8) = 3% = 6 561 vrcholi.

Pokud mame hanojské véze s jedinym diskem, stavovy graf je Hanoi; = Cs. Pridame-li druhy disk,
muzeme jej pridat na kterykoliv kul. Pro kazdou volbu kulu vezmeme jednu kopii grafu Hanoi;. Hranou
spojime dva vrcholy z ruznych kopii, jen pokud muzeme piemistit vétsi disk. To je mozné pouze v piipadé,
ze maly disk je na jiném kulu nez velky disk. Takovych stavu je celkem Sest: dva pro kazdé umisténi malého
disku. Dostaneme bude stavovy graf Hanois.

Podobné pro tii a vice diski muzeme stavovy graf Hanoi, sestavit tak, ze vezmeme tii kopie grafu
Hanoi,_1 a hranou spojime vzdy ty stavy, kdy mame vSechny mensi disky na jednom kulu a premistime
novy nejvétsi disk z jednoho kilu na druhy. Takovych stavi je opét celkem Sest: dva pro kazdé umisténi
vSech mengich disku na jednom kilu.

A1) L0 1) L (0 L1d

Obrazek 4.1: Stavovy graf pro n = 3.

Nejkratsi feseni pak odpovidéd nejkratsi cesté mezi dvéma vrcholy, které odpovidaji stavim, kdy mame
vSechny disky na jednom kilu. Jsou to ,rohové* vrcholy v grafu Hanoi,. Pro kazdy pfidany disk se pocet
vrcholu na nejkratsi cesté mezi ,rohovymi“ vrcholy zdvojnésobi (a jesté prodlouzi o jednu hranu). Pro jeden
disk jsou na nejkratsi cesté 2 vrcholy, pro dva disky 4 vrcholy, pro tii disky 8 vrcholu a obecné pro n diski

"Hanojské véze vymyslel v roce 1883 Francouzsky matematik Edouard Lucas.
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2™ vrcholu. Délka cesty pak je pocet hran na této cesté, coz je 2™ — 1. Pro n = 3 mé nejkratsi feSeni
23 — 1 = 7 tahti. Pro n = 8 m4 nejkratf fesenf 28 — 1 = 255 tahf.
Pro zajimavost je na Obrazku B2 stavovy graf Hanois.

i 3*3,:..

Obrazek 4.2: Stavovy graf pro n = 5.

4.1.2. Mame osmilitrovou nddobu s vinem a dvé prazdné naddoby — pétilitrovou a trilitrovou. Rozdélte
osm litra na ¢tyti a ¢tyfi litry jen s uzitim téchto nadob, bez pouziti odmérky. Uloha namodelujte grafem
a najdéte nejkratsi feSeni a popiSte vSechna pripustna reseni.

Ulohu namodelujeme grafem, kde kazdy vrchol bude reprezentovat piipustné rozdéleni osmi litra do ti{
nadob. Hranou spojime dva vrcholy, pokud je mozno z jednoho rozdéleni obdrzet ptelitim druhé rozdéleni
a naopak. Dostaneme graf jako na obrazku. Orientované hrany, kdy je mozné pfeliti jen jednim smérem,
zavadét nebudeme. Rozborem situaci na obrazku vidime, ze by se jednalo pouze o orientované hrany, které
by vedly ,zprava doleva“ a nezkrati feseni.

Obrazek 4.3: Stavovy graf.

Thned vidime, Ze nejkratsi feSeni je na osm tahu. Existuji celkem ¢tyfi feseni (pokud nepocitdme
moznosti, kdy se néktery stav zopakuje). Pokud nepfelévame nesmyslné komplikované, tak existuji jen
dvé riznd feSeni.
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4.1.3. Mame osmi litrovou naddobu s vinem a dvé prazdné nadoby — pétilitrovou a tiilitrovou. Je mozno
odmeérit libovolné (celociselné) mnozstvi vina? Pokud ne, zjistéte jaké. Pokud ano, dokazte.

Podle grafu na Obrazku B=3 vidime, ze v nékteré nadobé je mozno odmérit libovolné celo¢iselné mnozstvi
0,1,...,8. Dokonce je mozné rozdélit 8 litri na dvé libovolné velké ¢4sti v prvnich dvou nadobéach. V grafu
najdeme dvojice objemu (8,0,0), (7,1,0), (6,2,0), (5,3,0) i (4,4,0).

4.2 Vzdalenost v grafu

4.2.1. Jaka je nejvetsi moznd vzdélenost dvou vrcholu

a)%v grafu K4?
Protoze graf K4 je kompletni a kazdé dva vrcholy jsou navzajem sousedni, tak nejvétsi vzdéalenost
dvou vrcholu je 1.

b)?v grafu K;?

V trividlnim grafu K, je nejvétsi vzdalenost dvou vrcholt rovna 0.

c) v grafu K,,?
Na zédkladé ptredchozich dvou ptikladi muzeme zobecnit, Zze nejvétsi vzdalenost dvou vrcholu

z grafu K, je
0 pron=1

distimas = { 1 pron>1

d)%v grafu Cr?
Vzhledem k symetrii grafu C7 mizeme zkoumat vzddalenosti z libovolného vrcholu. Jeden vrchol je

ve vzdalenosti 0, dva jsou ve vzdélenosti 1, dva jsou ve vzdalenosti 2 a dva jsou ve vzdélenosti 3.
Nejvétsi vzdalenost dvou vrcholu z grafu C7 je 3.

e)vv grafu K7g?
Vzhledem k symetrii grafu K7g muzeme zkoumat vzdalenosti z libovolného vrcholu kazdé partity.
Dva vrcholy z ruznych partit jsou ve vzdalenosti 1. Dva vrcholy ze stejné partity jsou ve vzdalenosti
0 nebo 2. Nejvétsi vzdélenost dvou vrcholu z grafu K7 g je 2.

4.2.2. Jaka je nejvétsi moznd vzdéalenost dvou vrcholu v grafu GG na Obrazku E27

Obrazek 4.4: Graf G.

Pokud graf ocislujeme jako cifernik hodin, tak nejvzdalenéjsi vrcholy jsou 1 a 7 (a také 4 a 10). Tyto
dvojice jsou ve vzdélenosti 4. Protoze centralni vrchol je ve vzdalenosti nejvySe 2 od kazdého dalsiho
vrcholu, ostatni vrcholy ve vzdalenosti nejvyse 3 od kazdého vrcholu, tak zddné vrcholy ve vzdalenosti
vétsi nez 4 nejsou.

4.2.3.% Jaka je nejvétsi moznd vzdalenost dvou riznych vrcholt v grafu P,? [n — 1 (oba koncové vrcholy
cesty P,.]

4.2.4. Jaka je nejveétsi moznd vzdélenost dvou ruznych vrcholu v grafu K, ,,? [1 pro m =n =1, jinak 2]
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4.2.5. Jaka je nejvétsi moznd vzdélenost dvou ruznych vrcholu v grafu C,?

Ozna¢im si libovolny vrchol vy. Ostatni vrcholy ozna¢im po fadé wvo,vs,...,v,. Nyni od vrcholu v
ve vzdalenosti 1 jsou vrcholy vy a wv,, ve vzdalenosti 2 jsou vrcholy vs a v,—1, ve vzddalenosti 3 jsou
vrcholy v3 a v,_9, atd. Ve vzdalenosti k jsou vrcholy vgy1 a v,—k41. Protoze vzdalenost je délka nejkratsi
cesty, hledame takové k aby platilo, ze vi41 nebylo blize vrcholu v; nez vrcholu es v,—g11, tedy

E+1 < n—k+1
k < n—k
2k < n

n
< — .
b3

4.2.6. Najdéte priklad grafu s osmi vrcholy, ve kterém je minimaln{ i maximalni vzdélenost dvou ruznych
nesousednich vrcholu 2. [K44 nebo Kg — e

4.2.7. Najdéte graf s co nejmensim poctem hran s osmi vrcholy, ve kterém je minimdalni i maximalni
vzdalenost dvou ruznych nesousednich vrcholu 2.
Hledany graf musi byt souvisly, jinak by maximalni vzdélenost nebyla 2. Piikladem grafu muze byt K;g_;.
Ukézeme, ze hvézda K 7 je nejmensi vzhledem k poctu hran.
Pokud m4 graf alesponn dvé komponenty, je nejvétsi moznd vzdalenost dvou vrcholu (diametr) oco. Staci
vzit dva vrcholy z riznych komponent, mezi nimi neexistuje cesta a jejich vzdélenost je z definice oo.
Vime, 7Ze strom je minimdlni souvisly graf na daném poc¢tu vrcholu (Véta 5.10. ve skriptech [UTG]),
a proto hledany graf je stromem. Vynechanim libovolné hrany bychom dostali nesouvisly graf s diametrem
oo. Déle vime, ze strom s n vrcholy ma n — 1 hran (Véta 5.4. ve skriptech [IITG]), proto je minimaln{
pocet hran grafu diametru 2 s osmi vrcholy rovna sedmi (piikladem je pravé K 7).

4.2.8. Najdéte graf s co nejvétSim poctem hran s osmi vrcholy, ve kterém je minimélni i maximalni
vzdalenost dvou ruznych nesousednich vrcholu 2.

Hledany graf m4 mit co nejvice hran. Nemiuize se jednat o kompletni graf Kg, nebot v ném nejsou zadné
dva ruzné nesousedni vrcholy. Staéi vzit Kg bez jedné hrany wv a vzdalenost vrcholu u a v je 2 (nejsou
sousedni), zatimco vzdélenost libovolnych dvou jinych vrcholu je 1.

4.2.9. Najdéte graf s co nejvétsim poctem vrcholl, ve kterém je maximaélni vzdalenost dvou ruznych ne-
sousednich vrcholu 2 a nejvyssi stupen vrcholu je 3.
Nejprve ukazeme, ze hledany graf G nemuze mit vice nez 10 vrcholi. Pokud zvolime libovolny vrchol
v € V(G), tak ve vzdélenosti 1 mohou byt nejvyse 3 vrcholy sousedni s v. Oznacme je ug, ug, us. Kazdy
z nich muze mit nejvyse dalsi dva sousedy, oznacme je ui1, u12, U1, U2, U31, us2. 1o je celkem 1+3+6 = 10
vrcholu. Dalsi vrcholy jiz v G byt nemohou, byly by ve vétsi vzdalenosti nez 2 od vrcholu v.

Déle ukazeme, ze takovy graf, aby nejvétsi mozna vzdalenost dvou libovolnych vrcholt byla 2, existuje.
Hledanym grafem je napiiklad graf na Obrazku BZ5. Jednd se o pfekresleny Petersentiv graf.

Obrazek 4.5: 3-pravidelny graf s nejvétsim stupném 3 a nejvétsi moznd vzddlenosti dvou vrcholu 2.

4.2.10. Jaka je nejvétsi mozna vzdalenost dvou vrcholu v grafu W,,?
Ukézeme, ze vzdélenost dvou vrcholi nemuze byt vétsi nez 2. Vezméme dva libovolné vrcholy z,y € V/(W),).

1. Je-li x =y, je dist(x,y) =0
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2. Je-li z # y a je-li jeden z vrcholu centralni vrchol kola vy, potom je dist(x,y) = 1, protoze centraln{
vrchol je sousedni se vSemi.

3. Je-li z # y a neni-li ani jeden z vrcholt centralnim vrcholem, potom v piipadé, Ze = a y jsou sousedni
je dist(z,y) = 1,

4. jinak je dist(z,y) > 2. Soucasné ale vime, ze dist(x,y) < dist(x,vg) + dist(vg,y) = 1+ 1 = 2. Proto
je dist(z,y) = 2.

Celkem dostavame, ze pro n = 3, kdy na vnéjsim cyklu kola nenajdeme dva nesousedni vrcholy (W3 = Ky),
je nejvétsi moznd vzdalenost dvou vrcholu 1. Jinak je nejvétsi mozna vzdalenost dvou vrcholu 2.

4.2.11. Sestavte metriku (matici udavajici vzdalenosti mezi vrcholy) grafu Ky — e na Obrazku E3.
3 4
N8
Obrazek 4.6: Graf Ky bez jedné hrany.

Sestavime nejprve vychozi matici dle matice sousednosti: na hlavni diagonale budou 0, sousedni vrcholy
budu ve vzdalenosti 1 a pro zbyvajici dvojice vrcholi uvedeme oo.

—_ == O

1
00
0
1

O = =

1
0
o0
1

Potom pro nesousedni vrcholy 2 a 3 vidime, Ze maji spoletné sousedy, a proto jejich vzdédlenost je 2.
Vzdalenost doplnime do matice a dostaneme metriku

0111
1 0 21
D= 1 2 01
1110

4.3 Vzdalenost v ohodnocenych grafech

4.3.1. Mame dan graf G na Obrazku E20. Jaka je nejvétsi mozna vazend vzdalenost mezi vrcholy v grafu G7

Obrazek 4.7: Graf G.

Sestavime metriku, kterda popisuje vzdalenosti mezi jednotlivymi dvojicemi vrcholi. Dostaneme

vr V2 V3 V4 U5 Vg Ut
U1
U2
U3
Vg
Us
Vg
v7

O 00 = 3 W ot

UL UL =J © O N O
N W O oo
O© 3w o oo
YO Wl ©
N OO O

—_
o
o
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Nejvétsi moznd vzdalenost je 10 mezi vrcholy vg a vy.

4.3.2. Mame déan graf G na Obrazku E3. Jaka je nejveétsi mozna vazena vzdalenost mezi vrcholy v grafu G?7

Obrazek 4.8: Graf G.

Sestavime metriku, ktera popisuje vzdalenosti mezi jednotlivymi dvojicemi vrcholi. Dostaneme

V1 VY V3 V4 V5 Vg U7

v1/0 2 3 9 7 5 5
|2 0 5 7 9 3 7
vl 3 5 0 6 10 8 8
|9 7 6 0 4 4 6
vs| 7 9 10 4 0 8 2
vw| 5 3 8 4 8 0 10
vy \b 7 8 6 2 10 O

Nejvétsi mozné vzdalenost je 10 mezi vrcholy v a vs a mezi vrcholy vg a vy.

4.3.3. Jaka nejvétsi moznd vazend vzdalenost muze byt mezi dvéma vrcholy v cyklu délky 9, ktery je
ohodnoceny vSemi ¢isly 1,2,...,9, kazdym ¢islem préavé na jedné hrané v libovolném poradi.
Jedno jak budou ohodnoceni hrandm pfifazena, vzdy bude mezi dvéma pevné zvolenymi vrcholy jedna
cesta krat$f a druh4 delsi, nebot soucet 2?21 i = 45 je lichy. Obé mozné cesty mezi zvolenymi vrcholy daji
v souctu 45.

Nejvétsi mozna vazend vzdalenost je L%j = 22, protoze pii libovolném rozdéleni ohodnoceni bude mensi
z obou moznych soucti nejvyse 22. Takova vzdalenost muze byt realizovéana. Zvolime ohodnoceni po fadé
9,6,5,2,8,7,4,3, 1. Nejvétsi mozna vzdalenost je min{9+6+5+2,8+7+4+3+ 1} = min{22,23} = 22.

4.4 Nejkratsi cesta v ohodnoceném grafu — Dijkstrav algoritmus

4.4.1. Mame déan graf G na Obrazku 9.

Obrazek 4.9: Graf G.

a) Jaké jsou vzdalenosti vech vrcholu od vrcholu vy ? [dist(vy,v1) = 0, dist(vy,v2) = 3,
dist(vy,v3) = 6, dist(vy,v4) = 5, dist(vy,v5) = 3, dist(vy,ve) = 7, dist(vy,v7) = 8, dist(vy,vg) = 2]

b) V jakém potradi budou zpracovany vrcholy pfi béhu Dijkstrova algoritmu s vychozim vrcholem v;?
[U17 vs, U2, Vs, V4, U3, Vg, UT nebo V1, U8, Vs, U2, V4, U3, Vg, U7]
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c) Jaké jsou vzdalenosti vSech vrcholu od vrcholu vs? [dist(vs,v1) = 6, dist(vs,ve) = 3,
dist(wvs,v3) = 0, dist(vs,v4) = 5, dist(vs,vs) = 4, dist(vs,ve) = 7, dist(vs,v7) = 11, dist(vs,vg) = 4]

d) V jakém potadi budou zpracovany vrcholy pfi béhu Dijkstrova algoritmu s vychozim vrcholem v3?
[’037 V2, Vs, U8, V4, V1, V6, U7 nebo v3, v2, U8, U5, V4, V1, Vg, U7]

e) Jaké jsou vzdalenosti vSech vrcholu od vrcholu vs? [dist(vs,v1) = 3, dist(vs,v2) = 2,
dist(vs, v3) = 4, dist(vs,v4) = 4, dist(vs,v5) = 0, dist(vs,ve) = 6, dist(vs,v7) = 8, dist(vs,vs) = 1]

f) V jakém potadi budou objeveny vrcholy pii béhu Dijkstrova algoritmu s vychozim vrcholem w57
[U57 v, V2, V1, V3, V4, Vg, U7 nebo U5, U8, U2, U1, V4, U3, Vg, U7]

g) Které dva vrcholy jsou nejvzdalenéjsi? Jaka je jejich vzdédlenost? [ve a vr, dist(ve, v7) = 12]

h) Ze kterého vrcholu je maximalni vzdalenost do vech ostatnich vrcholi nejmensi?

4.4.2. Ve kterém misté selze Dijkstruv algoritmus, jestlize pfipustime i zaporna ohodnoceni hran?
Dijkstriv algoritmus se spoléhd na fakt, ze vzdédlenost do zpracovaného vrcholu se uz nemize zmensit.
Avsak v grafu, ve kterém piipustime zdporné vahy, by bylo mozno vzdalenost zmensit i pies vrcholy s vétsi
vzdalenosti. Protoze potadi zpracovanych vrchol nemusi odpovidat jejich vzdélenosti z vychoziho vrcholu,
nemusi byt vzdalenosti spravné urceny.

4.5 Priklady k procviceni

Hyperkrychli 7ddu n budeme rozumét takovy graf G, G = (V, E), s 2" vrcholy, jehoz vrcholovou mnozinu
tvoii vSechny binarni vektory délky n

V ={(a1,az2,...,a,) :a; € {0,1},i=1,2,...,n}

a hrana je mezi kazdymi dvéma vrcholy, jejichz vektory se lisi v jediné soutadnici
n
E ={(a1,a2,...,an) (b1, b2, ..., bn) : (1,042, ... an), (b1,ba,. .., bn) € VA Ja; —bi| =1},
i=1

Hyperkrychle fadu n se znaci @)y,.

4.5.1. Méjme graf Q3 (hyperkrychle tddu 3). Kolik nejméné hran musime pfidat, aby nejvétsi mozna
vzdélenost mezi vrcholy grafu byla 27

Staci pridat dvé hrany, napiiklad na jednu sténu krychle. Potom je nejmensi mozné vzdalenost mezi vrcholy
2. Pfidat jednu hranu nestaci, nebot libovolné kde ji piidame, vZdy najdeme dva vrcholy ve vzddlenosti 3

e piiddme-li sténovou thlopticku (0,0,0) a (1,1,0), budou vrcholy (0,1,1) a (1,0,1) ve vzdalenosti 3,
e piiddme-li télesovou uihlopticku (0,0,0) a (1,1,1), budou vrcholy (1,1,0) a (0,0, 1) ve vzdalenosti 3.

4.5.2.9 Jaks je nejvétsi mozna vzdalenost dvou vrcholu v grafu Q7 Dokazte [n]

4.5.3.% Jak prevést tlohu hleddni nejkratsi cesty i pro grafy s ohodnocenymi vrcholy?

Nafouknutim grafu: misto kazdého vrcholu stupné d ohodnoceného hodnotou w dame Kgee(,) = Ka. Kazdd
hrana bude ohodnocena w. Kazda z hran, kterd byla incidentni s vrcholem v bude nyni incidentni s jinym
vrcholem grafu K.

4.5.4. Kolik nejvice vrcholi muze mit graf, ktery ma nejvétsi moznou vzdélenost mezi dvéma vrcholy
rovnou 27

Graf K, pro m > 2 mé nejvétsi moznou vzdélenost dvou vrcholi rovnu 2 (kazdé dva vrcholy ze stejné
partity). Proto neni zadné omezeni na pocet vrcholu, graf muze mit libovolny pocet vrchola vétsi nez 2.
Jiné tesSeni:

Graf K,, — e ma nejveétsi moznou vzdalenost dvou vrcholu rovnu 2 (koncové vrcholy odebrané hrany e).
Proto neni zadné omezeni na pocet vrcholu, graf muze mit libovolny pocet vrcholu vétsi nez 2.

4.5.5. V jednom okrese je 15 velkych meést a kazdé mésto je spojeno silnici s alespon sedmi jinymi.
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Dokazte, ze z libovolného mésta do libovolného jiného se d4 dostat bud pifmou cestou nebo pies
jedno jiné meésto.

Postupujeme nepiimo. Kdyby existovalo mésto A spojené se alespon sedmi mésty a jiné mésto B
spojené s jinymi sedmi mésty a mezi A a B by nebyla zaddna cesta, tak by v okrese muselo existovat
alesponn 1 4+ 1+ 7+ 7 = 16, coz neni mozné.

Jak by se tloha zménila, kdyby kazdé mésto mélo byt spojeno silnici s pravé sedmi jinymi?

Uloha by neméla FeSeni, nebot podle principu sudosti by odpovidajici graf mél 15 vrchola stupné 7,
coz neni mozné.

. Méjme graf G, ve kterém je kazdy vrchol stupné 4.

Vypocitejte, jaky je nejmensi mozny pocet vrcholu v grafu G, které jsou od néjakého pevné zvoleného
vrcholu ve vzdélenosti 3. Najdéte piiklad takového grafu.

Nejmensi pocet vrcholt ve vzdalenosti 3 je 0. Napiiklad graf K5 m&a vSechny vrcholy stupné 4
a ve vzdalenosti 3 neni zadny vrchol, nebot vsechny dvojice ruznych vrcholi jsou ve vzdélenosti
1.

Vypocitejte, jaky je nejvétsi mozny pocet vrchola v grafu G, které jsou od néjakého pevné zvoleného
vrcholu ve vzdalenosti 3. Najdéte priklad takového grafu.

Nejvetsi pocet vrchol ve vzdéalenosti 1 od vrcholu v stupné 4 je 4. Kazdy z téchto 4 vrcholu muze
mit az t¥i dalsi sousedy, coz dava 4 - 3 = 12 vrcholi ve vzdélenosti 2 od vrcholu v. Kazdy z téchto
12 vrcholi muze mit az t¥i dalsi sousedy, coz dava 12 - 3 = 36 vrcholu ve vzdélenosti 3 od vrcholu v.
Celkem mame ve vzdélenosti 3 nejvyse 36 vrchola.

Piikladem takového grafu je dvojice kvaterndrnich stromu, jejichz koncové vrcholy jsou propojeny
pomoci 36-3 = 108 hran. Takové propojeni je mozné, nebot existuje 3-pravidelny bipartitn{ graf, ktery
m3 v kazdé partité 36 vrcholt. Piikladem propojeni mtze byt bipartitni graf s vrcholy ug, u1, - . ., uss,
V0, U1, - - -, U35 S hranami u;v;, u;v;41, 4;v;—1, kde indexy jsou poc¢itany modulo 36.
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5 Stromy

Stromy a jejich zékladni vlastnosti jsou popsany ve skriptech [IUTG].
5.1 Motivacni priklady

5.1.1. Muzeme algoritmus hleddni centra pouzit i pro jiné grafy nez stromy? Najdete alespon jeden takovy
graf? Vysvétlete!
Pouzijeme-li algoritmus pro grafy, které obsahuji cyklus, algoritmus nikdy neskonéi. Protoze v pribéhu
algoritmu se odstranuji pouze listy, ztistane (po skonceni kroku ¢aslo 2 algoritmu ze skript) cyklus a nebude
mozno najit zadny list.

Bude-li naopak graf acyklicky a nesouvisly, tak zustanou (po skon¢eni druhého kroku) izolované vr-
choly a grafy Ks. Centrum lesa nebude urceno jednozna¢né, vystupem budou pouze centra jednotlivych
komponent (stromu).

5.2 Zakladni vlastnosti stromu

5.2.1. Kolik existuje neizomorfnich lesu se ¢tyimi vrcholy?
Ukézeme, ze ruznych acyklickych grafu (lesu) existuje Sest.

e Bez hran existuje jediny les 4K7.

e S jednou hranou existuje jediny les Ko U 2K].

e Se dvéma hranami existuji dva lesy 2K5, P, U K.

e Se tfemi hranami existuji dva lesy K3, Ps.
Existuje celkem 6 lesu se ¢tyimi vrcholy.
5.2.2. Kolik existuje neizomorfnich stromu s péti vrcholy?
Ukazeme, ze stromy existuji tii.

e S nejvySsim stupném 2 existuje jediny strom Pj.

e S nejvyssim stupném 3 existuje jediny strom, cesta Ps s jednim vrcholy pfipojenym k vrcholu stupné 2.

e S nejvyssim stupném 3 existuje jediny strom K 4.
Celkem 3 stromy.
5.2.3.Y Najdéte centra nasledujicich stromi.

a) Strom T na Obrazku B.

Obréazek 5.1: Strom T.
Postupnym odebiranim listu se ukaze, ze centrem je kofen r.

b) Strom 7" na Obrazku b2.

Obrazek 5.2: Strom T.

Postupnym odebiranim listu se ukaze, ze centrem je kofen 7.
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¢) Strom 7 na Obrézku BZ3.

Obrazek 5.3: Strom T

Postupnym odebirdnim listt se ukaze, ze centrem je hrana spojujici kofen r a jeho prvniho potomka.

5.2.4. Najdéte takovy graf se dvéma cykly, ze kterého vynechanim jediné hrany vznikne strom.
Takovy strom neexistuje.

Nejprve ukazeme, ze pokud strom obsahuje dva cykly, tyto dva cykly nesdili Zddnou hranu. Pokud by
cykly Cy a Cy sdilely hranu xy, tak vynechanim hrany zy z cyklu Cy zistane v grafu cesta mezi vrcholy
x a y a podobné z cyklu Cy zustane v grafu také (druhd) cesta mezi x a y. Spojenim téchto dvou cest
dostaneme uzavieny sled, ze kterého je mozno vynechanim spoleénych usekta vybrat tieti cyklus Cs, coz
by byl spor, nebot graf obsahuje pouze cykly dva.

Nyni vime, ze oba cykly v grafu nesdili zadnou hranu. Vynechanim libovolné hrany e; z C' ztustane graf
souvisly (vynechand hrana e; cyklu Cp neovlivni souvislost grafu) a bude navic obsahovat jako podgraf
druhy cyklus Csy. Graf nebude acyklicky, a proto takovy graf, ktery spliiuje podminky zadani, neexistuje.

Podobné vynechanim libovolné hrany ey z cyklu Cy zustane graf souvisly (vynechand hrana es cyklu Co
neovlivni souvislost grafu) a vysledny graf nebude strom (souvisly acyklicky graf).

Jiny dukaz:

Podle Dusledku 5.8. ve skriptech [IUTG], vznikne pfiddnim hrany do stromu pravé jeden cyklus. Existence
grafu se zadan{ by byla ve sporu s timto dusledkem, nebot vracenim odebrané hrany do ziskaného stromu
by mély vzniknout dva cykly.

5.2.5. Kolik hran je tfeba vynechat z kompletniho grafu K,,, aby zustala kostra?
Vime, ze kompletni graf K,, ma (g) hran a jeho kostra je stromem s n vrcholy, ktery ma n — 1 hran.
7 celkového poctu (g) hran ma4 zustat n — 1. Proto je tieba vynechat prave

() ~0=(5) ~n =g e-n= o2 = (7))

hran.

5.2.6. Mame dan strom 7" se 17 vrcholy.

a) Kolik odebereme ze stromu T vrcholu (dle algoritmu z pfednésky), nez najdeme centrum?

Centrum je tvofeno bud jednim vrcholem, nebo hranou mezi dvojici vrcholi. Zbylé vrcholy jsou
v priubéhu algoritmu odstranény. Celkem musi byt odstranéno 16 nebo 15 vrcholu.

Obé moznosti jsou realizovatelné. Stromem, ze kterého bude odstranéno 16 vrcholt je naptiklad Pig
nebo kompletni bipartitni graf K 16. Stromem, ze kterého bude odstranéno 15 vrcholu je naptiklad
cesta se 16 vrcholy s jednim listem pfipojenym k nékterému vrcholu stupné 2.

b) Kolik nejméné nastane takovych kroku algoritmu, kdy odstranujeme listy?
Pro strom K 16 staci jediny krok ,holeni“, nez dostaneme centrum. Podobné pro dvojhvézdu S(t, 15—
t), kde t € [1, 14].

¢) Kolik nejvice nastane takovych kroku, kdy odstranujeme listy?

Kazdy netrividlni strom obsahuje alespon dva vrcholy stupné 1. Cesta je takovy strom, ktery obsahuje
pravé dva vrcholy stupné 1. Pro strom Pig je tfeba odstranovat vzdy alespon dva listy, kroku bude
alespoit || = 8.
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5.2.7. Mame dan strom s péti vrcholy. Kolik odebereme vrcholu (dle algoritmu z prednédsky), nez najdeme
centrum?

Strom s péti vrcholy neni centrem, proto musim provést alespon jeden krok algoritmu. Jeden krok muze
stacit, napiiklad v grafu K 4. Pro cestu P5 vSak potfebujeme alespoii dva kroky. V kazdém kroku algoritmu
se odstrani alespon dva vrcholy, proto vice nez dva kroky nemohou byt.

5.2.8. Mdme dén strom se ¢tyfmi vrcholy. Kolik odebereme vrcholu (dle algoritmu z prednésky), nez
najdeme centrum?

Strom se ¢tyfmi vrcholy neni centrem, proto musim provést alespon jeden krok algoritmu. Jeden krok vzdy
staci, protoze odebereme 2 nebo tii listy a dostaneme centrum.

Jiné teSeni:

Existuji dva stromy se ¢tyfmi vrcholy: cesta P, a graf K 3. V obou piipadech staci jediny krok.

5.2.9.Y Strom m4 56 hran. Kolik muze mit vrcholu?

Podle Véty 5.4. ve skriptech [IITG] je pocet hran stromu o jednu mensi nez pocet hran. Proto je jednozna¢né
uréeno, ze strom ma 57 vrcholu.

5.2.10. Acyklicky graf ma 70 vrchola a 60 hran. Kolik ma komponent?
V acyklickém grafu je kazda komponenta souvisld a acyklicka, je stromem. Kazdy strom ma pravé o jednu
hranu méné nez vrcholi. Protoze je o 10 hran méné nez vrchold, ma dany les 10 komponent.

5.2.11. Acyklicky graf ma 60 vrcholid a 70 hran. Kolik ma komponent?
V acyklickém grafu je kazdd komponenta stromem. Kazdy strom ma vzdy o jednu hranu méné nez vrcholu.
Protoze je hran vice nez vrcholi, takovy acyklicky graf nemuze existovat.

5.2.12.Y Najdéte graf se dvéma cykly, ze kterého vynechdnim dvou hran vznikne strom.
Napiiklad graf ,motylek®.

5.2.13. Najdéte graf se dvéma cykly, ze kterého vynechanim ti{ hran vznikne strom.

Takovy graf neexistuje. Mame-li graf se dvéma cykly a vysledny graf ma byt souvisly bez cykla, tak musime
odebrat z kazdého cyklu pravé jednu hranu, aby vysledny graf byl acyklicky. Dostaneme strom. Odebranim
tfeti hrany v8ak porusime souvislost.

5.2.14. Najdéte graf se tfemi cykly, ze kterého vynechanim t#{ hran vznikne strom.
Takovy graf existuje. Napiiklad graf, ktery vznikne ztotoznénim jednoho pevné zvoleného vrcholu v kazdém
ze tii cyklu.

5.2.15. Najdéte graf se tfemi cykly, ze kterého vynechanim dvou hran vznikne strom. [existuje]

5.3 Korenové a péstované stromy

5.3.1. Najdéte a zapiste kod kofenového stromu (7, 7) na Obrazku B4.
T

Obrazek 5.4: Korenovy strom (T,r).
Algoritmem z prednédsky dostaneme kéd 00010110010110010111.

5.3.2. Najdéte a zapiste kod kotenového stromu (7', r) na Obrazku B3
T

Obrazek 5.5: Korenovy strom (T,r).
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Algoritmem z pirednésky dostaneme kéd 000101100101100111.

5.3.3. Najdéte a zapiste kéd kofenového stromu (7', 7) na Obrazku BB.

r

Obrazek 5.6: Korenovy strom (T,r).

Algoritmem z prednédsky dostaneme kéd 0000110110010110010111.

5.3.4. Najdéte a zapiste kod kotenového stromu (7', s) na Obrazku B2.

Obrazek 5.7: Korenovy strom (T, s).

Algoritmem z prednédsky dostaneme kéd 00101000101100101111.
5.3.5. Mame dan strom 7" na Obrazku BER.

Obrazek 5.8: Strom T', vyznacené vrcholy r, s.

a) Najdéte a zapiste kod kofenového stromu (7, 7).
b) Najdéte a zapiste minimalni kéd korenového stromu (7', 7).
c) Najdéte a zapiste kéd kofenového stromu (7', s).
d) Najdéte a zapiste minimalni kéd korenového stromu (7', s).

5.3.6. Nakreslete péstovany kofenovy strom dany nésledujicim kdédem.
a) 000000000111111111
b) 00010110010110010111

¢) 000010110100111000110111

Obréazek péstovaného stromu je na Obrazku B4.

[0001001011100101001111]
[0000101101100011010111]
[0010010110001010011111]

[0000011010111001011011]

[strom izomorfni s P]

[Obrazek 64

Obrazek 5.9: Péstovany] kotenovy strom dany kédem 000010110100111000110111.
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Q)

e)

00001011010011100011011 [toto neni korektn{ k6d ]

000010110110011100011011 [toto neni korektni kéd]

5.3.7. Je kéd péstovaného kotrenového stromu daného nasledujicim kédem minimélni?

5.4

5.4.1.

000000000111111111. [ano]
00010110010110010111 [ano]
000110010110010010111

Kéd ma vice nul nez jednic¢ek, nejednd se o platny kod.

00010110011001010111

Kéd neni minimalni, protoze kédy podstromu kofene 0011, 001011, 00101011 by musely byt v jiném
poradi.

0000110110110001010111
Kéde neni platny, protoze jiz po 12 bitech obsahuj stejné jednicek jako nul. Nejedna se o platny kéd.

000010110100111000110111

Jednd se o kéd stromu, ale ne o minimélni kéd. Desaty a jedenacty symbol ,,10“ by musely byt
prohozeny na ,,01¢.

Izomorfismus stromu

Kolik existuje neizomorfnich lesu s péti vrcholy?

Systematicky projdeme vSechny mozné lesy s péti vrcholy. Jednotlivé moznosti rozdélime podle poctu hran.

Bez hran existuje jediny les 5K;.

S 1 hranou existuje jediny les Ko U 3K].

Se 2 hranami existuji dva lesy Ko U Ko U K1, Po U2K5.
Se 3 hranami existuji tii lesy K13 U K1, P3U Ky, P, U K.

Se 4 hranami existuji tfi stromy (a soucasné lesy) cesta Py, cesta Ps s jednim vrcholem pfipojenym
k nelistovému vrcholu (dvojhvézda DS(2,1)) a hvézda K 4.

Celkem existuje 1 +1+2+ 3+ 3 = 10 lesu.

5.4.2. Které kotfenové stromy maji jednoznacné urceny kod i kdyz nejsou péstované? [takové stromy,
které maji vSechny vrcholy ve stejné vzdélenosti od kofene stejny stupen|

5.4.3.

Zjistéte, které z nasledujicich stromu na Obréazku B0 jsou izomorfni.

i 1Y .

Obrazek 5.10: Stromy T, S a R.

Pro kazdy ze stromu T, S a R najdeme cetrum, v centru zvolime kofen a sestavime minimélni kéd
prislusného kofenového stromu. porovnanim kédu zjistime, ze izomorfni jsou T a R.
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5.5 Kostry grafi

5.5.1. Kolik koster ma nésledujici graf W47 Predpokladejme, ze rozliSujeme vrcholy.

Obrazek 5.11: Graf Wy.

Protoze W, ma 8 hran a kostra s péti vrcholy ma 4 hrany, musime odstranit pravé ¢tyfi hrany a rozbit
kazdy z cyklu 4C3 + 4Cy + C4 + 4C5 cykla. Mame nékolik moznosti:

e odstranit libovolnou jednu hranu ,,vnéjstho“ cyklu Cy ((‘11) moznosti) a libovolné tfi vnitini hrany
((g) moznosti), celkem 4 - 4 = 16 moznostf,

e odstranit nékteré dvé protilehlé hrany ,,vnéjstho“ cyklu Cy (2 moznosti) a libovolné dvé vnitini hrany
(2 - 2 moznosti), celkem 2 -2 -2 = 8 moznosti,

e odstranit nékteré dvé sousedni hrany ,,vnéjstho“ cyklu Cy (4 moznosti) a takové dvé vnitini hrany
tak, aby nebyl izolovany vrchol ((?) moznosti), celkem 4 - 3 = 12 moznosti,

e odstranit libovolné tii hrany ,vnéjsiho“ cyklu Cy ((g) moznosti) a jednu hranu vnitini tak, aby se
rozbil zbyvajici cyklus Cs (2 moznosti), celkem 4 - 2 = 8 moznosti,

e odstranit ¢tyfi hrany ,,vnéjstho® cyklu, zustane Kj 4 (1 moznost).

Celkem mame
16 + 8 +12 4+ 8 + 1 = 45 moznosti.

5.5.2. Mame dan graf G na Obrazku BT

Obrazek 5.12: Graf G.

a) Najdéte nejmensi kostru grafu G pomoci Kruskalova (hladového) algoritmu. Jaka je vdha nejmensi
kostry?

Nejprve sefadime hrany podle vahy do (neklesajici) posloupnosti. Dostaneme vy, vovg, v5v9, V7Vs,

1
V15, V2Us, U3Vg, UsVg, V1V, V17, UsUs, Ugly, U2U3, V4Us, U4U7, Ugly, U3Vg, V4Vs. Budeme postupné vybirat
———

~~

2 3 4 5
hrany tak, aby nevznikl cyklus. Vynechdme hrany vsvg a v1vs. Algoritmus skonéi, jakmile priddme 8
hran. Nejmensi kostra ma vahu 13 a je na Obrazku hT3.
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Obrézek 5.13: Nejmensi kostra grafu G.

b) Najdéte nejmensi kostru grafu G pomoci Jarnikova (Primova) algoritmu. Vychozi vrchol je v;. Jakéd
je vaha nejmensi kostry?

Ze seznamu hran vzdy vybirdme tu hranu, kterd ma nejmensi vahu, jeden koncovy vrchol mezi vrcholy
rozrustajiciho se stromu a druhy vrchol mimo strom (vime, ze pfiddnim takové hrany ke stromu
nevznikne cyklus). Nejmensi kostra mé vahu 13. Nékterd feseni jsou na Obrazku BT4.

v

U8 Vg vr Ug U9

1 1

U1 V2 U3 U1 V2 U3

Obrazek 5.14: Nejmensi kostry grafu G.

¢) Najdéte nejmensi kostru grafu G pomoci Boruvkova algoritmu. Jaké je vdha nejmensi kostry?

Boruvkuv algoritmus nemuzeme pouzit. Vahy hran by musely byt ruzné.

5.5.3. Jaké vlastnosti musi mit ohodnoceni grafu, aby vsechny tii algoritmy (Boruvkuv, Jarnikuv/Primuv
i Kruskaluv (hladovy) nasly vzdy stejnou kostru?

Aby byklo mozZzno pouzit Boruvkuv algoritmus, nesmi zadné dvé hrany mit stejné ohodnoceni, tj. ohod-
noceni musi byt injekci do oboru hodnot. V takovém pfipadé bude nejmensi kostra uréena jednoznacné,
nebot nebude existovat jina kostra se stejnym ohodnocenim. Kazd4 hrana kostry by mohla zaménéna pouze
za hranu s vysSim ohodnocenim. VSechny tii algoritmy daji stejny vysledek.

5.5.4. Mé&jme dén kompletni graf K, jehoz mnozina vrcholu je V' = [1,n]. Kazdou hranu wv ohodnotime
souctem u + v. Jak vypada nejmensi kostra takto ohodnoceného kompletniho grafu?

Postupujeme-li pii hledani kostry Jarnikovym algoritmem z vrcholu 1, tak v kazdém kroku bude pfidana
hrana do vrcholu x, kterd vychazi z vrcholu 1. Jakakoliv jind hrana yx by méla vyssi ohodnoceni y + x nez
hrana 1z s ohodnocenim 1 + .

5.5.5. Méjme dan kompletni graf K, jehoz mnozina vrcholu je V' = [1,n]. Kazdou hranu wv ohodnotime
souctem 2u + Hv, kde u < v. Jak vypadd nejmensi kostra takto ohodnoceného kompletniho grafu?
Postupujeme-li pfi hledani kostry Jarnikovym algoritmem z vrcholu 1, tak v kazdém kroku bude pfidana
hrana do vrcholu x, ktera vychazi z vrcholu 1. Jakdkoliv jind hrana yz by méla vyssi ohodnoceni 2y + bz,
resp. dx + 2y, nez hrana lx s ohodnocenim 2 + 5z, resp. 5 + 2y.

5.6 Priklady k procviceni

5.6.1.Y Kolik rtznych koster mé cyklus C,? Predpoklddejme, ze rozlisujeme vrcholy.
Staci odstranit libovolnou hranu cyklu C,,, vzdy zustane cesta P,. Tato cesta je kostrou, protoze je souvisla
a ma n — 1 hran. Rozlisujeme-li vrcholy (a tedy kterou hranu odstranime) dostaneme n ruznych koster.
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5.6.2.Y Kolik riiznych neizomorfnich koster ma cyklus C,? Predpoklddejme, Ze nerozlisujeme vrcholy.
Staéi odstranit libovolnou hranu, vzdy zustane cesta P;.

5.6.3. Mame graf Kjy.
a) Kolik ruznych neizomorfnich koster mé graf K,?

Hleddme vlastné pocet neizomorfnich stromu se 4 vrcholy. Takové stromy existuji dva: cesta Pj
a hvézda K 3.

b) Kolik ruznych koster mé graf Ky, jestlize rozlisujeme vrcholy?
Protoze jsou dva neizomorfni stromy se 4 vrcholy: cesta P; a hvézda K 3, mame celkem

4!
—4+4-1=16
2+

ruznych koster. Dvanact jich je izomorfnich s cestou Py a ¢tyfi s hvézdou K 3.
5.6.4. Mame graf K.
a) Kolik ruznych koster ma graf K57 Predpokldddme, ze rozlisujeme vrcholy. [125]
b) Kolik ruznych neizomorfnich koster ma graf K5? Pfedpokladame, ze nerozlisujeme vrcholy. [3]
5.6.5. Mame graf Kg.
a)* Kolik ruznych koster ma graf Kg? Predpokldddme, ze rozlisujeme vrcholy. [1296]
b) Kolik ruznych neizomorfnich koster ma graf K47 Predpokladame, ze nerozlisujeme vrcholy. [6]

5.6.6. Kolik hran je tfeba vynechat z kompletniho bipartitniho grafu K,, ,, aby zustala kostra?
Z celkového poc¢tu m - n hran mé zustat m + n — 1 hran. Proto je tfeba vynechat prave

mn—(m+n—1)=mn—-m-n+l=mn-1)—-—(n-1)=m-1)(n—-1)
hran.

5.6.7. Kolik nejméné vrcholt musi mit graf, ktery ma dvé hranové disjunktni kostry? Najdete takovy graf?
Abychom mohli mit dvé hranové disjunktni kostry, tak v kompletnim grafu s n vrcholy musi byt alespon
2(n — 1) hran. Upravime

n

2

1
§n(n -1) > 2(n-1)
n > 4.

\Y]

2(n—1)

Graf K4 vskutku obsahuje dvé hranové disjunktni kostry: cesta Py a jeji doplnék (také cesta Py).

5.6.8. Najdete priklad souvislého grafu, ktery ma 1001 rtznych koster. Predpokladdme, ze rozliSujeme
vrcholy.
Protoze 1001 = 7- 11 - 13, staci vzit t¥i cykly Cv, C11 a Ci3 a spojit je v nékterém vrcholu.
Jiné resSeni:
Cyklus C), mé n riznych koster. feSenim je také cyklus C,.
5.6.9. Mame strom 7" a jeho kod C'. Cestou ve strom T" budeme rozumét podgraf, ktery je izomorfni s cestou.
Co muzeme fici o nejdelsi cesté ve stromu T, je-li v kédu C' pét po sobé jdoucich nul?
7 kostrukce stromu vyplyva, ze T obsahuje cestu délky alespon 4.

Toto tvrzeni obecné nejde zesilit, delsi cesta memusi existovat. Napfiiklad strom T = P; s kofenem
v listu ma v kédu pravé pét po sobé jdoucich nul. Nejdelsi cesta je pouze cesta délky 4.

5.6.10. Mame strom T' a jeho minimdlni kéd C'. Cestou ve stromu 7' budeme rozumét podgraf, ktery je
izomorfni s cestou. Co muzeme fici o nejdelsi cesté ve stromu 7', je-li v kddu C pét po sobé jdoucich nul?
7 kostrukce stromu vyplyva, ze T obsahuje cestu délky alespon 4.

Toto tvrzeni obecné nejde zesilit, delsi cesta memusi existovat. Naptiklad strom T = P; s kofenem
v listu ma v kédu pravé pét po sobé jdoucich nul. Nejdelsi cesta je pouze cesta délky 4.
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6 Barevnost a kresleni graft

Pojmy barevnosti grafu a rovinného zakresleni grafu jsou popsany ve skriptech [UTG].

6.1 Motivacni priklady

6.1.1. Skladovaci problém: Ve skladu potravin mame rtzné druhy zbozi. Podle hygienickych norem se nesmi
nékteré druhy potravin skladovat spolu v jedné mistnosti. Nasim tkolem je zjistit, kolik nejméné mistnosti
je potieba ve skladu pronajmout, aby bylo zbozi ulozeno podle predpisu. Jak namodelujete skladovaci
problém pomoci teorie grafu.

Vrcholy grafu budou jednotlivé druhy zbozi a hranou spojime ty dva druhy zbozi, které nemohou byt
skladovany spolu v jedné mistnosti. Hleddme minimdalni pocet barev pro dobré vrcholové barveni grafu.
Sousedni vrcholy musi mit riznou barvu (barveni je ,dobré“) a pocet barev bude odpovidat po¢tu mistnosti.
Proto hleddme dobré obarveni pomoci nejmensiho poc¢tu barev.

6.1.2. Kolik nejméné barev je potfeba na obarveni 15 bilidrovych kouli v trojuhelnikovém postaveni
(Obrazek B) tak, aby zadné dvé dotykajici se koule nebyly obarveny stejnou barvou?

Obréazek 6.1: Bilidrové koule v trojuhelnikovém postavent.

Sestavime graf, jehoz vrcholy odpovidaji bilidrovym koulim a dva vrcholy jsou spojeny hranou, pokud se
odpovidajici bilidrové koule dotykaji. Dostaneme graf jako na Obrazku B2. Potfebujeme alespon tfi barvy,
nebot v grafu najdeme podgraf K3 (najdeme tfi koule, které se navzajem dotykaji). Naproti tomu tii barvy
staci, graf (a proto i bilidrové koule) muzeme obarvit jako na Obrazku B2.

'A' 'A"'A' 'A' 'A' 'A"’A' 'A'
AVA (VN AVA Y OAYaAYA

’A"'A"’A'

A YAAY

'A"’A'
YAAY

Obréazek 6.2: Bilidgrové koule obarvené tremi barvami.

6.2 Vrcholova barveni grafi

6.2.1. Jaké je chromatické ¢islo (barevnost) nasledujicich grafu?

Obrazek 6.3: Grafy Wg a Wr.



140

2)

Petr Kovér: Resené priklady DM a UTG (30. zarf 2026)

Graf Wy (Obrazek B23)

Chromatické ¢islo grafu Wg neni 2, protoze neni bipartitni. Thned vidime, Ze obsahuje podgraf K3,
a proto chromatické ¢islo je alesponi 3. Naproti tomu na dobré obarveni sta¢i 3 barvy: vnéjsi sudy
cyklus Cyg obarvime stiidavé dvéma barvami a vnitini vrchol obarvime barvou 3. Plati x(Ws) = 3.

Graf Wy, viz Obrazek 633

Chromatické ¢islo grafu Wy neni 2, protoze neni bipartitni (obsahuje liché cykly, ihned vidime exis-
tenci cyklu C3). Ukdzeme, ze chromatické ¢islo je dokonce vétsi nez 3. Vsimneme si, ze ,,prostiedni®
vrchol musi byt jiné barvy nez vSechny ostatni vrcholy, protoze je se vSemi sousedni. Zbylé vrcholy
tvoii lichy cyklus a na jeho dobré obarveni potiebujeme dalsi tii barvy. Takové obarveni je jisté
dobré, a proto je x(Wr) = 4.

Graf pravidelného ¢tytfsténu, viz Obrazek B4.

Obréazek 6.4: Rovinnd nakreslent pravidelného ctyrsténu, Sestisténu a osmisténu.

Graf pravidelného ¢tyfsténu je soucasné kompletni graf Ky. Protoze kazdé dva vrcholy musi mit jinou
barvu, plati y(K4) = 4.
Graf pravidelného Sestisténu, viz Obrazek B4.

Graf pravidelného Sestisténu (krychle) je bipartitni. Proto staci dvé barvy a plati x(G) = 2.

Graf pravidelného osmisténu, viz Obrazek G4,

Graf pravidelného osmisténu obsahuje podgrafy K3, proto chromatické &islo je alespon 3. Graf ob-
sahuje tii dvojice nezévislych vrcholti a obarvime-li kazdou dvojici jednou barvou, dostaneme dobré
barveni tfemi barvami. Plati x(G) = 3.

6.2.2. Jaké je chromatické ¢islo (barevnost) grafu G na Obrézku 637

Obrazek 6.5: Graf G.

Graf neni bipartitni, nebot obsahuje lichy cyklus. Proto je potfeba alespon 3 barvy. Snadno ukdzeme, Ze
tfi barvy staci, nebot obarvime vrcholy (po fddcich) stiidavé barvami 1 a 2, pricemz oba horni nebo oba
dolni rohové vrcholy obarvime barvou 3. Dostaneme dobré vrcholové barveni grafu G.

6.2.3. Jaké je chromatické ¢islo (barevnost) cirkulantu Cjo(1,2,5) na Obrazku 687
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Obrézek 6.6: Cirkulant Cho(1,2,5).

Graf nenf bipartitni, nebot obsahuje lichy cyklus. ProtoZe nejvétsi nezdvisla mnozina obsahuje 3 vrcholy (viz
cviceni (3 na strané MM3), nebudou stacit tii barvy, ale bude tfeba alespon ¢ty#i barvy. Snadno ukdzeme, ze
4 barvy staci, nebot obarvime vrcholy (po fadé) barvami 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 4, Dostaneme dobré vrcholové
barveni grafu G.

6.2.4. Kolik nejméné hran musime vynechat z grafu Wy (viz Obrézek B33), aby chromatické ¢islo vysledného
grafu bylo 27

Graf Wg obsahuje 8 trojuhelniku K3. Aby chromatické ¢islo bylo 2, musime vynechat tolik hran, abychom
,rozbili“ vSechny trojihelniky. Odebranim jedné ,jobvodové“ hrany rozbijeme nejvyse jeden trojihelnik.
Odebranim jedné ,spice“ rozbijeme nejvyse dva trojuhelniky. Vskutku staci odebrat ¢tyti hrany incidentni
s centralnim vrcholem a kazdym druhym obvodovym vrcholem a dostaneme (bipartitni) graf, jehoz chro-
matické ¢islo je 2.

6.2.5. Kolika nejvyse barvami obarvime kompletni bipartitni graf s alespon tfemi vrcholy, jestlize mu
pridame jednu hranu?

Ptidand hrana musi spojovat dva vrcholy téze partity. V kompletnim bipartitnim grafu priddanim hrany xy
do jedné partity musel vzniknout lichy cyklus xyz, kde z je libovolny vrchol z druhé partity. Proto podle
Véty 6.7. ve skriptech [IITG] na obarveni takového grafu je potfeba minimalné tii barvy. Obarvime-li
v8echny vrcholy v druhé partité barvou 1, vSechny vrcholy kromé x v partité s hranou xy barvou 2 a vrchol
x barvou 3, dostaneme dobré obarveni zadaného grafu. Staci nam vzdy 3 barvy.

6.2.6. Kolika nejvyse barvami obarvime kompletni bipartitni graf, jestlize mu pfidame dvé hrany?

Jsou-li pfidané hrany ve stejné partité, ukazeme, ze staci 3 barvy. Pokud podgraf indukovany na hranach
v partité je Ko, obarvime vzdy jeden koncovy vrchol barvou 3 a ostatni barvou 1. VSechny vrcholy v druhé
partité obarvime barvou 2.

Jsou-li pfidané hrany wujue, vive v ruznych partitach, jsou potieba 4 barvy, protoze graf indukovany
na vrcholech wuj,us, vy, vy je kompletni. Obarvime vSechny vrcholy v jedné partité barvou 1, vrchol wuy
barvou 3. Déle obarvime vSechny vrchly v druhé partité barvou 2, vrchol v; barvou 4. Dostaneme dobré
vrcholové barveni.

6.2.7.Y Kolika barvami lze obarvit strom?
Rozlisime dva pfipady stromu 7"

1. mé-li T jediny vrchol, stac¢i ndm barva jedind, x(7) = 1,

2. mé-li T alesponn dva vrcholy, tak protoze neobsahuje lichy cyklus (neobsahuje zadny cyklus), je T'
bipartitni a na jeho dobré obarveni staci dvé barvy, x(7') = 2.

6.2.8. Kolik barev je potfeba na obarveni (jaka je barevnost) K,, — e?

Odebereme-li hranu e = wv a obarvime-li vrcholy u, v stejnou barvou 1 a zbyvajici vrcholy barvami 2 az
n — 1 a dostaneme dobré barveni pomoci n — 1 barev. Méné barev nestaci protoze graf obsahuje kompletni
podgraf K, . Plati x(K, —e) =n — 1.

6.2.9. Kolik barev je potieba na obarveni (jaké je barevnost) C, s jednou pfidanou hranou viv;, @ € [1,n]?
Jestlize n je liché, potfebujeme na obarveni cyklu C), alespon tii barvy. Bez ijmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze vrchol vy je obarven barvou 3 a na ostatnich vrcholech se pravidelné stiidaji barvy 1 a 2.
Protoze koncovy vrchol v; hrany vyv; je obarven barvou 3 a druhy ne, je toto barveni dobré i pro cyklus
s pridanou hranou.

Je-li n sudé, staci na obarveni cyklu C,, dvé barvy a to jedinym zptusobem (az na pojmenovani barev).
Déle rozlisime dva ptipady. Jestlize ¢ je liché, spojuje hrana vjv; dva vrcholy stejné barvy. Proto dobré
barveni ziskame, bude-li vrchol v; obarven barvou 3 a barevnost grafu bude 3.

Jestlize n je sudé a i je sudé, spojuje hrana viv; dva vrcholy riuzné barvy a barevnost grafu je 2.

6.2.10. Mam dan graf G. Co muzeme fici o barvenosti grafu G, jestlize zname A(G)?
Ukéazeme matematickou indukei vzhledem k poctu vrcholu, ze pro barevnost grafu G plati x(G) < 1+A(G).
Je-li G trividlni graf, jisté staci 1 + A(G) =1+ 0 = 1 barva.
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Nyni predpoklddejme, ze pro graf s méné nez n vrcholy plati x(G') < 1+ A(G). Ukdzeme, ze i graf
s n vrcholy lze (dobfe) obarvit 1 + A(G) barvami. Vezmeme libovolny vrchol v grafu G a odebranim
vrcholu v dostaneme graf G’. Nejvyssi stupen se odebranim vrcholu jisté nezvétsil, proto na obarveni G’
stac¢i 1 + A(G') < 1+ A(G) barev.

Nyni sta¢i vrchol v obarvit tou z 1 + A(G) barev, kterd se mezi nejvyse A(G) sousedy vrcholu v
nevyskytuje.

6.3 Rovinné kresleni grafu

6.3.1. Pokud je to mozné, nakreslete graf G na Obrazku B tak, aby se hrany neprotinaly.

Obrézek 6.7: Graf G.

[Graf G je rovinny. |

6.3.2. Pokud je to mozné, nakreslete graf G na Obrazku B3 tak, aby se hrany neprotinaly.

Obréazek 6.8: Graf G.

[Graf G je rovinny. |

6.3.3. Ukazte, ze po pridani libovolné hrany do grafu na Obrazku B3 vysledny graf jiz nebude rovinny.
Podle dtsledku Eulerova vzorce muze rovinny graf s n vrcholy obsahovat nejvyse 3n — 6 hran. Graf
na Obrazku B8 méa 8 vrcholi a 18 hran. Pfidanim libovolné hrany by mél 19 hran, coz by bylo ve sporu
s nerovnosti 19 = |E| <3n—-6=3-8 —6 = 18.

6.3.4. Pokud je to mozné, nakreslete rovinny graf pravidelného ctyisténu.
Rovinné nakresleni je na Obrazku G4.

6.3.5. Pokud je to mozné, nakreslete rovinny graf pravidelného Sestisténu (krychle).
Rovinné nakresleni je na Obrazku B4.

6.3.6. Pokud je to mozné, nakreslete rovinny graf pravidelného osmisténu.
Rovinné nakresleni je na Obrazku B3.

6.3.7. Nakreslete rovinny graf pravidelného dvanactisténu.

Rovinné nakresleni je na Obrazku 6.
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Obrézek 6.9: Rovinnd nakresleni pravidelného dvandctisténu a dvacetisténu.

6.3.8. Nakreslete rovinny graf pravidelného dvacetisténu.
Rovinné nakresleni je na Obrazku 64.

6.3.9. Nakreslete rovinny graf osmisténu a najdéte odpovidajici dudlni graf. [dudlni graf pravidelného
osmisténu je graf pravidelného Sestisténu (krychle)]

6.3.10. Nakreslete rovinny graf dvanactisténu a najdéte odpovidajici dudlni graf. [dudlni graf
pravidelného dvanictisténu je graf pravidelného dvacetisténu]

6.3.11. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného osmisténu. Stény pravidelného osmisténu jsou
trojuhelniky.

a)

b)

Kolik mé oblasti?

Jedné se o pravidelny osmistén, graf bude mit 8 oblasti.

Kolik m4 hran?

Protoze stény pravidelného osmisténu jsou ohranic¢eny trojihelniky, mé graf osm oblast{ ohrani¢enych
tfemi hranami. Protoze kazda hrana je zapocitana dvakrat (jednou za kazdou sousedici oblast/sténu),
m4 graf celkem %8 -3 =12 hran.

Kolik m4 vrcholu?

Podle predchozich cviceni vime, ze graf pravidelného osmisténu mé osm oblasti a 12 hran. Z Eulerova
vzorce dostaneme, ze ma v =2 — f +e =2 — 8 + 12 = 6 vrcholu.

Kolik dalsich hran muzeme do roviného nakresleni osmisténu piidat tak, aby graf zustal rovinny?

Vime, zZe rovinny graf s v vrcholy, v = 6, ma nejvyse 3v —6 = 18 — 6 = 12 hran. Proto jiz nemizeme
pridat zadnou hranu.

6.3.12. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného Sestisténu (krychle).

a)

b)

Kolik mé oblasti?

Jedna se o pravidelny Sestistén, graf bude mit 6 oblasti.

Kolik m4 hran?

Protoze stény (oblasti) pravidelného Sestisténu jsou ¢tverce, mé graf Sest oblasti ohrani¢enych ¢tyimi
hranami. Protoze kazda hrana je zapocitdna dvakrat (jednou za kazdou sousedici sténu/oblast), ma
graf celkem %6 -4 =12 hran.

Kolik m4 vrcholu?

Podle predchozich cviceni vime, Ze graf pravidelného osmisténu mé 6 oblasti a 12 hran. Z Fulerova
vzorce dostaneme, ze ma v =2 — f+e =2 — 6+ 12 = 8 vrcholt.
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Kolik dalsich hran muzeme do roviného nakresleni krychle pridat tak, aby graf zustal rovinny?

Vime, ze rovinny graf s v vrcholy, v = 8, ma nejvyse 3v —6 = 24 — 6 = 18 hran. Proto muzeme piidat
az 6 hran — do kazdé oblasti muzeme piidat uhlopticku.

6.3.13. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného dvanactisténu. Stény pravidelného dvanactisténu jsou
pétithelniky.

a)

b)

Kolik m& oblasti?

Jedna se o pravidelny dvanactistén, graf bude mit 12 oblasti.

Kolik m& hran?

Protoze stény (oblasti) pravidelného dvandctisténu jsou pétidhelniky, m& graf dvandct oblasti
ohranic¢enych péti hranami. Protoze kazda hrana je zapocitana dvakrat (jednou za kazdou sousedici
sténu/oblast), mé graf celkem 512 -5 = 30 hran.

Kolik m4 vrcholu?

Podle ptredchozich cviceni vime, ze graf pravidelného dvandctisténu ma 12 oblasti a 30 hran. Z Eule-
rova vzorce dostaneme, ze md v =2 — f +e =2 — 12 + 30 = 20 vrcholu.

Kolik dalsich hran mtuzeme do roviného nakresleni dvanactisténu piidat tak, aby graf zustal rovinny?

Vime, ze rovinny graf s v vrcholy, v = 20, ma nejvyse 3v —6 = 60 —6 = 54 hran. Proto muzeme pfidat
az 24 hran — do kazdé z dvanécti stén/oblasti muzeme piidat soucasné dvé thlopiicky do jednoho
spole¢ného vrcholu.

6.3.14. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného dvacetisténu. Stény pravidelného dvacetisténu jsou
trojihelniky.

a)

b)

Kolik mé oblasti?

Jednd se o pravidelny dvacetistén, graf bude mit 20 oblasti.

Kolik m4 hran?

Protoze stény/oblasti pravidelného Sestisténu jsou trojihelniky, mé graf dvacet oblasti ohrani¢enych
tfemi hranami. Protoze kazd4 hrana je zapoé¢itana dvakrat (jednou za kazdou sousedici sténu/oblast),
mé graf celkem %20 -3 = 30 hran.

Kolik méa vrchola?

Podle ptedchozich cviceni vime, ze graf pravidelného osmisténu mé 20 oblasti a 30 hran. Z Eulerova
vzorce dostaneme, ze ma v =2 — f +e =2 — 20 + 30 = 12 vrcholu.

Kolik dalsich hran muzeme do roviného nakresleni dvacetisténu piidat tak, aby graf zustal rovinny?

Vime, 7Ze rovinny graf s v vrcholy, v = 12, m4a nejvyse 3v —6 = 36 — 6 = 30 hran. Proto jiz nemtzeme
pridat zadnou hranu.

6.3.15. Kolik méa souvisly rovinny graf oblasti, vite-li, ze ma

a)

20 vrcholu a 25 hran?

7 FEulerova vzorce dostaneme f =2+ e —v = 2+ 25 — 20 = 7 oblasti. Takovy rovinny graf existuje,
napiiklad cyklus Co, do kterého pfiddme 5 thloptiénych hran (chordél) vychézejicich z jednoho
vrcholu.

16 vrcholu a 15 hran?

7 Fulerova vzorce dostaneme f =2+ e —v =2+ 15 — 16 = 1 oblasti. Takovy rovinny graf existuje,
napiiklad cesta Pig.
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c) 25 vrcholu a 22 hran? [takovy souvisly graf neexistuje]

d) 5 vrcholu a 10 hran?

7 Fulerova vzorce bychom dostali f = 2+ e —v = 2+ 10 — 5 = 7 oblasti. Takovy souvisly graf
sice existuje (je jednozna¢né urceny, kompletni graf Kj5), ale nemuze byt rovinny. Rovinny graf s 5
vrcholy ma nejvyse e < 3v — 6 =15 — 6 = 9 hran.

6.3.16. Nakreslete graf Ky tak, aby
a) se hrany neprotinaly [graf K4 je grafem pravidelného ¢tyisténu|
b) a navic aby byly usecky.
Graf Ky je grafem pravidelného ¢tytsténu, feSeni je na Obrazku 64,
6.3.17. Nakreslete graf K5 — e tak, aby
a) se hrany neprotinaly [ K5 — e je rovinny, nakresleni existuje]

b) a navic aby byly dsecky.
Reseni je na Obrazku B0 vlevo.

Obrazek 6.10: Rovinnd nakreslent grafi Ks —e a K33 — e.

6.3.18. Nakreslete graf K33 — e tak, aby
a) se hrany neprotinaly [K33 — e je rovinny, nakresleni existuje]
b) a navic aby byly usecky.

Resen{ je na Obrazku IO vpravo.

6.3.19. Najdéte rovinny graf, ktery ma nejmensi stupen vrcholu 5.

Protoze kazdy vrchol grafu mé byt stupné alespon 5, jisté musi graf obsahovat alespon 6 vrchola. Ukazeme

si, ze uzitim zndmych tvrzeni muzeme odhadnout nejmensi pocet vrcholu rovinného grafu s 6(G) = 5.
Ozna¢me v pocet vrcholi, e pocet hran a f pocet oblasti hledaného rovinného grafu. Podle

Dusledku 6.14. ze skript [UTG] vime, ze kazdy rovinny graf s v vrcholy mé nejvyse 3v — 6 hran.

e<3v—06

Koneéné z Principu sudosti vime, Ze soucet stupnu je roven dvojndsobku po¢tu hran. Protoze kazdy vrchol
je stupné alespon 5, dostaneme

5u< ) deg(x) = 2e. (2)

zeV(G)
Porovnanim dostaneme
5 < 2e<23v—6)=06v—12
12 < .
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Hledany graf m4 alespon 12 vrchola a ze vztahu B m4 alespon 30 hran, protoze

5v  5-12
€>7_7:
- 2 2

30.

Pokud takovy graf existuje s dvanacti vrcholy s tficeti hranami, ma podle Eulerova vztahu
f=2—v+e=2-124+30=20

ma prave 20 oblasti. Vskutku, graf pravidelného dvacetisténu je jednim z hledanych grafu, viz Obrazek E3.

6.3.20.* Najdéte nekoneéné mnoho neizomorfnich souvislych rovinnych grafi, které maji nejmensi stupen
vrcholu 5.

Stac¢i vzit n kopii grafu pravidelného dvacetisténu, v kazdém vybrat jeden vrchol vnéjsi oblasti (stény) z;
a pridat hrany z;z;11, proi=1,...,n — 1 a hranu z,z,. Takovy graf je rovinny, nebot se jedna o cyklus
Ch, kde do kazdého vrcholu je pfipojena jedna kopie grafu pravidelného dvacetisténu. Graf ma n vrchola
stupné 7 a vSechny ostatni vrcholy stupné 5.

6.3.21. Do rovinného nakresleni stromu pridame dvé hrany, které se navzdjem nekiizi a nekiizi ani zddnou
puvodni hranu stromu. Kolik bude mit vysledny graf oblasti (stén)?

Meéjme strom s n vrcholy. Novy graf bude mit v = n vrcholi, e =n— 142 = n+1 hran, a podle Eulerova
vzorce bude mit f =2+4+e—v=2+4n— (n+ 1) = 3 oblasti.

6.4 Rozpoznani rovinnych grafia

6.4.1.Y Pro kters n je graf K, rovinny? Zdivodnéte. [pro 1 <n < 4, uzitim Kuratowského véty]

6.4.2.Y Pro kterd m,n je graf K, , rovinny? Zduvodnéte.

Aby graf K, , byl rovinny, nesmi obsahovat K33 jako podgraf.
Je-li m = 1, muze byt n libovolné. Grafem je hvézda K ,, (strom), které je rovinnd.
Je-li m = 2, muze byt n libovolné. Grafem je spojenim dvou hvézd K ,, existuje jeho rovinné nakresleni.
Je-li m > 2, musi byt n < 2, jinak K,,, obsahuje 33 jako podgraf.

6.4.3. Existuje rovinné nakresleni pro K¢ — C3? Zduvodnéte.
Graf K¢ — C3 obsahuje podgraf K3 3. Podle Kuratowského véty neni graf K¢ — C3 rovinny. Mimochodem
premisténim vrcholu vpravo iplné doleva dostaneme nakresleni s jedinym kfizenim hran.

Obrazek 6.11: Graf K¢ — C3 neni rovinng.

6.4.4. Nakreslete néjaky souvisly rovinny graf s 12 hranami a 8 oblastmi.
Dle Eulerovy véty ma takovy graf v =2+e— f =24 12 — 8 = 6 vrcholu.

Napiiklad graf pravidelného osmisténu (cyklus Cg s jednim cyklem C5 uvniti a druhym cyklem C3
,venku“).

Muzeme se navic ptat, zda existuji i jiné takové grafy. Jakakoliv triangulace roviny (nejsou vSechny
izomorfni, mohou se ligit naptiklad nejvyssi stupné vrcholi) s 6 vrcholy mé 2v —4 = 2 -6 — 4 = 8 oblasti
adv—6=3-6—6=12 hran.

6.4.5. Nakreslete néjaky souvisly rovinny graf s 21 hranami a 16 oblastmi.
Takovy graf neexistuje. Podle Eulerovy by takovy graf G mél v =2 +¢e — f =2+ 21 — 16 = 7 vrcholu.
Podle Principu sudosti by mél G soucet stupnu 42 a protoze zadny vrchol nemuze byt stupné vétsiho nez
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6, musel by G byt kompletni graf K;. Ten vsak neni plandrni podle Kuratowského véty, nebot obsahuje
podgraf K.

6.4.6.% Je graf G na Obrézku EI2 rovinny? Zduvodnéte.

O) O

S \J

Obrazek 6.12: Graf G.

Graf G obsahuje podgraf izomorfni s rozdélenim grafu K3 3. Podle Kuratowského véty neni rovinny.

S

Obréazek 6.13: Podgraf G izomorfni s rozdélenim grafu K3 3.

6.4.7. Je Petersenuv graf rovinny? Zduvodnéte.

Petersenuv graf jisté neobsahuje rozdéleni grafu K, protoze nema zadny vrchol stupné vétsiho nez 3. Déle
pokud vime, ze nejkratsi cyklus v Petersonové grafu ma délku 5, tak je ziejmé, ze neobsahuje jako podgraf
ani K33, protoze K33 obsahuje Cy jako podgraf. Petersenuv graf vSak obsahuje rozdéleni grafu K33, viz
Obrazek BT4, proto neni rovinny.

K

Obrazek 6.14: Peterseniv graf obsahuje rozdélent grafu K3 3.

6.5 Barveni map a rovinnych grafa
6.5.1. Kolik nejméné barev je tieba na dobré vrcholové barveni rovinného nakresleni grafii?

a) Ks—e

Graf K5 — e obsahuje podgraf K4, proto je potieba alesponi 4 barvy. Nesousedni vrcholy obarvime
stejnou barvou a zbyvajici vrcholy kazdy jinou barvou. Dostaneme dobré barveni grafu Ky = e.

b) Kszz—e
Graf K33 — e je bipartitni, na jeho obarveni staci nejvyse dvé barvy. Méné barev nestaci, protoze
graf obsahuje sousedni vrcholy.

6.5.2. Najdete rovinny graf, na jehoz obarveni je potieba alespon 5 barev? Zduvodnéte. [takovy graf
neexistuje podle Véty o 4 barvach]

6.5.3. Kolik barev je tfeba na dobré obarveni hyperkrychle @,,7

Pro n = 0 je Qo trividlni graf, na jehoz dobré obarveni sta¢i jedna barva. Pro n > 0 je graf @), bipartitni
a na jeho dobré barveni potfebujeme 2 barvy.
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6.5.4. Najdete graf s nejvétsim stupném 2 na jehoz dobré vrcholové barveni jsou potieba alesponn 3 barvy?
Zduvodnéte.

Napiiklad Cor11 pro k > 1. Dvé barvy nestaci. Z4dné dva sousedn{ vrcholy nemohou mit stejnou barvu
a budeme-li pravidelné stridat dvé barvy, tak posledni vrchol bude sousedni s vrcholy obou barev a jiz
bude nutno pouzit barvu tieti.

6.5.5. Najdéte graf s nejvétsim stupném r, na jehoz dobré vrcholové barveni je potieba alespon r+ 1 barev.
[naptiklad K]

6.5.6. Najdete graf s nejvétsim stupném 3 na jehoz dobré vrcholové barveni je potfeba minimalné 5 barev?
Zduvodnéte. [takovy graf neexistuje]
6.5.7. Najdéte chybu v nésledujicicm dukazu: Méjme takovy graf GG, ze na jeho dobré vrcholové barveni
je potireba alespon 5 barev. V grafu GG musi byt vrcholy stupné alespon 5, které jsou sousedni s vrcholy
¢tyT ostatnich barev, jinak bychom je mohli pfebarvit a pouzit méné nez 5 barev. Jiste najdeme takovou
mnozinu péti vrcholu ruzné barvy, které tvoii podgraf Ks.

V roviném grafu podle Kuratowského véty neexistuje podgraf izomorfni s Kj, a proto (podle
predchoziho zduvodnéni) na obarveni roviného grafu budou stacit vzdy ¢tyti barvy.
Chyba je v predpoklady, ze graf, na jehoZz obarveni je potifeba alespon 5 barev, musi obsahovat podgraf K.
Naprtiklad graf Wy, do kterého pridame druhy centralni vrchol y a spojime ho hranami se vSemi vrcholy
cyklu C7 i s centralnim vrcholem x kola W7, neobsahuje graf K5 jako podgraf (zadné tfi vrcholy na ob-
vodu kola nejsou navzdjem sousedni) a pfitom je potieba na obarveni grafu alespon 5 barev: dvé barvy
na centralni vrcholy = a y a tfi dals{ barvy na vrcholy cyklu Cr. Na zakladé tohoto neplatného tvrzeni je
pak jiz snadné chybné ,dokazat“ vétu o ¢tyfech barvéch.

6.6 Priklady k procviceni

6.6.1. Mame dénu hyperkrychli fddu n, znacime ji @, (definice je uvedena na strané [29).

a) Jaky je pocet vrcholu hyperkrychle @7
Vrcholy hyperkrychle jsou pravé vechny bindrni vektory délky n. Takovych vrcholu je V*(2,n) = 2.

b) Jaky je stupen vrcholu v grafu hyperkrychle @Q,,?
Kazdy vrchol je spojen hranou se vSemi vrcholy, jejichz odpovidajici binarni vektory se lisi v jediné
soufadnici. Bindrni vektory vrcholu krychle @, maji n soufadnic, proto je kazdy vrchol stupné n.
c) Jaky je pocet hran @Q,7

V hyperkrychli je podle predchozich piikladu 2™ vrcholu a kazdy je stupné n. Podle principu sudosti
je dvojnasobek poctu hran roven souctu stupnu vsech vrcholt

2|E(Qn)| =n-2".
Odtud snadno vyjadifme, ze |E(Qy,)| =n - 2" 1.

d) Jaka je barevnost ¢islo hyperkrychle @,,?

Ukéazeme, ze chromatické ¢islo hyperkrychle @, je 2, neboli ze ),, je bipartitni graf. Stac¢i obarvit
vrcholy, které maji sudy pocet jednicek barvou 0 a vrcholy, které maji lichy pocet jednicek barvou 1.
Toto barveni je dobré, nebot hranou jsou spojeny pouze vrcholy, které se lisi v jediné souiadnici
a tedy takové, jejichz pocet jednicek se lisi o jedna.

Jiné teseni:
Matematickou indukci vzhledem k parametru n ukazeme, ze hyperkrychle @, je bipartitni graf.

Zdklad indukce: Nejmensi netrividlni hyperkrychle je Q1 = K7 1, kterd je jisté bipartitni.
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Indukéni krok: Indukéni predpoklad: Predpokladejme, ze pro néjaké n je hyperkrychle @, bipar-
titni graf. Nyni ukédzeme, ze také @ 41 je také bipartitni graf. Graf Q1 se skladd ze dvou kopii
bipartitniho grafu @Q,. Kazdou z kopii obarvime dvéma barvami, jednu barvami 1,2 druhou opaéné
barvami 2, 1. Graf Q,,+1 vznikne spojenim hranami mezi odpovidajicimi vrcholy. Tyto dvojice vrcholi
maji vzdy ruznou barvu, proto je x(Qn+1) = 2.

e) Pro které hodnoty n je graf hyperkrychle @Q,, rovinny?

Graf hyperkrychle @, je bipartitni (viz ¢dst d), proto neobsahuje zddny lichy cyklus ani trojuhelnik
a podle Dusledku 6.16. ve skriptech [[ITG] obsahuje kazdy rovinny graf bez trojihelniku vrchol
stupné nejvyse 3. Protoze podle ¢ésti ¢) jsou v @, vSechny vrcholy stupné n, nejsou hyperkrychle @,
pro n > 4 rovinné. Rovinnd nakresleni grafu @1, Q2 a (3 lze sestavit snadno. Jedna se o grafy Ko,
Cy a graf krychle je na Obrazku G4.

6.6.2. Podle predpisu se kdva nesmi skladovat spoleéné s ryzi, ryze s moukou, mouka s jablky a jablka se
nesmi skladovat spole¢né s tropickym ovocem. Kolik nejméné mistnosti je potieba pro uskladnéni vSech
druhu zbozi?

Sestavime graf, jehoz vrcholy jsou jednotlivé komodity.

V = {kava, ryze, mouka, jablka, tropicke ovoce}

Hrany grafu spojuji kdvu s ryzi, ryzi s moukou, mouku s jablky a jablka s tropickym ovocem. Jedna se o graf
cesty Ps, ktery je bipartitini, proto na dobré obarveni stac¢i dvé barvy. Na uskladnéni budou stacit dvé
mistnosti: v jedné kdva, mouka a tropické ovoce, v druhé ryze a jablka.

6.6.3. Mame za tkol pronajmout skladové prostory, ve kterych se budou skladovat broskve, kukufice, pa-
priky, pSenice, rajcata, svestky a konzervy. Podle predpisu se obiloviny nesmi skladovat spolecné s ovocem,
rajcata ani papriky se nesmi skladovat s pSenici nebo kukufici a broskve se nesmi skladovat s rajcaty. Kolik
nejméné mistnosti je tfeba pronajmout pro uskladnéni vsech druhu zbozi?

Sestavime graf, jehoz vrcholy jsou jednotlivé komodity.

V = {broskve, kukurice, papriky, psenice, rajcata, svestky, konzervy}

Hrany grafu spojuji kukufici s broskvemi, kukufici se Svestkami, pSenici s broskvemi, pSenici se $vestkami,
rajcata s pSenici, rajcata s kukufici, papriky s psSenici, papriky s kukufici a broskve s rajcaty.

Jednd se o graf se sedmi vrcholy, ktery obsahuje podgraf C3 (broskve, rajcata, psenice), proto na dobré
obarveni bude potfeba alespon tfi barvy. Naproti tomu tii barvy staci: jednou barvou obarvime psenici
a kukufici, druhou barvou broskve a Svestky, tfeti barvou rajcéata a papriky. Konzervy mnohou byt obarveny
kteroukoliv barvou, protoze nejsou sousedni s zadnym jinym vrcholem. Na uskladnéni budou stacit tii
mistnosti: jedna na pSenici, kukufici a konzervy, druhd na broskve a Svestky, tfeti na rajcata a papriky.

6.6.4. Kolik hran sta¢i ptridat do cyklu C),, aby vysledny graf nebyl rovinny?
Rozlisime nékolik piipadua. Je-li n = 3 nebo n = 4, pfiddnim hran nemuze vzniknout jednoduchy graf,
ktery neni rovinny. Vysledny graf nebude obsahovat ani K5 ani K33 ani jejich rozdéleni.
Je-li n = 5, tak jediny nerovinny graf s péti vrcholy je graf K5. Bude tfeba ptidat pravé 5 hran.
Je-lin > 6, staci pfidat 3 hrany: vivs4, vovs a v3v6. Pro n = 6 dostaneme graf K3 3, pro n > 6 dostaneme
rozdéleni grafu K3 3.

6.6.5. Pro kazdé k € N uved'te pifklad grafu G, aby platilo A(G) — x(G) > k.
Hledanym grafem je napiiklad kompletni bipartitni graf Ky o 0. Evidentné plati x (Kj42 x+2) = 2, nebot

se jednd o bipartitni graf. Déle plati A(Kjyax12) = k + 2, nebot kazdy vrchol je stupné k + 2. Proto
A(G) — x(G) = (k+2) — 2 =k, kde k je libovolné pfirozené ¢islo.
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7 Toky v sitich

Pojem sité a definice toku v siti jsou jsou popsany ve skriptech [ITG].
7.1 Definice a vlastnosti sité

7.1.1. Pro které vrcholy sité obecné neplati zdkony kontinuity?
Pro kazdy vrchol sité, kromé zdroje a stoku, musi pii platném toku, byt splnén zdkon kontinuity. Pro zdroj
a stok muze, ale nemusi byt soucet toku prichozich hran byt roven sou¢tu toku odchozich hran.

7.1.2. Jak v siti namodelovat neorientovanou hranu s kapacitou c¢?

V jednoproduktovém toku muzeme neorientovanou hranu nahradit dvojici opa¢né orientovanych hran.
Po nalezeni nejvétsiho toku v siti vezmeme rozdil tok obéma hranami a jejich rozdil uréi velikost i smér
toku v puvodni neorientované hrané.

7.1.3. Muze pro (jediny) zdroj platit zdkon kontinuity?

Ano, ale pouze v pripadé, ze tok ze zdroje do stoku v siti je nulovy. To neznamend, ze musi byt hodnota
toku kazdou hranou nulova, ale celkovy tok hra pfichazejicich do zdroje i odjhazejicich ze zdroje bude
roven.

7.1.4. Muze v siti néco ptitékat do zdroje?
Ano, pokud m4 zdroj také ptichozi hrany, muze byt tok na pfichozich hranach byt nenulovy. Ve stejné siti
vSak bude existovat i tok, ve kterém na piichozich hrandch bude tok nulovy.

7.1.5. Muze byt tok na hranach vychdazejici ze zdroje vétsi, nez tok na hranach pfitékajicich do stoku?
Ano, ale aby byly splnénu zakony kontinuity, tak musi sou¢asné do zdroje dalsi jednotky pritékat.

7.2 Hledani nejvétsiho toku

7.2.1. Mame dénu sit S = (G, z, s,w) na Obrazku .

Obrazek 7.1: Sit (G, z, s, w).

a) Jaka je hodnota nejvétsiho toku v siti S? Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednasky.
Podél rezervni polocesty z,vs,v4,s zvySime tok o nejmensi rezervu 2. Podél rezervni polocesty
Z,v1,v3,V2,8 zvySime tok o nejmensi rezervu 2. Podél rezervni polocesty z,v1,v4,s zvySime tok
o nejmensi rezervu 1. Podél rezervni polocesty z,vs, v9, vy, § zvy$ime tok o nejmensi rezervu 1.

2/2

Obrézek 7.2: Sit (G, z, s, w).

Dostaneme tok o velikosti 2 4+ 2 + 1+ 1 = 6 (Obrazek [4). Dalsi nenasycend polocesta neexistuje.
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b)

7.2.2.

7.2.3.

Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S?7 Najdéte nejmensi fez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z prednasky.

Pokud se pokusime zvétsit tok na Obrazku [, tak vidime, Zze vSechny hrany mnoziny C =
{v3vs4, V104, Vovy, v2s} maji nasycenou kapacitu. Mnozina C' je fezem s kapacitou 6, nebot po odebrani
hran fezu C nezustane zadna orientovand cesta ze zdroje do stoku. Men§i fez neexistuje, protoze jsme
nasi tok o velikosti 6.

Jak vypadd mnozina U po skonceni algoritmu?

Pokud se pokusime zvétsit tok na Obrazku [, tak vidime, ze rezervni polocesty existuji pouze
do vrcholu z, vy, v9,v3, to znamend, ze mnozina U = {s,v1,v2,v3}.

Mdme dédnu sit S = (G, z, s,w) na Obrdzku 3.

Obrézek 7.3: Sit (G, z, s, w).

Jaka je hodnota nejvétsiho toku v siti S7 Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednasky.

Podél rezervni polocesty z,vs,v4,s zvySime tok o nejmensi rezervu 2. Podél rezervni polocesty
z,v1,v3,V2, S zvySime tok o nejmensi rezervu 2.
2/2

Obrézek 7.4: Sit (G, z, s, w).

Dostaneme tok o velikosti 2 4+ 2 = 4 (Obréazek [4). Dalsi nenasycend polocesta neexistuje.
Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S? Najdéte nejmensi fez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z prednasky.

Pokud se pokusime zvétsit tok na Obrazku [, tak vidime, ze obé hrany mnoziny C' = {vsve, v4s}
maji nasycenou kapacitu. Mnozina C je fezem s kapacitou 4, nebot po odebrén{ hran fezu C nezustane
zadné orientovand cesta ze zdroje do stoku. Mensi fez neexistuje, protoze jsme nasi tok o velikosti 4.

Jak vypada mnozina U po skonceni algoritmu?

Pokud se pokusime zvétsit tok na Obrazku [, tak vidime, Ze rezervni polocesty existuji pouze
do vrcholu z,v1, v3, v4, to znamend, ze mnozina U = {s, vy, v3,v4}.

Mame dénu sit S = (G, z, s,w) na Obrazku 3.
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7.2.4.

Petr Kovér: Resené priklady DM a UTG (30. zarf 2026)

Obrézek 7.5: Sit (G, z, s, w).

Jaka je hodnota nejvétstho toku v siti S7 Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednasky.

Podél rezervni polocesty z,vs,vq,8 zvySime tok o nejmensi rezervu 2. Podél rezervni polocesty
z,v1,v3,V2, S zvySime tok o nejmensi rezervu 5.
2/2

Obrazek 7.6: Sit (G, z, s, w).

Dostaneme tok o velikosti 2 + 5 = 7 (Obréazek [[Q). Dalsi nenasycena polocesta neexistuje.
Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S? Najdéte nejmensi fez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z prednasky.

Pokud se pokusime zvétsit tok na Obrézku [8, tak vidime, Ze obé hrany mnoziny C' = {v3vg, v4s}
maji nasycenou kapacitu. Mnozina C je fezem s kapacitou 7, nebot po odebran{ hran fezu C neztistane
zadnd orientovana cesta ze zdroje do stoku. Mensi fez neexistuje, protoze jsme nasi tok o velikosti 7.

Jak vypada mnozina U po skonceni algoritmu?

Pokud se pokusime zvétsit tok na Obrazku [4, tak vidime, Ze rezervni polocesty existuji pouze
do vrcholu z,v1, v3,v4, to znamend, ze mnozina U = {s, vy, v3,v4}.

Mame dénu sit S = (G, z, s, w) na Obrdzku 2.

Obrézek 7.7: Sit (G, z, 5, w).

Jaka je hodnota nejvétstho toku v siti S7 Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednasky.

Podél rezervni polocesty z,vi,ve,s zvySime tok o nejmensi rezervu 1. Podél rezervni polocesty
z, V5,06, S zvysime tok o nejmensi rezervu 1. Podél rezervni polocesty z,vs,vs,v4,s zvySime tok
o nejmensi rezervu 1.

Dostaneme tok o velikosti 1 + 1 4+ 1 = 3. Dalsi nenasycené polocesta neexistuje.
Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S?7 Najdéte nejmensi fez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z pfednasky.

Vidime, Ze vSechny hrany mnoziny C' = {sv1, svs, svs} tvoif fez s kapacitou 3, nebot po odebrani
hran fezu C neztstane zadna orientovand cesta ze zdroje do stoku. Mensi fez neexistuje, protoze jsme
nasi tok o velikosti 3.
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0

7.2.5.

Jak vypada mnozina U po skonceni algoritmu?

Pokud se pokusime zvétsit tok nalezeny v ¢&asti a), tak vidime, Ze rezervni polocesty neexistuji
do jiného vrcholu nez trividlné do zdroje z. To znamend, ze mnozina U = {s}.

Mame dénu sit S = (G, z, s,w) na Obrazku 3.

Obrézek 7.8: Sit (G, z, s, w).

Jaka je hodnota nejvétsiho toku v siti S7 Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednasky.

Podél rezervni polocesty z,vs,vg,s zvySime tok o nejmensi rezervu 2. Podél rezervni polocesty
Z,v1,v2,s zvySime tok o nejmensi rezervu 3. Podél rezervni polocesty z,vs,vs,v4,s zvySime tok
o nejmensi rezervu 1.

Obrézek 7.9: Sit (G, z, s, w).

Dostaneme tok o velikosti 2 + 3 + 1 = 6 (Obrézek [9). Dalsi nenasycend polocesta neexistuje.

Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S?7 Najdéte nejmensi fez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z prednasky.

Pokud se pokusime zvétsit tok na Obrazku [, tak vidime, ze vSechny hrany mnoziny C =
{v1v2, V504, 65} maji nasycenou kapacitu. Mnozina C je fezem s kapacitou 6, nebot po odebrani
hran fezu C' nezustane zadna orientovand cesta ze zdroje do stoku. Mensi fez neexistuje, protoze
jsme nasi tok o velikosti 6.

Jak vypadd mnozina U po skonceni algoritmu?

Pokud se pokusime zvétsit tok na Obrazku [, tak vidime, Ze rezervni polocesty existuji pouze
do vrcholu z,v1, v3, vs, Vg, to znamend, ze mnozina U = {s,v1,vs, vs, Vg }.
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7.3 Zobecnéni siti a dalsi aplikace

7.3.1. Najdéte nejveétsi parovani v nasledujicim grafu. Zduvodnéte, pro¢ neexistuje vétsi parovani.

Obrazek 7.10: Bipartitni graf G.

Nejveétsi parovani obsahuje 5 hran, napiiklad: M = {vjvy, vavs, v3v10, V4vs, Usvg }. VEtSI parovani neexistuje,
nebot parovani M je tplné.

7.3.2. Najdéte nejvetsi parovani v nasledujicim grafu. Zduvodnéte, pro¢ neexistuje vétsi parovani.

Obréazek 7.11: Bipartitni graf G.

Maximélni parovéni obsahuje 4 hrany, napiiklad: M = {viv7, vovs, v3v9, V4v10}. VEtSI parovani neexistuje,
nebot okoli mnoziny ¢tyf vrcholt {vy,vs,vq,v5} obsahuje pouze t¥i vrcholy vr,vg,vig. Predstavime-li si
vrcholy levé partity jako mnoziny a vrcholy v pravé partité jako prvky téchto mnozin, pak podle Hallovy
véty neexistuje uplné parovani.

7.3.3. Existuje systém ruznych reprezentantu pro nasledujici systém mnozin? Pokud ano, najdéte ho, pokud
ne, dokazte to.

My = {1,2,4}, My = {1,3,7}, M3 = {1,5,6}, My = {2,6,7}, Ms = {2,3,5}, Mg = {3,4,6}, My = {4,5,7}

Systém reprezentantu je napiiklad 1 =1, 2o =7, 23 =05, x4 =6, x5 = 2, x6 = 3, x7 = 4.

7.3.4. Existuje systém ruznych reprezentantu pro nasledujici systém mnozin? Pokud ano, najdéte ho, pokud
ne, dokazte to.

My = {1,4,5}, My = {1,4,6}, M3 = {1,5,6}, My = {2,3,5}, M5 = {4,5,6}, Mg = {4,5,7}, M7 = {4,6,7}

Systém reprezentantu neexistuje: |M; U My U Mg U Ms U Mg U M| = |[{1,4,5,6,7}| =5 # 6.
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7.4 Priiklady k procviceni
7.4.1. Najdéte priklad sité, kde kapacity hran jsou celociselné a nejvétsi tok nemuze byt celociselny.

Takova sit podle Disledku 11.7. neexistuje.

7.4.2. Najdéte priklad sité, kde kapacity hran jsou celociselné a nejvétsi tok neni celociselny.
Takova sit podle Dusledku 11.7. neexistuje.

7.4.3. Najdéte priklad sité, kde kapacity hran jsou celo¢iselné, nejvétsi tok je celociselny, ale toky na hranach
nejsou celociselné.

Priklad hledané sité je na Obrazku [T2.

Obrézek 7.12: Sit (G, z,s,w).

Je dobré vsak zduraznit, ze podle Dusledku 11.7. a podle Ford Fulkersonova algoritmu tok kazdou
hranou muze byt celo¢iselny. Piiklad takového toku ve stejné siti je na Obrazku [13.

1/1

Obrézek 7.13: Sit (G, z,s,w).
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