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Uvodem

Tento text je koncipovan jako pomucka pro vyuku i studium diskrétni matematiky a teorie grafi. Text je
rozdélen do nékolika tématickych okruhu, které odpovidaji clenéni témat v predmeétu Diskrétni matematika.
Najdete zde jednak motivacni piiklady, pti jejichz feSeni se vyuziji postupy a metody diskrétni matematiky
a jednak typové piiklady, které maji studenta pfipravit na feSeni klasickych tloh. Do textu jsou zahrnuta
i témata z oblasti, ktera jsou zarazena do osnov predmétu az od roku 2019.

Na webu homel.vsb.cz/~kov16/predmety.php je navic k dispozici celd fada interaktivnich ukézek a
déle na webu dim_vsbh ¢z jsou pak typové tlohy k dispozici v multimedidlni formé tzv. ,pencasti®.

Chtél bych podékovat studenttim a pozdéji kolegum Pavle Kabelikové a Tomasi Kupkovi, ktefi pomahali
s pripravou nékterych piikladu a také Michalu Kubesovi, ktery pozorné proSel ¢ast feSenych piikladu.
Podékovéni patif i dalsim studentiim a kolegtim: Martinu Cermékovi, Oldfichu Vlachovi, Tereze Kovarové,
Adamu Silberovi, Luk&dsi Rapantovi, Matéji Krbeckovi a Jirkovi Fialovi, ktefi odhalili celou fadu chyb
a preklepu.

Resené a nefesené piiklady
Pro studenty jsou pfipraveny soubory dva. Jeden obsahuje pouze zadani piikladi a zadné vysledky, druhy
soubor pak obsahuje u vétsiny piikladt postup feSeni, nebo alesponi ¢iselny vysledek pro kontrolu. Pfi studiu

doporucujeme tesit predevsim ptiklady ze souboru bez feSeni a teprve vlastni postupy a vysledky srovnat
s druhym souborem. Pro piehlednost je ¢islovani piikladi v obou souborech totozné.

K pouzitym symbolim

Piiklady oznacené ,* &jsi

rozbor. Pri feSeni piikladu oznacenych ,,**“ je tieba néjaky ndpad nebo vysledek z jiné oblasti matematiky.
Zdiraznéme ale, ze hvézicka neznamend nutné ,to nikdy nevytesim*.

Naproti tomu pifklady oznacené ,¥“ jsou tak lehké, ze jejich FeSeni je mozné zpaméti jen s uzitim
zékladnich pojmu.

V Ostravé 9. inora 2026.


homel.vsb.cz/~kov16/predmety.php
dim.vsb.cz
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Motivacni priklady

V této ¢asti uvedeme nékolik typickych piikladi, které se béhem semestru nauc¢ime fesit. Ukazuji, éim se
diskrétni matematika odlisSuje od jinych matematickych disciplin, se kterymi se studenti uz béhem studia
setkali: od matematické analyzy, algebry a geometrie. Vsimnéte si, ze pro feSeni piikladu v Diskrétni
matematice sice pouzivame pocty a digramy, avsak mnohem méné metody algebry, analyzy ¢i geometrie.
Priklady tak vymezuji oblast diskrétni matematiky vuéi jinym klasickym matematickym disciplindm.

0.0.1. Devét kamarada si na Vanoce dalo darky. Kazdy dal darky tfem svym kamaradum. Ukazte, Zze neni
mozné, aby kazdy dostal darky praveé od téch tii kamaradu, kterym darky sam dal.

0.0.2. ,/ TH domy a tii studny.“ Podle povésti zily v Temném hvozdu tii ¢arodejnice. Kazda bydlela ve své
vlastni sluji a kazdé potfebovala k provozovani své zivnosti vodu ze t¥{ studanek: s zivou vodou, s mrtvou
vodou a s pitnou vodou. Jenomze cestou ke studdnkam se ¢arodejnice nesmi potkat, ani zkfizit vyslapanou
cesticku jiné carodejnice. Jak mohla vypadat mapa lesa se slujemi, studnami a cestickami? Pokud reseni
neexistuje, peclivé zduvodnéte.

0.0.3. ,,Sedm mostu mésta Krélovee“ Méstem Kralovec (dnesni Kaliningrad na tzemi Ruska) tece feka
Pregola, ktera vytvaii dva ostrovy. V 18. stoleti byly ostrovy spojeny s obéma biehy i navzajem celkem
sedmi mosty (Obrézek O). Otézka zni, zda je mozné véechny mosty prejit tak, aby ten, kdo se o to pokoust,
vstoupil na kazdy most pouze jednou.

Obrézek 0.1: Sedm mostu mésta Krdlovece v 18.stolett.

0.0.4. ,Dokonaly kompresni algoritmus® Najdéte alespon jeden pfiklad dokonalého bezztratového kom-
presniho a dekompresniho algoritmu. Mate najit dva algoritmy:

1. postup, jak z libovolné posloupnosti bajti by, bo, ..., b, sestavit kratsi posloupnost c1, co, ..., ¢y, kde
m < n, a soucasneé

2. postup, jak z posloupnosti ¢, co, ..., ¢, sestavit zpét posloupnost by, ba, ..., by,.

Pokud takovy algoritmus neexistuje, peclivé zduvodnéte.

0.0.5. ,Lamani ¢okolady“ Tabulka ¢okolady se sklada z m x n ¢étverecku. Cheeme ji naldmat na jednotlivé
¢tverecky. Najdéte (a dokazte) jaky je nejmensi pocet zlomu, abychom ¢okolddu m xn rozdélili na jednotlivé
ctverecky?

0.0.6. ,Handshaking problem* Mame skupinu n lidi (n > 2) z nichz nékteii si podali ruce. Ukazte, ze
ve skupiné jsou alespon dva lidé, kteii podali ruku stejnému poctu lidi ve skupiné.

0.0.7. ,Krabice* Méjme n krabic posklddanych do jednoho vysokého sloupce. Nyni mame za kol tento
sloupec rozlozit na mensi hromadky, pricemz za kazdé rozlozeni sloupce o vysce a + b na dva mensi sloupce
o vyskéch a, b dostdavame a-b bodu. Postup konéi, jakmile zadné dvé krabice nelezi na sobé. Cilem je zvolit
takovy postup rozkladani sloupcu krabic, aby soucet bodu za vSechny kroky by co nejvétsi.
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1 Posloupnosti, sumy a produkty, zaokrouhlovani

Nejprve pripomeneme, ze znamy vztah pro soucet prvnich n kladnych celych éisel je

n

Y i= g(n—l— 1). (1)

i=1

Podrobnéji si o zdkladnich kombinatorickych pojmech prectete v ivodni kapitole skript [ZDMI].

1.1 Posloupnosti

1.1.1. Najdéte vztah pro n-ty ¢len nasledujicich posloupnosti.
a) 3,6,12,24,48, ...
b) 1,0,1,0,1,0,...
c) 0,1,3,7,15,31,...
1.1.2. Na ticet je vlozena ¢éstka 50 000 ¢. Céstka bude kazdoroéné vrokovéna dvéma procenty. Kolik bude

na uctu za n let?

1.1.3. Na tcet je vlozena ¢astka 50 000 & Castka bude trokovana trokem dvé procenta roéné. Uroky jsou
vSak pripisovany kazdy mésic. Kolik bude na G¢tu za n mésicu?

1.2 Sumy a produkty

1.2.1. Vypoététe > i, 3.

1.2.2. Najdéte obecny vztah pro soucet prvnich k lichych ¢isel.

1.2.3. Najdéte obecny vztah pro soucet prvnich k sudych kladnych ¢isel.

1.2.4. Najdéte obecny vztah pro soucin prvnich k pfirozenych cisel.

1.2.5. Najdéte obecny vztah pro souc¢in prvnich k sudych pfirozenych éisel.

1.2.6. Zapiste a zjednoduste soucet 12 + % + % + % + -

1.2.7. Ukazte, ze aritmeticky prumér libovolného sudého poctu po sobé jdoucich celych ¢éisel neni celé ¢islo.

1.2.8. Méjme ¢tyti libovolna redlna ¢isla a, b, ¢, d € R. Sestavte predpis posloupnosti a,, pro n € N tak, aby
a1 =a,as =0>b, a3 =c, ag = d.

1.3 Aritmeticka posloupnost

1.3.1. Zjistéte, zda dand posloupnost je aritmeticka, nebo ne.

33,36,39,42,45, . ..

o

)

) 1,2,4,8,16,...

c) 7,7,7,7,7,...

) T, =TT, =TT, T, ...

1.3.2. Ovértte, zda posloupnost dana vztahem pro n-ty ¢len je aritmeticka, nebo ne.

a) ap =g pron €N, n>2

3

b) a, =2 proneN
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1.3.7.

_ 2
an—n—HproneN

ap =3+4n pron € N

. Najdéte vztah pro n-ty ¢len nasledujicich aritmetickych posloupnosti.

4,7,10,13,16,...

1,0,—-1,-2,-3,—4,...

1,0,—-1,-2,-3,—4

U dané aritmetické posloupnosti urcete jeji prvni ¢len, jeji diferenci a vztah pro n-ty ¢len, vite-li
as = 4, as = —2.

a1 + az = 4 a soucet prvnich péti ¢lent je s5 = —5.

Najdéte takovou aritmetickou posloupnost (ay,), ze a1 + ag = 24, ag + a5 = 12.

Urcete soucet prvnich deseti ¢lenu aritmetické posloupnosti, vite-li

ag = 4, d=2.5.

a1+ az = 24 a s5 = 35.

Dokazte, ze pro libovolnd a,b € R jsou &isla ¢; = (a — b)?, ca = a® + b2, c3 = (a + b)? tii po sobé

jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti.

1.4

1.4.1.

a)
b)
c)

)

d

1.4.2.

2)
b)
1.4.3
2)
b)
0
)

1.4.4

a)

Geometricka posloupnost

Zjistéte, zda dané posloupnost je geometricka, nebo ne.

33,36,39,42,45, . ..

1,2,4,8,16,...

700,77,

7, =77, =1,77,—-7,...

Ovérte, zda posloupnost dand vztahem pro n-ty ¢len je geometricka, nebo ne.
ap= ;=g pron €N, n>2

an=3inpron€N

. Najdéte vztah pro n-ty ¢len nésledujicich geometrickych posloupnosti.

3,6,12,24,48, ...
27_\/§a 17_\/755 %7 s
1 1
500, 50,5, 3, 55, - - -
54,18,6,2
. U dané geometrické posloupnosti urcete jeji prvni ¢len, jeji kvocient a vztah pro n-ty ¢len, vite-li

ay-a3=-9a9-a4=9
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b) a;-a3=9,az-a5=—-9

1.4.5. Horkovzdusny balén vystoupd za minutu po startu 25 metra vysoko. Za kazdou dalsi minutu vystoupa
75 % vysky, kterou vystoupal za piredchozi minutu. Jak dlouho potrvéd balénu, nez bude alespon 110 metru
vysoko?

1.4.6. Vypoctéte soucet prvnich ¢tyf ¢lent posloupnosti (?):—f;)
1.4.7. Dokazte, ze pro libovolnd a,b € R, pro kterd a +b # 0, a — b # 0, jsou ¢isla ¢; = (a — b)?, co = &2
c3 = ﬁ tTi po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti.

1.4.8. Odvod'te vztah pro soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; a kvocien-
tem gq.

1.4.9. Dokazte nebo vyvrafte: kazd4 aritmetickd posloupnost s alespoii tfemi ¢leny, kterd je soucasné
geometricka, je konstantni.

1.4.10. DokazZte nebo vyvratte: kazd4 konstantni posloupnost s alespon tiemi ¢leny je soucasné aritmetickd
posloupnost i geometrickd posloupnost.

1.4.11. Najdéte nekoneéné mnoho posloupnosti, které nejsou konstantni a jsou aritmetické i geometrické
soucasne.

1.5 Funkce horni a dolni celé ¢asti

1.5.1. Upravte na celoéiselny zlomek 31, 271.

1.5.2.*% Zapiste funkei | | pomoci [].

1.5.3.* Zapiste funkci [ ] pomoci | |.

1.5.4. Upravte na celociselny zlomek 1,23.

1.5.5. Ukazte, ze [1,9] =2

1.5.6. Ukazte, ze [1.8] # 1,9

1.5.7. Ukazte, ze [[z]] = [x]

1.5.8. Jak vyjadrite klasické zaokrouhleni pomoci | ]?

1.5.9.% Jak vyjadiite klasické zaokrouhleni pomoci []?

1.5.10. Nakreslete graf funkei [sinz|, [cosz] a [tanz].

1.6 Priklady k procviceni

1.6.1. Vypocitejte nésledujici sumy nebo produkty.

5 1

a) Vypoctéte > 7 25

. 5 1
b) Vypoctéte 3 7, 25
c¢) Vypoctéte Z?Zl i3,
d) Vypoctéte [TiLg 75
e) Vypoctéte []7 ﬁ
1.6.2. Najdéte vztah pro n-ty ¢len nasledujicich posloupnosti

a) 1,0,1,0,1,0,....
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b) 0,1,3,7,15,31,....

1.6.3. Existuje takové posloupnost (a;);, ze > a; < > (—a;)? Pokud ano, uved'te piiklad!
1.6.4. Existuje takovéa posloupnost (a;)! ;, ze > ;a; > 0 a [[; a; < 07 Pokud ano, uved'te piiklad!

1.6.5. Existuje takova posloupnost kladnych &isel (a;)!y, ze > i a; > [[i;a;? Pokud ano, uvedte
priklad!

1.6.6.Y Zapiste funkci soucet prvki mnoziny A = {18,25, 31,67, 202, 301, 356} pomoci sumy.

1.6.7. Do ¢tverce o strané 1 je vepsan Ctverec, jehoz vrcholy jsou stfedy stran puvodniho ¢tverce, do tohoto
vepsaného Ctverce je opét stejnym zpusobem vepsan dalsi ¢tverec, ... Jaky je obsah desdtého ¢tverce?

1.6.8.Y Vypocitejte

a) [5.7].

o

|=5.7].

22
.-

)
)
)
) =81
)
)
)

C

o,

@

[=m].
[—e].
P=|%] proneN

f

o

1.6.9. Délové koule si délostielci stavéli do pyramid.

a) Pyramida bud méla ¢tvercovou zdkladnu napt. 4 x 4 koule, na nf dali vrstvu 3 x 3 koule, pak 2 x 2
koule a na vrchol 1 kouli. Tato pyramida méla celkem 16 +9 + 4 + 1 = 30 kouli. Kolik celkem kouli
by méla pyramida o zdkladné n x n kouli?

b) Pyramida mohla mit zaloZzenou podstavu ve tvaru rovnostranného trojuhelnika napiiklad z 10 kouli
(¢tyti rady: fada se 4 koulemi, fada se 3 koulemi, dvéma koulemi a jedinou kouli; 44+3+2+1 = 10),
na ni byla dalsi vrstva, kterd méla 6 kouli, pak 3 koule a na vrcholu byla 1 koule. Celkem méla takova
pyramida 20 kouli. Kolik celkem kouli by méla pyramida o zakladné s hranou z n kouli?

1.6.10. Strany pravothlého trojihelnika tvoii geometrickou posloupnost. Jaky je kvocient této poslopnosti?

1.6.11. Desdemoéna zacala béhat. V prvnim tydnu ubéhla 3 km a kazdy dalsi tyden ubéhne o 1,5 km vice,
nez kolik ubéhla minuly tyden. a) Jak dlouhou trasu ubéhne Desdeména v 15. tydnu?  b) Kolik kilometru
ubéhne za prvnich 15 tydnu celkem?

1.6.12. V laboratofi zkoumaji rust populace bakterii. Na zacdatku pokusu bylo v Petriho misce 500 bakterii.
Kazdych 6 hodin se pocet bakterii zvétsi o 50 %. a) Kolik bakterii bude v misce po 3 dnech? b) Kolik
bakterii bude v misce po Sesti tydnech (42 dnech)? c¢) Jaky je problém s odpovédi na druhou otdzkou?
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2 Vybéry prvki s opakovanim i bez opakovani prvku

Podrobnéji si o zakladnich kombinatorickych vybérech prectete ve skriptech [ZDMI].

2.1 Vybéry bez opakovani
2.1.1.7 Pro jaké hodnoty n a k je vice k-prvkovych podmnozin z n prvkové mnoziny nez (n — k)-prvkovych
podmnozin?

2.1.2. Pro jaké hodnoty n a k je vice k-prvkovych variaci z n prvkové mnoziny nez (n — k)-prvkovych
variaci?

2.1.3. Vyjadrete (3;) bez kombinaé¢nich ¢isel.

2.1.4. Tenisovy turnaj se hraje systémem kazdy s kazdym. Kolik se bude hrat zapasu, jestlize
a) se turnaje zucastni 8 hracu?

b) se turnaje zucastni 21 hracua?

2.1.5. Mame prazdnou mnozinu §.
a) Kolika zpusoby muzeme setradit prvky () do posloupnosti?
b) Kolika zpusoby muzeme vybrat () z néjaké mnoziny?

c) Jak by se tyto pocty zménily, kdyby 0! # 17

2.1.6. Tenisového turnaje se ucastni 8 hracu. Kolik je ruznych potfadi na stupnich vitézu?
2.1.7. Upravte a porovnejte (63") a (36?).
2.1.8.Y Kolik zptisoby se miuze postavit pét artisti na sebe?

2.1.9. Kolika zpusoby je mozné napsat ¢islo k jako soucet n séitancu 1 a 27 (pocet séitancu n je pévné dén)
Predpokladame, ze rozlisujeme potadi s¢itancu.
2.1.10. Mame n lidi. Jak velké skupinky vybirat, aby byl poc¢et moznosti co nejvétsi?
2.1.11. Ukazte nékolika zpusoby, ze (}) = (")
. . ; _ (n+l
2.1.12. Ukazte nékolika zpusoby, ze (}) + (k:il) = (ZH)
2.1.13.* Hokejovy trenér ma k dispozici 13 ttoéniku a 9 obrancu. Kolika zpusoby vybereme pétku (3
utocéniky + 2 obrance), jestlize jeden konkrétni titoénik muze hrat i v obrané?

2.1.14. Urcete pocet vSech péticifernych ptirozenych ¢isel, v jejichz dekadickém zépisu se kazda z deseti
¢islic vyskytuje nejvyse jednou. Kolik z nich je mensich nez 50 0007

2.1.15. Na konferenci vystoupi Sest prednésejicich: A, B, C, D, E, F.
a) Urcete pocet vSech moznych pofadi jejich vystoupeni.
b) Urcete pocet vsech pofadi, v nichz vystoupi A po E.

c) Urcete pocet vSech poradi, v nichz vystoupi A ihned po E.

2.1.16. Kolika zpusoby muzeme n lidi posadit
a) do rady
b) do fady, v niz je clovék A na kraji;

c) do fady tak, aby lidé A a B nesedéli vedle sebe;
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d) kolem kulatého stolu (dvé rozesazeni povazujeme za ruznd, pokud se alespon jednomu ¢lovéku zmeéni
soused po pravé ¢i levé ruce).

2.1.17. Kolika zpusoby muzeme ze sedmi muzu a ¢tyf zen vybrat Sesticlennou skupinu, tak aby v ni byly
a) pravé dveé zeny;
b) alespon dvé zeny;
c) nejvyse dvé zeny;
2.1.18. Vlajka ma byt sestavena ze tii ruznobarevnych vodorovnych pruhu. K dispozici jsou latky barvy
bilé, cervené, modré, zelené a zluté.
a) Kolik ruznych vlajek muzeme sestavit?
b) Kolik ruznych vlajek z nich ma modry pruh?
¢) Kolik ruznych vlajek mé modry pruh uprostied?
)

d) Kolik raznych vlajek nemé uprostied ¢erveny pruh?

2.2 Vybéry s opakovanim

2.2.1. Kolika zpusoby muzeme postavit Sest artistu do pyramidy 3 4+ 2 + 17 RozliSujeme pouze kdo stoji
na zemi, kdo v prvni vrstvé a kdo nahote, ale uz nerozlisujeme, komu stoji dalsi fada na levém a komu
na pravém rameni.

2.2.2. Kolik existuje anagramu slova MISSISSIPPI?

2.2.3. Kolik existuje anagramu slova MISSISSIPPI, které neobsahuji 1117

2.2.4. Kolik existuje anagramu slova MISSISSIPPI, které neobsahuji 117

2.2.5. Na patndact stozaru v fadé budou povéseny vlajky péti zemi, kazda ve trech kopiich. Kolik existuje
moznost{?

2.3 Priklady k procviceni

2.3.1. Vypocitejte, kolika zpusoby lze na klasické Sachovnici (8 x 8 poli) vybrat

a) trojici libovolnych policek,

o

trojici policek tak, aby zadnd dvé nelezela ve stejném sloupci,

c) trojici policek tak, aby zadnéd dvé nelezela ve stejném sloupci ani ve stejné fadeé,

)
)
)
d)

trojici policek, ktera jsou vSechna téze barvy.
2.3.2. Kolika zpusoby je mozné napsat ¢islo 7 jako soucet pravé ¢tyf nezapornych celo¢iselnych séitancu?

(dovolime i nulové scitance!) Predpokldddme, ze rozlisujeme poradi séitancu.

2.3.3. Kolika zpusoby je mozné napsat Cislo 7 jako soucet pravé ¢tyt kladnych pfirozenych séitancu?
Predpokladame, ze rozlisujeme potadi s¢itancu.

2.3.4. Kolika zptusoby je mozné napsat ¢&islo k jako soucet n mnezdpornych celociselnych séitancu?
Predpokladame, ze rozlisujeme potadi s¢itancu.

2.3.5. Kolika zpusoby je mozné napsat ¢islo k jako soucet n prirozenych (kladnych celo¢iselnych) séitancu?
Predpokladame, ze rozlisujeme potadi s¢itancu.
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2.3.6. Kolika zpusoby muzeme na Sachovnici rozestavit vSech 32 figur? Zapocitame i ty moznosti, které
nemohou nastat béhem regulérni hry (pésec v prvni fadé, dva kralové na sousednich polich, dva bili stielci
na ¢ernych polich, ...).

2.3.7. Mame 10 stejnych figurek a ¢tyfi rizné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSsechny figurky obarvit?
2.3.8. Mame 10 ruzngch figurek a ctyii ruzné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSechny figurky obarvit?
2.3.9. Mame 10 stejnych figurek a étyti ruzné barvy. Kolik existuje moznosti, jak nékteré figurky obarvit?

2.3.10. Mame 10 stejnych figurek a ¢tyti ruzné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vsechny figurky obarvit,
pricemz od kazdé barvy by méla byt alespon jedna figurka?

2.3.11. Kolika zpusoby muzeme posadit n manzelskych paru kolem kulatého stolu tak, aby manzelé sedéli
vzdy vedle sebe? Ve dvou rozdilnych rozesazenich mé néktery ¢lovék jiného souseda po levé nebo po pravé
ruce.

2.3.12. Diive byly statni poznavaci znacky osobnich automobili tvofeny usporadanou sedmici, jejiz prvni
t1i ¢leny byly pismena a dalsi ¢tyfi ¢islice. Kolik poznéavacich znacek bylo mozno sestavit, jestlize pro prvni
¢ast znacky bylo mozno pouzit kazdé z 26 pismen (kazdd moznost povolena nebyla).

2.3.13. Urcete pocet vSech nejuyse k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny.

2.3.14. Urcete pocet vSech ¢tytcifernych prirozenych ¢isel délitelnych 9, v jejichz dekadickém zépisu mohou
byt pouze cislice 0, 1, 2, 5, 7.

2.3.15. V sacku jsou cervené, modré a zelené kulicky (kulicky téze barvy jsou nerozlisitelné). Urcete, kolika
zpusoby lze vybrat pét kulicek, jestlize v sacku je

a) aspon pét kulicek od kazdé barvy;

b) pét cervenych, ¢tyii modré a étyii zelené kulicky.
2.3.16.*% Jaky je pocet vSech trojihelniki, z nichz zddné dva nejsou shodné a kazd4 jejich strana m4 velikost
vyjadienou nékterym z ¢isel n+ 1,n + 2,n + 3,...2n, kde n je ptirozené ¢islo.
2.3.17. Kolik piimek 1ze prolozit 7 body, jestlize zadné tii body nelezi v piimce?
2.3.18. Kolik piimek lze prolozit 7 body, jestlize pravé tii body lezi v piimce?

2.3.19. Mame dany dvé mimobézky. Na jedné je m bodu, na druhé n bodu. Kolik lze sestrojit ¢tyfsténu
s vrcholy v danych bodech?

2.3.20. Kolika zptisoby muzete sefadit v policce pét ucebnic anglictiny, ¢tyti u¢ebnice matematiky a dveé
ucebnice ceského jazyka, jestlize maji zustat rozdéleny do skupin po jednotlivych predmeétech?

2.3.21. Na hlidku pujdou 4 vojéci z ¢ety. Kolik vojakt ma ceta, jestlize vybér je mozno provést 210 zpusoby?
2.3.22. Palindrom je slovo, které se pise stejné jako pozpatku. Anglickd abeceda ma 26 pismen. Kolik
existuje palindromu (i nesmyslnych) délky n z pismen anglické abecedy?

2.3.23. Hazime trikrat kostkou. Kolik existuje takovych moznosti, kdy v kazdém dalsim hodu padaji vétsi
a vetsi ¢isla?

2.3.24. Byli jsme ctyTi, sedéli v baru a popijeli. Trapilo nas spatné svédomi, ze misto abychom v zivoté délali
néco poradného, jsme zavisli na alkoholu. Tu k nam pfistoupil rozjareny barman a namichal ndm sedm

ruznych drinka tak, aby kazdy dostal alespon jeden. Kolika zptisoby to mohl provést, jestlize rozlisujeme
poradi drinku, které jsme vypili.

2.3.25. Pocitac Kecalek ve filmu Rumburak dostal za tkol najit vsechny dvojice slov slozené z dvanacti
pismen (mezeru nepoc¢itdme). Kolik takovych slov z 26 pismen existuje?

2.3.26. Zaklinadlo pro pfesun do fise pohadek ve filmu Rumburak zni HUBERO KORORO. Kolik existuje
anagramu tohoto zaklinadla slozenych ze dvou Sestipismenych slov?
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2.3.27. Zaklinadlo pro zménu pocasi ve filmu Rumburak zni RABERA TAREGO. Kolik existuje anagramu
tohoto zaklinadla slozenych ze dvou Sestipismenych slov?

2.3.28. Na béznych dominovych kostkéch se vyskytuji oka v poctu 0,1,...6. Kazd4 dvojice poctu ok se
s sadé vyskytuje na pravé jedné kostce. VSechny kostky domina je mozné polozit do jediné fady tak, aby
navazujici kostky sdilely stejny pocet ok. Nyni n-dominem budeme rozumét takovou sadu kostek, ktera
obsahuje v8echny dvojice poc¢ti ok z rozsahu 0,1,...,n. Pro jakd pfirozena ¢isla n 1ze vSechny kostky
n-domina polozit do jediné rady?

2.3.29. Mame ¢tvereckovanou sit m x n étverecki. Kolik riznych obdélniki v siti najdeme?

2.3.30. Keltsky druid Travedik vaii lektvary ze sta ruznych bylin. Mezi nimi je i salvéj tfeskutd, coz je
druidova nejmocnéjsi bylinka. Pii vafeni lektvari muze pouzit jednu, dvé, tii, ¢i libovolny vétsi pocet
bylin. Kterych lektvaru je vice, téch, které salvéj treskutou obsahuji a nebo téch, které ji neobsahuji?

2.3.31. Keltsky druid Travedik vaii lektvary ze sta ruznych bylin. Mezi nimi jsou i Salvéj tfeskuta a pu-
chejinicek smradlavy, coz jsou dvé Travedikovy nejmocnéjsi bylinky. Pti vareni lektvara muze pouzit jednu,
dvé, tii, ¢i libovolny vétsi pocet bylin. Kterych lektvaru je vice, téch, které obsahuji salvéj tfeskutou a pu-
chejinicek smradlavy a nebo téch, které alespon jednu z téchto bylin neobsahuji?

2.3.32. Hra Tic-tac-toe je hra s tuzkou a papirem pro dva hrace X a O. Hraci stiidavé zapisuji kiizky
a kolecka do ¢tvercové sité policek 3 x 3. Obvykle zac¢inad X, jako na Obrazku E. Hrac, ktery jako prvni
umisti tfi své symboly v jedné radé, sloupci nebo diagonale, vyhraje.

X

X

X

X

X

X

X

X

O

O

O

O

O

O

O

X

O

X

O

X

O

X

O

O
X

Obréazek 2.1: Jedna hra Tic-tac-toe.

a)VKolik existuje riiznych rozmisténi kifzki a kolecek (pét kifzki a Gtyfi kolecka) na hernim planu?

b) Kolik existuje ruznych rozmisténi kiizku a kole¢ek na hernim planu, jestlize rozlisujeme pofadi tahu,
kiizky a kolecka se stiidaji?

Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v patém tahu?
Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v Sestém tahu?

Kolik existuje riznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v sedmém tahu?

Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje X v devatém tahu?

)
)
)
f) Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, kdy vyhraje O v osmém tahu?
)
) Kolik existuje ruznych her Tic-tac-toe, které konéi remizou?

)

Kolik existuje v8ech ruznych her Tic-tac-toe?

2.3.33. Mame dostatecny pocet kulicek ¢ervené, modré a zelené barvy. Kolika zpusoby muzeme vybrat 30
kulicek tak, aby od zadnych dvou barev nebyl stejny pocet kulicek?
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3 Diskrétni pravdépodobnost

Pokud neni feceno jinak, tak v piikladech této kapitoly predpoklddame, ze bali¢ek karet obsahuje 32 karet,
od sedmicky po eso ve ¢tyfech ruznych barvéch (srdce, piky, kdry a kiize). Déle predpokldddme, ze klasicka
Sestisténnd kostka je vyrobena tak, ze soucet ok na protilehlych sténédch je vzdy sedm.

Vsimnéte si, ze i v pripadé, kdy mame zamichany cely balicek karet, nemusime nékdy uvazovat Sech
32! poradi. Pokud se zajimame o né&jaky vybér, staci pracovat s néjakym nadhodnym vybérem.

Podrobnéji si o diskrétni pravdépodobnosti muzete piecist ve skriptech [ZDMI].

3.1 Motivacni priklady

3.1.1. Na jednom Americkém televiznim kanalu bézela Montyho Show. Soutézici méli moznost ziskat auto-
mobil, jestlize si vyberou ze tii dvefi ty dvefe, za kterymi se automobil nachazi. Soutézici si jedny dvefe
zvolil a potom Monty Sel a oteviel nékteré ze dvou zbyvajicich dvefi. Vzdy oteviel ty dvefe, za kterymi
nestal automobil, ale koza. Nyni mél soutézici moznost zménit svou volbu a vybrat si libovolné ze dvou stéle
zavienych dveii. Pfedpokladame, ze poradatelé vyberou na zaciatku nahodné jedny ze tii dveri, za které
zaparkuji automobil a za dalsi dvé postavi kozy. Je lepsi zménit svoji volbu, nebo zustat u puvodniho
tipu a nebo je to jedno? S jakou pravdépodobnosti ziska soutézici vyhru jestlize zméni svoji volbu? Svou
odpoved vysvétlete.

3.2 Koneény pravdépodobnostni prostor

3.2.1. Hodime klasickou kostkou.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze padne sudé ¢islo?

b) Jaka je pravdépodobnost, ze padne prvocislo?

d

)
)
c) Jakd je pravdépodobnost, ze padne jednicka nebo dvojka?
) Jakd je pravdépodobnost, ze soucet horni a spodni stény je 77
)

e) Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet horni a spodni stény je 37

3.2.2. Hodime kostkou, ktera neni spravedliva, ruzna ¢isla padaji s ruznou pravdépodobnosti. Cisla 1, 2

padnou s pravdépodobnosti %, ¢isla 4, 5 a 6 padnou s pravdépodobnosti % Pravdépodobnost ¢isla 3 neni

udéana.

a) Jsou uvedené pravdépodobnosti konzistentni?

o

S jakou pravdépodobnosti padne ¢islo 37

¢) Jaka je pravdépodobnost, ze padne sudé ¢islo?

Jaka je pravdépodobnost, ze padne jednicka nebo dvojka?

@

f

)
)
)
d) Jaka je pravdépodobnost, ze padne prvocislo?
)
) Jakd je pravdépodobnost, ze soucet horni a spodni stény je 77
)

g) Jakd je pravdépodobnost, ze soucet horni a spodni stény je 37

3.2.3. Hodime dvéma kostkami.
a) Je pravdépodobnéjsi, a) ze padne 5 a 6 nebo b) ze padnou dvé 3?7

b) Jaka je pravdépodobnost, ze padne souc¢in 127



Petr Kovér: Resené piiklady DM a UTG (30. zari 2026) 17

c) Jakd je pravdépodobnost, ze padne soucin 47
d) Jaka je pravdépodobnost, ze padne souc¢in 147

e) Jakd je pravdépodobnost, ze padne soucet 107

3.2.4. Sestavte funkci P(n), kterd bude udavat pravdépodobnost, ze pii sou¢asném hodu n kostkami, n > 1,
a) padne soucet n.

b) padne soucet 3.

3.2.5. Hodime soucasné sedmi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze
a) padne soucet 127

b) padne soucet 137

3.2.6. Hodime n-sténnou kostkou jejiz stény jsou oc¢islovany 1,2,...,n. Jaka je pravdépodobnost, ze padne
liché cislo?

3.2.7. Hodime n-sténnou prvociselnou kostkou (stény jsou oc¢islované uzitim prvnich n prvocisel). Jaka je
pravdépodobnost, ze padne liché ¢islo?

3.2.8. Mame zamichany balicek 32 hracich karet. Jaka je pravdépodobnost, ze
a) prvni karta v balicku je eso?
c

tfeti karta v balicku je desitka, vime-li, ze prvni dvé karty jsou dama a kral?

)
b) treti karta v balicku je desitka?
)
d)

tTeti karta v balicku je desitka, vime-li, ze prvni dvé karty jsou sedmicka a desitka?

3.2.9. Hazime dvéma kostkami: Sestisténnou a dvanactisténnou. Jaka je pravdépodobnost, ze na obou padne
stejné ¢islo?

3.2.10. Hazime tfemi kostkami: ¢tyTrsténnou, Sestisténnou, desetisténnou. Jaka je pravdépodobnost, ze
na vsech padne stejné ¢islo?

3.2.11. Hazime tfemi Sestisténnymi kostkami.
a) Je lepsi vsadit si, ze nepadne zddn4 Sestka, nebo ze padne alespon jedna Sestka?
b) Jaka je pravdépodobnost, ze padne pravé jedna Sestka?

c) Jaka je pravdépodobnost, ze padnou alespon dveé Sestky?

3.2.12. Hazime desetisténnou kostkou.
a) Hodime jednou. Jakd je pravdépodobnost, ze padne prvocislo?
b) Hézime dvakrat. Jaka je pravdépodobnost, ze padne lichy soucet?

¢) Hézime dvakrat. Jaka jsou pravdépodobnosti jednotlivych souctu?

3.2.13. Hazime ctytrikrat minci. Jaka je pravdépodobnost, ze
a) padne ctyfikrdt za sebou hlava?

b) padne nejprve hlava, potom orel, znovu orel a nakonec hlava?
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c) padne dvakrat hlava a dvakrét orel (v libovolném pofadi)?

d) padne alespon jednou hlava?

3.2.14. Hodime tfemi stejnymi kostkami.
a) Jaké je pravdépodobnost, ze padne 2,4, 67

b) Jaka je pravdépodobnost, ze padne 2, 4,47

3.2.15. Ve tiidé je 25 zdku. Predpoklddejme, ze nikdo nemd narozeniny 29. tinora (v piestupném roce) a ze
kazdy den v roce se rodi priblizné stejné déti. a) S jakou pravdépodobnosti budou alespon dva spoluzaci
slavit narozeniny ve stejny den? b) Kolik nejméné musi byt ve tiidé zaku, aby byla pravdépodobnost
spole¢ného data narozenin dvou spoluzaka vétsi nez %?

3.3 Disjunktni a nezavislé jevy

3.3.1. Dva hréci hazi kostkou.
a) Jsou jejich hody nezédvislé?

b) Jeden hra¢ hodil uz tii Sestky za sebou. Je vysledek je dalstho hodu nezdvisly na predchozich?

3.3.2. Méjme dva ruzné elementarni jevy s nenulovou pravdépodobnosti.
a) Jsou ruzné elementérni jevy vzdy disjunktni?

b) Jsou ruzné elementarni jevy vzdy nezavislé?

3.3.3. Méjme dva disjunktni jevy.
a) Mohou byt dva disjunktni jevy nezavislé?
b) Je prazdny jev nezavisly s libovolnym jevem?
3.3.4. Udejte priklad dvou rtznych jevi, které nejsou disjunktni.
3.3.5. Hodime dvéma kostkami.
a) Jsou jevy A: .padl soucet 4“ a B: ,padl soucin 4* disjunktn{?
b) Jsou jevy C: ,padl soucet 6“ a B: ,padl soucin 6 disjunktni?
3.3.6. Méjme tii jevy A, B, C. Vime, ze jevy A a B jsou nezavislé, jevy B a C jsou nezavislé a jevy A a C
jsou nezavislé.
a) Musi byt jevy A, B, C nezavislé jako trojice?

b) Mohou byt ve specidlnim piipadé nezavislé? Kdy?

3.3.7. Mame zamichany balicek 32 karet.
a) Rozdédme dvéma hrd¢um po tfech kartach. Jsou vybéry karet nezdvislé?

b) Dame prvnimu hréci tii karty a zbylé karty zamichdme. Potom druhy hra¢ dostane také tii karty.
Jsou vybéry karet nezavislé?

¢) Dédme prvnimu hraci tii karty. On si je zapamatuje a vrati do balicku. Potom karty zamichame
a druhy hra¢ dostane tii karty. Jsou vybéry karet nezavislé?
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d) Hra¢ dostane pét karet, potom karty vrati a po zamichéni dostane znovu pét karet. Jakd je
pravdépodobnost, ze mél pokazdé fullhouse (342 stejné hodnoty)?

e) Hrac dostane pét karet, schova si je dostane dalsich pét karet. Jaka je pravdépodobnost, ze mél
krélovsky poker v srdcové barvé (postupka s nejvyssimi hodnotami az po eso) dvakrat za sebou?

f) Hrac dostane pét karet, schova si je dostane dalsich pét karet. Jakd je pravdépodobnost, ze takto
dostane kréalovsky poker (v libovolné barvé) dvakrat za sebou?

3.3.8. Hodime dvéma kostkami, jednou zelenou a jednou ¢ervenou. Jsou jevy A: ,na obou padne stejné
¢islo* a B: ,na zelené kostce padne Sestka* nezavislé?

3.3.9. Hodme dvéma kostkami. Jsou jev ,padl soucet 6 a jev ,padl soucin 8“ nezavislé?

3.3.10. Mg¢jme pravdépodobnostni prostor (2,P), kde Q = {1,2,3,4,5,6,7,8} s uniformni
pravdépodobnosti (hdzime osmisténnou kostkou). Jsou jevy A ={1,2,3,4} a B = {5,6, 7,8} nezavislé?
3.3.11. Mg¢jme pravdépodobnostni prostor (Q2,P), kde Q = {1,2,3,4,5,6,7,8} s uniformni

pravdépodobnosti (hdzime osmisténnou kostkou). Jsou jevy A = {1,2,3,4} (padlo malé ¢islo) a B =
{1,3,5,7} (padlo liché ¢islo) nezavislé?

3.3.12. Méjme pravdépodobnostni prostor (€2, P), kde Q = {1,2,3,4,5,6} s uniformni pravdépodobnosti
(hazime Sestisténnou kostkou). Jsou jevy A = {1,2,3} (padlo malé ¢islo) a B = {1, 3,5} (padlo liché ¢islo)
nezavislé?

3.4 Podminéna pravdépodobnost

3.4.1. Jaka je pravdépodobnost pii hodu klasickou kostkou, ze padne ¢islo vétsi nez 3 vime-li, ze padlo liché
¢islo.

3.4.2. V krabici je 5 kouli, 3 jsou bilé a 2 ¢erné. Vytdhneme postupné dvé koule. Jaka je pravdépodobnost,
ze prvni je bila a druhd ¢erna?

3.4.3. V krabici je 5 kouli, 3 jsou bilé a 2 ¢erné. Vytadhneme postupné dvé koule. Pocitejme: VSechny
moznosti, jak mohou dopadnout losovani jsou: bild-bila, bila-¢ernd, ¢erna-cerna a ¢ernd-bila. Pouze jedna
z nich je prizniva: bila-¢ernd. Dostaneme pravdépodobnost P = %. Srovnejte s feSenim Ptikladu B. Co je
Spatné? Vysvétlete!

3.4.4. V krabici je 5 kouli, 3 jsou bilé a 2 ¢erné. Vytahneme postupné dvé koule. Pocitejme: VSech moznosti,
jak muze dopadnout losovani je (g) = 10. Pfiznivé jsou ty, kdy vybereme nejprve bilou a potom ¢ernou: Do-

DG _s32 _3

staneme pravdépodobnost P = Yol T 10 < 5 Srovnejte s feSenim Piikladu B. Co je Spatné? Vysvétlete!

3.4.5. 7 celkové produkce zavodu jsou 4% zmetku. Z dobrych vyrobku je 75% standardnich. Urcete
pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek je standardni.

3.5 Stifedni hodnota

3.5.1. Hazime kostkou, ktera neni spravedliva, ruznd ¢isla padaji s riznou pravdépodobnosti. Cisla 1, 2
1

padnou s pravdépodobnosti %, ¢isla 4, 5 a 6 padnou s pravdépodobnosti 7. Pravdépodobnost ¢isla 3 neni
udana. Jaky je stfedni pocet poctu ok, ktera na kostce padnou?
3.5.2. Jaka je stfedni hodnota poctu Sestek, které padnou pti hodu péti kostkami?
3.5.3. Mame Sestisténnou kostku.
a) Jaky je prumérny soucet ¢isel na horni a spodni sténé kostky vyrobené tak, ze 1 je naproti 6, 2
naproti 5 a 3 naproti 47

b) Jaky je prumérny soucet ¢isel na horni a spodni sténé kostky vyrobené tak, ze 1 je naproti 2, 3
naproti 5 a 4 naproti 67
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3.5.4. Mame dva sacky s kulickami. V prvnim sacku jsou dvé kulicky s ¢islem 2 a tii kulicky s ¢islem 3.
Ve druhém sécku jsou 3 kulicky s ¢islem 4 a 2 kulicky s ¢islem 5. Tahdme z obou sécku po jedné kulicce.
Jaky je prumérny soucet tazenych cisel?

3.5.5. Uméli byste rozmistit ¢isla 1 az 6 na spravedlivou kostku tak, aby stfedni hodnota souctu horni
a spodni stény byla jina nez 77

3.5.6. Najdéte vhodnd ¢isla ay,as, ..., as a rozmistéte je na spravedlivou kostku tak, aby stfedni hodnota
souc¢tu horni a spodni stény byla jind nez prumér hodnot a; az ag vynésobeny dvéma.

3.5.7. Najdéte vhodné cela cisla aq,ao,...,as a rozmistéte je na spravedlivou kostku tak, aby stfedni
hodnota sou¢inu horni a spodni stény byla jind nez prumér hodnot a; az ag umocnény na druhou.

3.5.8.* Najdéte vhodnd ruznd celd ¢isla aq, as, . .., ag a rozmistéte je na spravedlivou kostku tak, aby stiedni
hodnota sou¢inu horni a spodni stény byla stejnd jako prumér hodnot a; az ag umocnény na druhou.

3.5.9. Kolik je tfeba prumérné hodi minci, aby vysly dva stejné vysledky?

3.5.10.* Kolik je tfeba prumérné hod minci, na které ma hlava pravdépodobnost p (p nemusi byt %), aby
vysly dva stejné vysledky?

3.5.11.*% Kolik je tieba prumérné hodu spravedlivou minci, aby padla prvni hlava?

3.5.12.*% Kolik je tfeba prumérné hodu minci, kde hlava ma pravdépodobnost p (p nemusi byt %), aby padla
prvni hlava?

3.5.13. Jaka je stiedni hodnota poétu policek, o které se vage figurka piesune v jednom kole hry ,Clovéce,
nezlob se!“, pokud se

a) po treti Sestce za sebou jiz znovu nehazi?
b) opakované hézi dokud padaji Sestky?

3.5.14. Pti objednavani obédi na termindlu u jidelny nevite, ktera jidla jsou k dispozici a ktera ne. Vime,
ze tri z péti jidel jiz neni mozné objednat, nicméné pii kazdém pokusu o objednani se o dostupnosti jidla
dozvime, az na konci celého pokusu a musime objednavat znovu. Jaky je stiedni pocet pokusu nez si
objedname jidlo, které se jesté vaii?

3.5.15. Pfi objednavani obédii na termindlu u jidelny nevite, kterd jidla jsou k dispozici a ktera ne. Vime,
ze v menu je vybér z n jidel a vime, ze k < n je pocet jidel z péti, ktera je mozno objednat, jaky je stfedni
pocet pokust nez si objedname jidlo, které se jesté vaii?

3.6 Nahodné vybéry

3.6.1. Mame sedmiprvkovou mnozinu A.
a) S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné jednu konkrétni pétiprvkovou podmnozinu mezi viemi
pétiprvkovymi podmnozinami?
b) S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné jednu konkrétni pétiprvkovou podmnozinu mezi vSemi

podmnozinami?
c) S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné nékterou pétiprvkovou podmnozinu mezi vsemi
podmnozinami?
3.6.2. S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné jednu k-prvkovou podmnozinu n-prvkové mnoziny?

3.6.3. S jakou pravdépodobnosti vybereme ndhodné k-prvkovou podmnozinu mezi vSemi podmnozinami
n-prvkové mnoziny?

3.6.4. Jaka je pravdépodobnost, ze nahodnd podmnozina n-prvkové mnoziny obsahuje jeden pevné zvoleny
prvek?

3.6.5. Mame nahodnou posloupnost ¢tyt bitu.
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2)
b)

)

3.6.6.

a

o

)
)
c)
d)

3.7

3.7.2.

a

o

)
)
c)
d)

)

e

3.7.3.

S jakou pravdépodobnosti se jednd o ,,0011«7
S jakou pravdépodobnosti obsahuje dvé jednicky a dvé nuly?

S jakou pravdépodobnosti obsahuje vice jedni¢ek nez nul?

Méame nahodnou permutaci pétiprvkové mnoziny.

Jakou pravdépodobnost mé kazda jedna ndhodna permutace?

Jakou pravdépodobnost ma permutace, kde ¢islo 1 nasleduje bezprostifedné za ¢islem 27
Jakou pravdépodobnost mé permutace, kde ¢islo 1 nasleduje za ¢islem 27

Jakou pravdépodobnost ma permutace, kde ¢isla 1, 2 jsou vedle sebe?

Priklady k procviceni

. Hazime opakované spravedlivou minci.

Jaka je pravdépodobnost, ze pii Sesti hodech minci padne hlava i orel stejnékrat?

Jaka je pravdépodobnost, ze pfi n hodech minci padne hlava i orel stejnékrat?

Méme zamichany balicek 32 karet. Vytahneme postupné dvé karty. Jakd je pravdépodobnost, ze
obé karty budou esa?

obé karty budou devitka a desitka (v tomto pofadi)?

obé karty budou devitka a desitka (v libovolném poradi)?

ani jedna karta nebude kral?

obé karty budou stejné barvy?

Kuchar upustil omylem do polévky dva riazné prsteny. VSechna polévka byla rozdélena mezi 25 hostu,

z toho 8 zen. Jaka je pravdépodobnost, ze

a

o

C

)
)
)
d)
)
)

)

f

oba prsteny dostane jedna osoba?

prsteny budou mit v polévce dva muzi?

prsteny nebude mit v polévce zadny muz?

prsteny budou mit v polévce jeden muz a jedna zena?
prsteny budou mit v polévce dvé zeny?

Jak se pravdépodobnosti zméni, jestlize prsteny budou stejné?

3.7.4. Hodime dvéma Sestisténnymi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze nejvyssi ¢islo padne pravé m,
m € [1,6]7

3.7.5. V supliku mdme rozhazenych po 6 ponozkach (3 pary) od kazdé z barev cernd, Sedd a bild. Ko-
lik ponozek musime prumérné vytdhnout (postupné a poslepu), abychom dostali jednobarevny péar? Ne-

rozliSujeme levou a pravou ponozku.

3.7.6. V supliku mame rozhazenych po p ponozkach od kazdé z b barev. Kolik ponozek musime prumeérné
vytahnout (postupné a poslepu), abychom dostali jednobarevny péar? NerozliSujeme levou a pravou
ponozku.
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3.7.7.% Magnet ma dva podly, které se pritahuji. Barevné détské magnetky maji na sobé umélohmotnou
cepicku. Cepicka zakryvé cely jeden pdl magnetu, proto pfitahovat se mohou pouze jednim pélem. Mag-
netky jsou balené po 40 kusech, 10 od kazdé ze ¢tyt barev. Predpoklddejme, ze zakryté pdly kazdého
z magnetku jsou zvoleny nahodné s pravdépodobnosti % Jaka je pravdépodobnost, ze téchto 40 mag-
netku lze pospojovat do 20 stejnobarevnych dvojic tak, ze kazda dvojice se navzajem pritahuje opaénymi
nezakrytymi poly?

3.7.8. Hra Tic-tac-toe je hra s tuzkou a papirem pro dva hrace X a O, kteti stiidavé zapisuji krizky a kolecka
do ¢tvercové sité policek 3 x 3, viz Cviceni EE3.B2. Pti feSeni vyuzijte vysledku Cvic¢eni EZ3.682.

a) Jakd je stfedni hodnota poctu tahu do vitézstvi, jestlize remizy nebudeme uvazovat (predpoklddame,
ze remiza nemuze nastat). Predpoklddejme, ze kazdd hra mé stejnou pravdépodobnost (coz nemusi
byt pravda).

b)* Jaka je sttedni hodnota poc¢tu tahu do prvniho vitézstvi, jestlize remizy zapocitdme jako 9 tahu a dalsi
hra pokracuje dalsim (desdtym) tahem. Predpokladejme, ze kazda hra m4 stejnou pravdépodobnost
(coz nemusi byt pravda).

3.7.9. Krabice drevénych détskych vlackt obsahuje jednu lokomotivu a t#i vagénky. Vagonky a lokomotiva
se spojuji pomoci magneti. Lokomotiva ma jeden magnet a kazdy vagének ma magnety dva — na kazdém
konci jeden. Pély magnetu jsou otoceny tak, aby bylo mozno zapojit do vlacku vSechny vagdnky a to
v libovolném potadi.

a) S jakou pravdépodobnosti by se dal sestavit vlacek s vagénky v libovolném poradi, pokud by v tovarné
orientaci magnetu ptifazovali ndhodné?

b)* Uméli byste predchozi tilohu zobecnit pro n vagénku?

c¢) S jakou pravdépodobnosti by se dal sestavit vlac¢ek s vagénky v alespon jednom potadi, pokud by
v tovarné orientaci magnetu ptifazovali ndhodné?

d)* Uméli byste predchozi tilohu zobecnit pro n vagénku?

3.7.10. V balicku je 8 karet, dvé od kazdé barvy. Balicek peclivé rozmichame. S jakou pravdépodobnosti
dostaneme takové rozmichéni, ve kterém nejsou zadné dvé karty stejné barvy vedle sebe?

3.7.11. Ctyficet sportove bude rozdéleno na ¢tyfi stejné pocetné skupiny. Jaka je pravdépodobnost, ze
dva konkrétni sportovci A a B budou ve stejné skupiné?

3.7.12. S jakou pravdépodobnosti bude pfijato bindrni slovo délky 8 znaku, které obsahuje ¢tyti nuly, jestlize
zdroj signdlu generuje 7krat vice nul nez jednicek?

3.7.13. V televizni soutézi se otaci kolo stésti. Na kole je 100 oblasti, z toho 60 odpovidé vyhie 100 K¢, 30
odpovida vyhie 1000 K¢ a 10 oblasti vyhie 5000 K¢. Jaka je stfedni hodnota vyhry?

3.7.14. Basketbalista hazi dvakrdt na kos. V prvnim hodu trefi kos s pravdépodobnosti 1—70. Potom v druhém

hodu trefi kos s pravdépodobnosti 1%. Pokud ale v prvnim hodu netrefi, tak v druhém hodu uspéje
s pravdépodobnosti jen 1%. Jaka je pravdépodobnost, ze basketbalista pii druhém hodu trefi kos?

3.7.15. Jaky je stfedni pocet hodu Sestistennou kostkou nez padne kazdé sténa alespon jednou?
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4 Dalsi pocetni postupy

Podrobnéji si o principu inkluze a exkluze a o Dirichletové principu muzete piecist ve skriptech [ZDMI].
4.1 Motivacni priklady

4.1.1. Kolik ¢&isel zustane v mnoziné éisel {1,2,...,1000} po vyskrtani vSech ndsobku 2, 3,57

4.1.2. Na vecirku se sesly 3 manzelské pary. Kolika ruznymi zpusoby lze posadit téchto 6 lidi kolem kulatého
stolu tak, aby manzelé (manzel a manzelka) nesedéli vedle sebe?

(1) ro(a) voli) =

4.1.3. Ukazte, ze plati

4.2 Princip inkluze a exkluze
Podrobnéji si o principu inkluze a exkluze muzete precist ve skriptech [ZDMI.
4.2.1. Kolik ¢&isel zustane v mnoziné ¢isel {1,2,...,1000} po vyskrtani vSech ndsobku 2,3,5, 77

4.2.2. Kolika zpusoby je mozno vybrat pét karet z balicku 52 karet tak, aby mezi nimi byla od kazdé barvy
alespon jedna karta?

4.2.3. Na vecirku se sesly 4 manzelské pary. Kolika ruznymi zpusoby lze posadit téchto 8 lidi kolem kulatého
stolu tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe? Ve dvou rozdilnych rozesazenich ma néktery ¢lovék jiného
souseda po levé nebo po pravé ruce.

4.2.4.* (Problém satndrky) Na shromézdéni pfislo n pant, vSichni v kloboucich, a odlozi si své klobouky
do Satny. Pii odchodu dostavaji své klobouky ndhodné. Jaka pravdépodobnost, ze zadny pan nedostane
svuj klobouk zpét?

4.2.5. Na shrom&azdéni prislo 5 hostu, vsichni v kloboucich, a odlozi si své klobouky do Satny. P¥i odchodu
dostavaji své klobouky ndhodné. Jaka pravdépodobnost, ze zadny host nedostane svij klobouk zpét?

4.2.6.% Na vecirku se seslo n manzelskych paru. Kolika ruznymi zpusoby lze posadit téchto 2n lidi kolem
kulatého stolu tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe? Ve dvou rozdilnych rozesazenich ma néktery ¢lovék
jiného souseda po levé nebo po pravé ruce.

4.2.7.% Na plese se sesSlo n manzelskych péaru. Kolika ruznymi zpusoby muze spolu tancit vzdy vsech 2n
lid{ tak, aby zadny manzelsky par netancil spolu?

4.2.8. Mame dva zamichané balicky, kazdy balicek méa 32 karet. Z kazdého balicku postupné obratime shora
vzdy jednu kartu. Jaka je pravdépodobnost, ze nikdy nebudou obracen dvé stejné karty?

4.2.9. Kolika zpusoby rozmistime r objekti do péti schranek tak, aby alespon jedna schréanka byla prazdna?

4.2.10. Kolik existuje n prvkovych posloupnosti ¢isel 0, 1,...,9 takovych, které obsahuji vzdy ¢isla 1, 2 a 37
Cisla se v posloupnostech mohou opakovat.

4.3 Kombinatorické identity

4.3.1. Upravte vyraz (nng) + ( n2f3) na jediné kombinacni éislo.
4.3.2. Upravte vyraz (8) + (”Jfl) + (”;2) + (n?;?’) + ("14) na jediné kombinacni éislo.

4.3.3.% Upravte vyraz Z?:o (”:”) na jediné kombinaé¢ni ¢islo.

4.3.4. Pro jakd n plati C(n —1,3) + C(n +2,3) + 10 = P(n, 3)?
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2 2 2 2
n n n n n T n _ 2n
0 1 2 n nj)
4.3.6. Zduvodnéte (kombinatoricky, bez vypoctu kombinaénich ¢éisel), ze plati
2n n 9
=2
()2

4.3.7% Sectete 1 +2(7) + -+ (+1)(;) +---+ (n+1)(})-
4.3.8.*% Ukazte, ze plati

(1) s5) ro) =) 2 ol)

1-2:342-3.443-4-5+--+n—2)-(n—1)-n

4.3.5. Ukazte, ze plati

4.3.9. Vypocitejte

4.3.10. Vypocitejte > p_; (k* + 1)k!
4.3.11. Vypocitejte > p_, 2" Fk(k + 1)!
4.3.12. Vypocitejte Zf:o (2"7]"’) (]f) kde k <n

4.4 Binomicka véta

4.4.1. Kolik sé¢itancii dostaneme po umocnéni trojélenu (a+ b+ ¢)?? Ulohu feste kombinatorickou tivahou,
nikoliv rozepisovanim binomického rozvoje.

4.4.2. Roznésobime vyraz (2 + z)'2. Jaky koeficient bude

a) u élenu °?
b) u élenu z7?
c) u ¢lenu x10?
d) u élenu x1°?

4.5 Dukazy pocitanim

4.5.1. Existuji na VSB-TUO dva studenti se stejnym poslednim étyicislim rodného ¢isla?

ez

4.5.2. Ukazte, ze na Zemi ziji dva lidé se stejnym poctem vlastu.

4.5.3. V mistnosti je n lidi. Kazdy z nich m4 v mistnosti nékolik znamych (tfeba i zddného). Ptedpokladdme,
ze relace ,,mit znamého* je symetricka. Ukazte, ze nékteii dva lidé maji v mistnosti stejny pocet znamych.
4.5.4. Méte 4 ruznd ¢isla od 1 do n (n > 4). Ukazte, ze néktera dveé ¢isla davaji sudy soucet. Kolik nejméné
¢isel zaruci sudy soucet?

4.5.5. Méte 4 ruznd ¢isla od 1 do n (n > 4). Ukazte, Ze na rozdil od pfedchoziho Piikladu B nemusi zddnd

dvé davat lichy soucet.

4.5.6. Méte k ruznych ¢isel od 1 do n (n > k > 2). Pro jaké nejmensi £ mdme zaruceno, ze néktera dve
davaji lichy soucet.
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4.5.7. Na ¢trnactidenni dovolenou jelo 20 lidi. Kazdé odpoledne hraji stolni tenis. U kazdého ze dvou stolu
se hraje postupné Sest zapasu, vzdy proti sobé hraji dva hraci. Ukazte, ze néktefi dva lidé spolu béhem
celé dovolené nehrali.

4.5.8. V Plzni se v méstsky dopravnich prostiedcich stipaji listky. Po Plzni jezdi 150 tramvaji, 90 trolejbusu
a 120 autobusu. Ukazte, ze pokud se Stipe vzdy 3, 4 nebo 5 policek z deviti, tak musi byt v nékterych
vozech stejné kombinace.

4.5.9.*% Ukazte, ze vyiizneme-li z Sachovnice dva protilehlé rohy, potom neni mozné Sachovnici pokryt
dominovymi kostkami.

4.5.10.* Ze sachovnice odebereme dvé policka ruzné barvy. Ukazte, ze vzdy je mozno zbytek Sachovnice
pokryt dominem.

4.5.11. Ukazte, ze neexistuje univerzalni bezztratovy kompresni algoritmus, tj. takova kompresni funkce,
kterd libovolnou posloupnost n bajti bezztratové zkompresuje na posloupnost délky mensi nez n.

4.6 Priklady k procviceni

4.6.1. Kolik nul na konci ma
a) ¢islo 50147

b) é¢islo ,, 1234147

4.6.2. Mame 10 ruznych figurek a ¢tyfi ruzné barvy. Kolik existuje moznosti, jak vSechny figurky obarvit,
pricemz od kazdé barvy by méla byt alespon jedna figurka?

4.6.3. Pomoci vhodné kombinatorické interpretace a pouzitim principu inkluze a exkluze spocitejte nasle-
dujici sumu pro n, m, j piirozend takova, ze n > j > (m + n), t.j. vyjadiete tuto sumu jako néjaky vyraz,

ktery uz bude bez sumy: .
S
4.6.4. Dokazte, ze plati
R R ) e S R B R e

4.6.5. Ukazte, ze pro libovolnych n+ 1 prirozenych ¢isel z mnoziny [1, 2n| existuji takova dvé ¢isla, ze jedno
je nasobek druhého.

4.6.6. Z aritmetické posloupnosti 1,4,7,10,...,100 vybereme libovolné 19 ¢lent. Dokazte, Ze mezi nimi
existuji dvé ¢isla, jejichz soucet je 104.

4.6.7. Ukazte, ze v mnoziné libovolnych k + 1 celych ¢&isel existuje alespon jedna dvojice ¢isel, jejichz rozdil
je délitelny cislem k.

4.6.8. Méame dano 33 prirozenych ¢isel, jejichz prvociselné délitele jsou z mnoziny M = {2,3,5,7,11}.
Dokazte, ze z téchto ¢isel muzeme vybrat dvé takova cisla, ze jejich souéin je ¢tverec (druhd mocnina
néjakého prirozeného cisla).

4.6.9. Méjme 18 libovolnych prvocisel. Ukazte, ze z nich lze vybrat pét prvocisel tak, ze rozdil kazdé dvojice
vybranych prvocisel je délitelny péti.

4.6.10. Hazime k klasickymi kostkami soucasné. 7Z mnoziny [ lidi, kde [ > (k-g5)7 kazdy hodi vSsemi k
kostkami najednou. Ukazte, ze néktefi lidé hodi stejnou kombinaci ok na kostkach.
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4.6.11. Méjme Sachovnici 6 x 6 policek. Na Sachovnici muzeme polozit 18 dilkua domina tak, aby kazdé
policko Sachovnice bylo zakryté. Ukazte, ze v jakémkoliv pokryti sachovnice dominovymi kostkami zustane
alesponl jedna vodorovna piiméa spara nebo svisla piiméa spara, ktera déli sachovnici na dvé ¢asti.

4.6.12. Méjme Ctverec o strané 2. Zvolme libovolnych 5 bodu A1, Ao, ..., A5 ve ¢tverci. Ukazte, ze vzdalenost
nékterych dvou zvolenych bodt je nejvyse /2.

4.6.13. Méjme krychli o strané 3. Zvolme libovolnych 28 bodu Ay, As, ..., Asg v této krychli. Ukazte, ze
vzdalenost nékterych dvou zvolenych bodi je nejvyse v/3.
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5 Rekurentné zadané posloupnosti

Podrobnéji o rekurentné zadanych posloupnostech si muzete preéist ve skriptech [ZDM?2].

5.1 Motivacni priklady

5.1.1. Kolika zptusoby muzeme zaplnit Sachovnici 2 x n policek, mame-li k dispozici neomezeny pocet dilku
o rozméru 2 x 1 a 2 x 2 policka?

5.1.2. Znaky Arkadijského pisma sestavaji vzdy jen z jednoho nebo dvou rovnych tahu. Pro jednoduchost
si muzeme predstavit, ze pismena se skldadaji z jedné nebo dvou sirek. Z archeologickych nalezu vime,
ze existuji 3 ruzné znaky z jedné sirky a 10 ruznych znakt ze dvou sirek. Kolik ruznych posloupnosti
Arkadijskych znakt muzeme sestavit z n sirek?

5.2 RAd rekurentni rovnice

5.2.1. Urcete tad rekurentnich rovnic, dale urcete, zda se jednd o linedrni a homogenni rovnici.
a) ap =—1.21lay,

b) an = 2an—1 + 3an—2

c) ap = 2ap—4

d) an=ap_1+a’_,

e) ap=ap—1-ap-3+1

f) ap=an_1+n

g) Apn = NGn—1
5.3 Charakteristicka rovnice a jeji koreny

5.3.1. K dané rekurentni rovnici sestavte charakteristickou rovnici. Najdéte vSechny jeji kofeny.
a) ap = 6ay—1 — 9a,—2
b) a, =6a,—1 — 1la,—2 + 6a,_3
¢) anp=—3an-1—3ap_2 — an_3

d) an, =an—1+8an—2 —12a,_3

5.4 Tvar obecného feSeni

5.4.1. Sestavte tvar obecného reSeni k rekurentnim rovnicim ze sekce B3.
a) ap = 6an—1 — 9a,—2
b) a, =6a,—1 — 1la,—2 + 6a,_3
C) ap = —3ap-1 — 3ap—2 — ap_3

d) ap, =an—1+8ap—2— 12a,_3
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5.5 Nalezeni obecného reSeni

5.5.1. Najdéte obecné feseni k rekurentnim rovnicim ze sekce B4 s danymi pocateénimi podminkami.

a) ap = 6ay,—1 — 9an—2 proay =1, a; =6

b) a, = 6a,—1 — 1la,—2 + 6a,_3 pro ag =2, a; =5, ay = 15
¢) anp=—3ap—1 —3apn_2—ap_3proag=1,a; = -2, a3 = —1
d) ap, =an—1+8ap—9 — 12a,,—3 pro ag = 3, a1 = —8, ay = 56

5.6 Tvar partikularniho feseni

5.6.1. Sestavte tvar partikularniho feseni k nasledujicim rekurentnim rovnicim.
ap, = 8ap—1 — 16a,—2 + (n+ 1)3"
ap, = 8ap—1 — 16a,—2 + (2 —n)4"

)
)
¢) an="Tan_1 —16a,_o + 12a,,_3 +n?
) ap =Tan—1 — 16a,—2 + 12a,_3 — 2n4"™
)

ap = Tap_1 — 16a,_9 + 12a,,_3 — 2n2"
5.7 ReSeni nehomogennich rekurentnich rovnic

5.7.1. Najdéte feseni nésledujicich rekurentnich rovnic s danymi pocateénimi podminkami.
a) ap =8ap—1 — 16a,—2+ (n+1)3", kde ap =1, a1 = 10
b) a, =8an—1 — 16a,_2+ (n+1)3", kde ap =2, a; =5

¢) ap =8an—1 — 16a,—2+ (2—n)4", kde ag =2, a1 =6

5.8 Priiklady k procviceni

5.8.1. Do fondu vlozime 100 000 K¢. Podle podminek fondu bude ¢astka, kterd byla na tc¢tu v poslednim
roce, trocena 20% a castka, kterd byla na uctu v predposlednim roce, trocena 45%. Jakd bude c¢dstka
na uctu v n-tém roce?

5.8.2.*% Morseova abeceda sestava ze signalu dvou druhu: tecek a ¢drek. Napriklad pomoci 1 signédlu muzeme
sestavit dvé zpravy, pomoci dvou signédlu vsak jiz 2 -2 + 4 = 8 zprav.

e CtyTi zpravy ze dvou znaku po jednom signalu a

e Ctyf znaku po dvou signalech.

Existuji 2 znaky po jednom signélu, 4 znaky ze dvou signali, 8 znaku ze t¥i signalu a 13 znaku ze ¢tyt
signalu (teoreticky existuje 16 signalu, ale ¢eskd abeceda vyuziva jen 13 z nich). Kolik ruznych zprav
muzeme sestavit pomoci n signali? Sestavte rekurentni vztah a s vyuzitim vypocetni techniky najdéte
obecné feSeni s priblizné uréenymi koreny na dvé desetinnd mista.

5.8.3. Kolika zpusoby muze Ferdinand vybéhnout n schodu, jestlize muze kazdym krokem vystoupat o jeden
nebo o dva schody. Dva zpusoby povazujeme za ruzné, jestlize se lisi poradi, kdy Ferdinand udéla krok pres
dva schody nebo pfes jeden schod.

5.8.4. Budeme lepit ozdobnou fadu kachlicek o rozméru 1 x n ¢tverecku. K dispozici mame
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e kachlicky ¢tyt ruznych barev o rozméru 1 x 1 Ctverecek a
e kachlicky péti ruznych barev o rozméru 1 x 2 ¢tverecky.

Kolika zptsoby muzeme vykachlickovat fadu kachlicek o rozméru 1 x n ¢tverecku? Sestavte rekurentni
vztah a najdéte obecné feSeni.

5.8.5. Vyreste rekurentni rovnici a,, = a,—1 + n, kde a; = 3.
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6 Modularni aritmetika
6.1 Motivacni priklady

6.1.1. Kontroln{ schéma éisla (k6du) bankovnich instituci na seku je 7xy + 3xo + 923 + 724 + 325 + 926 +
Tx7 + 328+ 929 =0 (mod 10). Je ¢islo (kéd) bankovni instituce 307074580 platny?

Jokn pu; 100

et

Vancouver, BC
VIK MsT

seore SAMPLE VOID CHEQUE s
CRDER OF
4837 it Crive. WA
%— Vencorar BE. VB 2 » o
e
TRANSIT  INSTITUTION  ACCOUNT NUMBER

6.2 Délitelnost

6.2.1. Méjme dvé cela ¢isla a, b. Vyjadiete celociselny podil a zbytek dle Véty o jednoznaénosti podilu
a zbytku jako a = gb + r.

a) a=101,b=9
b) a=9,b=101

¢) a=—158,b=11

6.2.2. Urcete zbytek po déleni nasledujicich éisel.
a) Zbytek po deéleni ¢isla 589 ¢islem 8
b) Zbytek po déleni ¢isla 5 891 ¢islem 7

c) Zbytek po déleni ¢isla 5 891 ¢islem 11

6.3 Euklidav algoritmus

6.3.1. Pouzijte Eukliduv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele nésledujicich ¢isel.
a) 589 a 8
b) 123 a 277

c) 1529 a 14 039

6.4 Bézoutova véta

6.4.1. Pouzijte Eukliduv algoritmus ze sekce B33 pro nalezeni Bézoutovych koeficienti.
a) Napiste NSD(589, 8) jako linedrni kombinaci obou ¢isel.
b) Napiste NSD(123,277) jako linedrni kombinaci obou ¢&isel.

¢) Napiste NSD(1 529, 14 039) jako linedrni kombinaci obou ¢&isel.

6.4.2. Urcete NSD(91, 169) a napiste jej jako linedrni kombinaci obou ¢&isel.

6.4.3. Najdéte inverzi ¢isla a modulo m.
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kéd | znak || kéd | znak
65 | A 78 | N
66 | B 79 | O
67 | C 80 | P
68 | D 81 | Q
69 | E 82 | R
70 | F 83 | S
1 |G 84 | T
72 | H 8 | U
73 |1 86 | V
4 | J 87 | W
7 | K 88 | X
76 | L 89 |'Y
777 | M 90 | Z

Tabulka 1: ¢ast ASCII tabulky.

a) Najdéte inverzi ¢isla 8 modulo 11.
b) Najdéte inverzi ¢isla 87 modulo 12.

¢) Najdéte inverzi ¢isla 87 modulo 13.

6.4.4. Najdéte inverzi ¢isla a modulo m.
a) Najdéte inverzi ¢isla 91 modulo 13.
b) Najdéte inverzi ¢isla 91 modulo 14.

c) Najdéte inverzi ¢isla 91 modulo 15.

6.5 Modularni aritmetika

6.5.1. Vypocitejte v piislusné modularni aritmetice
a) 1341139
b) 131139
c) 13-439

d) (781 +4571) 765

6.5.2. V Tabulce O vidime ¢ast ASCII tabulky. Zakdédujte slovo ,AHOJ* tak ze ASCII kéd kazdého slova
vynésobite ¢islem 7 modulo 256.

6.5.3. Navazeme na Cviceni B Dekédujeme slovo urcéené posloupnosti (199, 248, 41, 6) tak, ze najdeme inverzi
¢isla 7 module 256 a ¢isla v posloupnosti vynasobime module modulo 256.

6.5.4. V Tabulce 0 vidime ¢ast ASCII tabulky. Ukazte, ze pokud zakddujeme slovo ,AHOJ“ tak ze ASCII
kod kazdého slova vynédsobite ¢islem 12 modulo 256, tak ziskanou posloupnost ¢isel nelze dekédovat.
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6.6 Kongruence

6.6.1. Rozhodnéte, zda ¢isla a, b jsou kongruentni modulo m.
) Cisla a =19, b = 11 modulo 6
) Cisla a =19, b = 11 modulo 4

¢) Cisla a = 546, b = 141 modulo 11
)

Cisla a = 546, b = 141 modulo 45

6.6.2. Najdéte feseni uvedené linearni kongruence.
r =15 (mod9)

r=-74 (mod 12)

2¢ =5 (mod 10)

mod 10)

2r =5

)
)
)

d) 2¢=6
)
) mod 9)
)

(
(
2z =4 (mod 10)
(
(

8r =5 (mod 11)

6.7 Soustavy kongruenci

6.7.1. Vyreste nasledujici soustavy kongruenci.
a) =4 (mod 10), x =3 (mod 17)
b) 22 =4 (mod5),z=1 (mod9)
c) 3r=4 (mod6),z=1 (mod9)

6.8 Priklady k procviceni

6.8.1. Ktera ¢isla davaji zbytek 15 po déleni ¢islem 87
6.8.2. Ktera ¢isla jsou kongruentni s 15 modulo 87

6.8.3. Kontrolni schéma UPC kédu je 3x1 + x2 + 3x3+ x4+ 325+ 26+ 327 + x5+ 3x9 + 210 + 3211 + 212 =0
(mod 10). Je ¢islo 793573431042 platny UPC kéd?

6.8.4. Kontrolni schéma UPC kédu je 3x1 + xo + 3x3+ x4 + 35 + 16 + 327 + 28 + 329 + 10 + 3211 + 212 = 0
(mod 10). Je &islo 401305480285 platny UPC kéd?

6.8.5. Kontrolni schéma UPC kédu je 3x1 + 22+ 3x3 + x4+ 325 + 26 + 327 + x5+ 3x9 + 210+ 3211 + 212 =0
(mod 10). Osma4 cifra UPC kédu je znehodnocena 401305470285. Urcete jeji hodnotu.

6.8.6. Kontrolni schéma ISBN-10 kodu je 1021 4+ 9xo + 8x3 + Tx4 + 625 + Sx6 + 47 + 328 + 2209 + 119 = 0
(mod 11). Je ¢&islo 8072260014 platny ISBN kéd?

6.8.7. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 10x1 + 922 + 83 + Tx4 + 625 + Sxg + 47 + 328 + 229 + 12210 = 0
(mod 11). Je ¢&islo 0471595047 platny ISBN kéd?

6.8.8. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 101 + 9xo 4+ 8xs + 7Tx4 + 625 + Hxg + 47 + 318 + 2209 + 1219 = 0
(mod 11). Je &islo 8072261147 platny ISBN kéd?
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6.8.9. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 10x1 4+ 9xo + 8x3 + Txg + 625 + Sxg + 47 + 328 + 2209 + 1219 = 0
(mod 11). Posledni cifra ISBN kédu je znehodnocena 8072261147. Urcete jeji hodnotu.

6.8.10. Kontrolni schéma ISBN-10 kodu je 10x1 + 922 + 8xs + Tx4 + 625 + bwg + 47 + 3xs + 229 + 1219 = 0
(mod 11). Najdéte kontrolni (posledni) cifru ISBN kédu 0131019637.

6.8.11. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 1021 4+ 929 4+ 8x3 + Txy + 625 + Hxg + 47 + 318 + 229 + 119 = 0
(mod 11). Najdéte kontrolni (posledni) cifru ISBN kédu 4307362117.

6.8.12. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 1021 4+ 922 4+ 8x3 + 7Txy4 + 625 + Hxg + 427 + 318 + 229 + 1219 = 0
(mod 11). Sedma cifra ISBN kédu je znehodnocena 8072267147. Urcete jeji hodnotu.

6.8.13. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 10x1 + 922 + 8x3 + Tx4 + 625 + 56 + 427 + 323+ 209 + 1210 = 0
(mod 11). Sedm4 cifra ISBN kédu je znehodnocena 8072267227. Uréete jeji hodnotu.

6.8.14. Kontrolni schéma ISBN-10 kédu je 10x1 + 922 + 8x3 + Txg + 625 + g + 427 + 328 + 229 + 12210 = 0
(mod 11). Je ¢islo 8072261147 platny ISBN kéd?

6.8.15. Kontrolni schéma ¢isla bankovnich instituci na Seku je 7x1 + 3x2 + 923 + 724 + 325 + 926 + T27 +
3xg + 929 =0 (mod 10). Je ¢islo 415002204 platné ¢islo bankovni instituce?

6.8.16. Kontrolni schéma ¢isla bankovnich instituci na Seku je 7x1 + 3x2 + 923 + 724 + 325 + 926 + T7 +
3xg + 929 =0 (mod 10). Prvni cifra kédu je znehodnocena 706480665. Urcete jeji hodnotu.



34

Petr Kovér: Resené priklady DM a UTG (30. zarf 2026)



Cast 11
Uvod do teorie grafu

Stavovy graf hlavolamu ,hanojské véze*.
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1 Pojem grafu

Zakladni grafové pojmy jsou podrobné zavedeny ve skriptech [[ITG].

1.1 Motivacni priklady

1.1.1. Devét kamarddu si na Vanoce dalo darky. Kazdy dal darky tfem svym kamaradum. Ukazte, ze neni
mozné, aby kazdy dostal darky pravé od téch tif kamardadu, kterym darky sdam dal.

1.1.2. Méme 7 hazenkarskych tymu, které maji odehrat 21 zapasu, kazdy s kazdym. Ukazte, ze neni mozné
odehrat cely turnaj béhem Sesti hracich dnu, kdy probihaji soucasné vzdy 3 zapasy.

1.2 Zakladni t¥idy grafa

Méjme déna kladna celd ¢isla ag, ag, ..., ag. Cirkulantem C),(a1,ag,...,ax) rozumime graf G = (V, E) s n
vrcholy vg,v1,...,v,—1, kde hranovd mnozina je

E:{Uiv(i+aj)m0dn:Ogign—l/\lgjgk}.

Piiklad cirkulantu Cio(1,2,5) je na Obrazku 2 nebo [CR.

1.2.1.7 Nakreslete graf G = (V, E), je-li déno
a) V={a,b,c,d} a E = {ab,ac,ad}.
b) V ={k,l,m,n,o} a E = {kl,mn,mo,ln, ko}.
c) V={k,l,m,n,o,p} a E={kl,mn,mp,lo,ok,np}.

d) V =1{1,2,3,4,56,7,8} a E = {12,13,14, 25,26, 57, 68}

1.2.2.% Kolik vrcholii a kolik hran ma graf P, (dle znaceni ve skriptech [ITTG])?
1.2.3.Y Kolik vrchola a kolik hran mé graf K,,?
1.2.4.% Kolik vrcholu a kolik hran m4 graf K, 7

1.2.5. Srovnejme grafy Keg 7 a Kqp.
a) Ktery ma vice vrcholu?

b) Ktery ma vice hran?

1.2.6.% Srovnejme grafy K512 a Kia.
a) Ktery ma vice vrcholu?

b) Ktery ma vice hran?

1.2.7. Pro jaké n je K, cyklem?
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1.3 Stupné vrcholi v grafu

1.3.1. urcete, jaky je nejvétsi a nejmensi stupen vrcholu v grafu.
a) P,
b) Cp,
c) K,
d) Kmn

1.3.2.9 Napiste stuptiovou posloupnost grafu

a) P,
b) Cu,
c) Ky,
d) Kso

1.3.3. Kolik existuje ruznych grafu s n vrcholy. Predpokldadejme, zZe rozlisujeme pojmenovani vrcholu, tj.
napiiklad pro V = {1, 2, 3} rozlisime grafy s F; = {12} a graf s Fy = {23}.

1.3.4. Kolik existuje ruznych bipartitnich graft s m—+n vrcholy. Predpokladdme, ze rozliSujeme pojmenovani
vrcholt!

1.3.5. Pro jaké n je graf K,, cestou?
1.3.6. Pro jaké n je graf K,,, cyklem?
1.3.7. Pro jaké m,n je graf K, , cestou?

1.3.8.Y Kolik hran m4 graf

a) s deseti vrcholy stupné 57

=3

s 11 vrcholy stupné 57

d

)
)
c¢) se stupnovou posloupnosti (7,6,6,5,3,3,2,1,1,1,1)
) se stupniovou posloupnosti (7,6,6,5,3,3,2,1,1,1)
)

e) se stupnovou posloupnosti (7,6,6,5,3,3,2,1,1)

1.3.9. Kolik vrcholt méa graf, ktery ma 15 hran, 3 vrcholy stupné 4 a zbyvajici vrcholy stupné 37

1.3.10. Urcete stupnovou posloupnost grafu G na Obrazku . Je to jediny graf s touto stupnovou po-
sloupnosti?

Obrazek 1.1: Graf G.

1.3.11. Nakreslete graf se stupnovou posloupnosti
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a)v(9,8,7,6,5,4,3,2,1)

b) (5,2,2,1,1,1)

¢) (4,4,3,3,2,2,1,1,0,0)

d) (5,4,4,3,3,3,2,2)

e) (7,6,4,3,3,3,1,1)
£)v(5,5,1,1,1,1,1,1,1,1)
2)¥(5,5,1,1,1,1,1,1)

h) (5,5,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

1.3.12. Najdéte velikost nejvétsi nezavislé mnoziny vrcholu v grafu K 5.

1.3.13. Najdéte velikost nejvétsi nezavislé mnoziny vrcholu v grafu na Obrazku 2.
J ) Y g

Obrazek 1.2: Cirkulant C10(1,2,5).

1.4 Podgrafy

1.4.1. Méjme graf G na Obrazku 3.

Obrézek 1.3: Graf G.
a)¥Jaky je nejdelsi cyklus obsazeny jako podgraf v grafu G?
b)Y Jaky je nejkratsi cyklus obsazeny jako podgraf v grafu G?
¢)¥Jak4 je nejdelsi cesta obsazend jako podgraf v grafu G?

*

Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v grafu G?

)
)
)
d)¥Jaky je nejkratsf indukovany cyklus v grafu G?
e)
f)* Jaka je nejdelsi indukovand cesta v grafu G?

)

g) Jaka je velikost nejvétsi nezdvislé mnoziny vrchola grafu G?7
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h) Existuje néjaky neizomorfni graf se stejnou stupniovou posloupnosti?

i) Ukazte, ze graf G” na Obrézku 4 je izomorfn{ s grafem G.

Obrazek 1.4: Graf G” se stupriovou posloupnosti (4,3,3,3,3,3,3,2).

1.4.2. Méjme grafy G a H na Obrazku 3.

Us Ve v7 U8 Us Vg U7 G
e e O O
9, O 9, O

U1 V2 U3 Vg U1 U2 U3 Uy

Obrézek 1.5: Grafy G a H.

a) Jaka je nejdelsi indukovand cesta v grafu G?
b) Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v grafu G?
c) Jakd je nejdelsi indukovana cesta v grafu H?

d) Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v grafu H?

1.5 Izomorfismus grafi
1.5.1. Kolik existuje neizomorfnich 2-pravidelnych grafa
a) s b vrcholy?

b) se 6 vrcholy?

1.5.2. Jsou izomorfni grafy K7 — C7 a K7 — (C3 U Cy)?

/i

Obrézek 1.6: Grafy K7 — C7 a K7 — (C3 U Cy).

1.5.3. Jsou nasledujici dva grafy G a H izomorfni?

39
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){

Obrazek 1.7: Grafy G o H.

1.5.4. Jsou izomorfni K55 a cirkulant Cjo(1,2,5) na Obrazku [C3?

@

Obrazek 1.8: Kompletni bipartitni graf Ks 5 a cirkulant Cio(1,2,5).
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1.5.5. Kolik existuje neizomorfnich 5-pravidelnych grafi s osmi vrcholy?

1.5.6. Existuji dva neizomorfni grafy s danou stupnovou posloupnosti? Najdéte je nebo ukazte, ze takové
grafy neexistuji.

a) (3,3,3,3,3,3)7

b) (3,3,2,2)?

1.5.7. Najdéte mezi grafy G1, G2, G3 a G4 na Obrazku 3 vSechny izomorfni dvojice. Peclivé zduvodnéte.

B

Obrazek 1.9: Grafy oznacené po fadé G1, Go, G3 a Gy.

1.5.8. Najdéte vSechny neizomorfni jednoduché grafy se ¢tyimi vrcholy.

1.6 Implementace grafa
1.6.1.* Naprogramujte algoritmus, jak rozmistit 8 kraloven na Sachovnici tak, aby se navzajem neo-
hrozovaly.

1.6.2. Naprogramujte algoritmus, ktery vygeneruje vSechny grafy s n vrcholy, jestlize rozlisSujeme pojme-
novani vrcholu, tj. naptiklad pro V' = {1, 2,3} rozlisime grafy s F; = {12} a s Ey = {23}.



Petr Kovér: Resené piiklady DM a UTG (30. zari 2026) 41
1.7 Priklady k procviceni

1.7.1.° Srovnejme grafy Kep a Ky.
a) Ktery ma vice vrcholu?

b) Ktery ma vice hran?

1.7.2. Srovnejme grafy Kop 20 a Kag.
a) Ktery ma vice vrcholu?

b) Ktery ma vice hran?

1.7.3. Kolik hran a kolik vrcholu m& C,,7
1.7.4. Pro jaké hodnoty m, n neobsahuje K, ,, zddny cyklus?
1.7.5.Y Kolik hran musime odebrat z grafu Kg, abychom dostali K337
1.7.6. Pro ktera n je nasledujici stupnova posloupnost grafova?
a) (n,n—1,...,1)
b) (n—1,n—-2,...,0)

c) (nynyn—m,n—1n—-2n-2,...,1,1)

1.7.7. Pro které hodnoty n a r existuje graf s n vrcholy, kde kazdy vrchol je stupné r? Dokazte.
1.7.8. Jsou grafy K33 a cirkulant Cg(1,3) izomorfni?
1.7.9. Jsou grafy K44 a cirkulant Cg(1,2) izomorfni?

1.7.10. Jsou nasledujici dva grafy G a H izomorfni?

Obrazek 1.10: Grafy G a H.

1.7.11.* Pro jaky nejmensi pocet vrcholu najdete dva neizomorfni grafy se stejnou stupniovou posloupnosti?

1.7.12.* Strnuly graf ma pouze trividlni automorfismus. Najdéte strnuly graf s co nejmensim pocétem vr-
cholu.

1.7.13. Kolik existuje grafu se sedmi vrcholy stupné 27

1.7.14. Kolik existuje grafu s deseti vrcholy stupné 27



42 Petr Kovér: Resené priklady DM a UTG (30. zarf 2026)
2 Souvislost grafu

Souvislost grafu je zavedena ve skriptech [IITG].

2.1 Souvislost a komponenty grafu

2.1.1.Y Kolik komponent souvislosti méa souvisly graf?
2.1.2.Y Kolik komponent souvislosti ma nesouvisly graf?

2.1.3.Y Kolik komponent souvislosti méa graf na Obrazku EZI? Je souvisly?

Obrazek 2.1: Graf G.

2.1.4. Kolik komponent souvislosti ma graf G na Obrazku EA? Je souvisly?

®)

Obrazek 2.2: Graf G.

2.1.5.Y Kolik komponent souvislosti ma graf na Obrazku E3? Je souvisly?

©)

Obrazek 2.3: Graf G.

2.1.6. Kolik komponent souvislosti mé cirkulant C12(3,6)?

2.1.7. Kolik komponent ma graf s deseti vrcholy stupné 57 Dokazte.

2.1.8. Kolik komponent muze mit graf s deseti vrcholy a 25 hranami? Dokazte.

2.1.9. Kolik existuje ruznych grafu s deseti vrcholy, tfemi komponentami a 25 hranami? Dokazte.
2.1.10.Y Kolik komponent mé graf s patnacti vrcholy stupné 5?7 Dokazte.

2.1.11. Kolik komponent muze mit graf s deseti vrcholy stupné 27 Dokazte.
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2.1.12. Kolik nejvyse hran muze mit graf s deseti vrcholy, ktery ma dvé komponenty? Najdete takovy graf?

2.1.13. Kolik nejvyse hran muze mit graf s deseti vrcholy, ktery ma dvé komponenty a zddny vrchol stupné
vétsiho nez 37 Najdete takovy graf?

2.1.14. Kolik nejméné hran muze mit graf s deseti vrcholy, ktery mé dvé komponenty?

2.1.15. Kolik nejméné hran muze mit graf s n vrcholy, ktery mé k& komponent?

2.2 Prohledavani grafu
2.2.1. Jaka je slozitost algoritmu (uvedeného na piednasce) pro prohledavani do sitky?
2.2.2. Jaka je slozitost algoritmu (uvedeného na predndsce) pro prohledavéani do hloubky?
2.3 Vyssi stupné souvislosti
2.3.1. Mé&jme kompletni bipartitni graf K, ;.
a) Jaky je hranovy stupen souvislosti K, ,,?
b) Jaky je vrcholovy stupen souvislosti K, ,,?
2.3.2. Méjme cyklus C),.
a) Jaky je hranovy stupen souvislosti cyklu C),?
b) Jaky je vrcholovy stupen souvislosti cyklu C),7
2.3.3.Y Vite, ze minimaln{ stupen grafu G je 5.
a) Co muzete Fici o hranové souvislosti grafu G?

b) Co miuzete fici o vrcholové souvislosti grafu G7

2.3.4. Mame dén graf K33 bez jedné hrany, viz Obrazek Z4.

Obrazek 2.4: Graf K33 — e.

a) Kolik hran musime z grafu vynechat, aby neexistovala cesta mezi vrcholy a, b? Zduvodnéte!

b) Kolik hran musime z grafu vynechat, aby neexistovala cesta mezi vrcholy x, y? Zduvodnéte!

2.3.5.Y Kolik musime pfidat hran do grafu Ps, aby byl 2-souvisly?

2.3.6. Kolik musime pridat hran do grafu Fg, aby byl 3-souvisly?

2.3.7. Najdeéte piiklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné alespon r a hranova i vrcholova souvislost je 1.
2.3.8. Najdeéte priklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné r a hranova i vrcholova souvislost je 2.

2.3.9. Najdeéte piiklad grafu, kde kazdy vrchol je stupné r a hranova i vrcholova souvislost je k < r.
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2.3.10. Méjme libovolna prirozena ¢isla a < b < ¢. Najdéte piiklad grafu G, kde kazdy vrchol grafu G je
stupné ¢ a hranova souvislost grafu g je b a vrcholova souvislost je a.

2.3.11.Y Najdéte pifklad souvislého grafu, jehoz vrcholovéa souvislost je mensf nez hranova souvislost.

2.3.12. Najdéte ptiklad souvislého grafu, jehoz hranova souvislost je mensi nez vrcholova souvislost nebo
ukazte, ze takovy graf neexistuje.

2.3.13. Nakreslete 2-souvisly graf na co nejmensim poctu vrcholu tak, aby z néj pridanim jediné hrany
vznikl 3-souvisly graf.

2.3.14.* Dokéazete nakreslit 2-souvisly graf s co nejmensim poctem vrcholu a nejvyse dvéma vrcholy stupné
dva tak, ze pfidanim jediné hrany nevznikne 3-souvisly graf?

2.4 Priiklady k procviceni

2.4.1.” Muze existovat souvisly graf, ktery mé vice vrcholit nez hran? Pokud ano, najdéte piiklad, pokud
ne, dokazte.

2.4.2. Najdéte vsechny souvislé grafy, které maji vice vrcholta nez hran.

2.4.3. Mtze existovat souvisly graf, ktery ma n vrcholi a méné nez n — 1 hran? Pokud ano, najdéte piiklad,
pokud ne, dokazte.

2.4.4. Ukazte, ze neni mozné putovat jezdcem po celé Sachovnici 3 x 3.
2.4.5. Kolik nejvice hran muze mit graf s n > 2 vrcholy a 2 komponentami?
2.4.6.*% Kolik nejvice hran muze mit graf s n vrcholy a k komponentami? Predpokladdme, ze k < n.
2.4.7. Kolik nejméné hran musi mit 3-souvisly graf
a) se 6 vrcholy?
b) s 12 vrcholy?
c¢) s 9 vrcholy?
2.4.8. Definujme graf Z5(n) jako graf, jehoz vrcholy jsou vSechny dvouprvkové podmnoziny néjaké n prvkové
mnoziny, n > 2. Dva vrcholy jsou sousedni, jestlize odpovidajici vrcholy jsou disjunktni.
a) Pro kterd n je graf Zs(n) souvisly?
b) Je graf Zs(n) pravidelny?
c) Jaky je stupen vrcholu v grafu Zs(n)?
)

d) Jaky je stupen souvislosti graf Zs(n)?

2.4.9. Definujme graf Z3 (n) jako graf, jehoz vrcholy jsou vSechny dvouprvkové podmnoziny néjaké n prvkové
mnoziny, n > 2. Dva vrcholy jsou sousedni, jestlize odpovidajici vrcholy nejsou disjunktni.

a) Pro ktera n je graf Z3(n) souvisly?

b) Je graf Z5(n) pravidelny?

2.4.10. Na mnoziné ¢tyt vrcholu konstruujeme ndhodny jednoduchy neorientovany graf G (bez smycek)
tak, ze kazdou dvojici vrcholu spojime hranou s pravdépodobnosti p. Urcete pravdépodobnost, ze vysledny
graf bude obsahovat

a) alespon jeden izolovany vrchol,
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b) alespon jeden trojuhelnik.

2.4.11. Pat a Mat hraji hru: Maji dany souvisly graf G a bud Pat odstrani p vrcholi nebo Mat odstran{
m hran. Kdo odstrani méné objektu (vrcholu nebo hran), aby vznikl nesouvisly graf, vyhral. Kdo vyhraje,

jestlize
a) G=P,?
b) G=K,?
c) G=0Cy?
d) G=Knn

2.4.12. Mé&jme piirozené ¢islo n # 2. Ukazte, ze cirkulant Cy,(1,n) je 3-souvisly.
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3 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Eulerovské a hamiltonovské grafy jsou zavedeny ve skriptech [IITGI).

3.1 Eulerovské grafy

3.1.1. Je graf na Obrazku B3 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
U1

V2 U8

U3 %

Obrazek 3.1: Graf G.

3.1.2. Je graf na Obrazku B2 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
U1

V2 (%

U3 vr

Obrazek 3.2: Graf G.

3.1.3. Je graf na Obrazku B33 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
U1

V2 (%

U3 vr

Obrazek 3.3: Graf G.

3.1.4. Mame dan graf K33 bez jedné hrany, viz Obrazek B4.

Obrazek 3.4: Graf K33 — e.
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a) Je mozno graf K33 — e nakreslit jednim uzavienym tahem? Nakreslete nebo zdivodnéte, pro¢ to neni
mozné.

b) Je mozno graf K33 — e nakreslit jednim otevienym tahem? Nakreslete nebo zdivodnéte, pro¢ to nenf
mozné.

c) Je mozno graf K33 — e nakreslit dvéma otevienymi tahy? Nakreslete nebo zdtivodnéte, pro¢ to neni
mozné.

d) Kolik nejméné hran je tieba pfidat do grafu K3 3 —e, aby jej bylo mozno nakreslit jednim otevienym

tahem?

e) Kolik nejméné hran je t¥eba ptidat do grafu K33 — e, aby jej bylo mozno nakreslit jednim uzavienym
tahem?

3.1.5. Je cirkulant Cg(1,2) s vrcholovou mnozinou V = {v; : i = 1,2,...,6} eulerovsky? Pokud ano, najdéte
uzavieny eulerovsky tah.

3.1.6. Je cirkulant C4(1, 3) s vrcholovou mnozinou V = {v; : i = 1,2,...,6} eulerovsky? Pokud ano, najdéte
uzavieny eulerovsky tah.

3.1.7. Je cirkulant Cg(1,2) s vrcholovou mnozinou V- = {v; : i = 1,2,..., 8} eulerovsky? Pokud ano, najdéte
uzavieny eulerovsky tah.

3.1.8.Y Pro kterd n je mozno K, nakreslit jednim uzavienym tahem?

3.1.9. Pro kterd n je mozno K,, nakreslit jednim otevienym a nikoli uzavienym tahem?
3.1.10. Pro kterd m,n je mozno K,, , nakreslit jednim uzavienym tahem?

3.1.11. Pro kterd n je mozno K,,, nakreslit jednim otevienym tahem?

3.1.12. Dokazte, ze eulerovsky graf neobsahuje most.

3.1.13. Klasické domino obsahuje kostky s ¢isly 0 az 6. Z kostek je mozno sestavit uzavieny cyklus, kdy
kostky na sebe navazuji stejnou hodnotou.

a) Vysvétlete, pro¢ tomu tak je, s v vyuzitim teorie grafa?
b) Je mozno podobné sestavit cyklus pro domino s ¢isly 0 az 97

3.1.14. Ukazte, ze pro nesouvislé grafy nemusi platit, ze graf s 2¢ vrcholy lichého stupné je mozno nakreslit
t otevienymi eulerovskymi tahy.

3.2 Hamiltonovské grafy

3.2.1. Necht V(@) grafu G je mnozina vSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny [1,5] a nechf hrana
XY € E(G) pravé tehdy, kdyz jsou dvouprvkové podmnoziny X,V disjunktni (X N'Y = ). Nakreslete
graf.

3.2.2. Je Petersenuv graf hamiltonovsky? Své tvrzeni dokazte.

3.3 Priklady k procviceni

3.3.1. Je graf K44 eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.
3.3.2. Je graf K¢ eulerovsky? Pokud ano, najdéte uzavieny eulerovsky tah.

3.3.3. Pro kterd n je graf Ks, eulerovsky? V piipadé, ze graf je eulerovsky, najdéte uzavieny eulerovsky
tah.

3.3.4. Najdéte ptiklad souvislého grafu, ktery ma dva vrcholy lichého stupné a vSechny ostatni vrcholy
sudého stupné a do kterého
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a) staci pridat jedinou hranu tak, aby byl eulerovsky. Jaky je nejmensi takovy graf?

b) neni mozné piidat jedinou hranu tak, aby byl eulerovsky. Jaky je nejmensi takovy graf?

3.3.5. Pro kazdé t najdéte ptiklad souvislého grafu, ktery
a) je souvisly, obsahuje 2t vrcholu lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy.
b) neni souvisly, obsahuje 2¢ vrcholu lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy.

c¢) je souvisly, obsahuje 2t vrcholu lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy, ale neni
mozné pridanim ¢ hran ziskat eulerovsky graf.

d)* je souvisly, obsahuje 2t vrcholu lichého stupné a je mozno jej nakreslit ¢ otevienymi tahy, a priddnim

t hran je mozné ziskat eulerovsky graf.

3.3.6. Pro libovolné sudé r a libovolné n, n > r, najdéte piiklad r-pravidelného eulerovského grafu s n
vrcholy.

3.3.7. Mame dén graf G na Obrazku B3.

U W

Obrazek 3.5: Graf G.

a) Je graf G eulerovsky?

b) Jak pfidat hrany pouze mezi vrcholy v mnoziné U nebo pouze mezi vrcholy v mnoziné W tak, aby
vznikl eulerovsky graf? Pokud to neni mozné, dokazte!

c¢) Jestlize dovolime, aby alesponi jedna piidand hrana méla jeden koncovy vrchol v mnoziné U a druhy
v mnoziné W, muze pfidanim hran vzniknout eulerovsky graf? Jestlize ano, kolik nejméné hran je
tfeba piidat? Pokud to neni mozné, dokazte!

3.3.8. Ukazte, ze souvisly graf s 2¢ vrcholy lichého stupné je mozno nakreslit ¢ otevienymi eulerovskymi
tahy.
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4 Vzdalenost a metrika v grafu

Pojem vzdalenosti v grafu je popséan ve skriptech [UTG].

4.1 Motivaéni priklady

4.1.1.* Hlavolam zndmy jako ,,Hanojské véze“® m4 tii kiily a sadu osmi diskii rtiznych velikosti. Na zacdtku

je vsech osm diski sefazeno podle velikosti na prvnim kilu. Ukolem je pfemistit viechny disky na jiny kil
za dodrzeni nasledujicich podminek:
1. vzdy se presunuje pouze jeden disk,

2. nikdy nesmi lezet vétsi disk na mensim.

Namodelujte ilohu uzitim grafu a pro tii disky najdéte nejkratsi mozné feseni.

4.1.2. Mame osmilitrovou nadobu s vinem a dvé prazdné nadoby — pétilitrovou a tiilitrovou. Rozdélte
osm litrt na ¢tyfi a ¢étyfi litry jen s uzitim téchto nddob, bez pouziti odmeérky. Uloha namodelujte grafem
a najdéte nejkratsi feSeni a popiste vSechna piipustna feseni.

4.1.3. Mame osmi litrovou naddobu s vinem a dvé prazdné nadoby — pétilitrovou a tiilitrovou. Je mozno
odmeéfit libovolné (celoc¢iselné) mnozstvi vina? Pokud ne, zjistéte jaké. Pokud ano, dokazte.

4.2 Vzdalenost v grafu

4.2.1. Jaké je nejvétsi moznd vzdédlenost dvou vrcholu

@

a)vv grafu K,?7

b)¥v grafu K;?

)

)

c) v grafu K,?

d)%v grafu C;?
)

@

e)Yv grafu Krg?

4.2.2. Jaké je nejvétsi mozna vzdélenost dvou vrcholu v grafu G na Obrazku E7

Obrazek 4.1: Graf G.

4.2.3.Y Jaké je nejvetsi mozné vzdélenost dvou ruznych vrcholi v grafu P,?
4.2.4. Jaka je nejvétsi moznd vzdélenost dvou ruznych vrcholu v grafu K, ,,?
4.2.5. Jaka je nejvétsi mozna vzdalenost dvou ruznych vrchola v grafu C,7

4.2.6. Najdéte piiklad grafu s osmi vrcholy, ve kterém je minimalni i maximélni vzdédlenost dvou ruznych
nesousednich vrchola 2.

"Hanojské véze vymyslel v roce 1883 Francouzsky matematik Edouard Lucas.
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4.2.7. Najdéte graf s co nejmensim poc¢tem hran s osmi vrcholy, ve kterém je minimélni i maximalni
vzdalenost dvou ruznych nesousednich vrcholu 2.

4.2.8. Najdéte graf s co nejvétsim poctem hran s osmi vrcholy, ve kterém je minimélni i maximalni
vzdalenost dvou ruznych nesousednich vrcholu 2.

4.2.9. Najdéte graf s co nejvétsim poctem vrcholi, ve kterém je maximalni vzdédlenost dvou ruznych ne-
sousednich vrcholt 2 a nejvyssi stupen vrcholu je 3.

4.2.10. Jaka je nejvétsi mozna vzdalenost dvou vrcholta v grafu W,,?

4.2.11. Sestavte metriku (matici udavajici vzdalenosti mezi vrcholy) grafu Ky — e na Obrazku B2
3 m 4
1 2

Obrazek 4.2: Graf K4 bez jedné hrany.

4.3 Vzdalenost v ohodnocenych grafech

4.3.1. Mame déan graf G na Obrazku E33. Jaka je nejveétsi moznd vazena vzdalenost mezi vrcholy v grafu G?7

Obrazek 4.3: Graf G.

4.3.2. Mame dan graf G na Obrazku B3. Jaka je nejveétsi moznd vazena vzdalenost mezi vrcholy v grafu G7

Obrazek 4.4: Graf G.

4.3.3. Jaka nejvétsi moznd vazend vzdédlenost muze byt mezi dvéma vrcholy v cyklu délky 9, ktery je
ohodnoceny vSemi ¢isly 1,2,...,9, kazdym ¢islem préavé na jedné hrané v libovolném poradi.

4.4 Nejkratsi cesta v ohodnoceném grafu — Dijkstrav algoritmus

4.4.1. Mame déan graf G na Obrazku 3.
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Obrazek 4.5: Graf G.

Jaké jsou vzdalenosti vSech vrcholu od vrcholu vy ?
V jakém pofadi budou zpracovany vrcholy pii béhu Dijkstrova algoritmu s vychozim vrcholem v;?

Jaké jsou vzdalenosti vSech vrcholu od vrcholu ws?

)
)
)
d) V jakém pofadi budou zpracovany vrcholy pii béhu Dijkstrova algoritmu s vychozim vrcholem wvs?
) Jaké jsou vzdalenosti vsech vrcholu od vrcholu vs?

) V jakém potadi budou objeveny vrcholy pfi béhu Dijkstrova algoritmu s vychozim vrcholem vs?

) Které dva vrcholy jsou nejvzdélenéjsi? Jaka je jejich vzdalenost?

h) Ze kterého vrcholu je maximdlni vzdalenost do vsech ostatnich vrcholi nejmensi?
4.4.2. Ve kterém misté selze Dijkstruv algoritmus, jestlize pripustime i zaporna ohodnoceni hran?

4.5 Priklady k procviceni
Hyperkrychli 7ddu n budeme rozumét takovy graf G, G = (V, E), s 2" vrcholy, jehoz vrcholovou mnozinu
tvori vSechny binarni vektory délky n

V ={(a1,az2,...,a,) 1 a; € {0,1},i=1,2,...,n}

a hrana je mezi kazdymi dvéma vrcholy, jejichz vektory se lisi v jediné soutadnici
n
E = {(a1,a2,-~7an)(blab27~ ..,bn) : (al,ag,. . .,an),(bl,bg,... ,bn) S V/\Z |a¢ — bz| = 1}.
i=1

Hyperkrychle fadu n se znacéi @,.

4.5.1. Méjme graf Q3 (hyperkrychle tddu 3). Kolik nejméné hran musime pfidat, aby nejvétsi mozna
vzdalenost mezi vrcholy grafu byla 27

4.5.2.9 Jak4 je nejvétsi mozna vzdalenost dvou vrcholu v grafu Q7 Dokazte
4.5.3.% Jak prevést tilohu hledani nejkratsi cesty i pro grafy s ohodnocenymi vrcholy?

4.5.4. Kolik nejvice vrcholi muze mit graf, ktery ma nejvétsi moznou vzdédlenost mezi dvéma vrcholy
rovnou 27

4.5.5. V jednom okrese je 15 velkych mést a kazdé mésto je spojeno silnici s alespon sedmi jinymi.

a) Dokazte, Ze z libovolného mésta do libovolného jiného se dd dostat bud’ piimou cestou nebo pres
jedno jiné meésto.

b) Jak by se tloha zmeénila, kdyby kazdé mésto mélo byt spojeno silnici s pravé sedmi jinymi?
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4.5.6. Méjme graf G, ve kterém je kazdy vrchol stupné 4.
a) Vypocitejte, jaky je nejmensi mozny pocet vrcholu v grafu G, které jsou od néjakého pevné zvoleného
vrcholu ve vzdalenosti 3. Najdéte priklad takového grafu.
b) Vypocitejte, jaky je nejvétsi mozny pocet vrcholu v grafu G, které jsou od néjakého pevné zvoleného
vrcholu ve vzdalenosti 3. Najdéte piiklad takového grafu.
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5 Stromy

Stromy a jejich zékladni vlastnosti jsou popsany ve skriptech [IITG].

5.1 Motivacni priklady

5.1.1. Muzeme algoritmus hleddni centra pouzit i pro jiné grafy nez stromy? Najdete alespon jeden takovy
graf? Vysvétlete!

5.2 Zakladni vlastnosti stromu

5.2.1. Kolik existuje neizomorfnich lest se ¢tyfmi vrcholy?
5.2.2. Kolik existuje neizomorfnich stromu s péti vrcholy?
5.2.3.Y Najdéte centra nésledujicich stromd.

a) Strom 7" na Obrazku B

Obrazek 5.1: Strom T.

b) Strom 7 na Obrazku b2.

Obrazek 5.2: Strom T

¢) Strom 7 na Obrézku BZ3.

Obrazek 5.3: Strom T.

5.2.4. Najdéte takovy graf se dvéma cykly, ze kterého vynechanim jediné hrany vznikne strom.
5.2.5. Kolik hran je tfeba vynechat z kompletniho grafu K,,, aby zustala kostra?

5.2.6. Mame dén strom 7' se 17 vrcholy.
a) Kolik odebereme ze stromu 7' vrcholu (dle algoritmu z prednésky), nez najdeme centrum?
b) Kolik nejméné nastane takovych kroku algoritmu, kdy odstranujeme listy?

c¢) Kolik nejvice nastane takovych kroku, kdy odstranujeme listy?
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5.2.7. Mame dan strom s péti vrcholy. Kolik odebereme vrcholu (dle algoritmu z prednésky), nez najdeme
centrum?

5.2.8. Mdme dén strom se ¢tyfmi vrcholy. Kolik odebereme vrcholu (dle algoritmu z prednésky), nez
najdeme centrum?

5.2.9.Y Strom m4 56 hran. Kolik mtze mit vrchola?

5.2.10. Acyklicky graf ma 70 vrcholid a 60 hran. Kolik ma komponent?

5.2.11. Acyklicky graf ma 60 vrcholi a 70 hran. Kolik ma komponent?

5.2.12.Y Najdéte graf se dvéma cykly, ze kterého vynechdnim dvou hran vznikne strom.
5.2.13. Najdéte graf se dvéma cykly, ze kterého vynechanim ti{ hran vznikne strom.
5.2.14. Najdéte graf se tfemi cykly, ze kterého vynechanim t¥{ hran vznikne strom.

5.2.15. Najdéte graf se tfemi cykly, ze kterého vynechanim dvou hran vznikne strom.

5.3 Korenové a péstované stromy

5.3.1. Najdéte a zapiste kéd kofenového stromu (7', 7) na Obrazku B3.

9

Obrézek 5.4: Korenovy strom (T,7).

5.3.2. Najdéte a zapiste kéd kofenového stromu (7', 7) na Obrazku B3.

2y

Obrazek 5.5: Korenovy strom (T,r).

5.3.3. Najdéte a zapiste kod kotenového stromu (7, r) na Obrazku BE8.

éﬁ

Obrazek 5.6: Korenovy strom (T,r).

5.3.4. Najdéte a zapiste kdd kotenového stromu (7', s) na Obrézku B72.

2

Obrazek 5.7: Korenovy strom (T, s).

5.3.5. Mame dan strom 7" na Obrazku BER.
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r

Obrazek 5.8: Strom T', vyznacené vrcholy r, s.

Najdéte a zapiste kéd kotenového stromu (7', 7).

54

o

Najdéte a zapiste minimélni kéd kofenového stromu (7', r).

Najdéte a zapiste kéd korenového stromu (7', s).

)

o}

Najdéte a zapiste minimélni kéd kotfenového stromu (7 s).

5.3.6. Nakreslete péstovany kofenovy strom dany nésledujicim kdédem.

000000000111111111

o

o o
~ ~— ~ ~ N2

00010110010110010111

000010110100111000110111

[N

00001011010011100011011

000010110110011100011011

)

5.3.7. Je kéd péstovaného kofenového stromu daného nasledujicim kédem minimélni?

a) 000000000111111111.

b) 00010110010110010111

c) 000110010110010010111

o,

00010110011001010111

0000110110110001010111

)

)
)
)
)
)
)

f) 000010110100111000110111

5.4 Izomorfismus stromu

5.4.1. Kolik existuje neizomorfnich lesu s péti vrcholy?

5.4.2. Které kotrenové stromy maji jednoznacné urceny kod i kdyz nejsou péstované?

5.4.3. Zjistéte, které z néasledujicich stromu na Obrazku B9 jsou izomorfni.

Obrazek 5.9: Stromy T', S a R.

95
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5.5 Kostry grafi

5.5.1. Kolik koster ma nasledujici graf W,? Predpokladejme, Ze rozliSujeme vrcholy.

Obrazek 5.10: Graf Wy.

5.5.2. Mame déan graf G na Obrazku BT

Obrazek 5.11: Graf G.

a) Najdéte nejmensi kostru grafu G pomoci Kruskalova (hladového) algoritmu. Jaka je vdha nejmensi
kostry?

b) Najdéte nejmensi kostru grafu G pomoci Jarnikova (Primova) algoritmu. Vychozi vrchol je v;. Jakd
je vaha nejmensi kostry?

¢) Najdéte nejmensi kostru grafu G pomoci Boruvkova algoritmu. Jaké je vdha nejmensi kostry?
5.5.3. Jaké vlastnosti musi mit ohodnoceni grafu, aby vsechny tti algoritmy (Boruvkuv, Jarnikuv/Primuv
i Kruskaluv (hladovy) nasly vzdy stejnou kostru?

5.5.4. Méjme dén kompletni graf K, jehoz mnozina vrcholu je V = [1,n|. Kazdou hranu uv ohodnotime
souctem u + v. Jak vypada nejmensi kostra takto ohodnoceného kompletniho grafu?

5.5.5. Méjme dan kompletni graf K, jehoz mnozina vrcholu je V' = [1,n]. Kazdou hranu wv ohodnotime
souctem 2u + v, kde u < v. Jak vypadd nejmensi kostra takto ohodnoceného kompletniho grafu?

5.6 Priiklady k procviceni

5.6.1.Y Kolik rtznych koster mé cyklus C,? Predpoklddejme, ze rozlisujeme vrcholy.
5.6.2.Y Kolik riiznych neizomorfnich koster mé cyklus C,? Predpoklddejme, Ze nerozlisujeme vrcholy.

5.6.3. Mame graf Kj.
a) Kolik ruznych neizomorfnich koster mé graf K7

b) Kolik ruznych koster mé graf Ky, jestlize rozlisujeme vrcholy?

5.6.4. Mame graf Ks.

a) Kolik ruznych koster m4a graf K57 Predpokldddme, ze rozlisujeme vrcholy.
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b) Kolik ruznych neizomorfnich koster ma graf K5? Pfedpokladame, ze nerozlisujeme vrcholy.

5.6.5. Mame graf K.
a)* Kolik ruznych koster ma graf Kg? Predpokldddme, ze rozlisujeme vrcholy.

b) Kolik ruznych neizomorfnich koster ma graf K47 Predpokladame, ze nerozlisujeme vrcholy.

5.6.6. Kolik hran je tfeba vynechat z kompletniho bipartitniho grafu K,, ,, aby zustala kostra?
5.6.7. Kolik nejméné vrcholt musi mit graf, ktery méa dvé hranové disjunktni kostry? Najdete takovy graf?

5.6.8. Najdete priklad souvislého grafu, ktery ma 1001 rtznych koster. Predpokladdme, ze rozliSujeme
vrcholy.

5.6.9. Mame strom 7" a jeho kod C'. Cestou ve strom 1" budeme rozumét podgraf, ktery je izomorfni s cestou.
Co muzeme fici o nejdelsi cesté ve stromu 7', je-li v kédu C' pét po sobé jdoucich nul?

5.6.10. Mame strom T' a jeho minimdlni kéd C'. Cestou ve stromu 7' budeme rozumét podgraf, ktery je
izomorfni s cestou. Co muzeme tici o nejdelsi cesté ve stromu 7', je-li v kédu C pét po sobé jdoucich nul?
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6 Barevnost a kresleni graft

Pojmy barevnosti grafu a rovinného zakresleni grafu jsou popsany ve skriptech [UTG].

6.1 Motivacni priklady

6.1.1. Skladovaci problém: Ve skladu potravin mame ruzné druhy zbozi. Podle hygienickych norem se nesmi
nékteré druhy potravin skladovat spolu v jedné mistnosti. Nasim tkolem je zjistit, kolik nejméné mistnosti

je potieba ve skladu pronajmout, aby bylo zbozi ulozeno podle predpisu. Jak namodelujete skladovaci
problém pomoci teorie grafi.

6.1.2. Kolik nejméné barev je potfeba na obarveni 15 bilidrovych kouli v trojuhelnikovém postaveni
(Obrazek B) tak, aby zadné dvé dotykajici se koule nebyly obarveny stejnou barvou?

Obréazek 6.1: Bilidrové koule v trojuhelnikovém postavend.

6.2 Vrcholova barveni grafia

6.2.1. Jaké je chromatické ¢islo (barevnost) nésledujicich grafu?

B K

Obrazek 6.2: Grafy Wg a Wy.

a) Graf Wy (Obréazek 62)
b) Graf Wz, viz Obrazek 62

c¢) Graf pravidelného ¢tytsténu, viz Obrazek B3.

A A

Obrazek 6.3: Rovinnd nakreslent pravidelného ctyrsténu, Sestisténu a osmisténu.

d) Graf pravidelného Sestisténu, viz Obrazek B3.

e) Graf pravidelného osmisténu, viz Obrazek BE3.
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6.2.2. Jaké je chromatické ¢islo (barevnost) grafu G na Obréazku BE47

53

Obrazek 6.4: Graf G.

6.2.3. Jaké je chromatické ¢islo (barevnost) cirkulantu Cjo(1,2,5) na Obrazku B37

@

Obrézek 6.5: Cirkulant C1(1,2,5).

6.2.4. Kolik nejméné hran musime vynechat z grafu Wy (viz Obrézek B3), aby chromatické ¢islo vysledného
grafu bylo 27

6.2.5. Kolika nejvyse barvami obarvime kompletni bipartitni graf s alespon tfemi vrcholy, jestlize mu
pridame jednu hranu?

6.2.6. Kolika nejvyse barvami obarvime kompletni bipartitni graf, jestlize mu pfidame dvé hrany?
6.2.7.Y Kolika barvami lze obarvit strom?

6.2.8. Kolik barev je potfeba na obarveni (jaka je barevnost) K,, — e?

6.2.9. Kolik barev je potfeba na obarveni (jaka je barevnost) C), s jednou pfidanou hranou vyv;, i € [1,7n]?

6.2.10. Mam dan graf G. Co muzeme fici o barvenosti grafu G, jestlize zname A(G)?

6.3 Rovinné kresleni grafu

6.3.1. Pokud je to mozné, nakreslete graf G na Obrazku B8 tak, aby se hrany neprotinaly.

i

Obrazek 6.6: Graf G.

6.3.2. Pokud je to mozné, nakreslete graf G na Obrazku B tak, aby se hrany neprotinaly.

0
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Obrazek 6.7: Graf G.

6.3.3. Ukazte, ze po pfidani libovolné hrany do grafu na Obrazku B2 vysledny graf jiz nebude rovinny.
6.3.4. Pokud je to mozné, nakreslete rovinny graf pravidelného ctyisténu.

6.3.5. Pokud je to mozné, nakreslete rovinny graf pravidelného Sestisténu (krychle).

6.3.6. Pokud je to mozné, nakreslete rovinny graf pravidelného osmisténu.

6.3.7. Nakreslete rovinny graf pravidelného dvanactisténu.

6.3.8. Nakreslete rovinny graf pravidelného dvacetisténu.

6.3.9. Nakreslete rovinny graf osmisténu a najdéte odpovidajici dudlni graf.

6.3.10. Nakreslete rovinny graf dvanactisténu a najdéte odpovidajici dudlni graf.

6.3.11. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného osmisténu. Stény pravidelného osmisténu jsou
trojuihelniky.

a) Kolik m4a oblasti?

b) Kolik m4a hran?

)
)

¢) Kolik ma vrcholu?
)

d) Kolik dalgich hran mtzeme do roviného nakresleni osmisténu pfidat tak, aby graf zustal rovinny?

6.3.12. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného sestisténu (krychle).

a) Kolik méa oblasti?

b) Kolik m4 hran?

)
)

¢) Kolik ma vrcholu?
)

d) Kolik dalsich hran muzeme do roviného nakresleni krychle pfidat tak, aby graf zustal rovinny?

6.3.13. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného dvanactisténu. Stény pravidelného dvanactisténu jsou
pétithelniky.
Kolik méa oblasti?

a

)

b) Kolik ma hran?

c¢) Kolik ma vrcholu?
)

d) Kolik dalsich hran muzeme do roviného nakresleni dvanéctisténu pfidat tak, aby graf ztstal rovinny?

6.3.14. Mame néjaké rovinné nakresleni pravidelného dvacetisténu. Stény pravidelného dvacetisténu jsou
trojuhelniky.

a) Kolik mé oblasti?
b) Kolik ma hran?

¢) Kolik ma vrcholu?
d)

Kolik dalsich hran muzeme do roviného nakresleni dvacetisténu pfidat tak, aby graf zustal rovinny?

6.3.15. Kolik ma souvisly rovinny graf oblasti, vite-li, Zze ma

a) 20 vrcholu a 25 hran?
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b) 16 vrcholi a 15 hran?
c¢) 25 vrcholu a 22 hran?

d) 5 vrcholu a 10 hran?

6.3.16. Nakreslete graf Ky tak, aby
a) se hrany neprotinaly

b) a navic aby byly dsecky.

6.3.17. Nakreslete graf K5 — e tak, aby
a) se hrany neprotinaly

b) a navic aby byly dsecky.

6.3.18. Nakreslete graf K33 — e tak, aby
a) se hrany neprotinaly

b) a navic aby byly dsecky.

6.3.19. Najdéte rovinny graf, ktery ma nejmensi stupen vrcholu 5.

6.3.20.* Najdéte nekoneéné mnoho neizomorfnich souvislych rovinnych grafu, které maji nejmensi stupen
vrcholu 5.

6.3.21. Do rovinného nakresleni stromu pridame dvé hrany, které se navzajem nekiizi a nekiizi ani zadnou
puvodni hranu stromu. Kolik bude mit vysledny graf oblasti (stén)?

6.4 Rozpoznani rovinnych grafia

6.4.1.Y Pro kteréd n je graf K, rovinny? Zdtvodnéte.

6.4.2.Y Pro kterd m,n je graf K, » rovinny? Zduvodnéte.

6.4.3. Existuje rovinné nakresleni pro K¢ — C3? Zduvodnéte.

6.4.4. Nakreslete néjaky souvisly rovinny graf s 12 hranami a 8 oblastmi.
6.4.5. Nakreslete néjaky souvisly rovinny graf s 21 hranami a 16 oblastmi.

6.4.6.*% Je graf G na Obrézku B3 rovinny? Zduvodnéte.

Obrazek 6.8: Graf G.

6.4.7. Je Petersenuv graf rovinny? Zduvodnéte.
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6.5 Barveni map a rovinnych graft

6.5.1. Kolik nejméné barev je tfeba na dobré vrcholové barveni rovinného nakresleni grafu?
a) K5 — €

b) Ksz3—e

6.5.2. Najdete rovinny graf, na jehoz obarveni je potieba alespon 5 barev? Zduvodnéte.
6.5.3. Kolik barev je tfeba na dobré obarveni hyperkrychle @,,7

6.5.4. Najdete graf s nejvétsim stupném 2 na jehoz dobré vrcholové barveni jsou potieba alespon 3 barvy?
Zduvodnéte.

6.5.5. Najdéte graf s nejvétsim stupném r, na jehoz dobré vrcholové barveni je potieba alespon r+1 barev.

6.5.6. Najdete graf s nejvétsim stupném 3 na jehoz dobré vrcholové barveni je potieba minimdalné 5 barev?
Zduvodnéte.

6.5.7. Najdéte chybu v nésledujicicm dukazu: Méjme takovy graf GG, ze na jeho dobré vrcholové barveni
je potfeba alespon 5 barev. V grafu G musi byt vrcholy stupné alesponi 5, které jsou sousedni s vrcholy
¢tyT ostatnich barev, jinak bychom je mohli pfebarvit a pouzit méné nez 5 barev. Jiste najdeme takovou
mnozinu péti vrcholu ruzné barvy, které tvori podgraf K.

V roviném grafu podle Kuratowského véty neexistuje podgraf izomorfni s Kj, a proto (podle
predchoziho zduvodnéni) na obarveni roviného grafu budou stacit vzdy ¢tyfi barvy.

6.6 Priklady k procviceni
6.6.1. Mame dénu hyperkrychli fddu n, znacime ji @, (definice je uvedena na strané BI).

a) Jaky je pocet vrcholu hyperkrychle @7

=

Jaky je stupen vrcholu v grafu hyperkrychle @,,?

d) Jaka je barevnost ¢islo hyperkrychle @7

e) Pro které hodnoty n je graf hyperkrychle Q,, rovinny?

)

)
c) Jaky je pocet hran @,,7

)

)
6.6.2. Podle predpisu se kava nesmi skladovat spoleéné s ryzi, ryze s moukou, mouka s jablky a jablka se
nesmi skladovat spoleéné s tropickym ovocem. Kolik nejméné mistnosti je potieba pro uskladnéni vsech
druhu zbozi?

6.6.3. Mame za 1kol pronajmout skladové prostory, ve kterych se budou skladovat broskve, kukufice, pa-
priky, pSenice, rajcata, svestky a konzervy. Podle predpisu se obiloviny nesmi skladovat spolecné s ovocem,
rajcata ani papriky se nesmi skladovat s pSenici nebo kukufici a broskve se nesmi skladovat s rajcaty. Kolik
nejméné mistnosti je tfeba pronajmout pro uskladnéni vsech druht zbozi?

6.6.4. Kolik hran staci ptidat do cyklu C),, aby vysledny graf nebyl rovinny?
6.6.5. Pro kazdé k € N uved'te ptiklad grafu G, aby platilo A(G) — x(G) > k.
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7 Toky v sitich

Pojem sité a definice toku v siti jsou jsou popsény ve skriptech [[ITG].

7.1

7.1.1.
7.1.2.
7.1.3.
7.1.4.
7.1.5.

7.2

7.2.1.

7.2.2.

c)

Definice a vlastnosti sité

Pro které vrcholy sité obecné neplati zakony kontinuity?
Jak v siti namodelovat neorientovanou hranu s kapacitou c?
Mize pro (jediny) zdroj platit zdkon kontinuity?

Muze v siti néco pritékat do zdroje?

Muze byt tok na hrandch vychazejici ze zdroje vétsi, nez tok na hrandch pritékajicich do stoku?
Hledani nejvétsiho toku

Mame dénu sit S = (G, z, s,w) na Obrdzku .

Obrézek 7.1: Sit (G, z, 5, w).

Jaka je hodnota nejvétstho toku v siti S7 Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednasky.

Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S?7 Najdéte nejmensi fez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z prednasky.

Jak vypadad mnozina U po skonceni algoritmu?

Mame dénu sit S = (G, z, s, w) na Obrdzku 2.

Obrézek 7.2: Sit (G, z, s, w).

Jaka je hodnota nejvétstho toku v siti S7 Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednéasky.

Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S?7 Najdéte nejmensi fez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z prednasky.

Jak vypada mnozina U po skonceni algoritmu?
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7.2.3.
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Mame dénu sit S = (G, z, s,w) na Obrazku 3.

Obrézek 7.3: Sit (G, z, 5, w).

Jaka je hodnota nejvétstho toku v siti S? Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednasky.

Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S?7 Najdéte nejmensi fez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z pfednasky.

Jak vypadd mnozina U po skonceni algoritmu?

. Méme dénu sit S = (G, z, s, w) na Obrazku 4.

Obrazek 7.4: Sit (G, z, s, w).

Jaka je hodnota nejvétsiho toku v siti S? Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednéasky.

Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S?7 Najdéte nejmensi fez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z prednasky.

Jak vypada mnozina U po skonceni algoritmu?

. Mdme dénu sit S = (G, z, s, w) na Obréazku 3.

Obrézek 7.5: Sit (G, z, s, w).
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a) Jaka je hodnota nejvétsiho toku v siti S? Najdéte jej pomoci Ford-Fulkersonova algoritmu
z prednasky.

b) Jaka je kapacita nejmensiho fezu v siti S? Najdéte nejmensi ez, ktery vyplyva z Ford-Fulkersonova
algoritmu z prednasky.

c¢) Jak vypadd mnozina U po skonéeni algoritmu?

7.3 Zobecnéni siti a dalsi aplikace

7.3.1. Najdéte nejvétsi parovani v nasledujicim grafu. Zduvodnéte, pro¢ neexistuje vétsi parovani.

Obrazek 7.6: Bipartitni graf G.

7.3.2. Najdéte nejvetsi parovani v nasledujicim grafu. Zduvodnéte, pro¢ neexistuje vétsi parovani.

Obrézek 7.7: Bipartitni graf G.

7.3.3. Existuje systém ruznych reprezentantt pro nasledujici systém mnozin? Pokud ano, najdéte ho, pokud
ne, dokazte to.

My = {1,2,4}, My = {1,3,7}, M3 = {1,5,6}, My = {2,6,7}, M5 = {2,3,5}, Mg = {3,4,6}, M7 = {4,5,7}

7.3.4. Existuje systém ruznych reprezentantt pro nésledujici systém mnozin? Pokud ano, najdéte ho, pokud
ne, dokazte to.

My = {1,4,5}, My = {1,4,6}, M3 = {1,5,6}, My = {2,3,5}, M5 = {4,5,6}, Mg = {4,5,7}, M7 = {4,6,7}
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7.4 Priiklady k procviceni

7.4.1. Najdeéte priklad sité, kde kapacity hran jsou celociselné a nejvétsi tok nemuze byt celociselny.
7.4.2. Najdéte priklad sité, kde kapacity hran jsou celociselné a nejvétsi tok neni celociselny.

7.4.3. Najdéte priklad sité, kde kapacity hran jsou celo¢iselné, nejvetsi tok je celociselny, ale toky na hranach

nejsou celociselné.
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