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8 Stupné vrcholi, Véta Havla-Hakimiho

8.1. Na obrdzku je zndzornény graf G. Urcéete a vysvétlete:
a) Jaky je nejdelsi cyklus v grafu G ¢

b) Jaky je nejdelsi indukovany cyklus v grafu G ¢

c) Jaky je nejdelsi tah v grafu G?

d) Jaky je nejdelsi sled v grafu G ¢
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Obrazek 8.1: Graf G.

[a]) Bez problému v grafu najdeme cyklus vy, ve, v3, v4, vs, Vg, V7, Vs, V1, coZ je cyklus Cs. Protoze kazdy
vrchol muze byt v cyklu obsazeny nejvyse jednou a v cyklu Cg jsou obsazeny vsechny vrcholy grafu G, je
jasné, ze delsi cyklus v grafu G nemuze existovat. Nejdelsi cyklus v grafu G je proto cyklus Cs.

b) Indukovany podgraf grafu G obsahuje néjakou mnozinu vrcholu grafu G a vSechny hrany grafu G
v ramci této mnoziny. Uz vime, ze nejdelsi cyklus v grafu je Cg. Cyklus Cg ale neni indukovany podgraf
grafu G, tudiz to neni indukovany cyklus. Naopak cykly Cs, které v grafu muzeme najit dva, jsou zaroven i
indukované. Pokud budeme chtit najit delsi indukovany cyklus, urc¢ité v ném bude muset chybét minimalné
jeden z vrcholu cyklu vi,v9,v3,v1 a minimalné jeden z vrcholu cyklu wvs, vg, v7,vs, aby v indukovaném
podgrafu tyto cykly C3 nebyly. Uz tedy vime, Ze nejdelsi indukovany cyklus nemuze byt delsi nez cyklus
Ce. Pokud vynechame vrcholy v; a vs, podgraf indukovany na vSech ostatnich vrcholech tvoii cyklus
V9, U3, V4, Us, U7, Vg, V2. Nasli jsme indukovany cyklus Cg a protoze vime, ze delsi indukovany cyklus v tomto
grafu nemuze byt, nalezeny cyklus Cg je feSenim 1lohy. Vzhledem k symetrii grafu lze vynechat i vrcholy
v3 a v7, indukovany cyklus vy, vo, vg, vs, v4, Vs, v1 je pak opét cyklus Cg.

c¢) Graf obsahuje 8 vrcholu stupné 3. V grafu neexistuje tah obsahujici vSechny hrany (musely by
byt bud vsechny vrcholy sudého stupné, nebo pravé dva vrcholy lichého stupné). Musime vynechat tii
vzajemné nezavislé hrany, napfiklad hrany vive, v3vs a vsvg, abychom dostali graf, v némz existuje ale-
spon otevieny eulerovsky tah. Pfi vynechani mensiho po¢tu hran vzdy zustanou aspon 4 vrcholy lichého
stupné. 7 celkového poétu 12 hran tedy nejdelsi tah obsahuje 12 — 3 = 9 hran. Piikladem tahu muze byt
v1, V2, U3, U1, U8, U7, Vg, Us, U4, U3. LTento tah obsahuje 10 vrchola a tedy 9 hran.

d) Ve sledu se muzou hrany i vrcholy opakovat. Sled v grafu proto muze byt libovolné dlouhy. Muzeme
napiiklad vést sled tim zpusobem, ze z vrcholu v; ptujdeme hranou vive do vrcholu vy, pak zase stejnou
hranou do vy, pak zpét do vs atd. Pro sled libovolné délky timto zpusobem muzeme najit sled o 1 delsi.
Zidny koneény sled tedy nenf nejdelsi.

8.2. Udeélejte v grafu ze zaddni predchoziho prikladu ndsledujici zmény: odstranite hrany vsvy a v1v3 a
pridejte hrany vivs a vsvy. Bude takto vznikly graf izomorfni se zadanym grafem? Pokud ano, najdéte
izomorfismus. Pokud ne, zdivodnéte. Najdete jing zpusob, jak odstranit dvé hrany a pridat jiné dvé hrany,
aby nové vznikly graf byl izomorfni s puvodnim grafem?
Novy graf nebude izomorfni se zadanym grafem. V zadaném grafu jsou dva cykly Cs, v nové vzniklém
zadny cyklus C5 neni.

Pokud odstranime hrany vsvy a vivs a pfiddme hrany vivr a vsvs, pak dostaneme graf izomorfni se
zadanym grafem. Po pootoceni grafu muzeme snadno vidét, Ze se jednd o izomorfni grafy, nebot se jedn4
o stejny graf pouze s jinak pojmenovanymi vrcholy.
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8.3. Jaké je omezeni pro ohodnoceni grafu, aby pro hleddni vzddlenosti bylo mozZno pouzit Dijsktruv algo-
ritmus?

Dijsktruv algoritmus lze pouzit, pokud je graf kladné ohodnoceny.



